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Método de Diferencias Finitas para un Problema de
Bingham Unidimensional

Germén A. Torres * y Cristina Turner |
Facultad de Matematica, Astronomia y Fisica
Universidad Nacional de Cérdoba, 5000 Cérdoba, Argentina

Abstract

In this work, a numerical method of finite differences is proposed to solve an
unidimensional Bingham problem, and some theoretical properties of the solution
are proved, and corroborate numerical results. A Bingham fluid is a non-newtonian
fluid, whose viscous behaviour makes his layers move only if shear stress is greater
than a threshold value 7y . There are some previous theoretical results that allows
us to affirm existence and uniqueness of the solution under certain initial conditions.
The proposed method is a finite difference scheme with spatial variable step, that
is, while we move a fixed time step, we adjust the grid in such a way that the spatial
step represents the free boundary advance. Using an internal calculus of fixed point
is possible to reduce the number of flops, making feasible the implementation of
the method in a computer. Besides that, a theorem of existence and uniqueness
is proved for more general cases, and also a result about asymptotic behaviour is
demonstrated.

Resumen

En este trabajo se propone un método numérico de diferencias finitas para re-
solver un problema de Bingham unidimensional y se demuestran algunas propiedades
tedricas de la solucidn que sirven para corroborar los resultados numéricos. Un flu-
ido de Bingham es un fluido no newtoniano cuyo comportamiento viscoso hace que
sus capas se desplacen entre si sélo si la tensién tangencial supera una cierta ten-
sion umbral 19. Hay varios resultados tedricos previos que nos permiten afirmar la
existencia y unicidad de la solucién bajo ciertas condiciones iniciales. El método
consiste en el uso de diferencias finitas, mas precisamente en la discretizacién de la
variable temporal con un paso fijo, mientras que en la variable espacial se elige un
paso variable, de modo tal que la grilla se vaya adaptando a la frontera libre a me-
dida que el tiempo transcurre. Usando una iteracién interna de punto fijo es posible
reducir notablemente el costo computacional, haciendo factible la implementacién
practica del método. Ademds se prueba un resultado de existencia y unicidad para.
problemas mas generales y se demuestra cudl es el comportamiento asintético.

Key words: Bingham fluid, finite differences, non-newtonian fluids
Palabras Claves: Fluido de Bingham, diferencias finitas, fluidos no newtonianos
AMS Subject Classification: 35A40, 35B40, 35R35, 39A12, 65M06

*torres@mate.uncor.edu
Tturner@mate.uncor.edu



Torres-Turner, Bingham Unidimensional, MAT-Serie A, 5 (2001), 11-26 12

1 Introduccion

Consideramos el fluido encerrado entre dos placas paralelas, y mediante el uso de la
ecuacion de Navier-Stokes para la region viscosa y la ecuacién de movimiento de Newton
para la parte rigida es posible modelar el comportamiento del sistema. La frontera que
separa las dos regiones previamente mencionadas (la viscosa y la rigida) es desconocida y
se encuentra en movimiento, y es una de las incégnitas mas importantes del problema.

Existe una formulacién débil, en forma variacional, para problemas de frontera libre
del tipo del fluido de Bingham. Se puede consultar en [4],[5], [8], [9] v [10]. Ademds en
[11] hay detallada una extensa bibliografia acerca del tema.

Segin sea la relacién entre el tensién de corte y la tension tangencial, es posible
realizar una clasificacién de los fluidos. Si la tension tangencial es un multiplo de la
tensién de corte (la tensién de corte es la velocidad de cambio de la velocidad de las
capas del fluido), donde el coeficiente multiplicativo es la viscosidad, entonces el fluido es
denominado newtoniano, caso contrario se llamara no newtoniano. Ejemplos de fluidos
newtonianos son: agua, benceno, alcohol, glicerina. Ejemplos de fluidos no newtonianos
son: plasma de la sangre, chocolate, mayonesa, salsa de tomate, pasta dental, algunas
grasas, aguas cloacales, y en general liquidos con particulas en suspension.

Entre los fluidos no newtonianos tenemos los fluidos de Bingham, que son aquéllos
cuya relacién entre la tensién tangencial 7 y la tensién de corte o es lineal. Es decir,

T =Ty + 0. (1.1)

donde 7 es la viscosidad y 7y es la tensién umbral.

Suponemos que el fluido es incompresible, laminar, y con densidad p constante. Fijado
el sistema de coordenadas, donde la direccién y es la vertical, la z es la direccién de
movimiento, y z la restante, se hacen las siguientes hipdtesis:

0 0
. Kl gradiente de presion se aplica en un solo sentido, es decir, 9 _ 9 _ 0

dy 0z

—_

2. El fluido es laminar, es decir, v = w = 0.

3. La componente no nula de la velocidad es sélo funcién del tiempo y de la componente

ou Ou
vertical de la posicién, es decir, — =0.

(9,2:%_

4. No hay intercambio de material entre la regién viscosa y la regién rigida, es decir,
uy(s(t),t) = 0.

5. El fluido tiene la condicién de adherencia en las paredes de las placas, es decir, que
la velocidad del fluido alli es cero.

Usando todas estas hipotesis simplificativas se llega a un sistema de ecuaciones diferen-
ciales parciales, que llamaremos Problema (P). Haciendo un simple cambio de variables,
podemos independizarnos de algunas constantes quedando:

Up — Uyy = f(1), s(t)y<y<1,t>0, (1.2)
u(1,t) =0, t>0,
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u(y,0) = up(y), s(0) =sp, 0<s9<y <1, (1.4)
uy,(s(t),t) =0, t >0, (1.5)
wi(s(t), 1) = f(t) — % t>0. (1.6)

Como vemos, en el sistema ha quedado un problema del tipo de conduccion del calor,
donde el término fuente es el gradiente de presion f que, seguin las hipétesis, depende sélo
de la variable temporal. Este sistema es llamado un problema de frontera libre puesto que
la funcién s(t), que es la frontera que separa dos regiones, forma parte de las incégnitas.
Para que haya desplazamientos de las capas del fluido, debemos suponer que el gradiente
de presion supera la tensién umbral 7, es decir,

F(t) > 7, Vi>0. (1.7)

También se puede colocar una condicién més general en lugar de tener una condicién de
contorno fija (como en (1.3)), simulando la situacién de dos fluidos de distinta naturaleza
en contacto, quedando una ccuacién alternativa:

u(1,t) = g(t), t>0. (1.8)

Se puede observar que tal funcién g no acarrea mayores problemas puesto que se puede
reescribir el sistema considerando una nueva funcién para el gradiente de presién.

Un sencillo calculo de derivacion nos permite obtener el problema derivado, que nos
scrd de utilidad mas adelante.

Si w = u, se tiene el problema (F,)

wy —wy, = 0, sty <y<1,t>0, (1.9)
wy(1,t) = — f(t), t>0, (1.10)
w(y,0) = uy(y), s(0) =359, 0< 50 <y <1, (1.11)

w(s(t),t) = 0, t >0, (1.12)

wy(s(t),t) = — -2 ¢>0. (1.13)

2 Resultados previos

Si suponemos que el gradiente de presién tiende a un valor estacionario, es decir, lim; o, f(t) =
fo, v suponemos u independiente del tiempo en (1.2)-(1.6), se puede obtener la solucién
estacionaria.

) =2 (P 1)+ o= 1) s (2.1)

Elena Comparini probd en [1] la existencia y unicidad del problema (P) para todo
tiempo, dependencia continua respecto de los datos, un resultado de monotonicidad y
la convergencia asintdtica, cuando el gradiente de presion tiende a un valor constante y
cuando las condiciones iniciales cumplen ciertas hipétesis. Llamemos

uo(1) = 0, uy(y) < 0, uy(y) <0, (A1)
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7 T "

uyy) > —fo <y - f—‘;) W) > —fo (A2)

Proposicién 2.1 Si sg > s, (A1), (A2), ff>0y ug'(y) < 0 se tiene existencia y
unicidad del problema (P) para todo tiempo y

s(t) > Scos t>0, (2.2)

0 < u(y,t) < usly), s(ty<y<1, t>0, (2.3)

Uooy(y) < uy(y,t) <0, s(t)y<y<1,t>0, (2.4)
f@) = fo < w(y,t)<ft)<fo, st)<y<l, t>0, (2.5)
s(it) < 0, t>0. (2.6)

Se observa ademds que la siguiente integral estd acotada.

/Ooo (;5 - f;?) dt. (2.7)

Esto nos dice que el integrando converge a cero cuando ¢ tiende a infinito, concluyendo
que la frontera libre es, asintoticamente, inversamente proporcional al término fuente
multiplicada por la tensiéon umbral.

o L (2.8)

Q

s(t)

3 Generalizaciones
En esta scccién se generalizardn los resultados expuestos en [1]. Llamemos (B1) a:
f(t) Zovte [O7T]7 UO(l) :()7 Ué)(y) Sovye [8071]' (Bl)

Notar que (B1) dice que ug(y) > 0.
Proposicion 3.1 Se puede ver que:

1. Si la hipdtesis (B1) se cumple, entonces

—~
o
—

3

0. (3.2)

IN IV

1t

2. Si se cumple (B1), ug (y) <0V y € [s0,1] y f(£) >0V >0, entonces s (t) < 0
para los t donde la solucion exista y para los t tales que s(t) > 0.

3. Siu es solucion de (1.2)-(1.6) se cumple la siguiente relacion

THE) = O dr = u(s(8), ) — uo(s0). (3.3)
[ o]

para los t donde la solucion exista.
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Demostracién: (1) y (2) son una consecuencia obvia del Principio del Méximo y el Lema

de Hopf y (3) resulta de las ecuaciones de Green.
O

Observacion 1 Se observa que la acotacion de la integral depende de la velocidad del
fluido en la frontera libre. Pero ahora no podemos asequrar que el integrando tienda a
cero, puesto que los experimentos numéricos del método que se propondrd a continuacion
revelaron que la velocidad del fluido en la frontera libre tiende a infinito.

Proposicién 3.2 Supongamos que se cumple la hipdtesis (B1), que ug (y) < 0, V y €
[s0,1], ¥ que f'(t) >0, V¢ >0. Entonces

wyy(y,t) < 0, s(t)y<y<1, t>0, (3.4)
wy(y,t) < 0, sty <y<1, t>0, (3.5)
wi(y,t) < 0,  s(t)<y<L, t>0, (3.6)
To
s(t) > —, t > 0. (3.7)
ft)
siempre que s(t) > 0.
Demostracion: La funcién v = w,, resuelve el siguiente sistema de ecuaciones,
Vi —Uyy = O, s(t) <y <1, t>0, (3.8)
v(Lt) = —f() <0, t>0, (3.9)
v(y,0) = uy(y) <0, 0<sg<y<l, (3.10)
(t
st = W oo 4y (3.11)

s(t)

Por el lema de Hopf la solucién no tiene maximo en y = 1. Luego es facil ver por el
Principio del Mdximo que v < 0, lo cual nos dice que w,, < 0. Como w,, = w;, entonces
w; < 0. También, como wy, < 0 resulta que w,(y,t) es decreciente respecto de y para cada
t. Luego el maximo de w, csté en la frontera libre. Como wy(s(t),t) = —% < 0 entonces
w, < 0. Otra consecuencia de ser w, decreciente es que wy(s(t),t) > wy(1,1), lo cual,

reemplazando sus valores respectivos da que s(t) > % Esto concluye la demostracion.
O

Teorema 3.3 Sea f una funcion diferenciable que cumple f(t) > 1o ¥V t > 0, f(t) >
0Vt >0, lim ,of(t) = oco. Asumimos también que se cumplen la hipdtesis (C1)
conformada por estas cinco ecuaciones:

up(1) =0, up(y) <0V y € [so,1], uply) <OV y € [s0,1],

(C1)

89 >0, ugl(y) <0V yéE [sg1]

Luego existe unica solucion del problema (P,) para todo tiempo y ademds

; — o
tgnoos(t) =0, s(t) > 0 Vit>0. (3.12)
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Demostracion: Llamamos problema (P}') al sistema (P,) salvo que el término f(t) es

reemplazado por f,(t), donde, paran € N y ¢ > 0 arbitrario

f(t)a t S n
fn(t) =< polinomio que empalme a f en forma diferenciable, n<t<n+4+e (3.13)
fln+e), t>n+e

Como la funcién f tiene limite infinito, a partir de un N en adelante se cumplen
las hipdtesis de existencia y unicidad de la Proposicién (2.1), lo cual nos dice que cada
problema (P;L) conn > N tiene solucién Unica parat arbitrariamente grande, cumpliéndose
también que

To

f(n+e)

] n 70 n
tgnoo s"(t) = Finte) s™(t) >

A la solucién de este problema la llamamos {w™, s™}.

Sea T un numero positivo arbitrario. Tomo n tal que n > N y n > T. Luego el
problema (F,) coincide con el problema (P]) en el intervalo [0,7]. Luego, de acuerdo
al parrafo anterior, el problema (P,) tiene tnica solucién en el intervalo [0, 7] para todo
T arbitrario. Esto me dice que el problema (P,) admite solucién para t arbitrariamente
grande.

A partir de ahora consideraremos que n > N para que se cumplan las hipdtesis de
existencia y unicidad. Llamamos {w",s"} solucién de (P}) para n > N y llamaremos
{w, s} solucién de (P,). Probaremos que esa sucesién de soluciones converge a la solucién
general.

Por unicidad de la solucién, y debido a que f,(¢) = f(¢) para t < n, se tiene que

{i((;:)i

Esto dice que lim,, ., s™(t) = s(t). Por un teorema de monotonia para problemas de
este tipo, se sabe que si f, < fn;1 entonces s® > s Ver [1]. También sabemos que
lim; o s™(t) = f(r:—i-e) para todo n.

Sea €; > 0. Luego existe Ny > N tal que si n > Ny entonces f( g <€ En particular

(3.14)

t<n

)
w(y,t) st)<y<1l,t<n (3.15)
)-

f(N1+e) < ¢;. Luego existe M, un ntimero real, tal que si t > M, entonces s™1(t) < ¢;. Por
monotonia, s"(t) < sV (t) < ¢, paran > N, yt > M. Dado t > M, tomo n > t, luego
s™(t) = s(t), que da como resultado que s(¢) < €;. Notar que s(t) > 0, V¢ > 0. Haciendo
uso de la Proposicién (3.2) se obtiene por (3.7) el otro resultado que buscdbamos. Esto

concluye la demostracion.
]

4 Método de Diferencias Finitas con Paso Espacial
Variable

Por simplicidad trabajaremos con el sistema (1.9)-(1.13). El método consiste en discretizar
la ecuacion principal. Fijado un paso de tiempo At, se construye una grilla de tal forma
que la frontera libre pase por los nodos de ésta. En cada paso de tiempo se calcula un paso
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espacial Ay adecuado para tal fin. El algoritmo se ha construido para el caso cuando la
frontera libre es decreciente. Para mdétodos similares ver [3], [6] y [7]. Definimos entonces
At arbitrario y

Yiv1 = 1— (Ayl + ...+ Ayi>7 Lz 17 h = 17 (41)
t, = (n—1)At, n>1 (4.2)

Dividimos el intervalo [sg, 1] en m — 1 partes, donde m es un nimero natural arbitrario
mayor o igual que tres. Definimos

_1—80

Ay; = sy — 1. (4.3)

m—1

Con esta cleceién los puntos yy ,...,ym son una particién de [so, 1] igualmente distribuida.
Se ve claramente que ¥, = so. De aqui en adelante construiremos Ay,,, AYpmi1, ..., de
manera tal que (Ypom_1,t,) sea un punto de la frontera libre. Denotamos w;, = w(y;, t,)-
Realizamos aproximaciones mediante diferencias finitas para las derivadas y reemplazando
en (1.9)-(1.13) queda lo que llamamos problema (Pd,):

Wint1 — Wong1 = —AYifag1s n=>1, (4.4)
At At N At LA N At
A Wi - i | Win A Witint1 =
Ayit 1,n+1 Avit | Au Y n+1 Ay +1,n4+1
= —Ayw;p, i=2.n+m—1, n>1, (4.5)
Wntm,n+1 = O, n Z ]_, (46)
Wil = uIO(yl)a 1= 17 ey T, (47)
wn m—1i,n
Aynerfl - x CLaE Yn+m—1, n Z L. (48)
Wn4m—1,n+1 — 70

La idea del proceso es la siguiente:

1. Elegidos yi,...,ym, se puede calcular {w; }/*; mediante la ccuacién (4.7). De este
modo el primer paso quedaria resuelto.

2. Hasta el momento sélo disponemos de Ayy,...,Ay,,_1. Si pudiéramos conocer el valor
de Ay,,, entonces utilizando el sistema (4.4)-(4.6) para n = 1, entonces scria posible
caleular {w;}7+. Luego nos dedicaremos a calcular Ay,,.

3. Esto nos permite realizar un paso inductivo. Supongamos conocidos los valores
{wip Y™ty Ayr,eeey Aypym—o. Sisupiéramos cuanto vale Ay, ,,_1, entonces po-
drfamos resolver el sistema lineal (4.4)-(4.6) y obtener {w; ,11}i".
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Como vemos, lo Unico que nos queda es tratar de encontrar el valor de Ay, ,,_1, de
tal forma que sea consistente con la ccuacién (4.8). Lo que proponemos es lo siguiente:

1. Dar un valor inicial Ay,(lllm,l tal que 0 < Ay,(lllm,l < Yntm—1-

2. Calcular una iteracién interna en r determinada por la ecuacién (4.8), es decir,

(r)

r+1 wy, m—1,n+1

Ayr(z:_m)fl = ( (r) = + ) Yntm—1, n > L. (49)
Whptm—-1,n+1 — 70

donde w,ﬂm,l’n 41 se calcula resolviendo (4.4)-(4.6) usando Ayq,...,AYpim-2,

Ayg;&)-m—l :

Si la succsién {Ay,(l?mfl} fuera convergente a un nimero Ay, ., 1 > 0, resolveriamos
(4.4)-(4.6) usando Ay1,...;AYn im 2, AYnim 1, lo cual nos daria {w; ,11}24", v de esta
manera quedaria resuelto el problema para el nivel n + 1.

Proposicion 4.1 Sea A una matriz cuadrada tridiagonal, donde los elementos de la
diagonal principal y las dos adyacentes son todos distintos de cero. Entonces A es una
matriz irreducible, es decir, el sistema no puede desacoplarse.

Demostracién: Ver [12].
|

Proposicion 4.2 5t At > 0 y Ayr,--,AYpim_1 SON numeros positivos, entonces la matriz
del sistema lineal formado por las ecuaciones (4.4)-(4.6) es no singular.

Demostracion: Claramente la matriz del sistema es diagonalmente dominante en sentido
fuerte. Usando la proposicion anterior se observa que esta matriz es también irreducible.
Como un corolario del Segundo Teorema de Gershgorin resulta que la matriz es invertible.
|
Ahora despejaremos explicitamente la solucién del sistema lineal (4.4)-(4.6) con el
objeto de obtener propiedades de la solucién.
De la ccuacién (4.4) se deduce que:

Wint1 = Want+1 — AylfnJrl- (41())

Caso i = 2: Reemplazamos por el valor de wy 41 ¥ despejamos ws 41, quedando:

At fot . At
A Jn+l Wan 7103’” 1

_ Ay2 * Ay% i 411
W2,n+1 = At : (4.11)

1+ ——

Ay3

Notemos que

Wont1 = G241 + D2 n 1Ws iyt (4.12)

donde
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donde

A2 nt+1 = A2n+1 (At, Ay% fn+17 an) s

boni1 = bani1 (AL, Ays),

19

(4.13)

0< bg’n+1 < 1. (414)

Caso i = k, donde 3 <k <n +m — 2: Reemplazamos por el valor de wy_ 1,41 ¥

despejamos wy 41, quedando:

At
Qg _1p+1 T Wen + 5 Whtln
 AyeiAys Ln+1 Ayl +1,n+1
wk,n+1 - At At
1+ —— (1 = bt 1) + —
Ayr_1 Ay ( L+) Ay
Notemos que:
Whntl = Qi1 + Oknt 1 Wil ntls
donde
At .
N~ A Ok—1n+1 T Wkn
_ Ayp_1Ayy "
Agntl — Al ( ) At
14+ ——— (1 —bp—int1) + —
Ayp_1Ayy, DT Ay
At
Ay}
brnir = A AF
1+ —— (1 —bp g pe1) +—5
Ayk—lAyk( e-Lm+1) Ay
donde
Okn+1 = Qkn+1 (Atv Ag?a ceey Ayka fn+17 Wany -y wkn) 5

bk,nJrl - bk,nJrl (Atv Ay% .

0< bk’nJrl < 1.

Caso ¢ = n +m — 1: Siguiendo el mismo procedimiento de antes, queda:

) Ayk) )

At L
Qn+m—2n Wn4+m—1,n
_ Aynerf2Ayn+mf1 " nt i b
wn+m71,n+l - At ( ) At
1+ 1-—- bn+m—2,n+1 e
AZ/?‘L—0—771—2Ay'r1—|-m—1 Agr%—t—m—l

donde

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)
(4.20)
(4.21)

(4.22)
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Wn4+m—1n4+1 — Antm—1,n+1;

donde
At L
an m—27n 1 wn m—l,n
_ Ayn—l—m—2Ayn—&-m—l i " i
an+mfl,n+l — At ( ) At 9

1+ 1-—- bn+m—2,n+1 e T

Ayn—o—m—ZAyn—l—m—1 Ayi—i—m—l
donde

On4m—1n+1 — An4m—1,n+1 (At, Ay% teey Aynﬁ»mfla fn+la Wan,y «-y wn—l—m—l,n) .

Proposiciéon 4.3 Los {bi,n+1}?22m_2 no dependen de n.

20

(4.23)

(4.24)

(4.25)

Demostracion: Es una simple observacion de (4.13), (4.14), (4.18), (4.20) para 3 < k <

n—+m— 2.

Usando la proposicion anterior, y resumiendo todas las férmulas, queda:

Wint1 = Want+1 — Aylfn+17
Wint1 = Qint1 + biwi+1,n+17 1= 27 oM — 27

Wn+m—-1n+1 = Cntm—1,n+1-

Donde los coeficientes estan dados por:

. Ay frt1 + won
14+ —
N Ay3
At N
A~ A Gi—1lntl T Wi
Qintl = Ay’ZtA% A i=3antm—l,
14 ———— (1= bi_y) + —
Ay;_1Ay; ( )+ Ay?
At
Ays
b2 At
14—
Ay3
At
2
b; = A7 AY; INE 1=3,..,n+m-—2.
1 (1= bisg) + —
Ay, Ay; ( 1) Ayf

Y los coeficientes son funcién de las siguientes variables:

|

(4.26)
(4.27)
(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)
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Aint1 = Gint1 (AL AYay ooy AYi, fri1, Wony ooy Win), 1 =2,...,n+m—1, (4.33)
bi :bz (At,AyQ,...,Ayi), i:2,...,n+m—2, (434)
O<by<l, 1=2,...n+m—2. (4.35)

Proposicién 4.4 Supongamos que el gradiente de presion es positivo, es decir, f(t) >
0V t, yqueAt, Ayi..., Aypim_1 Son numeros positivos, es decir, que el método estd
bien definido hasta el nivel n. Asumiendo que w;, < 0, i = 1,...,n+m — 1, entonces
Aint1 <0, 2=2,..,n+m— 1.

Demostracion: Lo que dice esta proposicion es que si en el nivel n las incdégnitas son no
negativas, entonces los coeficientes resultan todos negativos, lo cual, como se verd mas
adelante, nos serd util para averiguar el signo de la solucién en el nivel n + 1.

La demostracién consiste en un sencillo paso inductivo. Si observamos la ecuacién
(4.29) es claro que ag,41 < 0. Si suponemos ahora que a; 1,11 < 0, con la ayuda de
(4.30) y (4.35) se obtiene que a@; 41 <0, donde ¢ =3,...,n+m — L.

]

Proposicién 4.5 Supongamos que el gradiente de presion es positivo, es decir, f(t) >
0Vt yqueAt, Ayi..., Aypim_1 Son numeros positivos, es decir, que el método estd
bien definido hasta el nivel n. Asumiendo que wy, < 0, i = 1,...,n 4+ m — 1, entonces
Wipt1 < 0,72=1,...,n+m—1.

Demostracién: Se realiza un sencillo paso inductivo hacia atrds. Por la férmula (4.28)
y la Proposicién (4.4) se observa que Wy im-1,11 < 0. Supongamos que w;;1n,1 < 0,
entonces, usando la ccuacién (4.27) se tiene que

Wint1 = Gyt + bWty 1 < 0. (4.36)

., . . e, . R ! .
Observacién 2 Si comenzamos con la condicion inicial sobre u, determinada por (B1),
resulta que los w; 11 son todos numeros negativos, coincidiendo con el resultado tedrico
expresado en (3.2).

Proposicién 4.6 Supongamos que el gradiente de presion es posilivo, es decir, que f(t) >

0V t, que At, Ayq..., AYpim 1 SON numeros positivos, es decir, que el método estd

bien definido hasta el nivel n,que w;, < 0, 1 = 1L,..n+m — 1, y que Ynim- 1 =

1 — (Ayy + .. + AYpym—2) es un nidmero en el intervalo (0,1). Entonces si comen-
1)

zamos la iteracion interna propuesta en (4.9) con un valor inicial Ay,(wm,l que cumpla

1 . . .
0< Ayﬁblm_l < Ynim_1, SE genera una sucesion en r, bien definida.

Demostracién: Mediante el uso de la Proposicién (4.5), y mediante la ecuacién que define
la iteracién, es decir, la férmula (4.9), resulta que 0 < Ay,(flm,l < Ynim-1 VT

O
Definicién 4.7 Definimos los siquientes numeros:
Ay = w”;;”“” i=1,.n+m—2 n>1, (4.37)
Win — Win— .
By, = —&——unl i1=1,..n+m—2, n>1. (4.38)

At ’
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Proposicién 4.8 Supongamos que el gradiente de presidn es positivo, es decir, que f(t) >
0V t, que At, Ayy..., Aypim_1 Son numeros positivos, es decir, que el método estd
bien definido hasta el nivel n, que wy, < 0, 1 = 1,..n+m —1, que Ypym 1 = 1 —
(Ayr + ... + AYpim—2) es un numero en el intervalo (0,1). Asumiendo que Ay, <0, i =
1,...,n+m—2, entonces Aint1 <0, 1=1,..,n+m—1.

Demostracién: Recordando que las w;, cumplian las ecuaciones (4.4)-(4.6) se observa que
{A; i1 }777 1 satisfacen el siguiente sistema lineal:

Al,nJrl = _fn+1> (4'39)
At At At At
S A - (1 Aiit e Ay =
Ay} bt < * Ay; + AyiAyH-l) it AyDyi, THH
= —Apn, i1=2,...,n+m—2, (4.40)
Anerfl,nJrl = M (441)

Aynerfl ‘
Por hipétesis, Ay 11 < 0. Ademds, por la Proposicién (4.5) se ve que Apym-1n11 < 0.
Despejando explicitamente los {Amﬂ}?j{"”, se obtiene que:

Ai,nJrl = Qi,nJrl + Ri,n+1Ai+l,n+17 71— 2, ., 1 +m — 2, (442)
donde
— At At
—~—Jny1 + Aon —
Ay Ay Ays
Q2,n+1 = At At ) RQ,n+1 = At At ) (443)
1+ + 1+ +
Ays  AyaAys Ays  AyaAys
At
A—Z/gQi—l,n—i-l + Ain
Qi,nJrl At t At s i:3,...,n+m—2, (444)
1+— (1 -Ri_1, _—
- Ay? ( k) ¥ Ay Ay
At
Ripi1 = A AYiBYi-1 A i=3,.,ntm—2. (4.45)
1+—(1~—Ri_1n -
- Ayf ( b +1) * Ay Ay

Notar que Q2pnr1 < 0y 0 < Rapi1 < 1. Suponiendo que Q1,41 < 0y 0 <
R 1n+1 < 1, y mirando (4.44) y (4.45) es facil ver que Qiny1 < 0y 0 < Ripny1 < L.
Luego, como estamos haciendo un paso inductivo, resulta Q;n41 < 0y 0 < Ripy1 <
1, 2=2,..,n+m—2.

Suponiendo ahora que A; 1,41 < 0, observando (4.42) y debido a lo dicho en el parrafo
anterior, resulta que A; , 41 < 0. Luego, como estamos frente a un paso inductivo, tenemos
que A; 41 <0, 2=2,...,n+m — 2. Con esto queda demostrada la proposicion.

O
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Proposicién 4.9 Supongamos que el gradiente de presidn es positivo, es decir, que f(t) >
OV t, que f(t) >0Vt que At, Ayy..., Aypim_1 Son nimeros positivos, es decir, que
el método estd bien definido hasta el nivel n, que wy, < 0, ¢ = 1,...,n +m — 1, que
Ynim-1=1—(Ayy + ... + AYpim—2) es un numero en el intervalo (0,1). Asumiendo que
By, <0,1=1,...,n+m—2, entonces B; 11 <0, t=1,....,n+m — 1.

Demostracién: Andloga a la demostracién de la Proposicién (4.8).
|

Observacién 3 Hay que destacar que los nimeros {A; i1 }777""" son aprozimaciones

numéricas de wy. Luego, el resultado de la Proposicion (4.8) confirma los resultados
tedricos, expresados en la Proposicion (8.2), ecuacion (8.5). Ademds, los numeros
{Bi7n+1}?:_1m_l son aproximaciones numeéricas de wy. Luego, el resultado de la Proposicion
(4.9) confirma los resultados tedricos, expresados en la Proposicion (3.2), ecuacion (3.6).

Hasta este punto, la iteracion interna propuesta es muy cara computacionalmente,
puesto que cada iteracién interna involucra la resolucién de un sistema lineal de tamano
considerable a medida que el tiempo transcurre. Lo que haremos es simplificar los calculos
para que eso se reduzca notablemente.

Supongamos que el algoritmo estd definido hasta el tiempo ¢,,. Sabemos que:

(r)
r Wntm—
Ayr(z:_nlz)fl = (,«)—i_—l Yn+m—1, (446)
Wpim—1 — 70
At .
r Qp+m—2n+1 Wn4m—1,n
(T+1) o Ayn+m—2Ay£H)-m—1 4 47
wn+m71,n+l - At At . ( . )
L+ (]- - bn+m—2) +

Ayn—o—m—?AyS’—s)—m—l Ayflcszlz

Es claro que wnym-1,, = 0 ya que asi se requirié en el nivel anterior o bien porque
las condiciones iniciales son compatibles entre si. Por simplicidad, renombramos algunas
cosas y analizamos sus signos, quedando,

At Qpam—2m A1 — by
a— Qn+ 2,+1<O7 c— ( + 2)

> 0. 4.48
Ayn+m72 Ayn—i-m—? ( )

Ay(r) = Ayr(zﬁmfl > 07 w(r) = wr(zrlmfl,nJrl < 07 Y = Yntm—1- (449)

Reemplazando (4.47) en (4.46) y haciendo uso de los simbolos escritos en (4.48) y
(4.49) se llega a la siguiente expresion:

Aylr+h = ad b=a—cmn. (4.50)

At
b — ToAy(r) - WTO

Estas dltimas férmulas nos dicen que el Ay es un punto fijo de la funcién

F(z) = 2 (4.51)




Torres-Turner, Bingham Unidimensional, MAT-Serie A, 5 (2001), 11-26 24

cuyo grafico nos muestra que tiene a lo sumo dos puntos fijos, el = 0 y/o un punto fijo
positivo. Luego, el algoritmo se reformula, de tal forma que mediante el cdlculo recursivo
de algunos coeficientes se pueda trabajar directamente sobre la funcién F' sin tener que
resolver sistemas lineales. El niimero de iteraciones se reduce notablemente. Si ese punto
fijo positivo es contractivo, es claro que satisface (4.8), con lo cual el método queda bien
definido. Hay que destacar el hecho de que en numerosos experimentos numéricos el punto
fijo resulta contractivo.

5 Resultados numéricos

El algoritmo fue programado en Matlab en su totalidad. En todos los ensayos que se
realizaron se comprobo que los resultados numeéricos coincidian con los resultados tedricos.
Como muestra la Proposicién (3.3), si graficdramos la frontera libre se obscrvaria que ésta
converge a cero de manera mondtona cuando el tiempo tiende a infinito.

e Caso 1: 50 =08, 79 =1, f(t) =2 — ﬁ> vp(y) = 0.

e Caso 2: 50 =08, 79=1, f(t) =2+t vy(y) = 0.
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