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SOBRE LA NO CONVERGENCIA DEL ’ME')TODO DE MINIMOS
CUADRADOS EN DIMENSION INFINITAS®

RUBEN D. SPIES:21) ¥ KARINA G. TEMPERINT (1,3:%)
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UNIVERSIDAD NACIONAL DEL LITORAL, SANTA FE, ARGENTINA

RESUMEN. Un procedimiento muy utilizado en diversas aplicaciones para aproximar
las soluciones de un problema inverso infinito-dimensional de la forma Ax = b, donde
A es un operador lineal y compacto sobre un cierto espacio de Hilbert X y b es el
dato dado, consiste en encontrar una sucesién { Xy } de subespacios aproximantes finito-
dimensionales de X cuya unién es densa en X y construir la sucesién {zx} de soluciones
de minimos cuadrados del problema en cada subespacio Xy. En [3], Seidman demostrd
que si el problema es mal condicionado, entonces sin ninguna hipétesis adicional sobre
la solucién exacta o sobre la sucesién de subespacios aproximantes {Xx}, no se puede
garantizar que la sucesién {xy} convergerd a la solucién exacta. En este articulo se
extiende este resultado: se prueba que si X es separable, entonces para cualquier b € X,
b # 0, y para cualquier funcién no negativa definida sobre los naturales f : N — IR™,
existe un operador lineal, compacto e inyectivo A y una sucesién creciente de subespacios
finito-dimensionales Xy C X tales que ||xN - A_1b|| > f(N) para todo N € IN, donde
xn es la solucién de minimos cuadrados del problema Az = b en Xy.

1. INTRODUCCION Y PRELIMINARES

Dentro de un marco matematico bastante general un problema inverso lineal en di-
mension infinita se puede presentar como la necesidad de determinar x en una ecuaciéon
de la forma

(1.1) Az = b,

donde A : X — Y es un operador lineal y acotado, X, Y son espacios de Hilbert de
dimension infinita, el rango de A no es cerrado y b es un dato conocido. En tal caso, la
inversa generalizada de Moore-Penrose del operador A, Af, no es acotada y por lo tanto
el problema inverso (1.1) es mal condicionado [1]. Es bien sabido que si b € R(A"), la
mejor solucién aproximada (i.e. la solucién de minimos cuadrados de minima norma) de
(1.1) estd dada por ' = A'h. En lo que sigue nos referiremos a z' como la “solucién
exacta” de (1.1). Un procedimiento estdndar para aproximar las soluciones de este tipo
de problemas es la estimacién de minimos cuadrados. Dada una sucesién creciente { Xy}
de subespacios de X de dimensién finita cuya unién es densa en X, xy es solucion de
minimos cuadrados en Xy si minimiza ||Az — b||* para z € Xy.

Palabras clave. Minimos Cuadrados, Espacios de Hilbert, inversa generalizada de Moore-Penrose.
1 E-mail: rspies@Qimalpde.ceride.gov.ar, I ktemperiniQceride.gov.ar
§ Investigacién financiada en parte por CONICET, Consejo Nacional de Investigaciones Cientificas y
Técnicas de la Argentina, por UNL, Universidad Nacional del Litoral a través del proyecto CAI+D 2006
PE 236 y por Fundacién Antorchas de Argentina.
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Es sabido que en problemas mal condicionados, sin supuestos adicionales sobre la
solucion exacta o sobre la sucesién de subespacios aproximantes Xy, no se puede garan-
tizar que la sucesion de soluciones de minimos cuadrados converja a la solucién exacta.
Maés precisamente, T. Seidman probé en [3] que si X es un espacio de Hilbert separable de
dimensién infinita, B = {e,}>%; es una base ortonormal de X y Xy = span{ey,...,en},
entonces existen un operador lineal A : X — X compacto, inyectivo, autoadjunto y
de rango denso en X y b € R(A), b = Az* para algin z* € X, tales que si zy es la
solucién de minimos cuadrados de Az = b en Xy, entonces ||xy — 2*|| — oco. Es impor-
tante senalar aqui que esta falta de convergencia no es una consecuencia del método de
minimos cuadrados, sino de elegir la sucesion de subespacios aproximantes sin tener en
cuenta el operador A que define el problema. Por ejemplo, Luecke y Hickey [2] probaron
que cuando el operador A es compacto y los subespacios Xy son los autoespacios asocia-
dos a la descomposicién en valores singulares de A, la sucesién de soluciones de minimos
cuadrados siempre converge a la solucién exacta.

En este trabajo se extiende el resultado de Seidman en el siguiente sentido: se demuestra
que es posible que la solucién de minimos cuadrados diverja de la soluciéon exacta con
cualquier velocidad arbitrariamente grande, prescrita a-priori. Para ello, necesitamos
introducir las siguientes definiciones.

Definicién 1.1. Sean X un espacio de Hilbert separable de dimension infinita y B =
{en}2, una base ortogonal de X. Se dice que un elemento x € X es “degenerado con
respecto a la base B” si puede escribirse como una combinacion lineal finita de elementos
de B; caso contrario se dice que x es “no degenerado con respecto a B”. En particular,
si {(x,e,) # 0V n €N se dice que x es “fuertemente no degenerado con respecto a B”.
Si (x,e,) # 0 para infinitos valores de n, se dice que x es “débilmente no degenerado
con respecto a B”. Claramente, todo elemento fuertemente no degenerado en una base es
también débilmente no degenerado en la misma base.

2. RESULTADOS PRINCIPALES

El siguiente teorema afirma que dados un espacio de Hilbert separable de dimension
infinita arbitrario X y un elemento b € X, b # 0, existe un operador lineal A tal que las
soluciones de minimos cuadrados del problema Az = b en Xy se alejan de la soluciéon
exacta con velocidad arbitrariamente grande. Por razones de brevedad presentaremos
aqui sélo un bosquejo de la demostracién. Mayores detalles pueden encontrarse en [4].

Teorema 2.1. ([4]) Sean X un espacio de Hilbert separable de dimensidon infinita y f :
N — IR wuna funcion creciente arbitraria. Entonces para cada b € X, b # 0, existen
una sucesion creciente de subespacios X cuya union es densa en X y un operador lineal
A=A, f): X — X, compacto, inyectivo y de rango denso en X, tales que b = Ax* para
algun x* € X, y si xy es la solucion de minimos cuadrados de Ax = b en Xy, entonces
ey —2*|| = f(N) para todo N € IN.

Demostracion. Dado b € X, b # 0, es posible probar que existe una base ortonormal
B ={e,}>2, de X tal que b es fuertemente no degenerado con respecto a B. Luego, dada
esta base B, para cada par de sucesiones {a,}, {8,} € £? que satisfacen

(2.1) a, #0VneNN, g1 =0, 8,#0Vn > 2,
se tiene que el operador lineal A : X — X definido por

Az = Z(angn + ﬁnfl) €ns

n=1
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donde x = 3> &6, € X, es compacto, inyectivo y tiene rango denso en X.

Por 1ultimo, se puede ver que dado cualquier b € X fuertemente no degenerado con
respecto a B es posible elegir las sucesiones {a,,}, {8,} € ¢* de manera tal que, ademds
de satisfacer (2.1), se tenga que b € R(A) y, si n es la soluciéon de minimos cuadrados
de Az = b en Xy, entonces ||[zy — A7'b|| > f(N) para todo N € IN. O

Cuando se aplica el método de minimos cuadrados para resolver problemas concretos,
usualmente la base B = {e,}22, estd dada y los subespacios Xy se eligen como Xy =
span{ey, ...,en}. En el siguiente resultado se muestra que en este caso, para cualquier
b € X débilmente no degenerado con respecto a la base B y para cualquier funcion
f:N — IR" creciente no negativa, es posible construir un operador A = A(b, f) tal que
las soluciones de minimos cuadrados de Az = b en Xy diverjan de la solucién exacta con
velocidad arbitraria. Nuevamente presentamos aqui sélo un bosquejo de la demostracion
de este resultado.

Corolario 2.2. ([4]) Sean X un espacio de Hilbert separable de dimension infinita, f :
N — R" una funcién creciente arbitraria, B = {e,}°°_, una base ortonormal de X, b € X
débilmente no degenerado con respecto a la base B y Xy = span{ey,...,en}. Entonces
existe un operador lineal A = A(b, f) : X — X, compacto, inyectivo y de rango denso en
X tal que b = AZ para algin & € X y, si xy es la solucion de minimos cuadrados de
Az =0b en Xy, entonces ||xy — z|| = f(N) para todo N € IN.

Demostracion. Se definen
A={nelN: (be,) #0}, IT=IN\A,
B* ={e,, :nj € A}, B" ={e,, :m; €T}
y X, = span BA. Es inmediato que
span BT = X;-

y que b es fuertemente no degenerado con respecto a la base B2 de X;. Como X es
un espacio de Hilbert separable de dimensién infinita, el Teorema 2.1 implica que existe
un operador lineal A® : X, — X, compacto, inyectivo y de rango denso en X, tal que
b= A2 para algtin 2 € X, y si 24, es la solucién de minimos cuadrados de A%z = b en

X]AW = span {en]- }]j\il - Xba

entonces

> f(M)V M €N,

fo/[ -
donde f(j) = f(nj41)-
Finalmente, se construye el operador A como una extensién apropiada de A® a todo

el espacio X. La forma en que se realiza esta extension depende de la cardinalidad del
conjunto I. U

Puede pensarse que el resultado del corolario anterior tiene poca relevancia desde el
punto de vista practico pues podria suceder que en un entorno de b, el tnico valor de
n € R(A) para el cual se tiene que las soluciones de minimos cuadrados de Az = 7 en
Xy satisfacen que ||y — A7'n|| = f(N) para todo N € IN sea, precisamente, n = b. Sin
embargo, en el siguiente resultado se prueba que esto no es asi. En efecto, veremos que en
todo entorno reducido de centro en b y radio § > 0 existe una sucesién {62}, C R(A)
tal que b} — b cuando k — oo y ||zh — A7'b|| > f(N) para todo N € IN, donde z¥; es
la solucién de mfnimos cuadrados de Az = b} en Xy. Es decir, para cada elemento de la
sucesién {b9}2° , (i.e. para cada k fijo), las soluciones de minimos cuadrados aproximantes
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{2k }%_,, también se alejan de la solucién exacta con velocidad arbitrariamente grande,
de la misma forma con que lo hacen las soluciones de minimos cuadrados obtenidas con
dato igual a b.

Corolario 2.3. Sean X wun espacio de Hilbert separable de dimension infinita, B =
{en}%, una base ortonormal de X, Xy = span{ey,....,ex}, f : N — IR" una funcion
creciente arbitraria, b € X no degenerado con respecto a B y A = A(b, f) el operador
cuya existencia se probo en el Corolario 2.2. Entonces, en todo entorno reducido de centro
en b y radio § > 0 existe una sucesion {b3}32, C R(A) tal que b — b cuando k — oo y
para cada k € N, la solucion de minimos cuadrados x% de Az = b en Xy wverifica que
|k — A7} || = f(N) para todo N € IN.

Demostracion. Sea § > 0 dado, definimos b = (1 + #Ib\\) b para cada k € IN (b # 0 por

ser no degenerado con respecto a ). Como 0 < b — b = £ < 4, se tiene que {b]}52,
estd en el entorno reducido de centro en b y radio §. Claramente, b5 — b cuando k — oo.
Puesto que R(A) es un subespacio de X, resulta que b} € R(A)V k € IN. Si 2y es la

soluciéon de minimos cuadrados de Ax = b en Xy, entonces xﬂ“\, = (1 + m> Ty es la

solucién de minimos cuadrados de Az = b} en Xy. Ahora bien,

_ Y _
R R L
> o — a7
> f(N)VNeN,

donde la ultima desigualdad se sigue del Corolario 2.2.
O

Obs. 1. En la demostracion se uso el siguiente resultado: st xy es la solucion de minimos
cuadrados de Ax = b en Xy, entonces oxy con o # 0, es la solucion de minimos
cuadrados de Ax = ob en Xy.
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