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soldadura de metales; colada continua del acero; congelacion de alimentos en la industria
frigorifica; almacenamiento de energia térmica de origen solar por cambio de fase; oxidacion del
zirconio y fusion del dioxido de uranio en reactores nucleares, en caso de accidentes; procesos de
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On A Two-Phase Stefan Problem with
Nonlinear Thermal Coefficients *

Adriana C. BRIOZZO (1) and Domingo A. TARZIA (1) (2)

(1) Depto. Matemstica, FCE,Universidad Austral,
Paraguay 1950, S2000FZF Rosario, ARGENTINA.

(2) CONICET, ARGENTINA.
E-mail: Adriana.Briozzo@fce.austral.edu.ar;
Domingo.Tarzia@fce.austral.edu.ar

Abstract

We review some recent results concerning a heat conduction problem with a
particular nonlinear thermal coefficients in both solid and liquid phases for a semi-
infinite material £ > 0, with phase change temperature 71, an initial temperature
T3 (> T1) and a heat flux of the type g(t) = £ imposed on the fixed face z = 0.

We determine necessary and/or sufficient conditions on the parameters of the
problem in order to obtain an instantaneous nonlinear two-phase Stefan problem

(solidification process).We also give the corresponding explicit solution.

Resumen: Se da una revisién de algunos resultados recientes que conciernen a
una ecuacién del calor con particulares coeficientes térmicos no lineales en ambas
fases sélida y liquida de un cuerpo semi-infinito z > 0, con una temperatura de
cambio de fase 77, una temperatura inicial 75 (> T1) y un flujo de calor del tipo
q(t) = -‘% que se impone en el borde fijo x = 0. Se determinan condiciones nece-
sarias y suficientes sobre los pardmetros del problema con el objetivo de obtener un
problema no lineal instdntaneo de Stefan a dos fases (proceso de solidificacién). Se
da también la correspondiente solucién explicita.

Key words: Stefan problem, Instantaneous phase-change problem, Free bound-
ary problem, Nonlinear thermal coefficients, Explicit solution.

Palabras claves: Problema de Stefan, Problema de cambio de fase instdntaneo,
Problemas de frontera libre, Coeficientes térmicos no lineales, Solucién explicita.

AMS Subject classification: 35R35, 80A22, 35C05.

1. INTRODUCTION
We consider the two-phase Stefan problem (solidification process)[Ta2] with nonlinear
thermal coeflicients for a semi-infinite region £ > 0 with phase change temperature 7; , an

*MAT - Serie A, 5 (2001), 1-10.
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initial temperature T, > T; and an imposed heat flux of the type q(t) = % , (g0 > 0) on
the fixed face z = 0. For ¢t > 0 we are going to determine, if there e}ast the temperature
distribution u(z,t) and the free boundary = = y(t), where

u(zr,t) <Ty 0<z<y(t)
(mﬂ—{YH r=y(t) (1.1)
ug(z,t) >Tv x> y(t)

which must verify the following conditions

Cl(ul)?gt—l=a—i [Kl(ul)%] , O<z<y(t) , t>0, (1.2)
Culu) G = o7 | Falm) 2| L > ), >0 (13)
y(0) =0 (1.4)

u(z,0) =Ty >T, , >0 , (1.5)

ur(y(t),t) = ua(y(t),t) =T1 , t>0, (1.6)
K2 Kou) 22 = 1 (1), oz =y(0) , 130, (17
Kl(ul(O,t))%%(O,t) =% L t>0, (1.8)

where

x : spatial coordinate, t : time,

u;(z,t) : temperature distribution for phase i ,

T) : phase-change or freezing temperature,

T, : mitial temperature, L : volumetric latent heat ,

Ci(u;) : volumetric heat capacity for phase i,

K;(u;) : thermal conductivity for phase i,

y(t) : free boundary (solid-liquid interface) at time ¢,

o : positive given constant which characterizes the heat flux on the fixed face,

1 =1 : solid phase , i = 2 : liquid phase .

We assume that the volumetric heat capacity and the thermal conductivity for each
phase i (¢ = 1,2 ) are relationed as follow :

Ki(us)co
2Ty 2
T2 -Ty

koa? bi - Elg / K,j (T] + (T2 - T])Z) dz

Ci(u) =

with the assumption given by

m / Kg (Z) dz < b2 (110)
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where a;,b; (i = 1,2) are positive constants and kg, co are scales for the thermal con-
ductivity and volumetric heat capacity respectively. The heat flux condition of the type
(1.8) was firstly considered in [Tal] where an inequality for the coefficient go was found
in order to have an instantaneous two-phase Stefan problem with constant thermal coef-
ficients, for both solid and liquid phases. Other problems in this direction are given by
[BrTal, HiHa, NaTa, Rol, Ro2, SoWiAl]. The nonlinear relations (1.9) follows from the
solidification of iron on a cooper base [TrBr}. Furthermore, these relations imply that the
material is of the Storm’s type, that is to say [BrNaTa, HiHa, NaTa, Ro2, St]

Ci(us) ) a;

1 d
—= | lo = = const. , i =1,2
v Kiu;)Ci(uy) drT ( g Ki(u;) Veoko(Ty — Th)

The goal of this paper is to determine which conditions on the parameters of the problem
(in particular gy) must be satisfied in order to have an instantaneous phase-change process.

In Section 2 we consider the associated nonlinear heat conduction problem correspond-
ing to the initial liquid temperature 75 and the heat flux condition on z = 0 of the type
% for ¢ > 0. The nonlinear condition between the thermal conductivity heat capacity is
supposed to be of the type (1.9). We give a necessary condition for the heat flux input
coefficient o, i.€.

go > ‘/c-"k_“(? — TI)Q—1 (kobe(Ty — Ty)) ™" / K, (2)dz (1.11)

2

in order to obtain an instantaneous change phase process, where @ is the real function
defined by

Q(x) = Vrrexp(z*)(1 — erf(z)) , z > 0, (1.12)

with the properties Q(0) = 0, Q(+o0) =1, Q'(z) > 0, Vz > 0, where the error function
is given by

erf(z) = \/i% /exp(—wz)dw . (1.13)

In the Section 3 we consider the nonlinear two phase Stefan problem (1.2) — (1.8) and
we prove that it admits a similarity solution if the condition (1.11) for the coefficient g
obtained in Section 2 is verified. Some of these results are proved in [BrTa2].

2.- A NONLINEAR HEAT CONDUCTION PROBLEM AND ITS INSTAN-
TANEOUS PHASE-CHANGE PROCESS.

We consider a semi-infinite slab z > 0 of a material that freezes at temperature T;. We
suppose that it is initially hot at the uniform temperature T, > T; and it has nonlinear
heat transfer coefficients. However, what happens if a heat flux of the type 3\}’—; is imposed
at £ = 0 7 Our interest is found relations among data in order to obtain an instantaneous
phase change process, that is the temperature of the material at £ = 0 must be less
than T} for all positive time. Then, we consider the following nonlinear heat conduction
problem corresponding to the initial phase (liquid phase) given by

Cz(u)%tﬂ = Bim [KQ(U)%J , x>0, t>0, (2.1)
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w(z,0)=T,, z>0 , (2.2)
Ko (u(0, t))% 0,t) = —q\% , t>0, (2.3)

where K3 and Cy have the relation (1.9).

Then the question that follows is: Which conditions must be satisfied for the para-
meters g, Ty, Ty, K, and C, in order to have that the temperature u(0,¢) < T, Vit > 0?
If the answer is affirmative we can assure [SoWiAl, Tal, TaTu] that the phase-change
is instantaneous. Next, we are going to calculate the explicit solution to the problem
(2.1) — (2.3), for the liquid phase and, we are going to demonstrate that this solution is
constant in (0,¢) for all . Then we can answer affirmatively to the previous question by
considering that the condition (1.10) is assumed. In order to obtain that explicit solution
for the problem (2.1) — (2.3) we define the new variables and parameters

( Ty = .’L“/ ‘ t. = i
' kOts ’ o ts
t) —
{ (e, ba) = w >0 (24)
— 11
_ Ko(u _ Oy(w)
{ K2*('U'*) = ko ’ C’2"‘("'1’*) - Co ’

where £, is a time scale. Following [BrTrAv], we consider the Kirchhoff transformation
given by

(T ts)

(@ ti) = p (Un (T4, T4)) = / Ko (z)dz (2.5)
0
where
v
() = / Ko (2)d2 (2.6)
0
Next, we define the new variables
X(a:t)—7 1 dz , z,>0 ,t,>0
k3 Yk a2(b2 _ T’ (Z, t*)) y * ? * (2.7)
T =1,

alx,7) =n(z,,t.) , x>0, 7>0.

Now we are in condition in order to assume a similarity solution of the type

1
e oo

then our problem reduce to the following conditions

2+ N)g' (@) +3d" () =0, ¢>0, (2.9)
g(+o0) =1, (2.10)
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2)
g'(0) = —- (b2~ 89(0)) (2.11)
for the unknown function g, with
qo
o - ) A =a g o 2.12
9o \/C%(TQ _ Tl) 290 ( )
The solution to the equation (2.9) and conditions (2.10)-(2.11) is given by
9(¢) = Alerf(¢p+ A) —erf(M)]+ B, ¢ >0 (2.13)
where constants A and B are given by the following expressions
. A= 0) /i A= 0) /(L erf(Y)
0 [exp(—?) — /TA(1 — erf()))] 0 [exp(—A?) — VA1 —erf(N))]
(2.14)
Then, we obtain the following result.
Theorem 1 The parametric solution to the problem (2.1)-(2.3) is given by

with
,
%= agy /’“"ctj {(br= B+ Aerf(3) x ~ 24V (% + N) et (537 + )
= exp (—(;5;= n ,\)2) —Xerf(A) — X exp (—V)]} C x>0,7>0. (2.16)

.

L t=t,;7t, 7T>0

where A, B are defined in (2.14). Moreover, we have that
u(0,t) <T),Vt >0 < g satisfies (1.11). (2.17)
Proof.- See [BrTa2]. B

3.- EXPLICIT SOLUTION FOR THE INSTANTANEOUS TWO-PHASE
STEFAN PROCESS WITH NONLINEAR THERMAL COEFFICIENTS.

From now on we will consider the problem (1.2)-(1.8) and we will prove that it is well
posed for ¢t > 0 when data satisfy condition (1.11). In order to obtain the explicit solution
corresponding to the problem (1.2) — (1.8) we will consider the same kind of transforma-
tions used for problem (2.1) — (2.3) and we define the new variables and parameters

(L, [ ot
TN kot =1
_ —T;
ul*(x*,t*) = M < 0 ? u2*(l‘*7t*) == M—l > 0
K (52{ h K (uTﬁ -h
) Foelu) = ——lk_l ? Kou(ug,) = 2k : (3.1)
0 0
Ci(u Co(u
Cl*(’ll.l*) = ___}_C(;)_l)_ , 02*(’11.2*) — 2( 2)
L Co
La=—un——o L) =yt '
\ co(T2 —Th) a(te) = y(0) kot
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Following [BrTrAv], we consider the Kirchhoff transformation given by

Uiy (ztvt*)

noet) =@t = [ Kalads =12 (32)
0
where .
i, () =/ Ki(z)dz ,i=1,2. (3.3)
0

Next, we define the new variables through the Storm transformation given by [KnPh, St]

4

Ts 1
e, bx) = dz , 0 <z, <yulte) ,
ot = [ s 0 <o <t
0

< : : (3.4)
)= [ oy e

Ys(ts)

T = I,

\

and
tu’—i(XbT) = 71;(33*1 t*) ’ 1= 17 2. (35)
Then, the free boundary is now given by

y+(7)

S0 =07 = [ =

al(bl - Th(z, T)

)dz. (3.6)

Owing to the condition on the free boundary and following [TrBr] we have that the
interface between the two phases must move as

y*(t*) = ‘5\/5 ) (3-7)
and the flux of 1, on the free boundary takes the explicit form :
Oy v
(L), ) = , 3.
T2 (1 (t)r 1) = 38)

where the positive constants § and y must be determined. Now the free boundary S(7)
may be expressed in terms of the transformed coordinates as follows

S(T) =2(A1'—A1)\/; , T>0, A1 >A1>0 (39)
where 5T 1
Al = a19o« , Al =ayy+ S |—/ + alL* . (3.10)
2 albl

Then, the problem take the following form

om _ O M O
or BX% \/"FBX1

, 0<x; <8(r), 7>0, (3.11)
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6.175 3.“2 A2 Oty

+ —= , >0, 7>0, 3.12
37 3X2 \/—3X2 X2 ( )
Ta(X2,0) =02, x5 >0 (3.13)
m(S(7),7) = 150, T)=0 , T>0, (3.14)
o[ 1 iy é
—(S(7), 0, =T, , , T>0, 3.15
TS ) — RO T) o = Lz (3.15)
oy A1 (bl—.ul(ov 7))
—(0,7) = , T>0, 3.16
o 0, = 2 (3.16)
where
)\2 = azy + 20.262. (317)

Now we can remark that problem (3.11)-(3.16) is a two-phase Stefan problem with
convective terms in both heat equations and a convective boundary condition on the fixed
face. From (3.10) and (3.17) we have for the unknowns v and § the following relations

.... Alalbl — 0262/\2 [1 + a%blL,,,]
a2 (1 —a2bL,) —aZb,

6= ()\2 - ag’)’) 2a2b2. (318)
If we assume a similarity solution for the problem (3.11)-(3.17) of the following type

gl(‘bl):/—'E(leT) ’ ¢1 2\/"

1
(3.19)
92(¢2) = .Uz(?zﬁ) , Pg= %‘\/2—,; , 02 =/ Ko (2) dz
0
then it reduces to the problem (3.20)-(3.25) given by
2(¢y + A)gi(py) + i) =0, 0 <y <Ar = Ay, (3.20)
2(py + A2)ga(ds) + g2(¢2) =0 , 0 < &y, (3.21)
go(+o0) =1, (3:22)
gi(A1 — M) =g2(0) =0 (3.23)
91(0) = 2go.a; (b1 — 91(0)) (3.24)
gi(A1 = M) gy(0)8y
abr T e L,é, (3.25)

for the unknown functions g; and g, , and the unknown coefficients A; and A,.
The solution to the equations (3.20)-(3.21) and conditions (3.22)-(3.23) is given by

erf(¢; + A1) — erf(Ay)

91(91) = blf(ﬂj? St ERACR (3.26)
_er 9 2) —€er 2
92(d) = 1= erf(My) » 0<%
where
1 exp(—22) 1

g (2) = erf(2) + (3.27)

\/——Z“*—“ _g('zaﬁ)
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and g(z,p) was defined in [BrNaTa] with the following useful properties
G(+o0) =1, G0)=+00,7 (2)<0,Vz>0. (3.28)

Then, the new unknowns coeflicients A; and Ay must satisfy the following system of
equations given by

. _ arb _AC
) 2= azbs (1 + cgﬁblL*) [Ar = 4G (3.29)
. . 2
(7)) G(A) = ——————ﬁalbla2b2F(/\2)
where
Ay = alby (1 — albyL,) — ajbs (3.30)
o (1.+ a3b, L) exp(~2")
+ aj0y L, ) exp(—
- L,z ,
G(z) \/_a%bl Lg(A] — erf(z)] 4 z2>0 (3‘31)
F(z) = exp(~2") z2>0.

1—erf(z) ’
In order to obtain the solution to our problem (3.29) we can define Ay = A2(A;) from
(3.29(1)).

Taking into account that L, is from a physical point of view the inverse of the Stefan
number we can obtain now the existence theorem of solution in order to have a instan-
tantaneous phase change process for problem (1.2)-(1.8) as a function of this important
physical number. Then we have the following resulit.

Lemma 2 If qo satisfies the inequality (1.11), then the system of equations (3.29) admit

a unique solution A, X2 = Ao (A;) when data satisfies

C()(T2 - Tl) t = a%bz Co(T2 - Tl) * = ’ a%bQ a%bl
and at least one solution K; , X; = Ay (;\:) when
0 1 1 < L < 1
max ’ ngz a%bl C()(T;z - Tl) a%bz '
Proof - It follows from the properties of functions Ay, G and F’ obtained in [BrTa2]. B

Therefore, we have obtained the following theorem in terms of the original data of the
problem (1.2)-(1.8), that is:

Theorem 3 If gy satisfies the inequality (1.11) then, an explicit solution to the problem
(1.2)-(1.8) is given by

’

ex‘f(% +A) — erf(;{;))

u (&, =T1 Tg—Tl 1—1 b1 —
(z,t) +( u ( 00 — et ()

0<x,<8(r), 7>0
S

. erf(3%
ug(z,t) =Ty + (T — Th)ps

L Xe>0,7>0

27 + Ag) — erf()\2)
1 —erf()y) ’
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with

4
kotsT
\/ a1b ('j- + Al) 5 .
= [g(Al)_g(2ﬁ+Al)] ,0<x; <8(r) , 7>0

T=2
(/\1) — erf(Al)

m—[a2b2+022 2)]Xz

< erf c(Aq)
2\/Tay0, [( ~_ ~ ~
—_—— +X)g +/\ )\g)\]+6 T,X,>0,7>0
1—erf(Xg) L\BY7 ) GG +20) = ga)| +6VT, %
Lt =17 7>0

where y(t) = ‘/%’5\/5 is the free boundary, and the coefficients v and § are given by

Aiarby —agbpde [l +adbiL] 5 (o
. b= (,\ - )2 b,
a?by (1 — a2b, L) — a3b, 2 7 G27) 20252

y=

where K; and 5\; = Ao (K;) are the solution of the system (3.29). Moreover this solution
18 unique when

—L-———— L>—1— or0<—L——————L <max{0i—i}
co(Ty — Th) ~ a3b, eo(To — Ty) e Tadby  alby 7
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Método de Diferencias Finitas para un Problema de
Bingham Unidimensional

Germén A. Torres * y Cristina Turner |
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Abstract

In this work, a numerical method of finite differences is proposed to solve an
unidimensional Bingham problem, and some theoretical properties of the solution
are proved, and corroborate numerical results. A Bingham fluid is a non-newtonian
fluid, whose viscous behaviour makes his layers move only if shear stress is greater
than a threshold value 7y . There are some previous theoretical results that allows
us to affirm existence and uniqueness of the solution under certain initial conditions.
The proposed method is a finite difference scheme with spatial variable step, that
is, while we move a fixed time step, we adjust the grid in such a way that the spatial
step represents the free boundary advance. Using an internal calculus of fixed point
is possible to reduce the number of flops, making feasible the implementation of
the method in a computer. Besides that, a theorem of existence and uniqueness
is proved for more general cases, and also a result about asymptotic behaviour is
demonstrated.

Resumen

En este trabajo se propone un método numérico de diferencias finitas para re-
solver un problema de Bingham unidimensional y se demuestran algunas propiedades
tedricas de la solucidn que sirven para corroborar los resultados numéricos. Un flu-
ido de Bingham es un fluido no newtoniano cuyo comportamiento viscoso hace que
sus capas se desplacen entre si sélo si la tensién tangencial supera una cierta ten-
sion umbral 19. Hay varios resultados tedricos previos que nos permiten afirmar la
existencia y unicidad de la solucién bajo ciertas condiciones iniciales. El método
consiste en el uso de diferencias finitas, mas precisamente en la discretizacién de la
variable temporal con un paso fijo, mientras que en la variable espacial se elige un
paso variable, de modo tal que la grilla se vaya adaptando a la frontera libre a me-
dida que el tiempo transcurre. Usando una iteracién interna de punto fijo es posible
reducir notablemente el costo computacional, haciendo factible la implementacién
practica del método. Ademds se prueba un resultado de existencia y unicidad para.
problemas mas generales y se demuestra cudl es el comportamiento asintético.

Key words: Bingham fluid, finite differences, non-newtonian fluids
Palabras Claves: Fluido de Bingham, diferencias finitas, fluidos no newtonianos
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1 Introduccion

Consideramos el fluido encerrado entre dos placas paralelas, y mediante el uso de la
ecuacion de Navier-Stokes para la region viscosa y la ecuacién de movimiento de Newton
para la parte rigida es posible modelar el comportamiento del sistema. La frontera que
separa las dos regiones previamente mencionadas (la viscosa y la rigida) es desconocida y
se encuentra en movimiento, y es una de las incégnitas mas importantes del problema.

Existe una formulacién débil, en forma variacional, para problemas de frontera libre
del tipo del fluido de Bingham. Se puede consultar en [4],[5], [8], [9] v [10]. Ademds en
[11] hay detallada una extensa bibliografia acerca del tema.

Segin sea la relacién entre el tensién de corte y la tension tangencial, es posible
realizar una clasificacién de los fluidos. Si la tension tangencial es un multiplo de la
tensién de corte (la tensién de corte es la velocidad de cambio de la velocidad de las
capas del fluido), donde el coeficiente multiplicativo es la viscosidad, entonces el fluido es
denominado newtoniano, caso contrario se llamara no newtoniano. Ejemplos de fluidos
newtonianos son: agua, benceno, alcohol, glicerina. Ejemplos de fluidos no newtonianos
son: plasma de la sangre, chocolate, mayonesa, salsa de tomate, pasta dental, algunas
grasas, aguas cloacales, y en general liquidos con particulas en suspension.

Entre los fluidos no newtonianos tenemos los fluidos de Bingham, que son aquéllos
cuya relacién entre la tensién tangencial 7 y la tensién de corte o es lineal. Es decir,

T =Ty + 0. (1.1)

donde 7 es la viscosidad y 7y es la tensién umbral.

Suponemos que el fluido es incompresible, laminar, y con densidad p constante. Fijado
el sistema de coordenadas, donde la direccién y es la vertical, la z es la direccién de
movimiento, y z la restante, se hacen las siguientes hipdtesis:

0 0
. Kl gradiente de presion se aplica en un solo sentido, es decir, 9 _ 9 _ 0

dy 0z

—_

2. El fluido es laminar, es decir, v = w = 0.

3. La componente no nula de la velocidad es sélo funcién del tiempo y de la componente

ou Ou
vertical de la posicién, es decir, — =0.

(9,2:%_

4. No hay intercambio de material entre la regién viscosa y la regién rigida, es decir,
uy(s(t),t) = 0.

5. El fluido tiene la condicién de adherencia en las paredes de las placas, es decir, que
la velocidad del fluido alli es cero.

Usando todas estas hipotesis simplificativas se llega a un sistema de ecuaciones diferen-
ciales parciales, que llamaremos Problema (P). Haciendo un simple cambio de variables,
podemos independizarnos de algunas constantes quedando:

Up — Uyy = f(1), s(t)y<y<1,t>0, (1.2)
u(1,t) =0, t>0,
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u(y,0) = up(y), s(0) =sp, 0<s9<y <1, (1.4)
uy,(s(t),t) =0, t >0, (1.5)
wi(s(t), 1) = f(t) — % t>0. (1.6)

Como vemos, en el sistema ha quedado un problema del tipo de conduccion del calor,
donde el término fuente es el gradiente de presion f que, seguin las hipétesis, depende sélo
de la variable temporal. Este sistema es llamado un problema de frontera libre puesto que
la funcién s(t), que es la frontera que separa dos regiones, forma parte de las incégnitas.
Para que haya desplazamientos de las capas del fluido, debemos suponer que el gradiente
de presion supera la tensién umbral 7, es decir,

F(t) > 7, Vi>0. (1.7)

También se puede colocar una condicién més general en lugar de tener una condicién de
contorno fija (como en (1.3)), simulando la situacién de dos fluidos de distinta naturaleza
en contacto, quedando una ccuacién alternativa:

u(1,t) = g(t), t>0. (1.8)

Se puede observar que tal funcién g no acarrea mayores problemas puesto que se puede
reescribir el sistema considerando una nueva funcién para el gradiente de presién.

Un sencillo calculo de derivacion nos permite obtener el problema derivado, que nos
scrd de utilidad mas adelante.

Si w = u, se tiene el problema (F,)

wy —wy, = 0, sty <y<1,t>0, (1.9)
wy(1,t) = — f(t), t>0, (1.10)
w(y,0) = uy(y), s(0) =359, 0< 50 <y <1, (1.11)

w(s(t),t) = 0, t >0, (1.12)

wy(s(t),t) = — -2 ¢>0. (1.13)

2 Resultados previos

Si suponemos que el gradiente de presién tiende a un valor estacionario, es decir, lim; o, f(t) =
fo, v suponemos u independiente del tiempo en (1.2)-(1.6), se puede obtener la solucién
estacionaria.

) =2 (P 1)+ o= 1) s (2.1)

Elena Comparini probd en [1] la existencia y unicidad del problema (P) para todo
tiempo, dependencia continua respecto de los datos, un resultado de monotonicidad y
la convergencia asintdtica, cuando el gradiente de presion tiende a un valor constante y
cuando las condiciones iniciales cumplen ciertas hipétesis. Llamemos

uo(1) = 0, uy(y) < 0, uy(y) <0, (A1)
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7 T "

uyy) > —fo <y - f—‘;) W) > —fo (A2)

Proposicién 2.1 Si sg > s, (A1), (A2), ff>0y ug'(y) < 0 se tiene existencia y
unicidad del problema (P) para todo tiempo y

s(t) > Scos t>0, (2.2)

0 < u(y,t) < usly), s(ty<y<1, t>0, (2.3)

Uooy(y) < uy(y,t) <0, s(t)y<y<1,t>0, (2.4)
f@) = fo < w(y,t)<ft)<fo, st)<y<l, t>0, (2.5)
s(it) < 0, t>0. (2.6)

Se observa ademds que la siguiente integral estd acotada.

/Ooo (;5 - f;?) dt. (2.7)

Esto nos dice que el integrando converge a cero cuando ¢ tiende a infinito, concluyendo
que la frontera libre es, asintoticamente, inversamente proporcional al término fuente
multiplicada por la tensiéon umbral.

o L (2.8)

Q

s(t)

3 Generalizaciones
En esta scccién se generalizardn los resultados expuestos en [1]. Llamemos (B1) a:
f(t) Zovte [O7T]7 UO(l) :()7 Ué)(y) Sovye [8071]' (Bl)

Notar que (B1) dice que ug(y) > 0.
Proposicion 3.1 Se puede ver que:

1. Si la hipdtesis (B1) se cumple, entonces

—~
o
—

3

0. (3.2)

IN IV

1t

2. Si se cumple (B1), ug (y) <0V y € [s0,1] y f(£) >0V >0, entonces s (t) < 0
para los t donde la solucion exista y para los t tales que s(t) > 0.

3. Siu es solucion de (1.2)-(1.6) se cumple la siguiente relacion

THE) = O dr = u(s(8), ) — uo(s0). (3.3)
[ o]

para los t donde la solucion exista.
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Demostracién: (1) y (2) son una consecuencia obvia del Principio del Méximo y el Lema

de Hopf y (3) resulta de las ecuaciones de Green.
O

Observacion 1 Se observa que la acotacion de la integral depende de la velocidad del
fluido en la frontera libre. Pero ahora no podemos asequrar que el integrando tienda a
cero, puesto que los experimentos numéricos del método que se propondrd a continuacion
revelaron que la velocidad del fluido en la frontera libre tiende a infinito.

Proposicién 3.2 Supongamos que se cumple la hipdtesis (B1), que ug (y) < 0, V y €
[s0,1], ¥ que f'(t) >0, V¢ >0. Entonces

wyy(y,t) < 0, s(t)y<y<1, t>0, (3.4)
wy(y,t) < 0, sty <y<1, t>0, (3.5)
wi(y,t) < 0,  s(t)<y<L, t>0, (3.6)
To
s(t) > —, t > 0. (3.7)
ft)
siempre que s(t) > 0.
Demostracion: La funcién v = w,, resuelve el siguiente sistema de ecuaciones,
Vi —Uyy = O, s(t) <y <1, t>0, (3.8)
v(Lt) = —f() <0, t>0, (3.9)
v(y,0) = uy(y) <0, 0<sg<y<l, (3.10)
(t
st = W oo 4y (3.11)

s(t)

Por el lema de Hopf la solucién no tiene maximo en y = 1. Luego es facil ver por el
Principio del Mdximo que v < 0, lo cual nos dice que w,, < 0. Como w,, = w;, entonces
w; < 0. También, como wy, < 0 resulta que w,(y,t) es decreciente respecto de y para cada
t. Luego el maximo de w, csté en la frontera libre. Como wy(s(t),t) = —% < 0 entonces
w, < 0. Otra consecuencia de ser w, decreciente es que wy(s(t),t) > wy(1,1), lo cual,

reemplazando sus valores respectivos da que s(t) > % Esto concluye la demostracion.
O

Teorema 3.3 Sea f una funcion diferenciable que cumple f(t) > 1o ¥V t > 0, f(t) >
0Vt >0, lim ,of(t) = oco. Asumimos también que se cumplen la hipdtesis (C1)
conformada por estas cinco ecuaciones:

up(1) =0, up(y) <0V y € [so,1], uply) <OV y € [s0,1],

(C1)

89 >0, ugl(y) <0V yéE [sg1]

Luego existe unica solucion del problema (P,) para todo tiempo y ademds

; — o
tgnoos(t) =0, s(t) > 0 Vit>0. (3.12)
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Demostracion: Llamamos problema (P}') al sistema (P,) salvo que el término f(t) es

reemplazado por f,(t), donde, paran € N y ¢ > 0 arbitrario

f(t)a t S n
fn(t) =< polinomio que empalme a f en forma diferenciable, n<t<n+4+e (3.13)
fln+e), t>n+e

Como la funcién f tiene limite infinito, a partir de un N en adelante se cumplen
las hipdtesis de existencia y unicidad de la Proposicién (2.1), lo cual nos dice que cada
problema (P;L) conn > N tiene solucién Unica parat arbitrariamente grande, cumpliéndose
también que

To

f(n+e)

] n 70 n
tgnoo s"(t) = Finte) s™(t) >

A la solucién de este problema la llamamos {w™, s™}.

Sea T un numero positivo arbitrario. Tomo n tal que n > N y n > T. Luego el
problema (F,) coincide con el problema (P]) en el intervalo [0,7]. Luego, de acuerdo
al parrafo anterior, el problema (P,) tiene tnica solucién en el intervalo [0, 7] para todo
T arbitrario. Esto me dice que el problema (P,) admite solucién para t arbitrariamente
grande.

A partir de ahora consideraremos que n > N para que se cumplan las hipdtesis de
existencia y unicidad. Llamamos {w",s"} solucién de (P}) para n > N y llamaremos
{w, s} solucién de (P,). Probaremos que esa sucesién de soluciones converge a la solucién
general.

Por unicidad de la solucién, y debido a que f,(¢) = f(¢) para t < n, se tiene que

{i((;:)i

Esto dice que lim,, ., s™(t) = s(t). Por un teorema de monotonia para problemas de
este tipo, se sabe que si f, < fn;1 entonces s® > s Ver [1]. También sabemos que
lim; o s™(t) = f(r:—i-e) para todo n.

Sea €; > 0. Luego existe Ny > N tal que si n > Ny entonces f( g <€ En particular

(3.14)

t<n

)
w(y,t) st)<y<1l,t<n (3.15)
)-

f(N1+e) < ¢;. Luego existe M, un ntimero real, tal que si t > M, entonces s™1(t) < ¢;. Por
monotonia, s"(t) < sV (t) < ¢, paran > N, yt > M. Dado t > M, tomo n > t, luego
s™(t) = s(t), que da como resultado que s(¢) < €;. Notar que s(t) > 0, V¢ > 0. Haciendo
uso de la Proposicién (3.2) se obtiene por (3.7) el otro resultado que buscdbamos. Esto

concluye la demostracion.
]

4 Método de Diferencias Finitas con Paso Espacial
Variable

Por simplicidad trabajaremos con el sistema (1.9)-(1.13). El método consiste en discretizar
la ecuacion principal. Fijado un paso de tiempo At, se construye una grilla de tal forma
que la frontera libre pase por los nodos de ésta. En cada paso de tiempo se calcula un paso
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espacial Ay adecuado para tal fin. El algoritmo se ha construido para el caso cuando la
frontera libre es decreciente. Para mdétodos similares ver [3], [6] y [7]. Definimos entonces
At arbitrario y

Yiv1 = 1— (Ayl + ...+ Ayi>7 Lz 17 h = 17 (41)
t, = (n—1)At, n>1 (4.2)

Dividimos el intervalo [sg, 1] en m — 1 partes, donde m es un nimero natural arbitrario
mayor o igual que tres. Definimos

_1—80

Ay; = sy — 1. (4.3)

m—1

Con esta cleceién los puntos yy ,...,ym son una particién de [so, 1] igualmente distribuida.
Se ve claramente que ¥, = so. De aqui en adelante construiremos Ay,,, AYpmi1, ..., de
manera tal que (Ypom_1,t,) sea un punto de la frontera libre. Denotamos w;, = w(y;, t,)-
Realizamos aproximaciones mediante diferencias finitas para las derivadas y reemplazando
en (1.9)-(1.13) queda lo que llamamos problema (Pd,):

Wint1 — Wong1 = —AYifag1s n=>1, (4.4)
At At N At LA N At
A Wi - i | Win A Witint1 =
Ayit 1,n+1 Avit | Au Y n+1 Ay +1,n4+1
= —Ayw;p, i=2.n+m—1, n>1, (4.5)
Wntm,n+1 = O, n Z ]_, (46)
Wil = uIO(yl)a 1= 17 ey T, (47)
wn m—1i,n
Aynerfl - x CLaE Yn+m—1, n Z L. (48)
Wn4m—1,n+1 — 70

La idea del proceso es la siguiente:

1. Elegidos yi,...,ym, se puede calcular {w; }/*; mediante la ccuacién (4.7). De este
modo el primer paso quedaria resuelto.

2. Hasta el momento sélo disponemos de Ayy,...,Ay,,_1. Si pudiéramos conocer el valor
de Ay,,, entonces utilizando el sistema (4.4)-(4.6) para n = 1, entonces scria posible
caleular {w;}7+. Luego nos dedicaremos a calcular Ay,,.

3. Esto nos permite realizar un paso inductivo. Supongamos conocidos los valores
{wip Y™ty Ayr,eeey Aypym—o. Sisupiéramos cuanto vale Ay, ,,_1, entonces po-
drfamos resolver el sistema lineal (4.4)-(4.6) y obtener {w; ,11}i".
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Como vemos, lo Unico que nos queda es tratar de encontrar el valor de Ay, ,,_1, de
tal forma que sea consistente con la ccuacién (4.8). Lo que proponemos es lo siguiente:

1. Dar un valor inicial Ay,(lllm,l tal que 0 < Ay,(lllm,l < Yntm—1-

2. Calcular una iteracién interna en r determinada por la ecuacién (4.8), es decir,

(r)

r+1 wy, m—1,n+1

Ayr(z:_m)fl = ( (r) = + ) Yntm—1, n > L. (49)
Whptm—-1,n+1 — 70

donde w,ﬂm,l’n 41 se calcula resolviendo (4.4)-(4.6) usando Ayq,...,AYpim-2,

Ayg;&)-m—l :

Si la succsién {Ay,(l?mfl} fuera convergente a un nimero Ay, ., 1 > 0, resolveriamos
(4.4)-(4.6) usando Ay1,...;AYn im 2, AYnim 1, lo cual nos daria {w; ,11}24", v de esta
manera quedaria resuelto el problema para el nivel n + 1.

Proposicion 4.1 Sea A una matriz cuadrada tridiagonal, donde los elementos de la
diagonal principal y las dos adyacentes son todos distintos de cero. Entonces A es una
matriz irreducible, es decir, el sistema no puede desacoplarse.

Demostracién: Ver [12].
|

Proposicion 4.2 5t At > 0 y Ayr,--,AYpim_1 SON numeros positivos, entonces la matriz
del sistema lineal formado por las ecuaciones (4.4)-(4.6) es no singular.

Demostracion: Claramente la matriz del sistema es diagonalmente dominante en sentido
fuerte. Usando la proposicion anterior se observa que esta matriz es también irreducible.
Como un corolario del Segundo Teorema de Gershgorin resulta que la matriz es invertible.
|
Ahora despejaremos explicitamente la solucién del sistema lineal (4.4)-(4.6) con el
objeto de obtener propiedades de la solucién.
De la ccuacién (4.4) se deduce que:

Wint1 = Want+1 — AylfnJrl- (41())

Caso i = 2: Reemplazamos por el valor de wy 41 ¥ despejamos ws 41, quedando:

At fot . At
A Jn+l Wan 7103’” 1

_ Ay2 * Ay% i 411
W2,n+1 = At : (4.11)

1+ ——

Ay3

Notemos que

Wont1 = G241 + D2 n 1Ws iyt (4.12)

donde
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donde

A2 nt+1 = A2n+1 (At, Ay% fn+17 an) s

boni1 = bani1 (AL, Ays),

19

(4.13)

0< bg’n+1 < 1. (414)

Caso i = k, donde 3 <k <n +m — 2: Reemplazamos por el valor de wy_ 1,41 ¥

despejamos wy 41, quedando:

At
Qg _1p+1 T Wen + 5 Whtln
 AyeiAys Ln+1 Ayl +1,n+1
wk,n+1 - At At
1+ —— (1 = bt 1) + —
Ayr_1 Ay ( L+) Ay
Notemos que:
Whntl = Qi1 + Oknt 1 Wil ntls
donde
At .
N~ A Ok—1n+1 T Wkn
_ Ayp_1Ayy "
Agntl — Al ( ) At
14+ ——— (1 —bp—int1) + —
Ayp_1Ayy, DT Ay
At
Ay}
brnir = A AF
1+ —— (1 —bp g pe1) +—5
Ayk—lAyk( e-Lm+1) Ay
donde
Okn+1 = Qkn+1 (Atv Ag?a ceey Ayka fn+17 Wany -y wkn) 5

bk,nJrl - bk,nJrl (Atv Ay% .

0< bk’nJrl < 1.

Caso ¢ = n +m — 1: Siguiendo el mismo procedimiento de antes, queda:

) Ayk) )

At L
Qn+m—2n Wn4+m—1,n
_ Aynerf2Ayn+mf1 " nt i b
wn+m71,n+l - At ( ) At
1+ 1-—- bn+m—2,n+1 e
AZ/?‘L—0—771—2Ay'r1—|-m—1 Agr%—t—m—l

donde

(4.15)

(4.16)

(4.17)

(4.18)

(4.19)
(4.20)
(4.21)

(4.22)
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Wn4+m—1n4+1 — Antm—1,n+1;

donde
At L
an m—27n 1 wn m—l,n
_ Ayn—l—m—2Ayn—&-m—l i " i
an+mfl,n+l — At ( ) At 9

1+ 1-—- bn+m—2,n+1 e T

Ayn—o—m—ZAyn—l—m—1 Ayi—i—m—l
donde

On4m—1n+1 — An4m—1,n+1 (At, Ay% teey Aynﬁ»mfla fn+la Wan,y «-y wn—l—m—l,n) .

Proposiciéon 4.3 Los {bi,n+1}?22m_2 no dependen de n.

20

(4.23)

(4.24)

(4.25)

Demostracion: Es una simple observacion de (4.13), (4.14), (4.18), (4.20) para 3 < k <

n—+m— 2.

Usando la proposicion anterior, y resumiendo todas las férmulas, queda:

Wint1 = Want+1 — Aylfn+17
Wint1 = Qint1 + biwi+1,n+17 1= 27 oM — 27

Wn+m—-1n+1 = Cntm—1,n+1-

Donde los coeficientes estan dados por:

. Ay frt1 + won
14+ —
N Ay3
At N
A~ A Gi—1lntl T Wi
Qintl = Ay’ZtA% A i=3antm—l,
14 ———— (1= bi_y) + —
Ay;_1Ay; ( )+ Ay?
At
Ays
b2 At
14—
Ay3
At
2
b; = A7 AY; INE 1=3,..,n+m-—2.
1 (1= bisg) + —
Ay, Ay; ( 1) Ayf

Y los coeficientes son funcién de las siguientes variables:

|

(4.26)
(4.27)
(4.28)

(4.29)

(4.30)

(4.31)

(4.32)
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Aint1 = Gint1 (AL AYay ooy AYi, fri1, Wony ooy Win), 1 =2,...,n+m—1, (4.33)
bi :bz (At,AyQ,...,Ayi), i:2,...,n+m—2, (434)
O<by<l, 1=2,...n+m—2. (4.35)

Proposicién 4.4 Supongamos que el gradiente de presion es positivo, es decir, f(t) >
0V t, yqueAt, Ayi..., Aypim_1 Son numeros positivos, es decir, que el método estd
bien definido hasta el nivel n. Asumiendo que w;, < 0, i = 1,...,n+m — 1, entonces
Aint1 <0, 2=2,..,n+m— 1.

Demostracion: Lo que dice esta proposicion es que si en el nivel n las incdégnitas son no
negativas, entonces los coeficientes resultan todos negativos, lo cual, como se verd mas
adelante, nos serd util para averiguar el signo de la solucién en el nivel n + 1.

La demostracién consiste en un sencillo paso inductivo. Si observamos la ecuacién
(4.29) es claro que ag,41 < 0. Si suponemos ahora que a; 1,11 < 0, con la ayuda de
(4.30) y (4.35) se obtiene que a@; 41 <0, donde ¢ =3,...,n+m — L.

]

Proposicién 4.5 Supongamos que el gradiente de presion es positivo, es decir, f(t) >
0Vt yqueAt, Ayi..., Aypim_1 Son numeros positivos, es decir, que el método estd
bien definido hasta el nivel n. Asumiendo que wy, < 0, i = 1,...,n 4+ m — 1, entonces
Wipt1 < 0,72=1,...,n+m—1.

Demostracién: Se realiza un sencillo paso inductivo hacia atrds. Por la férmula (4.28)
y la Proposicién (4.4) se observa que Wy im-1,11 < 0. Supongamos que w;;1n,1 < 0,
entonces, usando la ccuacién (4.27) se tiene que

Wint1 = Gyt + bWty 1 < 0. (4.36)

., . . e, . R ! .
Observacién 2 Si comenzamos con la condicion inicial sobre u, determinada por (B1),
resulta que los w; 11 son todos numeros negativos, coincidiendo con el resultado tedrico
expresado en (3.2).

Proposicién 4.6 Supongamos que el gradiente de presion es posilivo, es decir, que f(t) >

0V t, que At, Ayq..., AYpim 1 SON numeros positivos, es decir, que el método estd

bien definido hasta el nivel n,que w;, < 0, 1 = 1L,..n+m — 1, y que Ynim- 1 =

1 — (Ayy + .. + AYpym—2) es un nidmero en el intervalo (0,1). Entonces si comen-
1)

zamos la iteracion interna propuesta en (4.9) con un valor inicial Ay,(wm,l que cumpla

1 . . .
0< Ayﬁblm_l < Ynim_1, SE genera una sucesion en r, bien definida.

Demostracién: Mediante el uso de la Proposicién (4.5), y mediante la ecuacién que define
la iteracién, es decir, la férmula (4.9), resulta que 0 < Ay,(flm,l < Ynim-1 VT

O
Definicién 4.7 Definimos los siquientes numeros:
Ay = w”;;”“” i=1,.n+m—2 n>1, (4.37)
Win — Win— .
By, = —&——unl i1=1,..n+m—2, n>1. (4.38)

At ’
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Proposicién 4.8 Supongamos que el gradiente de presidn es positivo, es decir, que f(t) >
0V t, que At, Ayy..., Aypim_1 Son numeros positivos, es decir, que el método estd
bien definido hasta el nivel n, que wy, < 0, 1 = 1,..n+m —1, que Ypym 1 = 1 —
(Ayr + ... + AYpim—2) es un numero en el intervalo (0,1). Asumiendo que Ay, <0, i =
1,...,n+m—2, entonces Aint1 <0, 1=1,..,n+m—1.

Demostracién: Recordando que las w;, cumplian las ecuaciones (4.4)-(4.6) se observa que
{A; i1 }777 1 satisfacen el siguiente sistema lineal:

Al,nJrl = _fn+1> (4'39)
At At At At
S A - (1 Aiit e Ay =
Ay} bt < * Ay; + AyiAyH-l) it AyDyi, THH
= —Apn, i1=2,...,n+m—2, (4.40)
Anerfl,nJrl = M (441)

Aynerfl ‘
Por hipétesis, Ay 11 < 0. Ademds, por la Proposicién (4.5) se ve que Apym-1n11 < 0.
Despejando explicitamente los {Amﬂ}?j{"”, se obtiene que:

Ai,nJrl = Qi,nJrl + Ri,n+1Ai+l,n+17 71— 2, ., 1 +m — 2, (442)
donde
— At At
—~—Jny1 + Aon —
Ay Ay Ays
Q2,n+1 = At At ) RQ,n+1 = At At ) (443)
1+ + 1+ +
Ays  AyaAys Ays  AyaAys
At
A—Z/gQi—l,n—i-l + Ain
Qi,nJrl At t At s i:3,...,n+m—2, (444)
1+— (1 -Ri_1, _—
- Ay? ( k) ¥ Ay Ay
At
Ripi1 = A AYiBYi-1 A i=3,.,ntm—2. (4.45)
1+—(1~—Ri_1n -
- Ayf ( b +1) * Ay Ay

Notar que Q2pnr1 < 0y 0 < Rapi1 < 1. Suponiendo que Q1,41 < 0y 0 <
R 1n+1 < 1, y mirando (4.44) y (4.45) es facil ver que Qiny1 < 0y 0 < Ripny1 < L.
Luego, como estamos haciendo un paso inductivo, resulta Q;n41 < 0y 0 < Ripy1 <
1, 2=2,..,n+m—2.

Suponiendo ahora que A; 1,41 < 0, observando (4.42) y debido a lo dicho en el parrafo
anterior, resulta que A; , 41 < 0. Luego, como estamos frente a un paso inductivo, tenemos
que A; 41 <0, 2=2,...,n+m — 2. Con esto queda demostrada la proposicion.

O
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Proposicién 4.9 Supongamos que el gradiente de presidn es positivo, es decir, que f(t) >
OV t, que f(t) >0Vt que At, Ayy..., Aypim_1 Son nimeros positivos, es decir, que
el método estd bien definido hasta el nivel n, que wy, < 0, ¢ = 1,...,n +m — 1, que
Ynim-1=1—(Ayy + ... + AYpim—2) es un numero en el intervalo (0,1). Asumiendo que
By, <0,1=1,...,n+m—2, entonces B; 11 <0, t=1,....,n+m — 1.

Demostracién: Andloga a la demostracién de la Proposicién (4.8).
|

Observacién 3 Hay que destacar que los nimeros {A; i1 }777""" son aprozimaciones

numéricas de wy. Luego, el resultado de la Proposicion (4.8) confirma los resultados
tedricos, expresados en la Proposicion (8.2), ecuacion (8.5). Ademds, los numeros
{Bi7n+1}?:_1m_l son aproximaciones numeéricas de wy. Luego, el resultado de la Proposicion
(4.9) confirma los resultados tedricos, expresados en la Proposicion (3.2), ecuacion (3.6).

Hasta este punto, la iteracion interna propuesta es muy cara computacionalmente,
puesto que cada iteracién interna involucra la resolucién de un sistema lineal de tamano
considerable a medida que el tiempo transcurre. Lo que haremos es simplificar los calculos
para que eso se reduzca notablemente.

Supongamos que el algoritmo estd definido hasta el tiempo ¢,,. Sabemos que:

(r)
r Wntm—
Ayr(z:_nlz)fl = (,«)—i_—l Yn+m—1, (446)
Wpim—1 — 70
At .
r Qp+m—2n+1 Wn4m—1,n
(T+1) o Ayn+m—2Ay£H)-m—1 4 47
wn+m71,n+l - At At . ( . )
L+ (]- - bn+m—2) +

Ayn—o—m—?AyS’—s)—m—l Ayflcszlz

Es claro que wnym-1,, = 0 ya que asi se requirié en el nivel anterior o bien porque
las condiciones iniciales son compatibles entre si. Por simplicidad, renombramos algunas
cosas y analizamos sus signos, quedando,

At Qpam—2m A1 — by
a— Qn+ 2,+1<O7 c— ( + 2)

> 0. 4.48
Ayn+m72 Ayn—i-m—? ( )

Ay(r) = Ayr(zﬁmfl > 07 w(r) = wr(zrlmfl,nJrl < 07 Y = Yntm—1- (449)

Reemplazando (4.47) en (4.46) y haciendo uso de los simbolos escritos en (4.48) y
(4.49) se llega a la siguiente expresion:

Aylr+h = ad b=a—cmn. (4.50)

At
b — ToAy(r) - WTO

Estas dltimas férmulas nos dicen que el Ay es un punto fijo de la funcién

F(z) = 2 (4.51)
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cuyo grafico nos muestra que tiene a lo sumo dos puntos fijos, el = 0 y/o un punto fijo
positivo. Luego, el algoritmo se reformula, de tal forma que mediante el cdlculo recursivo
de algunos coeficientes se pueda trabajar directamente sobre la funcién F' sin tener que
resolver sistemas lineales. El niimero de iteraciones se reduce notablemente. Si ese punto
fijo positivo es contractivo, es claro que satisface (4.8), con lo cual el método queda bien
definido. Hay que destacar el hecho de que en numerosos experimentos numéricos el punto
fijo resulta contractivo.

5 Resultados numéricos

El algoritmo fue programado en Matlab en su totalidad. En todos los ensayos que se
realizaron se comprobo que los resultados numeéricos coincidian con los resultados tedricos.
Como muestra la Proposicién (3.3), si graficdramos la frontera libre se obscrvaria que ésta
converge a cero de manera mondtona cuando el tiempo tiende a infinito.

e Caso 1: 50 =08, 79 =1, f(t) =2 — ﬁ> vp(y) = 0.

e Caso 2: 50 =08, 79=1, f(t) =2+t vy(y) = 0.
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UN PROBLEMA DE FRONTERA LIBRE:
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RESUMEN. Se describe un modelo para andizar la fuson de minerades envainados
sumergidos en cucharas con acero liquido. La aplicacion del mismo permite determinar e
tiempo de fusion y profundidad de penetracion en la cuchara en funcion de la velocided de
inmersion, dimension de la vaina 'y grado de sobrecalentamiento del bafio de acero liquido. La
solucion numérica emplea una formulacion en diferencias finitas implicita iterativa en la cua
la posicion dd frente de solidificacion se actuaiza basdndose en la resolucion del baance de
energia en lainterfase sdlido-liquido.

Palabras calves. Metalurgia de cuchara, Minerales envainados, Modelizacion

ABSTRACT. A modd to analyze the melting of cored wire minerals immersed into ladles with
liquid stedl is described. Its application alows the determination of penetration depth and
melting time as a function of the wire feed rate, wire dimension and degree of superhegt of the
steel bathe in the ladle. The mode uses an iterative implicit finite difference formulation, in
which the position of the solidification front is updated, based on the resolution of the energy
conservation at the solid- liquid interface.

Key words: Ladle metallurgy, Cored wire inyection, modelization

INTRODUCCION

En la fabricacion de aceros y fundiciones de hierro, la desulfurizacion, desoxidacion y
modificacion de inclusones del metd liquido se redliza mediante la adicion de ciertos
minerales como SiCa, FeCay FeTi, cuando & mismo se encuentra dentro de una cuchara.

Una forma habitual de adicién es la introduccion continua dentro del metd liquido de
una vaina delgada de acero en cuyo interior ha sdo admacenado & minerd. Apenas
sumergida, se forma una capa concéntrica de acero solidificado sobre la superficie de la
vaina debido a la rgpida extraccion de calor de dicho bafio. El espesor de esta capa crece
inicidmente hasta acanzar un valor méximo, decreciendo luego hasta desaparecer. En ese
ingtante e minera es liberado abruptamente en € meta liquido. La velocidad con la que la
vaina se introduce dentro de la cuchara debe ser tal que, en estado estacionario, € tiempo
total transcurrido entre la introduccion de una dada seccion de la vainay la findizacion de la
fundicion de ésta, permita que la liberacion del minera se produzca a una profundidad
adecuada dentro de la cuchara. En lafigura 1 se muestra un esquemadel proceso.

La profundidad de penetracion depende bésicamente de las dimensiones de la vaina,
del grado de sobrecdentamiento y de la velocidad de inmersién, de manera que para un
adecuado control del proceso deben conocerse con la mayor precision como estas variables
influyen en & proceso de fusién. EIl modelo computacional que se describe en este trabgjo
permite andizar € efecto de las variables mencionadas en este proceso.
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MODELO MATEMATICO Y SU SOLUCION NUMERICA

Se adopta un modelo unidimensiona que considera a la vaina como un cilindro infinito
en e cud la energia fluye en direccion radial durante la fusidn. EI mismo consta de dos capas
concéntricas, una exterior de acero y otra centra que contiene € minera a adicionar. En la
interfase la energia es suministrada por conveccion forzada debido a la velocidad relativa
entre € fluido y la vaina Dado que & volumen del envainado es despreciable frente a del
liquido contenido en la cuchara, se supone que € bafio mantiene una temperatura constante
durante e proceso de fusion.

Las ecuaciones que gobiernan la evolucion de temperatura en la vaina son las
sguientes:

a) Dentro del material de relleno:

1 e T Ttr,t)u 9 T(r,t L,
Pl St e mem ) owar,
con las condiciones de contorno :
qTT
— =0 =0 2
e r @
T T
km:TT_r:kasz_r I’:Rint (3)
b) Dentro de la vaina de acero:
19 é fTu aT
= gk (T)—p = T T) —— , it t), t>0 4
e k)i MMy . Rasr<s), o @

sujeta ala condicion de contorno (3) y alacondicidn de Stefan en la interfase slido-liquido:

T(S(t),t) =T,, k

as

%(S(t),t)-hf (To-T/)=r.LS® . r=s(t), t>0 (5

siendo lacondicion inicial:
T(r,0)=T, , O0£r£R,,=S(0) (6)
T(r.0)=T, ., 1*R, (7)

El coeficiente de transferencia de calor entre € fluido y la vaina (eg. (5)) depende de
tipo de fluyo que impone las condiciones de inmersidn, disponiendo de diferentes
correlaciones para su evaluacion [1, 2].

La solucion numérica de las ecuaciones precedentes se basa en un esquema implicito
iterativo en diferencias finitas, descrito en detdle en [3] y [4]. El problema tratado aqui
corresponde a un cambio de fase isotérmico, en e cua la energia en la interfase solido-liquido
se transfiere por conveccion. El esquema empleado considera la discontinuidad de la derivada
de la temperatura en € frente de solidificacion, debido a cambio en las propiedades térmicas
de una fase a otra. La temperatura del volumen de control donde se produce € cambio de fase
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se determina por interpolacion, una vez conocidas las temperaturas de los volUmenes situados
aambos ladosy la posicion del frente de solidificacion.

RESULTADOS OBTENIDOS

Los resultados de modelo precedente fueron comparados con mediciones
experimentales y con los resultados numéricos de otro modelo andlogo descripto en [2]. El
dispositivo experimental se muestra en la figura 2. La experiencia consistié en la fusion de
una vaina rellena con SiCa, de didmetro exterior 17 mm y espesor 2.5 mm, que se mueve
transversalmente dentro de una cuchara. La vaina estaba provista con dos termocuplas que
registraban la temperatura en dos puntos interiores del mineral de relleno.

La figura 3 muestra la dependencia del tiempo de fusion en funcion de
sobrecalentamiento del bafio para una velocidad de inmersidon de la vaina de 1 m/s. La figura
4 ilustra € tiempo de fusion en funcion de la velocidad de la vaing, para una temperatura del
acero liquido de 1600° C. De estas gréficas se concluye que la concordancia entre ambos
modelos y la experiencia es satisfactoria

La figura 5 muestra como evoluciona & espesor del envainado durante la inmersion en
la cuchara. Se observa un rpido crecimiento durante los instantes inicides de la inyeccion,
llegando casi a duplicar su vaor inicia. Para un dado espesor y diametro exterior de la vaina
un aumento del 30% en la velocidad de inyeccion (de 1,5 a 2 m/s) reduce en un 27%
aproximadamente e tiempo de fusion.

La figura 6 (@), (b) y (c) resume los resultados obtenidos respecto ala fusion de vainas
rellenas con SiCa, que se emplean en la industria loca. Los cdculos corresponden a un
espesor de 0.4 mm y un diametro exterior de 13, 16, y 21 mm, respectivamente. Se consideré
un rango de velocidades de 1 a 5 m/s y de sobrecalentamientos del bafio de acero de 30°C,
50°C, 70 °C y 100 °C por encima de la temperatura de liquidus de 1495 °C. Un
sobrecalentamiento de 30°C (caso (&) resulta insuficiente para fundir € envainado a una
profundidad adecuada. En la préactica se busca que & minerd sea liberado [0 mas
profundamente dentro de la cuchara, pero para este caso, la profundidad de penetracidn supera
la atura promedio del acero en € recipiente, que para cucharas de 190 a 200 tn de acero,
puede estimarse de 3.5 y 4 m. Para un sobrecalentamiento de 100°C, la liberacion del minera
es muy temprana. El envainado fundiria a una profundidad adecuada para un
sobrecalentamiento entre 60°C y 70°C. Se observa ademés que estos resultados no dependen
fuertemente de la velocidad de inmersion.

La figura 7 compara la profundidad de penetracién de los tres envainados con diferente
didmetro exterior (13, 16 y 21 mm) e igua espesor (0.4 mm) para sobrecaentamientos de
30°C, 50°C, 70°C y 100°C. En estos gemplos se considerd que la conductividad del relleno
corresponde a la del material en polvo [2], resultando ésta de bgjo vador. Es interesante
destacar que a aumentar & didmetro exterior y mantener constante @ espesor de la camisa de
acero, se produce un aumento de la resistencia interna del mineral, mientras que disminuyen
las resstencia de la vaina y la resistencia exterior, resultando que para una adecuada
combinacion del valor dd coeficiente de transferencia de calor (dependiente de la velocidad
de inmersién) y del sobrecalentamiento del acero liquido, las vainas de mayor didmetro
funden primero. Este fendbmeno desaparece como se observa en la figura 8 cuando se toma
como conductividad del relleno la de minera solido que es mucho mayor que la del mineral
en polvo [1].

En la figura 9 se presenta un gemplo de como se modifican los resultados a variar e
espesor de la vana Un aumento del espesor del 80% (de 0.4 a 0.72 mm) modifica la
penetracion de 2,65 a4 m, alaveocidad de 1m/s, y de 3a4.90 m, alavelocidad de 5 m/s.
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CONCLUSIONES

Se describi6 un modelo numérico para andlizar la fuson de minerades envainados
inyectados en una cuchara con acero liquido. El tiempo de fusén de la camisa de acero y la
profundidad a la cua los minerdes son liberados dependen del diametro y espesor de las
vainas, del sobrecadentamiento del metal liquido y de la velocidad de inyeccion. De este
conjunto de variables, €l sobrecalentamiento es € que tiene mayor influencia en € tiempo del
proceso.

Generdmente, la méxima penetracion esta fijada, a priori, por las dimensiones de la
cuchara y e sobrecalentamiento del bafio, por € tipo de tratamiento metallrgico. En
consecuencia, deben seleccionarse las dimensiones y la velocidad de inyeccion en funcion de
estos parametros, de manera que la adicion de los mineraes resulte eficiente. Por medio de la
smulacion numérica pueden analizarse diferentes combinaciones, generando &bacos de
operacion que permitan identificar aquellas que aseguren un adecuado control del proceso en
cada planta en particular.

Vainainstrumentada con termocuplas

|
}
|
‘ : )' Seccién delavaina
|
|
i > Termocuplas

A

Ferroaleacion \
Metal liquido
Cuchara Camisa

Fig.1. Esquema bésico de trabajo paralainyeccion de Fig.2: Dispositivo experimental para validacién del
minerales envainados modelo para lainyeccién de minerales envainados
(1) Bobina (2) Méaguina de inyeccion (3) Tubo guia (4)
Campana de extraccion de humos
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Abstract

We study a one-phase Lamé-Clapeyron-Stefan problem with nonlinear thermal
coefficients. We proof the existence of solution by using an integral equation of
Volterra type when the diffusion coefficient k(T")/p(T)c(T) is constant. We also
give the corresponding explicit solution.

Resumen: Se estudia el problema de Lamé-Clapeyron-Stefan a una fase con
coeficientes térmicos no lineales. Se prueba la existencia de una solucién usando una
ecuacién integral de tipo Volterra cuando el coeficiente de difusién k(T)/p(T)e(T)
es constante. Se da también la correspondiente solucién explicita.

Key words: Stefan problem, ['ree boundary problem, Nonlinear thermal coef-
ficients, Explicit solution.

Palabras claves: Problema de Stefan, Problemas de frontera libre, Coeficientes
térmicos no lineales, Solucién explicita.

AMS Subject classification: 35R35, 80A22, 35C05.

I. Introduction.

The Lamé-Clapeyron-Stefan problem is nonlinear even in its simplest form because
some boundary conditions are given on a free boundary whose law of motion is unknown
beforehand and has to be determined while solving the problem. It becomes ”doubly”
nonlinear if the variability of the thermal parameters with temperature is also taken
into consideration. It is essential to take mto account the parametric nonlinearity when
studying the problems related to the surface melting bodies. The present study provides
the existence of an exact solutions to one such nonlinear unidimensional problem. We

consider the following melting problem for a semi-infinite material:

*MAT - Serie A, 5 (2001), 33-36.

33



Natale-Tarzia, "A Nonlinear Stefan Problem...", MAT-Serie A, 5 (2001), 33-36 3

pnen) 5 = (kOF) o<y )
T(0,t) =T, , T(s(t),t) =Ty < Ty (2)
B (T(s(¢), ) %T—(sa), D=—plsdt) , s(0)=0 3)

where T' = T'(y,t) is the temperature of the solid phase, p(T'), ¢(T'), k(T) are the density,
specific heat, and thermal conductivity, respectively, T;, is the phase-change temperature,
Ty is the temperature on the fixed face y = 0, p; > 0 is the constant density of mass at
the melting temperature, I > 0 is the latent heat of fusion by unity of mass and s(t) is
the position of phase change location. This problem was first considered in [4]. We will
prove an existence theorem considering the case k(7)) /p(T)¢(T) = constant > 0 through
an integral equation equivalent to (1) — (3).

II. The one-phase Stefan problem with nonlinear coefficients
If we define the following transformation

T(y7 t) - Tm

6.8) = =, 7

(T'(y,t) = T + (To — Tw)B(y, 1)) (4)

and we assume a similarity solution of the type

o) =) n=gr= (5)
we obtain the following free boundary problem:
LSO +2NOF M =0, 0<n<n, (6)
JO=1 ,  J)=0 (7)
J D — L ®)

k(T) (T, — T)

where N(0) = p(T)e(T)/poco, L(8) = k(T)/ko and kg, pg, co and ag = ko/pgco are the
reference thermal conductivity, density of mass, specific heat and thermal diffusivity re-
spectively and the free boundary s(t) must be of the type

5(t) = 2nov/oot 9)

where 7, is also a positive parameter to be determined. We have that the problem (6) —(7)
is equivalent to the following nonlinear integral equation of Volterra type:

@ [n, L(f), N(f)]
@ [no, L(f), N(/)]

fm=1- (10)

where @ is given by

e s = [ oo (2 o)«
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The condition (8) becomes

: __mlvE " N((E)
® [0, L(/), N(/)| ~ eoTs — Tn) p(2/0 L(7(9) d) (12)

and then the following lemma holds.

Lemma 1. The solution of the free boundary problem (1) — (3) is given by (9)
and T(y,t) = T,, + (Ty — T,) f (1) ,n = y/2+/apt where the function f = f(n) and the
coeflicient 7, > 0 must satisfy the nonlinear integral equation (10) and the condition
(12).m

From now on we suppose the particular case N(f)/L(f) = xo > 0 and then function
® is now defined by

1, LU = b1, LD ol = = [ oo (a3

Firstly we shall prove that the integral equation (10) has a unique solution for any
given 7y > 0. Secondly, in order to solve the problem (1) — (3) we shall consider the system
(10) and (12). Let C°{0,7,] be the space of continuous real functions defined on [0, 7).

Then we have
Theorem 2. Let 7, be a given positive real number. We suppose that the dimen-
sionless thermal conductivity function L(f) verify the properties
0<Ihi <L(f)< Ly , v f € C°0,7,] (14)

|L(g) — L(h)] < Lsllg— k|,  VYg,h e C°0,no] (15)

and the coefficients L, Ly and L3 verifies the restriction 2L2L3/L3 < 1 then there exists

a unique solution of the integral equation (10).

Proof. Let W : C%[0, 5] — %[0, 7o) be defined by W (f) g = 1= In, L(f)] /@ Ino, L(/)].
The solution of the equation (10) is the fixed point of the operator W. We obtain that

W is a contraction, therefore there exists a unique solution of (10)) for a given 7, > 0.1

We remark that the solution [ of the integral equation (10) depends on the real number
11y > 0; for convenience in the notation from now on we take [(1) = f,, (1) = (10, 7),
0<n<ng, no>0.

Theorem 3. We suppose that the hypothesis of Theorem 2 hold and the inequality

2X0M0 > ﬁ;(log(L(f(no,n)))) , Yne>0 , Vne(0,mn) (16)

is verified, then there exists a unique solution of the free boundary problem (10) and (12).

A more compete version of these results and the corresponding study for the two-phase
Stefan problem will be given in a forthcoming paper. Now, we show two explicit cases
which satisfy the above results.
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Example 1. In the particular case N = L = 1, the solution of integral equation (10)
is given by [1] f(n) = 1 — erf(n)/ erf(7y),0 < 17 < 11, where 75 > 0 is the unique solution
of the equation

Sle — CO(Tb — Tm)
VN AV

Example 2. In [2, 3] was considered N(§) = 1, and L (§) = 1 + (6. In this case the
integral equation for f becomes

=zerf(z)exp(z’) , x>0 (17)

[(A+ B8NS +2nfm)=0 ,  0<n<n (18)
where 74 is the unique solution of the following equation
1 JT I
— 2| ————sd 19
& (o, 1+ B1,1)  Ste 7P ( [ Br()° S) 19

where Ste is the Stefan number (see 17) and @ (7,, 1 + 8f, 1) is the error modified function.
Taking into account (4) the corresponding solution is given by

®(n,1+Bf,1) y
C0<n<n, , n=
@ (19, 1 + Bf, 1) W

Note that the example 1 is obtained taking =0 .

T(z,t) =Ty + (T — Tp) (20)
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Uniqueness of Solution to a Free Boundary Problem
from Combustion with Transport *

C. LEDERMAN, J. L. VAZQUEZ and N. WOLANSKI

Abstract

We describe results on uniqueness and agreement between different kinds of solutions for a free
boundary problem of interest in combustion theory, which were presented in a lecture in the “VI
Seminario sobre problemas de frontera libre y sus aplicaciones”, Rosario, December 1998. For the
detailed proofs of these results, we refer the reader to [LVW1].

1 Introduction

The purpose of these notes is to describe some results, which were proven in [LVW1], on a free boundary
problem in heat propagation that in classical terms is formulated as follows: find a nonnegative function
u(x,t), defined and continuous in D C RN x (0, T), satisfying the equation

Au—l—Zaiumi —u; =0

in the positivity set D N {u > 0}. Besides, we assume that the interior boundary of the positivity set,
D N o{u > 0}, so-called free boundary, is a regular hypersurface on which the following conditions are
satisfied
u=0, -2%_ T
ov

Here M is a positive constant, and v denotes outward unit spatial normal to the free boundary. In
addition, initial and boundary conditions have to be prescribed on the parabolic boundary of D. Thus,
if the domain is a space-time cylinder, D = Q x (0,T), we prescribe initial data at t = 0

u(z,0) = ug(z) forz € Q,

as well as boundary conditions of Dirichlet or Neumann type on the lateral boundary, 8 x (0,7). We
will refer to this free boundary problem as Problem P.

This free boundary problem arises in several contexts (cf. [V]). The most important motivation to
date has come from combustion theory, where it appears as a limit situation in the description of the
propagation of premixed equi-diffusional deflagration flames. In this case, u is the limit, as ¢ — 0, of
solutions u° to equation P-.:

Auf + ) aiul, — uf = Be(uf),

where u®(z,t) = Ty — T'(x,t), with T the temperature of the reactive mixture and Ty the flame temper-
ature, so that T' < Ty and u® > 0. The function §.(u) represents the exothermic chemical reaction and
is nonnegative and Lipschitz continuous, positive in an interval (0, 6.) near v = 0 and vanishes otherwise
(i.e., reaction occurs only in the range Ty —6. < T < T). The parameter ¢ > 0 is essentially the inverse
of the activation energy of the chemical reaction. Finally, the integral [ . (u)du = M is fixed. The vector
(a1,---,an) represents the transport velocity of the reactive mixture. For further details on the model
see [BuL].

The study of the limit P. — P as e — 0 was proposed in the 30’s by Zeldovich and Frank-Kamenetski
[ZF] and has been much discussed in the combustion literature. For the elliptic stationary case see [BCN]

* Mathematics Subject Classifications: 35K05, 35K60, 80A25.

Key words: Free boundary problem, combustion, heat equation, uniqueness.
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and [LW]. The study of the limit in the general evolution case has been performed in [CV] in the one
phase case, and in [CLW1] and [CLW2] in the two-phase case (i.e., with no sign restriction on u).

Problem P admits classical solutions only for good data and for small times, since singularities can
arise in finite time. Various concepts of generalized solution have been been introduced in the literature.
When we perform the approximation process P. and pass to the limit ¢ — 0 this gives rise to a kind
of solutions to problem P, called limit solutions (see [CV]). On the other hand, the concept of viscosity
solution for problem P was introduced in [CLW2].

In [LVW1] we investigate conditions under which the three concepts agree and produce a unique
solution.

2 Main results

The purpose of [LVW1] is to contribute to the questions of unique characterization of the solution of the
free-boundary problem P and the consistency of the different solution concepts. The results in [LVW1]
can be summarized as saying that, under suitable assumptions on the domain, the reaction function (.
and on the initial and boundary data,

if a classical solution of problem P exists in a certain time interval, then it is at the same time the
unique classical solution, the unique limit solution and also the unique viscosity solution in that time
interval.

For definiteness we take as spatial domain a cylinder of the form Q = Rx ¥ with ¥ ¢ RV~! a smooth
domain, or a semi-cylinder, and we put homogeneous Neumann conditions on the lateral boundary Rx 0X..
We require monotonicity of the initial data in the direction of the cylinder axis. In the family of problems
P, we assume that the functions f. are defined by scaling of a single function §: R — R satisfying:

1. B is a Lipschitz continuous function,

2. $>01in (0,1) and 8 = 0 otherwise,

3. [B(s)ds = M.
We then define B.(s) = 15(£).
We write

Lu:= Au+ Zaiuzi — ug,

and we assume that the coefficients a; in the operator are independent of x1, the direction of the cylinder
axis, and belong to C*% (X x [0, 7).

Our results show in particular that there is a unique limit solution independently of the choice of the
function 5. Moreover, we actually prove that the limit exists for any approximation of the initial datum.

3 Classical and viscosity solutions

In this section we give precise definitions of the classical and viscosity solutions. In the situations con-
sidered in [LVW1] a classical solution is a viscosity solution.

Definition 3.1 Let ) = 2 X (T, Ty), with @ C RN a domain, be a space-time cylinder. Let v be a
continuous function in Q. Then v is called a classical subsolution (supersolution) to P in Q if v > 0 in
Q and

1. Lv>0 (L0) in @ N {v > 0}.
2. veC{v>0}), Vv e C¥2 ({v > 0}).
3. For any (z,t) € {v =0} Nd{v > 0}, we have Vv (z,t) # 0 and

SO vaN (v,

where v .= —%. That is,
Vot >V2M (< V2M).

We say that v is a classical solution to P in Q if it is both a classical subsolution and a classical
supersolution to P.
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Definition 3.2 Let u € C(Q); u is called a viscosity subsolution (supersolution) to P in Q if u >0 in Q
and, for every space-time subcylinder Q' C @ and for every v bounded classical supersolution (subsolution)
to P in Q', with Q' N d{v > 0} bounded,

u<v (uw>wv) on 0,Q" and
v>0 on {u>0}N0o,Q
(u>0 on {v>0}N35,Q")

implies that u < v (u >v) in Q.
The function u is called a viscosity solution to P if it is both a viscosity supersolution and a viscosity
subsolution to P.

The following result proves the consistency between both concepts of solution.

Proposition 3.1 (Proposition 2.1 in [LVW1]) If u is a bounded classical supersolution (subsolution) to
P in Q with Q@ N d{u > 0} bounded, then u is a viscosity supersolution (subsolution) to P in Q.

Definition 3.3 Let Q C RN be a domain and let Q = Q x (0,T). Let Ty be an open C* subset of O
and let ONQ =T'n % (0,T).

Let u € C(Q). We say that u is a viscosity solution to P in Q with g—‘; =0 on ONQ, if u> 0 and
there holds:

For every space-time subcylinder Q' C Q) and for every v bounded classical supersolution (subsolution)
to P in Q', with Q' N d{v > 0} bounded, such that g—z =0 on 0,Q"' NINQ,

u<v (u>v) on 0p,Q \ONQ and
v>0 on {u>0}Nd,Q" \INQ
(u>0 on {v>0}N9Q" \INQ)
implies that u < v (u >v) in Q'.
Proposition 3.2 (Proposition 2.2 in [LVWI1]) Let @ = R x ¥ (or (0,400) X X), @ = Q x (0,T) and
ONQ =R x 90X x (0,T) (or OnQ = (0,400) x 0¥ x (0,T)).
Let u be a bounded classical solution to P in @ with @ N 0{u > 0} bounded and g—g =0 on INQ.
Then u is a viscosity solution to P in Q) with g—‘; =0 on ONQ.

4 Uniqueness of classical and viscosity solutions

The results in this section say that, under suitable assumptions, a classical solution is the unique viscosity
solution to the initial and boundary value problem associated to P and, in particular, it is the unique
classical solution.

Theorem 4.1 (Theorem 3.1 in [LVW1]) Let Q = (0,4+00) X X, @ = Q2 % (0,T), OnQ = (0,400) X 0% x
(0,T) and 0pQ = 0,Q \ ONQ.

Let u be a bounded classical solution to P in ) with g—z =0 on ONQ, such that u|8DQ has a bounded,
nonempty free boundary and u,, <0 on {u >0} N IpQ.

Assume that u(0,z',t) > 0 for (z',t) € X x [0, T] with u(0,z',t) € C*1(X x [0,T7]).

Let v € C(Q) be a viscosity solution to P in Q with g—q’; =0 on ONQ.

Ifv=u on 0pQ and {v>0}NIpQ = {u >0} NIpQ, then v =u in Q.
For two classical solutions we have the following uniqueness result.

Corollary 4.1 (Corollary 3.1 in [LVW1]) Let Q, Q, OnNQ, OpQ and u as in Theorem 4.1. Let v be a
bounded classical solution to P in Q with g—q’; =0 on ONQ, such that v =u on OpQ. Then, v =u in Q.

The next theorem proves the uniqueness of viscosity solution under different assumptions from those
in the theorem above. Then, uniqueness of classical solutions follows.

Theorem 4.2 (Theorem 3.2 in [LVW1]) The result of Theorem 4.1 holds if we let instead OnQ = 0
so that OpQ = 0,Q). Moreover, the result of Theorem 4.1 also holds if we let @ = R x ¥ with OnQ =
R x9X x (0,T) or ONQ =0, as long as ||u||ca,%@) < 00. In this case we make no assumptions on u on

{0} x = x [0, 7.
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5 Existence and uniqueness of the limit solution

The results in this section say that, under certain assumptions, a classical solution to the initial and
boundary value problem associated to P is the uniform limit of any family of solutions to problem
P. with corresponding boundary data. This in particular implies that such limit exists and is unique.
Moreover, it is independent of the choice of the function 3.

In particular, under the assumptions of this section our classical solution is the unique classical solution
and also the unique viscosity solution.

First, we give the result in a semi-cylinder.

Theorem 5.1 (Theorem 6.1 in [LVW1]) Let Q@ = (0,400)x %, Q@ = 2x(0,T), OnQ = (0,00)x0Ex(0,T)
and OpQ = 0,Q \ OnNQ.

Let u be a bounded classical solution to P in Q, with g—g =0 on ONQ, such that u|8DQ has a bounded,

nonempty free boundary and u,, <0 on {u>0}NIpQ.
Assume that u(0,z',t) > 0 for (z',t) € ¥ x [0, T] with u(0,2',t) € C*1(T x [0,T).
Let u¢ € C(Q) with Vu® € L% (Q) be a family of bounded nonnegative weak solutions to P. in Q,

with %_1;75 =0 on OnQ, sucﬁ that v — w uniformly on Op@ and {u® > 0} NIpQ — {u > 0} NIpQ.
Then u® — u uniformly in Q.

A similar result holds for a full cylinder as spatial domain, under suitable monotonicity assumptions
at 1 = —o0.

Theorem 5.2 (Theorem 6.2 in [LVWI1]) Let Q =R x X, Q@ = Q2 x (0,T), OnQ = R x 9¥ x (0,T) and
OpQ = 9Q \ OnQ.

Let u be a bounded classical solution to P in Q, with ‘;—‘; =0 on OnQ and ||ul|, < 00, such that

*5@
u|8DQ has a bounded, nonempty free boundary.

Assume that uy, < 0 on {u>0}NopQ and u,, (x,0) < —c1e®2* for ©1 < —a for some constants
c1, c2, a > 0. . .

Let u® € C(Q) with Vu® € L2 _(Q) be a family of bounded nonnegative weak solutions to P: in @,
with %Ln =0 on ONQ, such that u® — u uniformly on OpQ, with {u® > 0}NOpQ — {u >0} NIpQ and
|us (z,0) — u(x,0)| < ky e~k2 ’”?_for 1 < —a for some constants ki, ks > 0.

Then u® — u uniformly in Q.

For the proofs of the results in this section, results on existence and regularity of mixed semilinear

parabolic problems in non-cylindrical space-time domains were needed. Those results were proven in
[LVW3].

6 Extension to the two phase case

The results in [LVW1] were extended to the two phase case. More precisely, in [LVW2] the following two
phase free boundary problem is considered: find a function u(x,t), defined in D C RN x (0, T), satisfying

Au+ Y ai(z,t)uy;, —up =0 in {u >0} U {u <0},
u=0, |Vur]?—|Vu |?=2M on d{u> 0},

where 4+ = max(u,0), v~ = max(—u,0), M is a positive constant and a; are bounded. This is a two
phase extension of the free boundary problem considered in the previous sections and we will also refer
to this free boundary problem as Problem P.

The purpose of [LVW?2] is to investigate conditions under which the three concepts of solution agree
and produce a unique solution for the two phase problem. The results of [LVW2] extend those in [LVW1]
(eliminating the assumption that v > 0) and can be summarized as saying that —under appropriate
conditions— if a classical solution of problem P exists in the two phase case, then it is at the same time
the unique classical solution, the unique limit solution and also the unique viscosity solution.

As in [LVW1], the proofs of the results in [LVW2] require results on mixed semilinear parabolic
problems in non-cylindrical space-time domains. Those results are extensions of the results in [LVW3]
and were proven in [LVW4].
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