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Difusion de un Solvente en un Polimero Vidrioso con un
Condicion de Contorno del Tipo Creciente en el Tiempo.

Marcos Gaudiano*y Cristina Turner §

FAMAF-UNC-CIEM-CONICET. Medina Allende s/n, c.p.:5000, Cdrdoba, Argentina.

Resumen

Aqui se aborda un problema de frontera libre unidimensional surgido en la industria del polimero.
Se establece la existencia y unicidad de la solucién, y un método numérico basado en diferencias finitas
que la calcula, el cual permite observar interesantes comportamientos asintéticos de la frontera libre
y la concentracién del solvente en el polimero.

1 Introduccion.

Supongamos una barra unidimensional semi-infinita, de cierto tipo de polimero, en contacto en un ex-
tremo con una concentracién desolvente variable en el tiempo G(t). Una vez superado un umbral ¢ de
concentracién en el borde, el solvente penetra el material de manera tal que, en cada instante de tiempo,
pueden observarse dos partes bien delimitadas: una parte mojada donde la concentracién de solvente,
que llamaremos u(z,t) se difunde obedeciendo la ecuacién del calor, y otra seca donde se asume que
u(z,t) = 0 y que estd separada de la regién anterior, por un punto s(t), que es funcién del tiempo y se
denomina frontera libre. Problemas de este tipo han sido tratados en [1], [4], [5] y [6].

Figura 1: Situacién fisica.

Llamemos u(z,t) a la concentracién del solvente. El modelo propuesto en [2] establece que para
polimeros del tipo vidrioso, la velocidad con que se mueve s(t) depende solamente del exceso de concen-
tracién respecto del valor umbral en el punto mismo, lo que se escribe como:

8(t) = f(u(s(t),t) — 9),

*gaudiano@mate.uncor.edu
Tturner@mate.uncor.edu
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donde f es una funcién que mds adelante definiremos. Ademds, sobre s(t) se debe cumplir la Ley de
Fick, la cual establece que el flujo de solvente debe ser proporcional al negativo del gradiente de la
concentracién, que en este contexto es:

uz(s(t),t) = —ks(t)u(s(t),t),

donde k > 0.

Por conveniencia, realizaremos el cambio de variable ¢ = u — ¢y ¢ = G — q¢. La funcién c(z,t),
no es mas que el exceso de concentracién para que se produzca la difusién sobre el material. Se puede
normalizar para que g(0) = 1 y obtener la siguiente formulacién del problema.

Problema PS
Dado un T > 0 encontrar una funcién c¢ y una curva s con s € C0,T),
c € C*Y(Dr)NC (D7), Dr = {(x,t) : 0 <t < T,0 <z < s(t)} y c, continua hasta s(t) tales que:

Coe —Ct =0 en Dr, (1.1)
ypara 0 <t<T:

c(0,t) = g(¢), (1.2)
5(t) = flc(s(t),1)), (1.3)
cz(s(t),t) = —3(t)(c(s(t),t) +q), (1.4)

o s(0) = 0. (1.5)

Ahora una aclaracién importante: como una concentracién por definicién quimica es una funcién aco-
tada, el problema PS asi planteado podria no tener un correlato fisico directo, puesto que si g'(t) > 0
uno no deberfa esperar que c(z,t) sea acotada V(z,t). Sin embargo, cuando g(t) — oo se encuentra
que este problema posee interesantes comportamientos asintéticos. Por eso es que asumiremos a f como
una funcién perteneciente a C[0, o), con derivada positiva y continua en (0,00) y tal que f(0) = 0. En
quimica se encuentra generalmente que f(c) = ac™, con a,m > 0. Notar que existe ® = f~! y tiene las
mismas propiedades que f. También requerimos que g € C1[0,0) y que g’ > 0.

2 Un problema Auxiliar.

Para la demostracion de la existencia y unicidad de una solucién a PSS, se considera primero un problema
mds simple: quitando la ecuacién (1.3) y poniendo como dato también a una curva r(t) se tiene el siguiente
problema auxiliar PA.:

Dada r € C1[0,T] N C?(0,T) tal que:

r(0) 0, (2.6)
#(0) = f(1), (2.7)
0< 7 <f(g(T) O0<t<T, (2.8)

7] < K 0<t<T, (2.9)

encontrar un ¢ € C*1(D) N C(D) con c, continua hasta z = r(t), t € (0,T), tal que en D = {(z,t): 0 <
z <r(t),0<t<T} cumpla:

Czz —Ct =0 (2.10)

yVt e (0,T)
c(0,1) 9(t), (2.11)
cz(r(t),t) —7(t)(2(7(t)) + q). (2.12)

Este problema tiene tnica solucién, la prueba se la puede encontrar en [4].
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Proposicion 2.1 Tomando T suficientemente pequerio la solucion de PA satisface:

co < c(z,t) < g(t) 0<z<rt), 0<t<T, (2.13)
—coz < cx(z,t) <0 0<z<r(t), 0<t<T. (2.14)

Donde cg y coz son constantes positivas y dependen solo de T'.

Demostracién. Sea c!(z,t) la solucién de PA para g = 1. En [1] se prueba que c!(z,t) verifica la
ecuacién (2.13). Dado que (c — c!),(r,t) = 0 Vt, el principio del m4ximo establece que el méximo y el
minimo de ¢ — ¢! se asumen sobre x = 0. Puesto (¢ — c!)(0,t) = g(t) — 1 se tiene que:

0
co < Cl(m’ t)

(c—c(z,t) < g(t)—1
c(:v,t) < Cl(xa t) -1 +g(t) < g(t),

IN A

obteniendo (2.13). Como ¢;;(0,t) = ¢:(0,t) = ¢'(t) > 0, maxc, = maxc, < 0. Para probar el lado
izquierdo de (2.14) observemos quev(z,t) = e~ 2! (x + 1)cy(z, t) satisfacerel problema:
Lv = vm—ivm—l—[L—%U—vt:O en D
z+1 (z+1)
v(0,t) —vs(0,1) = —e~*g(t)
v(rt) = —e 2r+1D)rg+d(F) 0<t<T.

Supongamos que minv = v(zg,t9) < 0. Si zg = r(ty) entonces
D

v(o, to) = —e~*°(r(to) + 1) (to) (2(#(t)) + @) > — (F()to +1) F(1) (1 +q)

Si zg > 0y (xo,%p) no estd sobre la curva r, entonces vy (zo,t9) > 0, vz (zo,t0) = 0y vi(zo,t0) < 0,
luego Lu(zg,tg) > 0, que es falso. Si por tltimo zy = 0, entonces v;(0,%9) >0 y:

v(z,t) > v(0,t0) = v,(0,t0) — e 20g'(tg) > —e*0 g’ (to),

luego
v(z,t) > —max (e*0g/(to), (f(1)to + 1) £(1) (1 +q))

con lo que:

max |
x4+ 1lo<r<t

cz(z,t) > — max { e ax [max (e*7¢'(7), (f(1)T +1) f(1) (1+q))]}

(z,t)€D
|
Proposicién 2.2 La solucién de PA cumple que c € C*(D), ¢y € C(D — {(0,0)}) v :
lee(z,t)| < m+ Mt Y(z,t) € D, (2.15)
donde m = I[Blz%( || y M depende de T y K.
Demostracidn. Notemos que siempre es posible disminuir 7  para que
7(t) = f(1) + fotr > f(1) = KT >0Vt € [0,T]. w= (c— c'), satisface el problema:
Wee —wy = 0 en D, (2.16)
w(0,t) = ¢'(¢) 0<t<T, (2.17)
wg(r,t) + F(t)w(r(t),t) = 0 0<t<T. (2.18)
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Sea t* > 0. Si se cumple maxw = w(r(t*),t*) entonces

t*), t*
= P2
7(t*)
De igual forma, si minw = w(r(t*),t*) se obtiene que minw > 0, luego por el principio del méximo

|w| < max|w| =m,
=0

v (2.15) se obtiene finalmente de la ecuacién (2.11) de [1]. |

Proposicion 2.3 Bajo todas las suposiciones anteriores, existen constantes N > 0 y Ty > 0, tales que
st T € (0,Ty) y c; es la solucién de PA para r;, i = 1,2 resulta:

|Cl('l‘1,t) — Cz(’f‘2,t)| < N||'I‘1 — r2||Cl(O,T)T 0<t<T. (219)

Demostracién. Llamemos A = min(ry,72) y g = max(ry,r2).
Llamemos V a la solucién del problema

Vee—V; = 0 en D* (2.20)
Vo,t) = 0 0<t<T (2.21)
‘/z()\, t) = (A + Mt)”’l‘l - T2||C’1(0,T) O0<t< T, (222)

dondeD*:{0<x<)\,0<t<T}yA=m+q+g(T)(1+ max <I>'>.
[f(1)=KT,f(9(T))]
Supongamos que A =r; y u = r3, y observemos lo siguiente:

lc1a(A,t) — coz (A, )] = |c12(r1,t) — C20 (T2, 1) + Con(T2,t) — C22(71, )]

< =(@(F1) + @) + 72(R(P2) + @) + (m+ M)||r — 72l|oro,m)
< (g+m+ Mt)||r1 —r2llcro,r) + [72@(F1) — F1P(F1)| + [F2®(F2) — Fo®(r1)]
< +m + Mt)||r1 — 2| + ||r1 = r2l|cn ( T) + g(T max <I>')
(q )y =7lleror) + [Ir = rallero,r) | 9(T) + 9( )[f(l)_KT’f(g(T))]
Como (V — (c1 — ¢2))z > 0 sobre A, por el principio del méximo obtenemos

Ozlglzig(v—(01—02))SV—(Cl—CQ) en D*.
De manera analoga se obtiene —V < ¢; — ¢2 en D*. De modo que
ler —eo| <V en D*,
y esto implica que

[(e1 —e2)(A ) S V(AE) < /0 Ve (€, )| d€ < tf(9(T))(A + Mi)||ry — raller o,7)

puesto que el maximo y el minimo de V,, se asumen sobre A porque V,, = V; = 0 sobre x = 0. Finalmente,

lex(ri,t) —ca(re,t)| < fer(At) — e2(A 8)] + |ez(r1, t) — ca(ra, t)]
< tf(g(T)(A+ Mt)||ry — rallcro,r) + COztl[gan |71 — 7o
< Tf(9(T)(A+ MT) + coo] |1 — r2lloro,1).

La demostracion de la existencia y unicidad de la solucién del problema PS continta de la siguiente man-
era. Se construye un conjunto cerrado X C C'[0,T] constituido por curvas que satisfacen la ecuaciones
(2.6) — (2.9) de PA. Luego se define el operador r — Pr por

W@:ANWWﬂNﬂ

donde c es la solucién de PA para r. Usando las ecuaciones (2.13) — (2.15) y (2.19) se puede ajustar
K para lograr que P sea una contraccién sobre X para T pequenio. Luego el teorema del punto fijo de
Banach asegura la existencia de s € C1[0,T] tal que Ps = s. La existencia global y la unicidad de PS se
obtiene como en [1].
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3 Comportamientos asintéticos.

Un aspecto interesante de este problema es el comportamiento de s(t) para tiempos grandes. Hay indicios
de que cuando ¢ — oo la frontera libre parece depender mas de g que de la funcién f. Veamos lo siguiente.
Por aplicacién del Teorema de Green obtenemos la identidad:

0:.7{ (xeg — €)dT + zedx t>0,
0D,

luego,

0 = /Otc(s,r)sé dr — /Ot [s5(c(s,T) + q)] dT — /OS c(z,t)zdr + /Otg(T) dr

t 8 t
92 _ _ / c(s,7)dr — / crdr + / g(r)dr
2 0 0 0

y se llega a la acotacién

st)<4/2 /0 Co(r)dr (3.23)

Esta desigualdad, no depende en absoluto de la funcién f. Lo que es mds, experimentos numeéricos
muestran que solamente g(t) determina de alguna forma el comportamiento de s(¢) para tiempos largos.
Por ejemplo se encuentra la conjetura de que si g es un polinomio de grado n, entonces cuandot — oo

dntls
T 0 (3.24)

Esto no contradecirfa (3.23), puesto que si g(t) = >/ g;t’ entonces

2 [t g, =
—/ g(r)dr < [ —22n 4™ 15 0
aJo g(n+1)

] dn—l—lt"T'H . . .. .
y tliglo — tliglo t"? = 0 como en (3.24). Esto se puede apreciar en las siguientes gréficas,

obtenidas para varios polinomios g y diversas funciones f.

0.3
0.25}-|:
0.2

1
015

ds?/dt?
0.1

-0.05 q

Figura 2: ¢ =.3, g(t) =2t + 1, f(c) =c™
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-2l

d3s/dt®

-1

d*s/dt*

5|

Figura4: ¢ = .3, g(t) = >+ t2 +t+ 1, f(c) = c™.

En estos comportamientos, un caso especial es g(t) = At + 1. Aqui no sélo se verifica (3.24) para
n = 1, sino que también se observa que s(t) se pega asintéticamente a una recta, o sea, siempre existen
constantes a y b tales que

tllf?o [at+b—s(t)] =0,

esto se ve en la gréfica que sigue, que es la ds/dt para los mismos casos de la Fig.2.
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1.25 T

1.2 =
f(c)=c®

1151 =
f(c)=c?
ds/dt

1.1 o

f(c)=c'®

1.05 . .

Figura 5: ¢ = .3, g(t) =2t + 1, f(c) = c™.

4 Solucién numérica.

Se puede usar el método numérico expuesto en [1] y [3] para resolver PS. Consiste en un esquema de
diferencias finitas, en el que se discretiza el tiempo en pasos At = t,, — t,, 1 calculando la concentracién
Cn(z) y la posicién de la frontera libre S,, al tiempo ¢ = t,, a partir de conocer las mismas en el instante
anterior t = t,,_1. Concretamente, a C,,(z) y S, las asumiremos como la solucién exacta del problema:

Cn — C”_TS’H 0 en 0<z<Sn, (4.25)
Cn(0) = g(tn), (4.26)
Sp — Sp_
T = f(Cu(Sh), So=s(0)=0, (4.27)
Sp — Sn_
Ca(Sn) = == (a+ Ca(Sn)- (4.28)

Escribimos (4.25) como el sistema de ecuaciones:

c = v, (4.29)
1

! P — J—

Vi = 27(Cn=Caa) (4.30)

Ahora aplicamos la transformacién de Riccati para expresar a C,, como:

Cp = RV, + Wy, (4.31)
donde: 1
/1 _ T p2 —_ .
R =1- R,  R0)=0 (4.32)
y 1

La solucién de (4.32) es R(z) = v Attanh (z/vAt). De (4.31):
Cr(Sn) = (Cn(Sn) — Wi (Sn))/R(Sn),
igualando con (4.28) y despejando C,(S,,), obtenemos de (4.27):

Wn(sn) - qR(Sn)(Sn - Snl)/At>
1+ R(Sn)(Sp — Sn—1)/At ’

(Su— 5a 1)/At = f(
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o sea que S, es un cero de la funcién:

(4.34)

on(z) = (x— Sp_1)/At — f <Wn(w) — qR(z)(z — Sn_l)/At) .

1+ R(z)(z — Sn—1)/At

Se demostrard que esta funcién esta lo suficientemente bien definida para que exista S,, (recordemos
que f sélo estd definida en [0,00). Entonces, una vez obtenido S, (que se asumird como el primer
xz > Sp_1 que anula a o,(z)), ponemos:

a _ Sn - Sn—l
Sp = A (4.35)
Wi (Sn) — R(Sn)Sn
Cn(Sy) = (Sn) = R(Sn)Sna. (4.36)
1+ R(S,)Sn
CL(Sn) = Va(Sn) = —G, WnlSn)Fa (4.37)
1+ R(Sn)Sn
Ahora que tenemos W,, y V(S,) se puede integrar sobre [0, S,,] la ecuacién
1
! — — J—
Vo= 25 (BVa + Wa = Cu), (4.38)

Luego de (4.31) se obtiene Cy,(z) al tiempo ¢t = ¢, en [0,S,]. Para > S,, se la extiende a Cy,(x)
linealmente segtin (4.36) y (4.37). Y como dato inicial usaremos:

Co(x) ==f(I)(g+Nz+1 Ve (4.39)

Lema 4.1 Eziste una raiz S, > Sp—1 de 0. Ademds 0 < Cy, < g(T) en [0,S,] y C,, <0 en [0,00).

Demostraciéon. Co(So) =1y C}(So) = —f(1)(¢+1) < 0. Supongamos la afirmacién vélida para n — 1.
Restando C!,_; miembro a miembro en (4.33), podemos resolver la ODE que resulta para W,, — Cp,_1,
obteniendo: .

—JE i (r)ed P ar

(Wn - Cﬂ—l)(w) - fw R/At ’

de donde sale que W,,(z) > C,_1(z) Vz > 0, en consecuencia, de (4.33) W,, es decreciente. Ahora
observemos que la expresién:
Wi(z) — qR(z)(x — Sp-1)/At
1+ R(z)(z — Sn—1)/At

es un funcién continua, decreciente y positiva en S,_1 < z < zo, para cierto zo donde se anula (W,
tiene ahora derivada negativa y no acotada). Pero entonces

on(zo) = % — f(0) > 0, por definicién de f. Por otro lado:

0< Cn—l(Sn—l) < Wn(sn—l)v

o0 sea 0, (Sn-1) = —f(Wn(Sn-1)) < 0, con lo que existe un primer S,, € (S, 1,%0) que hace cero a oy,.
Con esto resulta S,, > 0, C,,(S,,) >0y V,(S,) < 0. Resolviendo (4.38) tenemos:

r Sn
JE Walr)=Cucs) = [TRIN gy (5,0 fo " RIA

Va(z) = == ef: e z €10,5,],

con lo que CJ, < 0 en [0,00), lo que implica g(t,) = Cn(0) > C,, > C,(S,) > 0 en [0, S,]- |
Observemos que por (4.27),

0 < Sn — Sn_1 = f(Cn(Sn))At < f(g(T))At. (4.40)
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