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I.INTRODUCCION ,
.1.DIVERSOS CONCEPTOS DE INTERES EN LA
MATEMATICA.

e Cifra : (Ar sifr, nombre del cero aplicado luego a los demés niimeros) Signo con que se representa a
un digito. Cada uno de los caracteres que sirven para representar los niimeros.

e Creacidn : Accion y efecto de crear.

e Crear (lat. creare) : Componer artistica o intelectualmente.

e Componer (lat. componere, arreglar) : Formar o constituir un todo juntando o disponiendo
elementos diversos.

e (Corolario (lat. corollarium) : Es la proposicion que se deduce por si sola de lo demostrado
anteriormente.

e Deduccion (lat. deductionem) : Accion y efecto de deducir. Razonamiento que, partiendo de
hipotesis, conduce a la verdad de una proposiciéon usando reglas de inferencia.

e Deducir (lat. deducere) : Sacar consecuencias de un principio, proposicién o supuesto y, en general,
llegar a un resultado por el razonamiento : de esto deduzco que...

e Demostracign : Accion y efecto de demostrar. Razonamiento que deduce la verdad de una
proposicién partiendo de axiomas que se han enunciado.

e Demostrar : Probar de forma inequivoca.

o Digito (lat. digitus) Niumero digito. Numero que en el sistema de numeracion decimal se expresa con
una sola cifra.

e Entender (lat. intendere) : Percibir por medio de la inteligencia el sentido o significado de algo :
entender un problema. Percibir las causas o motivos de algo : entender el porque de un hecho.

e Entendimiento : Aptitud para comprender.

e Comprender (lat. comprehendere) : Entender, percibir : comprender un texto.

o Hipétesis (gr. hypothesis, suposicion) : Conjunto de datos a partir del cual se intenta demostrar en
forma légica una nueva proposicion.

e Lema (lat. lemma) : Proposiciéon preliminar cuya demostracién facilita la de un teorema
subsiguiente.

e Nimero (lat. numerus) : Expresiéon de la cantidad computada con relacion a una unidad. Nocién
fundamental en matematicas que permite contar, clasificar los objetos o0 medir magnitudes.

e Numero abstracto : El que no se refiere a unidad de especie determinada.

e Nimero cardinal : Cada uno de los nimeros naturales en abstracto, como diez, mil.

e Nimero compuesto : El que se expresa con dos o mas guarismos o caracteres.

o Numero concreto : El que expresa cantidad de especie determinada.

e Niimero digito : El que puede expresarse con un solo guarismo o caracter; en la numeracién decimal
lo son los comprendidos desde el cero al nueve, ambos inclusive.

e Nimero patural : Cada uno de los elementos de la sucesion 1, 2, 3, 4, .....

e Nilmero ordinal : El que expresa ideas de orden o sucesién, como segundo, tercero.

e Pensamiento : Facultad de pensar : el pensamiento es atributo del hombre. Idea principal, manera
de opinar de un individuo o de un determinado ambiente.

e Pensar : Formar y ordenar en la conciencia ideas y conceptos : pienso luego existo. Meditar,
reflexionar. Hacer proyectos para poner en practica alguna cosa.

e Principio (lat. principium) : Concepto, idea fundamental que sirve de base a un orden determinado
de conocimientos o sobre la que se apoya un razonamiento. Proposicién que sirve de fundamento a una
deduccion. Nociones primeras de una ciencia o arte.

e Probar (lat. probare) : Demostrar, evidenciar la verdad de cierta cosa.
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e Problema (lat. problemam) : Cuestién en que hay algo que averiguar. Proposicién dirigida a
averiguar un resultado cuando ciertos datos son conocidos.

e Proposicién : Enunciado susceptible de ser verdadero o falso.

o Razonamiento : Accion y efecto de razonar. Serie de conceptos encaminados a demostrar algo.

e Razonar : Pensar, ordenando ideas en la mente, para llegar a deducir una consecuencia o conclusién.
e Teorema (gr. theorema) : Proposicion cientifica que puede demostrarse.

o Tesis (gr. thesis) : Proposicién que se enuncia y se mantiene con argumentos.

En matematica existen cuatro términos que se encontraran frecuentemente siempre que se trate

,
con demostraciones. Estos son proposicion, lema, teorema y corolario. Una PRQPOSICION es un
enunciado de interés que se esta tratando de demostrar. Algunas proposiciones son consideradas

(subjetivamente) extremadamente importantes y se las llama TEQREMAS.

La demostraciéon de un teorema puede ser muy larga, por lo que resulta mas facil realizar la
demostracién por ”partes”. Por ejemplo, para demostrar ”P implica Q”, puede ser necesario demostrar
primero que ”P implica C”, luego, que ”C implica D” y finalmente, que ”D implica Q”. Cada una de
las proposiciones obtenidas podria presentarse por separado éstas se llaman LEMAS. En otras

1
palabras, un lema es una proposicién preliminar, la cual va a utilizarse en la demostraciéon de un
teorema. Una vez que un teorema ha sido establecido, sucede frecuentemente que ciertas proposiciones
q

surgen casi inmediatamente como resultado de que el teorema es verdadero. A estas proposiciones se las

denomina COROQLARIOQS.

Asi como existen ciertos conceptos matematicos que se aceptan sin una definicion formal, asi

también existen ciertas proposiciones las cuales se aceptan sin una demostracion formal, son los

AXIOMAS.

En resumen, una proposicién es un enunciado que se trata de demostrar que es verdadero. Un
teorema es una proposicion importante. Un lema es una proposicion preliminar que va a utilizarse en la
demostracion de un teorema, y un corolario es una proposicion que surge como resultado inmediato de

un teorema.

IMPORTANTE : Un aporte importante al crecimiento intelectual y a la iniciacion a la creatividad es el
poder particionar una demostracién larga en la concatenacion de lemas cortos, los cuales son unos
independientes de los otros (es decir, que los lemas o resultados intermedios, representan implicancias

verdaderas que por reiteraciéon ayudan a demostrar el resultado o teorema fundamental).

La Matematica ha ocupado un lugar de privilegio en los programas escolares y ha influido
explicitamente e implicitamente en la formacién e informacién del estudiante, con distinto énfasis a lo
largo del tiempo. Hoy, a estas dimensiones formativa e informativa, mas dirigidas hacia el sujeto, se
suma lo social, por cuanto la Matematica, desde su lenguaje y desde su método, se ha constituido en un
medio de comprensién y mejoramiento del mundo cientifico, industrial y tecndlogico en que vivimos. Es
desde esta potencialidad que la matematica puede contribuir en forma privilegiada a la consecucion de
los objetivos que la Ley Federal de Educacién puntualiza para la Educacion General Basica (EGB),
pues colabora con el desarrollo individual y social de los alumnos propiciando en ellos ”la biisqueda de
la verdad” y en relacién con ella, el juicio critico, el rigor en el método de trabajo, la presentacién
honesta de los resultados, la simplicidad y exactitud en el lenguaje, la valorizacion de las ideas ajenas y

del trabajo compartido.



.2.PROBLEMA FUNDAMENTAL EN LA
MATEMATICA: P IMPLICA Q

Dadas dos proposiciones P y Q, un problema de fundamental interés en matematica es el de
demostrar que si P es verdadero, entonces Q es verdadero. Una demostracién es un método formal para

realizar esta tarea. A menudo, la forma particular de P y Q pueden indicar el camino a seguir.

Para poder hacer una demostracion, se debe saber exactamente lo que significa demostrar que
”si P es verdadero entonces Q es verdadero”. La proposicion P se llama a menudo ” IPQTESIQ” yel
postulado Q "CONCLUSION”. Para abreviar, la proposicion ”si P es verdadero entonces Q es

verdadero”, se reduce a ”si P entonces Q”, o simplemente ”P implica Q” (que se nota: P = Q).

Parece razonable que las condiciones bajo las cuales P implica Q” es verdadero dependeran de
st P y Q son verdaderos. Por lo tanto, hay cuatro posibles casos a considerar:
1. P es verdadero y Q es verdadero ;
2. P es verdadero y Q es falso ;
3. P es falso y Q es verdadero ;
4. P es falso y Q es falso .

Una tabla de verdad es un meétodo para determinar cuando una proposicién (Por ejemplo : ”P
implica Q”) es verdadera, debiendo examinarse todos los posibles valores de la verdad de las

proposiciones individuales P y Q.

Cuando se trata de demostrar que ”P implica Q" es verdadero, se puede suponer que la
proposicién de la izquierda de la palabra ”implica” es verdadera. La meta es concluir que el postulado

de la derecha es verdadero.

Se debe tener en cuenta que una demostracién de la proposicion ”P implica Q” no es un

intento de verificar si P y Q son verdaderos, sino demostrar que Q es una consecuencia légica de haber

supuesto que P es verdadero.

En general, la habilidad para demostrar que Q es verdadero dependera mucho del hecho de que
se haya supuesto que P es verdadero y, finalmente, se tendra que descubrir la relacion entre P y Q.
Para realizar esto se requerird una cierta cantidad de creatividad de su parte. Las técnicas que se

presentaran para hacer demostraciones estan disefiadas para iniciarlo y guiarlo a lo largo del camino.

Existen muchas maneras de decir que ”P implica Q” :
1. Cuando P es verdadera, Q debe ser también verdadera ;
2. Q se deduce de P ;
3. Q es una consecuencia necesaria de P ;
4. P es condicion suficiente para Q ;

5. P sdlosi Q.

Otras tres proposiciones relacionadas con ”P implica Q” (llamada Proposicion directa) son :

1. ”Q implica P” (llamada Proposicién reciproca) ,
2. ?’NO P implica NO Q” (llamada Proposicion inversa) ,
3. ?’NO Q implica NO P” (llamada Proposicién contrarreciproca) .

En lo sucesivo, P y Q seran proposiciones que pueden ser verdaderas o falsas. Por lo tanto,

el problema de interés sera demostrar que ”P implica Q” .




.3.PROBLEMAS POR RESOLVER Y PROBLEMAS
POR DEMOSTRAR

e PROBLEMAS POR RESOLVER

El propésito de un problema por resolver es descubrir cierto objeto, la incégnita del problema.

La incognita es lo que se busca o lo que se pide.

Estos problemas pueden ser tedricos o practicos, abstractos o concretos, son problemas serios o

simples acertijos.

Los principales elementos del problema por resolver son : la incognita, los datos y la condicién.

Para encontrar la solucion a estos problemas hay que conocer, de modo preciso, los elementos

principales : incognita, datos y condicién.

A continuacion se detallan preguntas y sugerencias concernientes a dichos elementos :

e ; Cudl es la incognita? ; ; Cuales son los datos? ; ; Cual es la condicién?

o Distinga las diversas partes de la condicion.

e Encuentre la relacion entre los datos y la incognita.

e Mire bien la incognita. Trate de pensar en algin problema que le sea familiar y que tenga la misma
incognita o una similar.

e No conserve mas que una parte de la condicion, descarte la otra; ; En qué medida la incognita queda
entonces determinada? ; ; como puede variar? ; ; Puede deducir de los datos algin elemento til? ;
i Podria pensar en otros datos que le permitiesen determinar la incognita? ; ; Podria cambiar la
incognita, o los datos, o los dos si es necesario, de tal manera que la nueva incognita y los nuevos datos
estuviesen mas relacionados entre si ?

e ; Ha empleado todos los datos? ; ; Ha utilizado la condicion por completo?

¢ PROBLEMAS POR DEMOSTRAR

El propdsito de un problema por demostrar consiste en mostrar de modo concluyente la

exactitud o falsedad de una afirmacion claramente enunciada.

Los elementos de estos problemas son (si es un problema matematico usual), la hipotesis y

la_conclusion del teorema que hay que probar.
Para resolverlos deben conocerse exactamente sus partes principales (hipotesis y conclusion).

A continuacion se detallan preguntas y sugerencias adaptadas a este tipo de problema :
e ; Cuél es la hipdtesis? ; ; Cual es la conclusion?
e Distinga las diversas partes de la hipdtesis.
e Encuentre la relacion entre la hipotesis y la conclusion.
e Mire bien la conclusion. Trate de pensar en algiin teorema que le sea familiar y que tenga la misma
conclusion o similar.
e No conserve mas que una parte de la hipotesis, descarte la otra parte; ; Sigue siendo valida la
conclusion?
e ; Podria deducir de la hipétesis algin elemento Gtil? ; ; Podria pensar en otra hipotesis de la cual se
pudiera deducir facilmente la conclusién? ; ; Podria cambiar la hipdtesis o la conclusion o las dos si es

necesario, de modo que la nueva hipdtesis y la nueva conclusién estuviesen mas relacionadas entre si?

e ; Ha empleado la hipotesis completa?



Por regla general, los problemas por resolver tienen mayor importancia en la matemaética

elemental mientras que los problemas por demostrar son mas importantes en la matematica superior.

¢ RAZONAMIENTO HEURISTICO

El razonamiento heuristico es un razonamiento que se considera no como definitivo y riguroso,
sino simplemente como provisional y plausible y cuyo objeto es descubrir la solucién del problema
propuesto. El razonamiento heuristico es de empleo frecuente. No se llega a una certeza plena sino
después de haber obtenido la solucién completa, pero hasta ahi uno se contenta con frecuencia con una
hipétesis mas o menos plausible. Se puede necesitar lo provisorio antes de lograr lo definitivo. En la
construcciéon de una demostracion rigurosa el razonamiento heuristico juega el mismo papel que el

andamiaje en la construccion de un edificio.

Este tipo de razonamiento es bueno por si mismo; lo que es malo es asociarlo a la

demostracion rigurosa; lo que es peor, es presentarlo como demostracion rigurosa.
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II. NUMERO

11.1.PROBLEMAS BASICOS CON OPERACIONES
NUMERICAS. DE TODO UN POCO.

e ¢ LAS DIFERENTES OPERACIONES EN LOS NUMEROS REALES:
e ¢ ADICION: Se utiliza cada vez que se busca una suma, un total, cuando se reinen objetos

idénticos, cuando se afnade. Se tiene:

at+tb=s, a y b sumandos, s: suma (resultado de la adicion).

Las propiedades de la adicién son las siguientes:
e conmutativa (a+b = b+ a);
e asociativa ((a +b)+c=a+(b+ c));
e rol del cero (elemento neutro) (a + 0 = 0+ a = a);
o existencia del elemento opuesto (a +(-a)=(—a)+a= O);
o cancelativa y uniforme (importantes por su aplicacion en la resolucién de ecuaciones):
cancelativa: X+a=y+a => X=y;

uniforme: X=y = x+a=y+a.

e ¢ SUSTRACCION: Se utiliza cada vez que se calcula una diferencia, cuando se completa, cuando se
retira. Se tiene:

a—b=d, a: minuendo, b: sustraendo, d: diferencia.

Por otro lado, una sustraccion puede pensarse como una adicion de la siguiente manera:
a—b=a+(-b)

donde —b es el opuesto de b.

Las propiedades de la sustraccion son las siguientes:
e no conmutativa; '
e no asociativa;
o rol del cero (diferencia de dos niimeros iguales);

e cancelativa y uniforme.

Se puede verificar una sustraccién con la ayuda de una adicién:

a-b=d & a=b+d (concepto de operacion inversa).

e ¢« MULTIPLICACION: Se utiliza cuando se busca la suma de muchos niimeros iguales, cuando se

busca el total de circunstancias idénticas que se repiten. Se tiene:

a.b=p, a y b factores, p: producto.

Las propiedades de la multiplicacion son las siguientes:

e conmutativa (a.b=b.a);
e asociativa ((a .b).c)=a.(b. c));
e rol del cero (0.a =a.0=0);
e rol del uno (elemento neutro) (1.a=a.1 =a);
e distributiva con respecto a la adici6n y a la sustraccién (a .(b+c)=a.b+a. c);
e existencia del elemento reciproco (inverso) para todo nimero no nulo (a. (%) = (%) .a=1, a# O);
e cancelativa y uniforme (importantes por su aplicacion en la resolucién de ecuaciones):

cancelativa: x.a=y.a,a#0 = x=y;

uniforme: X=y = X.a=y.a;



¢ ley de anulacién del producto: a.b=0 = a=06 b=0;

e o DIVISION: Se utiliza cuando se reparte en partes iguales, cuando se busca la cantidad de veces
que un numero contiene a otro. Se tiene:
a:b=c, a: dividendo , b: divisor (b # 0), c: cociente.

Por otro lado, una divisién puede pensarse como una multiplicacién de la siguiente manera:
1

a:b=a. s

b
donde 1/b es el reciproco de b.
La divisién puede ser :
e exacta (idea de miultiplo y divisor de un nimero);

e conresto (a=b.c+r, a:dividendo, b: divisor, c: cociente , r: resto).

Las propiedades de la division son las siguientes:
e no conmutativa;
e no asociativa;
¢ rol del cero y del uno;

o distributiva del divisor con respecto a la adicién y a la sustraccion.

* Se puede verificar una division exacta con una multiplicacion:

atb=c =3 c.b=a (concepto de operacion inversa).

Las cuatro operaciones anteriores, para los numeros fraccionarios, se definen de la siguiente

manera:
e  Adicion: % + 5= —&%—sl’;q (se puede utilizar también el concepto de fraccion equivalente)
., . P r_Dp.s—r.q - . . .
e  Sustraccion: q-F5=—q5 (se puede utilizar también el concepto de fraccion equivalente)
e  Multiplicacién: % L= %
< e ez P . r_P s8__P-S
e  Division: q F=q -T=q.T

e ¢« POTENCIACION:

Definicign.— La potenciacién es una multiplicacion reiterada. Sea a € R, entonces :
al=a ; a°=1,Va960;
a'=a.a.a ... a(nveces) VneN;

a_mz-;lﬁ- , Va# 0, YmeN.

Las propiedades de la potenciacion son las siguientes:
e Propiedad distributiva respecto del producto: (a.b)" = a".b" ;

Jr=20 . Vb # 0

e Propiedad distributiva respecto del cociente: ( b

a
b

e Producto de potencias de igual base: a™.a™ = attm .
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Cociente de potencias de igual base: 3= h— ™ ;
e Cociente de potencias de igual base: S 2 ,Va £0;

o Potencia de potencias : (a)M=a%-M |

e ¢ RADICACION:

Definicign.— La raiz enésima de un real a es el real 8 cuya potencia enésima es o , es decir:

,B:n\/a— A4 ,ann , n€N,

(e €R cuando n es impar; en cambio, debe ser & > 0 cuando n es par).

Las propiedades de la radicacion son las siguientes:

e Propiedad distributiva respecto del producto: "/a.b = ",/a. LV

' n
e Propiedad distributiva respecto del cociente: n‘ /—% = —n—\/% (b#0) ;

¢ Radicacién de radicaciones: ™,/ " /a = M1 /3

Definicion.— Sea a € R, entonces la potenciacion con exponente fraccionario se define, utilizando la

radicacion, de la siguiente manera:

=3

m
=N/al a - m=_1Ll_ (az0)), Vm,neN,

n‘/a_m

(a € R cuando n es impar; en cambio, debe ser a > 0 cuando n es par).

e REPRESENTACION DECIMAL DE LOS NUMEROS REALES

Definicién.—

(i) Se llama representacién decimal de un niimero x € R a la siguiente expresion :

- L IR T3 T —
"—i['0+Tﬁ+m‘)+1ooo+"'+félﬁ+""]— + 1y, Iqrpry .. I -

donde
r, ENU{0}, ri€{0,1,2,3,...,8,9} ,VieN,

+: namero real positivo, —: namero real negativo.

En general, cuando el nimero real es positivo el signo correspondiente se omite.

(ii) Se dice que la representacion decimal es finita cuandor, # 0 y ri=0 , Vi € N,coni > n+1.

(iii) Se dice que la representacion decimal es infinita cuando no es finita.

(iv) Se dice que la representacion decimal infinita es periddica cuando a partir de un cierto indice

n,, € N un subconjunto de los niimeros r; (con i > n,) comienza a repetirse.

35 _ =0.35 - 233 _ —0.235
9 = 0,353535.....= 0,35 990 = 0,23535....= 0,235 .

Observacién: Son nimeros racionales los que tienen una representacion decimal finita o infinita
periddica; por lo tanto, son niimeros irracionales los que tienen una representacion decimal infinita con

infinitos digitos no nulos y sin ninguna periodicidad.
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1) Suprima paréntesis y corchetes, y resuelva :

—90) = (=6)

48 + (—6)

(—200) + (—8)

24 + (—4.6)

(i) {

(-12) = 4

(—100) = 25 360 = (=72) 32 x2 + 64’

1 1
(viii) T 1 Y + 1506
2 M 0 5+ 1 ’ ——‘2——'+0,25
’ 4 3

2) Ordene, de menor a mayor, los siguientes nimeros racionales (use el concepto de fraccién

equivalente):
xZ.

)

3 .

;11’

ool
won
(SN
[2] &
(Al
ol
=Jjn

[

3) Utilizando la definicién de la division (D = d . ¢ + r), complete el siguiente cuadro:

teniendo en cuenta que se pasa de la primera fila a la segunda dividiendo por 2, de la segunda a la

tercera dividiendo por 5, de la tercera a la cuarta dividiendo por 2 y de la tercera a la quinta

D d C r
..... 423 178 20
6661 54 | ... 19
1457 | ... 32 17
3291 62 53 1

dividiendo por 6.

(ii) { Qué operacion debe realizarse para pasar de la:

(a) primera a la quinta fila7;

(b) segunda a la quinta fila7;

5) Complete las siguientes operaciones:
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(@) (ii) (iii)

2 3 4 7 3 1 8 7
+ 4 6 + + 4 6
8 9 8 2 7 8 4
2 8 4 5 5 5 8 9
(iv) )
8 3 1 2 3 9
- 2 1 X
3 4 6 5 7
4 8
(vi) ey 1
X , 7
4 3 3 3
8
(vii)
7 5
3 4 9 1
0 8

6) En cada uno de los siguientes problemas encuentre todas las soluciones:

(i) Utilizando solamente una vez las cifras 1, 3, 4, 5 y 8, complete la siguiente operacion:

9 7 6
+ 1 5

(ii) Utilizando solamente una vez las cifras 2, 4, 5, 6 y 7, complete la siguiente operacion:
+ [{ 9 [{

1 4 9 ...

7) ”Problemas con Cifras Perdidas”: Busque las cifras que faltan, en los lugares representados por el

simbolo ”?”, de manera que se verifiquen los resultados siguientes:
(i) 93 x 87 = 8771 ; (ii) 83?7 x 76 = 46816 ; (iii) 776 x 847 = 232668 ;
(iv) 4776 : 87 =48 ; (v) 9177 — 777 =8271 ; (vi) 7 x (78— 2?7) = 112;

(vii) 93 x 7?7 = 7791.
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8) ”Problemas con Operaciones Perdidas”: Complete el simbolo ”?” con las operaciones que faltan para
que se verifiquen los resultados siguientes:

(i) (37721)7223 =1000; (if) (34617 276 )7 101 = 37;

(ii) 6197316 74257 196 = 924 ; (iv) 317(87719) = 2108.

9) (a) Convierta los siguientes nimeros reales que tienen representacién decimal finitaen fracciones:
(i) 0,25 (i) 1,5 (iil) - 0,75 ; (iv) 2,35 ; (v) 13,1 ;

(vi) ; 'Todos los nimeros que tienen una representacion decimal finita son nimeros racionales?

(b) Convierta las siguientes expresiones decimales infinitas periédicas en fracciones :

(i) 0,5 ; (i) 0,35 ; (iii) 0,483 ;
(iv) 0,70 ; (v) 0,001 ; (vi) 0,3 ;
(vii) 0,235 , (viii) 0,9 ; (ix) 2,3412;

(x) ;'Todos los numeros que tienen una representacion decimal infinita periédica son nimeros

racionales?

10) En un negocio hay 4000 bicicletas. Se venden un cierto numero de ellas y, de las que quedan, se
sabe que el 63.6363... % son plegables y que el 92,2297297297.... % no son de carreras. ; Cuantas

bicicletas se vendieron?

11) Se hace una encuesta para saber si es rentable comercializar leche en polvo y leche fresca con los
siguientes resultados: El 72,7272... % de las personas encuestadas no compraria leche en polvo y el
74,594594..... % de las personas encuestadas, no compraria leche fresca. ; Cual es el nimero minimo de

personas a las que se le realiz6 la encuesta?
12) Un editor imprimid en total 5000 folletos, repartié algunos pero aiin le quedan mas de 2000. Puede
embalarlos en cajas de 45 folletos sin que le sobre ninguno; también puede usar cajas de 40 o de 50

folletos sin que le sobren. ; Cual es el nimero de folletos que todavia tiene ?

13) Encuentre el nimero intruso entre los siguientes nameros reales:

(i) 8,9.1073 ; (ii) 14,7 . 1072 (i) 0,0014 . 10%;
(iv) 124,1 .10 ~2; (v) 0,0001 . 103 ; (vi) 384,517 . 107%;
(vii) 0,1 ; (viii) 9. 1071,

14) Una con una flecha los niimeros iguales:

0,05 5

0,5. 103 50 . 1073
500 . 1073 0,005

0,05 . 102 500

50 5000 . 10 "2
5000 50 . 10 2
0,5.102 0,5

0,05 . 10 50

15) El peso de un virus es 10721 kg; el de un hombre es 70 kg y el de la Tierra es 5,9 1024 kg. Calcule
la proporcién entre el peso de un hombre y el de la Tierra. Calcule, también la proporcion entre los

pesos de un virus y un hombre.
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oll

16) El nimero de estrellas en nuestra galaxia es de 1 y el nimero estimado de galaxias en el

universo es de 1012 . Qué cantidad de estrellas estima que puede haber en el Universo.

17) ; Cuantas veces menor es la Luna respecto de la Tierra si el volumen estimado de la Luna es de

21,9 109 km?3 y el volumen de la Tierra es de alrededor de 1,08 1012 km3 ?

18) Estudie las potencias del 7. ; Con qué cifra terminara el nimero 790 ¢

19) Halle dos niimeros de tres digitos cuyo producto sea 555555 .

20) Pruebe que el nimero de seis digitos A BC A BC es mutiplo de 7, de 11 y de 13.
21) Si tres nimeros a, b, ¢ son positivos y verifican las siguientes relaciones:

a.b=12; b.c=20; a.c=15,

cual es el valor de a.b.c?
22) ; Cual es el niimero de cifras del producto 517.4% ?
23) (i) Halle todos los digitos A y B de manera que la suma de la siguiente adicion sea divisible por 4:

6 A 3
+ 2 B 5

(ii) Halle todos los digitos A y B de manera que la suma de la siguiente adicion sea divisible por 3:

3 A 8
+ 6 B 9
9 7

24) Sobre la ruta, cada 4 km hay una parada de émnibus, cada 5 km un teléfono y cada 30 km un
expendio de combustible. ; En qué km habra una parada, un teléfono y un expendio de combustible

juntos?

25) (i) Cada letra utilizada (A, P, R, S) representa a un digito entre 0 y 9. Halle los valores de cada

letra de manera que se obtenga la siguiente suma:

(ii) Cada letra utilizada (A, B) representa a un digito entre 0 y 9. Halle los valores de cada letra de
manera que se obtenga la siguiente suma:
AB + BA = 99.

26) Determine los niimeros naturales de 2 cifras que, divididos por 37, dan un cociente igual al resto.
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27) Verifique que no es posible determinar el dividendo y el divisor de una divisién sabiendo que el

dividendo es menor que 3000, el cociente es 82 y el resto es 47.

28) Multiplique dos nimeros cuya diferencia sea 4, y luego simele 4. ; Qué tipo de nimeros se

obtienen? Demuestre lo obtenido.

29) Compare e indique cual de los siguientes niimeros es el mayor (si es posible, sin utilizar tablas de
raices):

() 311 y 6 (i) V14 y 6 ; (i) 3v14 y V5 ;
(iv) 0,00001 vy (81)_55; W36y V3 -1; (vi) 4/T y 820 .

30) Un comerciante compro lapiceras, portaminas y gomas de borrar con los siguientes precios:
cada lapicera por § 10 ;  cada portaminas por $ 1 ; 8 gomas de borrar por $§ 1.

Si en total compro 100 articulos, y gasté $ 100, ; cuantos articulos de cada clase compré ?

31) ; Cuéantos de los siguientes 60 niimeros:
84; 2x84; 3x84; 4x84; ... ; 59x84; 60 x 84

son miltiplos de 60?7
32) ; Cuantos nimeros naturales menores que 1000 tienen la suma de sus digitos igual a 6 7

33) Justifique las siguientes igualdades que se obtienen al calcular el cuadrado de cualquier niimero
natural que termine en 5 :

152 =10 . 20 + 25 = 200 + 25=225 ;

252 =20 . 30 4+ 25 = 600 + 25=625 ;

35% = 30 .40 + 25 = 1200 + 25 =1225 ;

452 = 40 . 50 + 25 = 2000 + 25 =2025.

34) Segin los graficos:

conteste las siguientes preguntas:

(i) { Cual es la cifra mas grande? ; (ii) ; Cual es el nimero mas grande 7

35) La diferencia entre las edades del hermano mayor y del mas pequefio de cuatro hermanos es igual a
la suma de las edades de los dos hermanos del medio. Calcule la edad del menor sabiendo que los tres

hermanos mayores tienen 18, 10 y 5 anos respectivamente.

36) Dos caminantes deciden hacer el viaje de Buenos Aires a Lujan en tres etapas. El primero recorre
1/3 del camino en la primera etapa y 5/9 en la segunda etapa. El segundo hace 1/4 del camino en la
primera etapa y 3/5 en la segunda. ; Cual de los dos estara mas cerca de Lujan al finalizar la segunda

etapa ?

37) En un dictado de 40 palabras, Leonardo y Leopoldo tuvieron 6 palabras equivocadas: 4 con errores
ortograficos y 2 con errores de acentuacion. La maestra de Leonardo corrige poniendo 25 centésimos por
cada palabra bien escrita, y en cambio, la maestra de Leopoldo decidié sacar 1 punto por error
ortografico y 1/2 punto por error de acentuacion. ; Quién sac6 mas nota si, como siempre, la nota
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méxima es 107

38) En el mercado : 2 Kg de naranjas cuestan $2,50, media docena de choclos cuesta $2,40 y 300 gr de
frutillas se ofrecen a $2,70. Se compra 5 Kg de naranjas, 8 choclos y 1/2 kg de frutillas y se paga con

un billete de $20. ; Cual es el vuelto ?

39) Ernesto pagara el auto que comprd en 80 cuotas iguales. Por las 12 primeras cuotas abona, en
total, $2304. Después de haber pagado la duodécima cuota decide saldar el resto en 48 cuotas. ; Cuanto

mas debe abonar por cada cuota 7

40) Una empresa telefonica cobra los siguientes valores :

Abono por dos meses : $ 56 ; Pulso telefénico : $ 0,65.

(i) Complete la siguiente tabla :

Periodos Marzo Mayo Julio
Abril Junio Agosto
Niamero de pulsos 140 200 400
Suma a pagar | ... ..o Lo

(ii) La suma a pagar es proporcional al nimero de pulsos? Justifique la respuesta.

41) Roberto tiene que viajar de Rosario a San Jorge que dista 225 Km. Su auto recorre 10 Km con
cada litro de nafta, y cada litro de nafta cuesta $0,86. Ademas para llegar debe pasar un puesto de
peaje y pagar $2,10 por el auto. Hay también un micro de larga distancia que cobra $11 por el
trayecto.

(i) Si viaja solo, ; qué le cuesta mas caro, ir en auto o en micro ?

(ii) Si viaja ademas con la esposa, ; qué le conviene mas ?

(iii) El fin de semana pasado, Roberto tuvo que viajar de Rosario a San Jorge en auto con su esposa y
sus dos hijos, ambos mayores de edad. Por un problema mecanico tuvo que detenerse en un taller para
repararlo. Con este gasto adicional, le costé lo mismo ir en auto que si hubiese pagado los cuatro

pasajes en micro. j Cuanto pago en el taller ?

42) En la primera fila de una clase hay 4 chicos cuyo promedio de edades es de 7 amos. Juan que tiene
12 afios y que no ve bien desde atras, decide agregarse a la primera fila. ; Cual es ahora el promedio de

las edades de los 5 chicos que se sientan en la primera fila 7

43) En una casa de 27 departamentos iguales, el administrador recibe $2430 por las expensas de un
mes. Como muchos propietarios se atrazan en los pagos, el administrador decide cobrar un recargo
equivalente a 1/6 de la tarifa a cada uno que pague después del dia 15. Si este mes 9 propietarios

abonaron las expensas con retraso. ; Cuanto recaudé el administrador ?

44) Las actividades de un dia de los Juegos Olimpicos son las siguientes:

Natacion: % de la jornada ;

Remo: 12—5 de la jornada , Atletismo: % de la jornada
(i) Determine la actividad que tuvo mayor duracién;

(ii) Determine la actividad que tuvo menor duracion. ; Qué porcentaje representa en la jornada ?
(iii) ; Durante qué parte de la jornada no hubo ninguna actividad ?
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45) En un club de 2200 socios, % de los socios practican natacion, % practica tenis y liﬂ practica rugby.

(i) ; Queé parte del total de socios no practica deportes?
(ii) ; Qué porcentaje del total de socios practica algiin deporte?
(iii) ; Cual es el deporte que agrupa mas socios?

(iv) { Cuantos socios practican natacién y tenis?

46) De los 60.000 espectadores a un festival de Rock, 15.000 estaban en el césped, 5.000 en las plateas y

el resto en las populares.
(i) i Qué fraccion del total hay en cada posicion ?

(ii) ;{ Cuénto se recaudd si cada entrada al cesped cuesta $30, a las plateas $50 y a las populares $15 ?

47) En una fabrica, que trabaja de lunes a viernes, se tienen los siguientes datos sobre la produccién de

latas de conserva:

Dias de produccién Cantidad de latas

jueves 870 menos que el miércoles
miércoles la mitad del lunes y martes juntos
martes 1.260 mas que el lunes

lunes y martes 39.060

semanal 100.000

i Cuantas latas se producen en cada dia de trabajo de la fabrica ?

DESIGUALDADES ENTRE NUMEROS REALES

En el conjunto R de los ntmeros reales se definen las relaciones "menor que” ( <), “mayor
que” ( > ), ”menor o igual que” ( <) y "mayor o igual que” ( > ). Por ejemplo:

a>b & a—-b>0.

48) Las relaciones ” < ” y ” > ” satisfacen las siguientes propiedades fundamentales (Vx, y,z € R) :

i x>y = x+a>y+a ,VaeR;

i) x>y A y >z = X > z;

(i) x >y = X < -¥;

(iv) x >y A b>a => x—a>y—b;

v) x>y>0A a>b>0= ax > by;

(vi) x >y >0 = %>%>0,

(Vi) x <y <0 = L<l<o;

(viii) x > y = x> y'  VneN;

(ix) vy < 0 = )y" > x" >0 ,YneN/n es par;
ii)y" <« x® < 0 ,YueN/n es impar.

49) Sean a, b, ¢, d > 0. Demuestre que si -g— < Eci- entonces se tiene % <

50) A partir del niimero 2461, escriba una sucesion creciente de nameros permutando de lugar una sola

cifra, cada vez, de las del niimero dado.
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51) Compruebe si % + % >2,¥a#0,b#0.;Cuando vale la igualdad ?
Definiciones. —
(i) Los numeros pares son los siguientes:

0, 2, 4, 6, 8, 10, 12, .........

que se pueden expresar, de manera general, por la expresion
nimero par = 2n , conn=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, .........

(ii) Los nimeros impares son los siguientes:
1,3,5,79,11, 13, .........

que se pueden expresar, de manera general, por la expresion
numero impar = 2n+1 , conn=0, 1, 2, 3, 4, 5, 6, .........
o en forma equivalente, por la expresion

numero impar =2n —1 , conn=1, 2, 3,4, 5, 6, .........

52) Complete y justifique por "par” o "impar” cada una de las siguientes proposiciones (entendiendo
que en e] caso de la diferencia hay que restar el nimero menor del mayor):
(1) La suma de dos niimetos pares es ........
(ii) La suma de dos nimeros impares es ........
(iii) La suma de un nimero par y otro impar es ........
(iv) La suma de tres nimeros pares es ........
(v) La suma de tres niimeros impares es ........
(vi) La suma de cuatro niimeros impares es ........
. (vii) La suma de cuatro niimeros pares es ........
(viii) La diferencia de dos nimeros impares es ........
(ix) La diferencia de dos niimeros pares es ........
(x) El producto de dos nimeros pares es ........

(xi) El producto de un niimero par y otro impar es ........

53) Indique y justifique si las siguientes proposiciones son siempre ciertas:
(i) La suma de dos nimeros naturales consecutivos no es divisible por 2;
(ii) La suma de tres nimeros naturales consecutivos es divisible por 3;
(iii) La suma de cuatro nimeros naturales consecutivos no es divisible por 4;
(iv) La suma de cinco numeros naturales consecutivos es divisible por 5;
. ’ 2 l d d ’ .
(v) Si n es un numero natural par, entonces n“—1 es el producto de dos numeros naturales impares
consecutivos;

(vi) Si n es un nimero natural impar, entonces n?—1 es miltiplo de 4; ; Sera también multiplo de 8?

54) Ubique los numeros: 72, 7, 40, 70, 95, 13 y 28 en los lugares correspondientes:

Multiplos del 8 Impares Miiltiplos del 7
111111 Pares
Multiplos del 5
I Primos

55) (i) Si p € N es un niimero par entonces p? es un nimero par;

(ii) Si p € N es un numero impar entonces p? es un nimero impar;
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(iii) Si p €N y p? es un niimero par entonces p es un niimero par;
(iv) Sip €N y p? es un niimero impar entonces p es un niimero impar.

(v) El nmero /2 ¢ Q.

56) Demuestre que si C es un entero impar, entonces las soluciones de la ecuacion n2+n-C=0 , No

son impares.

57) (i) Si a y b son dos nimeros racionales distintos con a < b, entonces (a+ b)/2 es también un

namero racional que verifica las siguientes desigualdades :

a+b

D) < b.

a <

(ii) Entre dos nlimeros racionales cualesquiera existen infinitos niimeros racionales distintos entre si.

Observacién .— Por las propiedades anteriores se tiene que:

(i) el conjunto Q es denso con respecto de la relacion ” < ” ;

(ii) no se puede hablar de dos nameros racionales consecutivos.

58) (i) Si a y b son dos niimeros racionales distintos con a < b, entonces el nimero real, definido por la
expresion

V2 2

XZ(I—T)3+Tb,

verifica las siguientes condiciones:
(a)a<x<b; b)x¢Q.
(ii) Entre dos niimeros racionales cualesquiera existen infinitos numeros irracionales distintos entre si.
i) Indi . , . . 1 1 1
(iii) Indique cinco nimeros irracionales entre iy 3
Qbservacion .— El conjunto de los nimeros reales es la uniéon disjunta de los conjuntos de nimeros
racionales e irracionales. El ntimero /2 es irracional. Mas aiin, entre dos niimeros racionales o
irracionales existe siempre un nimero irracional. Los niimeros reales se pueden construir, a partir de los

racionales, de diversas maneras, por ejemplo a través de limite de sucesiones de Cauchy, o cortaduras

de Dedekind.

59) Verifique que se tienen las siguientes propiedades:
()p=3nconn e N=>p?=3mconm € N;

(i) p=3n+1lconn e N>p?=3m+1conm € N;
" (iii))p=3n+2conn e N=>p?=3m+1lconm € N;
(iv) El nimero /3 ¢ Q.

Definicién. — Se llama sexagesimal al sistema de numeracion posicional de base 60.

Ejemplos:
(i) En un reloj se tiene: 1 hora = 60 minutos , 1 minuto= 60 segundos;
(ii) En angulos se tiene: 1 grado= 60 minutos , 1 minuto= 60 segundos.

60) Complete las siguientes tablas:
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Horas Minutos Segundos

e e

..... 150 e

.......... 39600

|
Grados Minutos Segundos

60 1 ..

..... 15

.......... 7200

Definicion. — El sistema de numeracién romano es un sistema no posicional que permite representar

nimeros con letras. Es no posicional pues el valor de las letras no depende de su lugar o posicion, es

decir conservan siempre un mismo valor.

Los simbolos fundamentales del sistema romano son los siguientes:

Numero (Sistema decimal) Numero (Sistema romano)
1 I
5
10
50
100
500
1000

2 0 Q5 X<

Para expresar los niimeros naturales en el sistema romano se deben tener en cuenta las

siguientes reglas: ‘

i) Todo simbolo escrito a la derecha de otro mayor o igual valor se le suma a éste (ej. 11=XI);

ii) Todo simbolo escrito a la izquierda de otro de mayor valor se le resta a éste:

o [ sdlo puede colocarse a la izquierda de V y X (ej. 4=1V ; 9=IX);

e X sélo puede colocarse a la izquierda de L y C (ej. 40=XL ; 90=XC);

e C solo puede colocarse a la izquierda de D y M (ej. 400=CD ; 900 =CM);
_iii) S6lo pueden repetirse los simbolos I, X, C y M, a lo sumo tres veces (ej. 113 =CXIII);

iv) Para escribir un niimero mayor que 3999 se colocan rayas horizontales sobre el niimero. Cada raya

horizontal sobre un niimero equivale a multiplicarlo por mil (ej. 145668 =XIV DLXVIII).

. 61) Ordene, de menor a mayor, los siguientes niimeros romanos:
XCIX ; CDXXIII ; CDXLIV ; DCLXI ; CXII ;
CCLIII ; CCCXCVI ; CVIICCCXLVI ; CIXDLIX .

Definicign .— Sea A un conjunto munido de una ley de composicion interna *, es decir una funcién de
AXxA en A (se trata de una operacign que asigna a cada par ordenado de elementos de A un tnico

elemento de A). Se dice que la dupla (A,*) es un grupo si y sélo si :

(i) La ley es asociativa , es decir :

(x*xy)*xz=xx*(y*2z), Vx, y,2€A;
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(ii) La ley * posee un elemento neutro en A, es decir :

Jde€A/x*xe=exx=x, VXx€EA;
(iii) Todo elemento de A posee un elemento simétrico en A, es decir :
VxeA, 3x¥eA [/ xxxX =x"+x=¢.

62) En un grupo (A, #) se tienen las siguientes propiedades :
(i) el elemento neutro es unico;

(ii) el elemento simétrico es tnico.

Sea R una relacion binaria de un conjunto A en A.
Definicion .— (i) La relacion binaria R es Reflexiva <+ aRa,Va€A;
(ii) La relacion binaria R es Simétrica <» (aRb=bRa,Va,beA);
(iii) La relacion binaria R es Transitiva < ( aRb A bRc = aRc¢,Va,b,c€A);
(iv) La relacion binaria R es Antisimétrica <+ (aRb A bRa,Va, b€ A = a=b);
(v) La relacion binaria R es de Equivalencia <> R es reflexiva, simétrica y transitiva ;

(vi) La relacion binaria R es de Qrden <> R es reflexiva, antisimétrica y transitiva .

Definicién .— Si la relacion R de A en A es de equivalencia, entonces se llama clase de equivalencia del

elemento a € A al conjunto de los elementos de A que estan relacionados con a, es decir :
a=fa]=Cla)={b € A/aRb}.

63) Sea A el conjunto de los nimeros fraccionarios, definido por A = { p/q, p,9€Z, q#0}. Se
define la siguiente relacién binaria en A :

gRg & ps—qr=0.

(i) Verifique que R es una relacién de equivalencia.

1

(ii) Halle las clases de equivalencia correspondiente a las fracciones 5y 3=

(iii) ; Qué representa cada una de las clases de equivalencia halladas ?

3.
1

’

64) Verifique si las siguientes relaciones son de equivalencia o de orden :
(i) ”La igualdad” (=) entre conjuntos ; (ii) ”El paralelismo” ( || ) entre rectas ;
(iii) ”La semejanza” ( ~ ) entre tridngulos ; (iv) “ser menor o igual que” (<) enR;

(v) ”La inclusién” ( C ) respecto de los conjuntos;  (vi) ”ser mayor o igual que” (>)en R.
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1.2. PROBLEMAS CON PROPORCIONES.

1) Verifique que de la proporcién % = % se deducen las siguientes igualdades:

(i) ad=be ; @M d=¢; i) 2=2;

v 2=4; (v)atbz-c—ji—’—‘i; (vi) agbzcad;
i) 2Eboctd o aghoed o () atb_cdd

2) Para preparar 9 panqueques dulces los ingredientes necesarios son: 1 huevo, 1 taza de harina, 3/4
taza de leche, 2 cucharadas soperas de aceite, 1 cucharada sopera de azicar, 1 pizca de sal.

(i) ; Cuantos huevos necesitara para hacer 3 docenas de panqueques dulces ?

(i1) { Alcanzara con 1 litro de leche, si la taza contiene 200 ml ?

(iii) ¢ Si la taza de harina pesa 120 g, alcanzara con 1/2 Kg de harina ?

3) Un émnibus de larga distancia consume 20 litros de gas-oil cada 170 Km.
(i)  Cuantos Km recorre con un litro ?

(i1) Averigue el precio del combustible y determine el costo para recorrer 500 Km.

4) El litro de nafta cuesta $0,86. El auto de Enrique recorre 25 Km con 3 litros de nafta. ; Cuantos

pesos gastara en nafta para recorrer 60 Km ?

5) Una maestra repartio a sus alumnos cajas de 6 lapices de colores cada una.

(i) Complete la siguiente tabla:
No. de lapices

No. de lapices No. de cajas “No. de cajas_
6 1 1=
U T
5« | ..
..... 3
36 ............
..... 4

(ii) Indique el significado de la tercer columna.

6) Se decidié comprar baldosas para cubrir pisos de diferentes habitaciones.

(i) Complete la siguiente tabla:

Superficie (S) a cubrir Precio (P) de la superficie g
(en m?) (en $)
..... 126
5 e e
12 1.8 | .
2 e

(ii) Indique la unidad y el significado que tiene la tercera columna.
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7) Pablo compré calcomanias en los diferentes lugares que visito y desea pegarlas en un album.
(i) Complete la siguiente tabla:
No. de calcomanias por No. de paginas CcC.pP

pagina del album (C) del album (P)

48
6 8 48
12

(ii) Indique la unidad y el significado que tiene la tercera columna.

8) (i) En un hotel se informa que 20 pasajeros en 3 dias pagaron $1800. Considerando ese dato,

complete la siguiente tabla:

No. de pasajeros No. de dias Pago (en $)
20 3 1800
15 2
40 6000
4 1200

(ii) Si se representan con p, d y x el niimero de pasajeros, el namero de dias y el pago (en $)

respectivamente, halle la relacion que existe entre dichas tres variables (Rta.: x = 30 pd).

9) (i) En una empresa constructora de caminos se informa que 20 obreros pavimentaron 30 Km de un

camino en 12 dias. Considerando ese dato, complete la siguiente tabla:

No. de Km del camino No. de dias No. de obreros
a pavimentar utilizados empleados
30 : 12 29
18 8
40 32
16 15

(ii) Si se representan con ¢, d y x el nimero de Km del camino a pavimentar, el nimero de dias
utilizados y el niimero de obreros empleados respectivamente, halle la relacion que existe entre dichas

tres variables (Rta.: x = 8¢ /d).

10) (i) En un supermercado se realizan descuentos sobre los precios de los diferentes articulos. Complete

la siguiente tabla:

Precio de los Suma a pagar luego Descuento
articulos (%) del descuento ($) (en %)
40 20
50 .. 15
60 48
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(ii) Si se representan con C, P y d el precio del articulo antes del descuento, el precio del articulo a
pagar luego del descuento y el descuento en tanto por uno respectivamente, halle la relacién que existe
entre dichas tres variables.

Avuda: Se sugiere expresar el porcentaje como un niimero decimal (tanto por uno), por ejemplo:

_10 _ 1 _o1n. _15 _ 3 _ o1k,
10% =155 =175 = %10 15% = o5 =55 = 0,15 ;
_50 _1_qeq. _100 _
50% = $o5 =5 = 0,50 ; 100% = o0 =1

11) (i) Un comerciante compra mercaderias que luego vende aplicandoles un porcentaje de ganancia.

Complete la siguiente tabla:

Precio de Precio de Ganancia
compra (%) venta (%) (en %)
30 36
88 10
45 15
39,60 20

(ii) Si se representan con C, V y g el precio de compra, el precio de venta y la ganancia en tanto por

uno de una mercaderia respectivamente, halle la relacion que existe entre dichas tres variables.

12) Teniendo en cuenta que la medida de una determinada magnitud es un nimero que depende de la
unidad elegida, determine si existe proporcionalidad entre unidad y medida. En caso afirmativo, ; De

qué tipo?

13) Un arquitecto presenta varias versiones del plano de una casa cambiando en cada oportunidad la

escala utilizada. ; Qué relacion existe entre la escala y el tamano del dibujo ?

14) Un comerciante compra mercaderias que luego vende aplicindoles un porcentaje de ganancia.

Justifique y complete la siguiente tabla:

Precio de Precio de Ganancia
compra ($) venta ($) (en %)
60 | 0 . 12
282,50 13
300 34 ] L

15) En el comedor de una empresa almuerzan 480 obreros pertenecientes a 4 secciones diferentes.
Diariamente se abona $ 3120 al concesionario del comedor. A partir del mes de abril se decide efectuar
un descuento del 50% para beneficiar a 30 obreros de cada seccion.

(i) { Cuanto se abonara diariamente al concesionario a partir del mes de abril?

(ii) Indique el porcentaje de pérdida del concesionario.

16) Cuando se puso una torta en el horno pesaba 1200 g. Al sacarla del horno su peso era de 1020 g.

i Qué porcentaje de su peso perdié al cocinarse?

17) En un negocio se encuentra el siguiente cartel: ”Por un articulo paga $ 6, si Ud. lleva 3 articulos
pagara $ 15,30”.
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(i) { Qué descuento obtendra en cada uno si Ud. compra 3 articulos ?

(ii) ; Queé porcentaje de descuento, por articulo, se obtiene comprando la oferta de 37

18) Por un trabajo realizado por 3 obreros se pagé $90.
(i) ; Cuanto le corresponde cobrar a cada uno si trabajaron 9, 6 y 3 horas respectivamente ?

(ii) ; Qué porcentaje, del-monto total, cobré cada uno?

19) La subcomision de fiestas tiene 630 entradas para un especticulo que se realizara en beneficio de la
escuela. Para la venta de las entradas, se realiza una reparticién proporcional al nimero de alumnos de
cada grado:

Cuarto grado : 30 alumnos ; Quinto grado : 36 alumnos ;

Sexto grado : 27 alumnos ; Séptimo grado : 33 alumnos .
(1) ;{ Cuantas entradas se le deben entregar a cada grado ?

(ii) ; Qué porcentaje, de las entradas, recibe cada grado ?

20) El Seiior Martinez compré un departamento en $45.000. Como sélo tenia los 3/4 de esa cifra,
solicito el resto en préstamo al banco. Por cada $500 debe devolver, al aiio, $560. ; Cuanto debera

devolver, al afio, por el dinero que le prestaron 7

21) (i) De un dia, Juan pasa el 30% en la escuela, el 35% durmiendo, el 7% comiendo, el 5% haciendo
la tarea, el 18% mirando la televisién y jugando, y sélo el 5% con algin deporte. ; Cuanto tiempo por
dia dedica al deporte ?

(ii) A partir de hoy decide, por dia, practicar fitbol 1 hora y cuarto, basket 1 hora y atletismo 3/4

hora. ; Qué porcentaje dedica ahora al deporte ? ; Qué fraccion del dia representa dicho porcentaje 7

22) Un comerciante compra 2 heladeras por $3000, y las vende por $3225. ; Cuinto pagd por cada

heladera si en la venta de una gané 20% y en la otra perdié 5%.

23) Hemos dividido los gastos de la excursién entre los 15 alumnos que asistieron. Posteriormente,

resulta que los dos profesores también pagan. ; Qué porcentaje se ahorran los alumnos?

24) ; Qué porcentaje de aumento tiene el precio de un articulo que pasa por las manos de tres

intermediarios, cada uno de los cuales vende el producto un 50% mas caro de lo que le cost6?

25) Una botella de aceite comestible mezcla de 1,5 litros contiene 900 cm? de aceite de girasol, 250 cm®
de aceite de mani y el resto de aceite de maiz.

(i) { Qué fraccion del total corresponde a cada clase de aceite? ;

(ii) ; Qué porcentaje representa el aceite de girasol en el aceite mezcla ?;

(iii) Si se quiere llenar un bidén de 5 litros con aceite de la misma mezcla, ; cuantos cm® de cada clase

se deben utilizar 7

26) Una empresa que cotiza en la Bolsa de Comercio tuvo los siguientes valores, por accién, en las

fechas indicadas:

Dia Valor de una accién (en $)
5/2 4,93
11/3 4,05
17/5 4,96
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(i) ; Cuél es el porcentaje de disminucién del valor de una accioén al pasar del 5/2 al 11/3 7;
(ii) ; Cual es el porcentaje de aumento del valor de la accion al pasar del 11/3 al 17/57;
(iit) Determine que sucedié con el valor de la accion al pasar del 5/2 al 17/5 , y determine, ; cual es el

porcentaje correspondiente 7

27) Una farmacia atiende a personas afiliadas a una obra social que paga el 50 % del valor de los
medicamentos, quedando el resto a cargo del afiliado. Si la farmacia hace un 10 % de descuento extra

sobre lo que el cliente paga, ; Cual es el porcentaje del valor del medicamento que pagara el afiliado?

28) En una escuela de 7 grados, para el almuerzo de 246 chicos, se abonan diariamente $1722 al
concesionario del comedor. A partir de las vacaciones de invierno, éste decide premiar a los cuatro
mejores alumnos de cada grado, con un descuento del 50 %. ; Cuanto se abonard diariamente a partir

de agosto ?

29) En 1995, la familia Lopez tuvo un consumo de electricidad promedio por bimestre de $37. En el
bimestre enero-febrero solo pagaron el basico de $18 ya que estuvieron de vacaciones. En el bimestre
julio-agosto gastaron un 10% mas que en los otros cuatro bimestres, en los que el consumo fue el

mismo. ; Cuanto gastaron en el bimestre julio-agosto ? ;Y en bimestre setiembre-octubre ?

30) Complete las siguientes tablas:
(i) (La tabla indica el precio de un articulo luego de un aumento, en funcion del precio del articulo y

del porcentaje de aumento).

precio 120 {0
% aumento
5 | . 7935 | ...
..... 147,6 42
.......... 759
90 1 a0 el

del porcentaje de descuento).

(ii) (La tabla indica el precio de un articulo luego de un descuento, en funcion del precio del articulo y

precio 100 300 | ...
% descuento
5 e e 420
.......... 270
.......... 50 e
) 2 1 e

31) Si el duefio de un negocio ordena subir un 25 % el precio original de sus zapatillas en vidriera, para
luego ofrecer a los compradores una rebaja sobre este @ltimo precio, de un 20% més un 10%. ; Con
qué porcentaje vende respecto al precio original ?
(i) Con una rebaja de un 5% ; (ii) Con una rebaja de un 10% ;
(iii) Con una rebaja de un 12,5% ; (iv) Con un aumento de un 10% .
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11.3. PROBLEMAS CON ECUACIONES E INECUACIONES.

Definiciones. —
Expresion literal.— Es la reunion de letras y cifras (nimeros reales) combinados entre si y sometidos a

operaciones matematicas.

Expresién algebraica.— Es toda expresion literal en la que aparece una combinacion finita de las

siguientes operaciones matematicas : suma, resta, multiplicacién, divisién, potenciacién y radicacion.

Ejemplos.—

2 2 2 2
2x° — 3
X+y ; x2+,_x);, H :x+b§ ;a3—3a2b+3ab2—b3.

Expresion algebraica entera.— Es toda expresion algebraica en la que las operaciones matematicas de

que se compone son las siguientes : suma, resta, multiplicacién y potenciacion con exponente natural.
Ejemplos.—
x!—2xy+y? ; ax+b ; ax?+bx+c .

Identidad algebraica.— Es una igualdad entre dos expresiones algebraicas que es verificada cualesquiera

sean los valores atribuidos a las variables (letras) contenidas en las dos expresiones, excluidos aquellos

valores para los cuales al menos una de las dos expresiones algebraicas pierde significado. También se

llama igualdad incondicional.

Eiemplo.— (x4 y)? = x? 4+ y2 + 2xy es una identidad.

Ecuacion algebraica.— Es una igualdad entre dos expresiones algebraicas que es verificada solamente

para valores particulares de las variables (letras) contenidas en las dos expresiones.

Incégnitas.— Son las variables (letras) que aparecen en una ecuacion algebraica.

Miembros de la ecuacion.— Son las dos expresiones algebraicas que forman la ecuacion. Se llama
primer miembro a la expresion algebraica que se encuentra a la izquierda del signo igual y

segundo miembro al que se encuentra a la derecha.

Solucién de la ecuacién.— Son los valores que, atribuidos a las variables incognitas, producen una

igualdad entre los dos miembros de la ecuacion.

Resolver una ecuacion.— Consiste en hallar todas las soluciones de la ecuacion dada.

Ejemplos.— La ecuacién x4+ 1=0 tiene una sola solucién x=—1; la ecuacién x=x tiene infinitas

2

soluciones al ser una identidad; la ecuacion x“=—1 no tiene ninguna solucion real.

Una ecuacion algebraica puede clasificarse en :
(i) numérica : cuando contiene sélo nitmeros excepto de la incognita ;

(ii) literal o paramétrica : cuando contiene letras o parametros que representan nimeros bien

determinados ademas de la incdgnita.
Ejemplos.— La ecuacién x+ 1=0 es numérica y tiene por Gnica solucion x=—1; la ecuacién x+m=0

es literal y tiene por unica solucién x=—m, para cada valor del parametro o letra m € R.
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Ecuacion de primer grado en la incognita x . — Es la dada por la siguiente expresion :

ax +b=0,

donde a y b son nameros reales dados con a # 0.

Teorema.— La ecuacién de primer grado ax+b = 0, en la incognita x con a y b nfimeros reales dados

con a £ 0, tiene una tnica solucién dada por:

Demostracién.— Se tienen las siguientes equivalencias :

ax+b=0 = ax=—"h & x:—%(puesa;ﬁﬂ).
Ademas, x = — -g— es solucion de la ecuacion ax + b = 0 pues se liene que:

a,x-}-b:a(——g-)-l-b: —b4b=0.

Eiemplo.— La solucidon de la ecuacion 2x — 3 =0 es x = —3« .

1) Resuelva las siguientes ecuaciones numéricas de primer grado :

W) (x4+1)2—d=2x+ (x=2)(x+2)+1; (i) T(x—2)+x=3(x—8) +5x;
— — — . - 2x + 3
(m)x+5—3—§+3—"2—i—2=£§-2—; (tv);_3;=3§j2—3.

2) Considere la ecuacion :
Zm(x—1)=(m-5){x+12).
(i) Determine el valor del pardmetro m € R para que la ecuacion admita la solucion x = 3;
(ii) Indique si es posible elegit m € R de manera que la ecuacién admita como solucién a un dado
nimero real o;

(iii) Resuelva la ecuacién en R.

3) Resuelva las siguientes ecuaciones parameétricas o literales de primer grado en la incognita x (m, a,

beR):

(Jmx+3=1-x; (i) (m—-2)x+3=x+4m;

(i) 3(x —m) - I =2(2m - x); (iv)h—gh—+6b=x+5b—-%§—;
o ox - 2b

(v) ab(a +b)* — a?b%(a 4+ b) = (a + b)x — ab (vi) :Jrg'g - X4 =4b§afa2;

(viiy m{1 - 2)+ k{1~ })-1=0.

4) Resuelva los siguientes problemas que se conducen a ecuaciones de primer grado :

(i) Halle el nimero que sumado a su triplo da 60 ;

(ii) Halle el niimero que disminuido de su mitad y sumade a su triplo da 35 ;

(iii) Descomponga el nimero 20 en dos sumnandos de manera que uno sea la cuarta parte del otro ;

(iv) Halle dos niimeros cuya suma es 32 y su diferencia es 4 ;

(v) Halle tres nimeros de manera que la suma de los tres sea 54, que el segundo sea el doble del
primero y el tercero sea el triplo del segundo ;

(vi} ; Qué mimero se debe agregar al numerador y al denominador de la fraccién %- para obtener una
fraccion equivalente a % 7

{vii}) En un curso de 31 alumnos, los varones son la mitad més uno de las mujeres. ; Cuantos son los
varones y las mujeres def curso 7
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(viii) Una persona compra una mercaderia pagando $30 por adelantado y 12 cuotas fijas por un valor
igual a 1/15 del precio total. ; Cuanto cuesta la mercaderia ?

(ix) Si hoy el precio de una mercaderia es de $ 1.210, ;Cual fue el precio exactamente 2 afios antes si se
considera un incremento en los precios del 10% anyal durante ambos afios ?

(x) Un vendedor de frutas compro una cierta cantidad de manzanas a razén de 3 kilos por $ 0,50 y
vendié todo el lote a razon de 4 kilos por $ 1. ; Cuantos kilos compré el comerciante si la ganancia
obtenida fue de $ 10.=.

(xi) Un padre tiene 40 afios y su hijo 10 afnos. ; En cuantos afios la edad del padre sera el triplo de la
de su hijo ?

(xi1) Juan dice que hace 16 afios tenia 2/3 de su edad actual. ; Cuantos afios tiene ahora ?

(xiii) José tienc ignal niimero de monedas de 10 centavos y de 25 centavos. En monedas de 25 centavos
tiene $1,80 mas de lo que tiene en monedas de 10 centavos. ; Cudnto dinero tiene en total ?

(xiv) Un comerciante compré 15 docenas de platos a razon de $3,50 cada plato. De éstos habia 18
platos con una falla que vendidé a $2 cada uno. ; A cuanto debe vender cada uno de los platos restantes
si quiere obtener una ganancia total de $118,80 ?

(xv) Del total de alumnos de una escuela de Salta, la mitad naci6é en la misma provincia, un tercio en
otra provincia argentina y los restantes enm otro pais. ; Cuantos alumnos de la escuela nacieron en la
provincia de Salta si son 83 los alumnos extranjeros de esa escuela?

(xvi) Una persona paga $121 con una tarjeta de crédito por la compra de un artefacto. Sabiendo que la
tarjeta incluye un 10 % , calcule el precio por pago en efectivo de dicho artefacto.

(xvii) Con una rebaja del 15% una campera cuesta $91,80. ; Cual era el precio anterior ?

5) El cuerpo de un pez pesa 4 veces lo que pesa su cabeza, y la cola pesa 20 g. mas que la cabeza. El
pez tiene un peso total de 260 g.
(i) ; Cual es el peso de cada parte?

(ii) ; Qué fraccidén del pez representa cada parte?

6) El cuerpo de un leén pesa 15 veces lo que pesa su cabeza, y la cola pesa 4 kg. menos que la cabeza.
El ledn tiene un peso total de 132 kg.
(i) ; Cual es el peso de cada parte?

(ii) ; Qué fraccion del leon representa cada parte?
7) El papé de Luis pesa 46 kg méas que Luis. Los dos juntos pesan 110 kg. ; Cuanto pesa Luis?
8) Juan tiene $ 85 mas que Luis. Los dos juntos tienen $ 980. ; Cuanto tiene Luis?

9) José quiere comprar un artefacto pero le faltan $ 135. Si el artefacto costara la mitad, le sobrarian $

45, ; Cuanto cuesta el artefacto?

10) José tiene $ 4,25 en monedas de 5 y de 25 centavos, con un total de 29 monedas. ; Cuantas

monedas son de 5 y cuéntas son de 25 centavos ?

11) Determine la solucion de los siguientes problemas:
(i) Escriba tres nimeros pares consecutivos de manera que la suma sea 48.
(ii) Escriba cuatro nimeros impares consecutivos de manera que su suma sea 48.

(iii) Escriba tres niimeros consecutivos de manera que su suma sea 48.
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12) Hay 4 bloques grandes y 3 pequefios. Los bloques de igual tamaho pesan igual. El peso de un
bloque grande es el triplo de uno pequefio. 'Todos los bloques juntos pesan 75 kg. ; Cuanto pesa un

bloque grande ?

13) La mama de Juan le lee 5 paginas de un libro por noche. Desde la segunda noche, la mama
comienza releyendo la ultima pagina para recordar en que habian quedado.
(i) El libro tiene 45 paginas. ; En cuantos dias termina de leerlo ?

(i1) Idem al anterior, si el libro tiene 50 paginas. ; En cuantos dias termina de leerlo?

14) Dos socios inician un negocio con $200.000 . Durante los primeros 8 meses pierden a razoén de
$5.000 por mes y después ganan $4.000 por mes. ; Cuantos meses transcurriran desde el comienzo del

negocio hasta que el capital inicial se haya duplicado ?

15) Una escuela tiene 36 aulas que se pintan todos los afios. Del afio pasado sobraron 4 latas de 20
litros de pintura. Por cada aula se necesitan 6 litros de pintura. ; Cuantas latas de 20 litros habra que

comprar este afio ?

16) En un avion hay 150 pasajeros entre argentinos, uruguayos y chilenos. Si en el avion hay el doble
de uruguayos que de argentinos, y 20 chilenos mas que uruguayos, ;cuantos pasajeros hay de cada

nacionalidad y cuales son los porcentajes correspondientes ?

17) (i) Dos nimeros estan en la misma razon como 2 es a 5. Uno de los nimeros es 21 mas que el otro.
¢ Cuales son dichos niimeros ?

(ii) Justifique el siguiente procedimiento para hallar la solucion:

_9-3. 21 _ ..
5-2=3; 3—7,

entonces los dos nliimeros estan dados por las expresiones siguientes:

2x7 =14, 5x7 =35.

Verifique ademas que este método da la solucién cualesquiera sean los niimeros dados.

18) (i) Juan tiene las 3/4 partes de $100. Indique qué porcentaje, de lo que tiene, le falta para lograr
esa cantidad.

(ii) Idem con $60, $80, $20.

(iii) Generalizacién: Juan tiene los 3/4 de una determinada cantidad. ; Qué porcentaje de lo que tiene
le falta para lograr dicha cantidad ?

Observacidn: Se destaca que no es necesario conocer ”la cantidad” para resolver el problema.

19) Un padre para estimular a su hijo a que estudie matematica, promete darle $3 por cada ejercicio
bien resuelto pero, por cada uno que esté mal, el hijo le dara al padre $2. Ya van por el ejercicio 26, y

el muchacho recibe de su padre $38. ; Cuantos ejercicios ha resuelto bien y cuidntos mal?

20) En una reunién de chicos y chicas el nimero de éstas excede en 25 al de aquellos. Se retiran de la
reuniéon 10 chicas y 10 chicos y, ahora, quedan el doble de chicas que de chicos. LCﬁéntos chicos y

chicas habia en la reunién?

21) Los organizadores de un torneo de tenis distribuyen lo recaudado en la inscripcion entre las parejas
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participantes que alcanzaron los b primeros lugares. Cada pareja recibe $28 menos que la que esta antes
en la tabla de posiciones. La dltima pareja premiada recibe $24 y en total participaron 16 parejas.

i Cuinto pagd cada uno para inscribirse ?

22) (i) Sea C (nimero real positivo) el costo de una determinada mercaderia. ; Cual debe ser el valor
de venta de la mercaderia para que el comerciante en una fitura promocion, con un descuento del
10%, gane un 20 % sobre el costo 7;

(ii) Indique el valor de venta, que no sea el de la promocion, para un costo de $6, de $9 y de $15;

(iii) Indique, el porcentaje de ganancia cuando se efectiia la promocion;

(iv) Indique ademas, el porcentaje de ganancia cuando no se efectiia la promocion.

23) (i) Un fabricante mayorista vende a un comerciante minorista un determinado producto al valor de
$ 30 la unidad. El fabricante le ofrece colocar una etiqueta de precio a cada producto (para conveniencia
del minorista en periodos de estabilidad econdmica). Se necesita conocer el precio que se debe imprimir
en la etiqueta para que el comerciante pueda reducir su precio de venta al pablico en 20%, en una
oferta promocional, y obtener una utilidad del 12% sobre el costo del producto. Calcule ademas el
porcentaje de la ganancia que obtiene el comerciante minorista en los dias que no efectua la promocion.
(ii} Idem para el caso en que el comerciante minorista compre el producto al valor de § C (C es un
valor positivo cualquiera y representa el caso de estudic que debe realizar el minorista para efectuar la
promocion de sus numerosos productos que tiene en venta) (Es un problema real que se plantea como

un problema paramétrico).

24) La suma de dos nimeros naturales es 2096. Cuando se divide uno por el otro se tiene que el

cociente es 5 y el resto es 206. Halle los dos nimeros.

25) Descubra el codigo (cdu) de cada artefacto sabiendo que:
o Todos tienen tres cifras;

e Hay tres codigos impares y dos pares.

Artefacto Datos

Heladera u+d=1% d+4c=12
n+c=10 u+d+e=19

Minicomponente d+u=13 4+ c=13
d+ ¢ =8 ut+d+e=17

Ventilador u+c=11 d+c =16
u+d=13 u+d+c=20

Lavarropas u+d=10 ut+c=8§
c+d=4 n+d+c=11

Televisor d+c=6 utd=12
c+u=10 u+d+c=14

26) Las temperaturas se miden en grados Celsius o en grados Fahrenheit (de uso corriente en los paises

anglosajones). La relacion entre las dos escalas es la siguiente:

F___9C-|5-160 (:9_5_(_}_+32)

donde C y F representan los grados Celsius y Fahrenheit respectivamente. Complete la siguiente tabla:
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Grados Celsius Grados Fahrenheit
10 -
- 63
- 10

27) Un padre desea premiar a sus hijos. Quiere darle 25 pesos a cada uno, pero para hacer eso le faltan

10 pesos, Ahora, si les da 20 pesos a cada uno, le sobra 25 pesos. ; Cuantos hijos tiene?

28) Resuelva los siguientes problemas que se conducen a un sistema de ecuaciones de primer grado con
dos incognitas :
(i) Halle dos nlimeros positivos que sean entre si como 7 es a 3, y cuya diferencia sea 132 ;
(ii) En un corral, en que hay gallinas y conejos, se cuentan 60 cabezas y 160 patas. ; Cuantas gallinas y
conejos hay 7 ;
(iii} En un edificio, las puertas tienen 4 cristales y las ventanas tienen 6 cristales. Si se cuentan 30
aberturas y 172 cristales ; Cuantas puertas y ventanas hay 7 ;
(iv) Halle dos niimeros positivos de manera que su suma sea 105 y su cociente sea -g»;
(v) Halle dos niimeros positivos de manera que su suma y su cociente sean 5 ;
(vi) Halle el niimero de pesos que tienen Luis y José, sabiendo que :
(a) si Luis da $20 a José, éste tendra el doble de lo que le queda a Luis ,
(b) si José da $20 a Luis, éste tendra el triple de lo que le queda a José.

»

Definicion .— Se llama inecuacién a la expresion obtenida cuando se reemplaza la relacién =" en una

dada ecuacion por una de las siguientes relaciones: » > 7, ? >7, 7 <7, " <7,

Definicién.— Una inecuacion se dice de primer grado con una incégnita x si y solo si la dada

inecuacién, a través de transformaciones regulares, es conducida a una inecuacién equivalente de la
forma:
(I} ax+b>0{(>0), cona #0.
Solucién .~ La inecuacion {I) de primer grado con una incognita x tiene por conjunto de solucién S al
siguiente :
1} Casoa > 0:
S={xeR/ x> —%’]:(—%,-{-oo);

2)Casoa < 0:
S={x€R/ x<-B}=(-00,-B.

Observacion .— El caso particular de la inecuacion ax + b >0 (a, b € R} con a=0, posee las siguientes
particularidades :
1} Tiene infinitas soluciones cuando b > 0, mas ain el conjunto solucion esta dado por S =R ;

2) No tiene soluciones cuando b < , es decit que ¢l conjunto solucién S = 0.

29) Halle el conjunto de soluciones de las siguientes inecuaciones de primer grado con una incognita

{expréselos como intervalos de nimeros reales y grafiquelos en la recta real):

(i)2x-1 >0, (F+3 <0,
(i) —5x > -5, (iv)—x—%<0.

30) Halle el conjunto de soluciones de los siguientes sistemas de inecuaciones de primer grado con una
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incégnita (expréselos como intervalos de nimeros reales y grafiquelos en la recta real) :

(i) 2x—1>0, (ii) 2%x—1>0,
X . X .
X+3<0; 43> 0;

(i) Bx+1 <0, (iv) Tx+s 20,
x-1<o, 3x—2 < 0,
x+1>0; 8x-7<190.

31) Halle el conjunto de soluciones de las siguientes desigualdades, dadas por cocientes (represéntelos

graficamente en la recta real):

P i

!‘X"'"
. 2 . ey — 12 x - 3 .
(i) 2x_§i >0 ; (i) Tx F 2 >0 ;
i . -
(i) =T <0 () 35 < 05

32) Resuelva las signientes inecuaciones con parametro real m:

(i)dmx+3 < (m + Dx ; (i) (m - Dx >65x+3m

33) Verifique que la inecuacion de primer grado (en la variable x}

Prlom <x,

con parametro real m € R, tiene como conjunte de solucion S al conjunto dado por :

2
S= (%-:'!'—I_Fz . +oo) cuando m < 0 ; {ii) La inecuacién no esta definida cuando m = 0 ;
2
(iii)S:(—oo,l:r,,,1 +2) cuando 0 <m <3; (iv)§=R cuandom = 3;
—m

2 .
(v)S= (Hg , +oo) cuando m > 3.
34) (i) Resuelva, en R, las inecuaciones irracionales siguientes :

(@ V3-x < 2; (b) V2 —x < 10; @2l x; @ vx-4 <i-1.

(ii) Discuta y resuelva, en R , la siguiente inecuacion irracional con parametro real m :

VE—m < 1.,

35) Juan sale de su casa con § 50. Gasta $ 2,50 en taxi y debe guardar otros § 2,50 para la vuelta. Ve
en un negocio remeras que le gustan por un valor de % 12,50 cada una. ; Cuantas remeras podra

comprar?

36) Una persona invirtid un total de § 10.000 en dos empresas A y B. Al final del primer afio las
empresas A y B produjeron rendimientos del 6% y del 5% respectivamente sobre las inversiones
originales.

(i) ; Cémo se distribuyé la cantidad original, si el total que se gand fue de $ 5707

(ii) { Qué explicacion daria usted si lo que se gano es de $ 470 o0 de $ 610 7

(iii) ; Puede usted generalizar el item (i) para porcentajes de rendimientos i, j para las empresas A y
B respectivamente, y ganancia G al final del primer afo 7 ; Qué condicion necesaria debe verificar G
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para que exista solucién al problema planteado ?

37) El costo de mano de obra y materiales de un producto es de $5 por unidad para el fabricante.
Ademas, los costos fijos (los que se tienen en un determinade periodo independiente de la cantidad que
se fabrique) son de § 20.000 . Si el precio de venta del producto es $7 por unidad, se necesita saber
cuéntos deben venderse para que la Compaiiia obtenga utilidades.

{Ayuda: deduzca y resuelva una inecuaciéon de primer grado en el niimero de productos a venderse

utilizando el hecho que: utilidades = ingresos totales — costos totales > 0).

38) Una secretaria debe comprar sellos postales de $1 y $2 por un total que no supere los $100. Ella
desea, ademas, que ¢l nimero de los de $ | sea mas de 10 y al menos el doble de los de $2. Encuentre
un sistema de desigualdades que describa todas las posibilidades y realice la representacion grafica
correspondiente,

(Ayuda : Plantee un sistema de desigualdades para las variables x = niimero de sellos postales de $1,

y = numero de sellos postales de $2).

39) En un negocio se venden radios de dos marcas A y B. Segin la demanda de los clientes es necesario
almacenar al menos el doble de los aparatos A respecto a los aparatos B y se deben tener a la mano al
menos 20 de la marca A y 10 de la marca B. 5i no se tiene espacio para mas de 100 aparatos en el
negocic, encuentre un sistema de desigualdades que describa todas las posibilidades y realice la

representacion grafica correspondiente.

40) Una persona desea invertir $ 10.000 en dos cuentas de ahorro distintas. Desea tener al menos
$2.000 en cada una y que la cantidad que haya en una sea al menos el triple de lo que haya en la otra.
Encuentre un sistema de desigualdades que describa todas las posibilidades y realice la representacion

grafica correspondiente.

41) (i) Sea una cantidad de dinero C; {capital inicial) que se invierte a interés compuesto (al final de
cada periodo los intereses devengados se acumulan al capital inicial y se reinvierten) a un interés simple
del i por ciento (se tiene en cuenta que i = 0,10 reptesenta el 10%) por un periodo (por ejemplo:
semestral, trimestral, mensual, etc.). Entonces, el capital al final de n € N periodos esta dado por la
formula exponencial siguiente:

C(n) = Co (1 +)™.

(ii) Si se invierten § 10.000 al 12 % anual y los intereses se acumulan mensualmente, se solicita
determinar cual sera el capital después de 1, 3, 6 ¥y 12 meses 7 Ademas, cudnto dinero habra que

invertir para tener al menos § 15.000 al final del primer afio?

VALOR ABSOLUTO DE UN NUMERQO REAL
Deflinicion .~ Sea x € R. Se define como valor absoluto del niimero real x al dado por la expresion

siguiente :

IxI=
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Por otra parte, el nitmero |x] representa geométricamente, en la recta real, la distancia del

numero real x al origen. Mas atin, viene dado por la signiente expresion:

1x|= Max (x, —x).

42) El valor absoluto de numeros reales satisface las signientes propiedades (V x, y € R):

(i)ixi > 0; (i)Ixi=0 & x=10;

(i) | —x | = Ix}; (iv) ~1xl < x < IxI;

(V) |xy|=1xI1|y|; Vi) |x/y|=1x |yt (v # 0);

(vilixi—1y]] £ |x—¥); (viii) |x + y| < Ix1+|y| (Desigualdad triangutar) ;
(ix) jx — xp|<a & ig—a < x < x,+a (Vx,eER, Va>0);

(x)1xI > a o x>a V x< —a (Va>0);

)0 < Ixj < 1 o > a (Ya>0);

(x} VxE =|xi.

43) Indigue si las signientes afirmaciones son verdaderas o falsas:
(i)|x—%xpj<a & x<a—Xy VX>X4+a

(iiyixi>a & x>aV x<-—a.

(iii) Ix|>a ¢ x>a A x< —a.

(iv)3xeR /ix1 <6

En caso de ser verdaderas de un ejemplo y grafiquelo en el eje real, y si son falsas escriba la

equivalencia correcta.

44) (i) Suprima, en las siguientes expresiones, el simbolo de valor absoluto de nimeros reales (si es

necesario, distinga varios casos):

(a) x +1x] (b) 21x — 31+ |x - 21; () 3ix —4|—|x+4l-21x].
(ii) Resuelva, en R, las siguientes ecuaciones:

(a)2|x-—3[+%:5—(3x—1); (b)yx —9=4x +2|.

(iii) Resuelva, en R, analitica y graficamente las siguientes inecuaciones (represente graficamente et

conjunto de soluciones en la recta real):
(@) x -4l < |x+1]; () x < |x+2[; () |x + 2| < 31x3

(d) Ix — 2] < |x+ 5[; (e) |x + 8| < Ix — 4f.

45) Determine graficamente en el plano el conjunto de soluciones del siguiente sistema de

inecuaciones :
x| < 2, x+y <3, -2Xx+y > —4.

Ademas, halle los puntos vértices del conjunto solucién.
46) (i) Sea la funcién real definida por la siguiente ley : f{x) = 2fx — 5]— |x +1].
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(a) Halle una expresion equivalente (distinguiendo varios casos, si fuese necesario) a la dada ley que no
contenga las barras de valor absoluto ;
(b) Realice la grafica de la funcién real f ;

(c) Resuelva analitica y graficamente la inecuacion (x} < 9 (Rta.: S = [0, 20).

(ii) Idem caso anterior (i) para la funcién real definida por la siguiente ley : f(x) = |x — 4] 4 1-";—1|

Ademaés, resuelva analitica y graficamente la inecuacion f(x) < 10.

(iii) Idem caso anterior (i) para la expresién f(x) = Ix — 1| + 1 ~ | x —3]. Resuelva analitica y

graficamente la inecuacion f(x) > ,g_ x+ 1.

(iv) ldem caso anterior {i) para la expresion f{x) = —2|x + 1| + {3x — 1]|. Resuelva analitica y

graficamente la inecuacion f{x) < 6.

(v) ldem case anterior (i) para la expresion f(x}) = 3Ix — 1| + [2x + L|. Resuelva analitica y

graficamente la inecuacion f(x) < 6.

(vi) Idem caso anterior (i) para la expresién f(x) = [x + 3] — Ix 7 2' . Resuelva analitica y

graficamente las inecuaciones f(x} < 8 y fi(x) < 1+ 2x.
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[1.4. PROBLEMAS PARA PENSAR.

Definicioges. — (i) Los nilmeros triangulares son los dados por la sucesién de nitmeros.

n(n+1)

Tp= 14243+ dn = —

conn=1,213, ...
es decir : 1, 3, 6, 10, ........

(ii) Los nimeros cuadrangulares son los dados por la sucesion de nitmeros

2 conn=1,23, ...

Qn =n
es decir I, 4, 9, 16, ........

(iii} Los nitmeros perfectos son aquellos que son iguales a la suma de todos sus divisores, excepto el

nimero misno.

{iv) Dos nimeros son amigos cuando la suma de los divisores de uno de ellos, exceptuando el niimero

mistmo, es igual al otro y reciprocamente.

1) Verifique que :

(i} La diferencia entre dos nimeros cuadrangulares consecutivos es la sucesién de los nimeros impatres;
(i1) Los nimeros 36, 1225 y 41616 son nimeros triangulares y cuadrangulares simultaneamente;

(iii} La suma de 2 nimeros triangulares consecutivos es un nimero cuadrangular;

(iv) Los nimeros 6, 28, 496 y 8128 son nimeros perfectos;

{v) Los nimeros 220 y 284 son amigos. Idem con 1184 y 1210 y, con 2620 y 2924,

2) Demuestre pot contradiccién que si X y Y son mimeros reales tales que
X>0, Y>o0, X+Y=0,
entonces X=0 y Y=0.

3) Sea el niimero N=3a42b de & cifras con a y b digitos.
(i) ; De cuantas maneras se pueden elegir a y b para que N sea divisibie por 6 7

(ii) Para cada solucidn hallada en (i) encuentre el cociente de la division de N por 6.

4) Las paginas 7 y 13 de un diario estan en la misma hoja doble. Si todas las hojas del diario son

dobles ; cuantas paginas tiene el diario?

5) Se elige un nimero de dos cifras AB con A # B. Se invierten sus cifras BA. Se resta el menor del
mayor y se suman las cifras del resultado. Demuestre que siempre se obtiene el mismo resultado final.

i Cuél es?

6) Complete los cuadrados con los cinco digitos 1, 2, 3, 4 y 5 de manera que no se repitan en ninguna

de las franjas horizontales, verticales y oblicuas.

(i) 4

38



(ii}

Definicién: Un cuadrado se dice mégico respecto de la operaciéon suma {producto} cuando la suma

{producto) de las filas, de las columnas, y de las dos diagonales es constante.

7) Cuadrados magicos respecto de la suma:

(i) Complete los siguientes cuadrados magicos con los numeros del 1 al 9 con constante 15, ;La

solucidn es unica 7

a)
b)

(ii) ; Es posible construir un cuadrado magico con los nueve niimeros signientes : 1, 2, 3, 5, 7, 11, 13,

17,197

8) Cuadrados magicos respecto del producto:

(i) Complete el siguiente cuadrado magico .

1 12

9} Escriba los niimeros del | al 9, en la tabla de 3 filas y 3 columnas siguiente:

de manera que se satisfagan las sumas indicadas:
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15
20 2b 15 12

.11 {18 22

N

10) ; Cual es la menor de las siguientes fracciones
5 x4+ 1 5 X 5

X ’5 ¥ x_l! 5! x+i1

six>h7

11) Determine si los siguientes nimeros o y [/ son naturales y en caso positivo indigue el

correspondiente valor:

Ma=\T+1V3 +T-4v3 5 () A= 1423 —[1-2VF (Rta:za=4;8=2),

12) Determine el nimero natural dado por las siguientes expresiones:

a= /164252 + /16— /55T ; B=1/16+2/63 +/16-2/63 ;

6=1/164328 +/16 - 3/28 .

y verifique que representan al mismo namero natural.

13) ; Cuanto vale la siguiente expresion J 1+ ‘/1 + \/1 + \/1 +

14) ; Los nimeros capicias de cuatro cifras son divisibles por 11 ?

15) Reemplace cada letra por un ndmero, del 1 al 9, de modo que se verifique el resultado dado

teniendo en cuenta que a una misma letra le corresponde stempre el mismo niimero. Se solicita:
(i) Halle todas las posibles soluciones en el caso en que a letras diferentes correspondan niimeros
diferentes.

(ii) ; Que sucede si los niimeros correspondientes a letras diferentes pueden repetirse ?

16) Cada letra utilizada (A, C, E, I, M, N, T) representa a un digito entre 0 y 9. Halle los valores de

cada letra de manera de obtener la mayor MACANA posible, siendo:
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para los siguientes casos:
(i} A letras diferentes deben corresponder niimeros diferentes;

(ii) A letras diferentes pueden corresponder numeros iguales.

17) ; Cuantos primos puede tener Juan, de acuerdo al siguiente dialogo, si se sabe que uno solo de los
chicos dice la verdad?

José dice: Juan tiene por lo menos 6 primos;

Alberto corrige : No, tiene menos de 6;

Pablo agrega: Tal vez tengas razén, pero lo que yo sé, es que tiene méas de | primo.

18} Los trillizos Ramirez tienen la siguiente molesta costumbre: cada vez que se les hace una pregunta,
dos de ellos dicen la verdad y el otro la mentira acerca de la respuesta. Se les pregunt6 cual de los tres
habja nacido primero, y contestaron:

José dice: " Juan nacio primero”;

Juan dice: ” Yo no soy el mayor™;

Pablo dice: ”José nacié primero”.

i Cual de los tres naci6 primero?

19) Indigque, al menos tres respuestas, para la siguiente pregunta de abstraccion: ; Como se puede

demostrar que dos niineros reales son iguales?

20) Demuestre por contradiccién que :

(i) Er una fiesta de n personas (n > 2), existen por lo menos dos personas que tienen el mismo nitmero
de amigos en la fiesta ;

(ii) No existen tres nimeros naturales consecutivos tales que el cubo del mayor sea igual a la suma de

los cubos de los otros dos.

Definicién.— Dados dos nitmeros positivos a y b, se definen la media aritmética MA y la

media geometrica MG de la siguiente manera :
MA =210 ; MG = v/ab
21) (i) Demostrar que :

(a) MG < MA ; (b)) MG=MA & a=b; @©x(1-x) <, Y x €.
(ii) ; Cual es ¢l rectangulo de &rea maxima que tiene por perimetro p?

(iii) La poblacién de la Argentina esta dada en la siguiente tabla:
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afio poblacion (en millones de habitantes)
1960 20
1970 23
1980 28
1990 33

(a) Calcule las medias aritmética y geométrica de la poblacién de los afios 1960 y 1980. Compare los
valores hallados con los que nos brinda la tabla para el afio 1970.

(b) Idem (a) para los afios 1970 y 1990.

(c) Estime el nimero de habitantes que tendria la Argentina en el afio 2000, utilizando solamente los

datos de la tabla.

Qbservacién.— Los resultados obtenidos con la MA y la MG no son muy diferentes. En general, para
problemas referentes al crecimiento o decrecimiento de poblaciones la MG da resultados mas
aproximados a la realidad. Naturalmente que éstos son valores estimados, es decir, aproximados, pues

pueden ocurrir fenémenos, (catastrofes, gran inmigracién o emigracion) que los haga variar,

22) Demuestre que el producto de un namero de una cifra "a” por otro niimero formado por n cifras
"b” tiene el mismo resultado que e} producto de un nimero formado por una cifra ”b” por otro nimero

formado por n cifras "a”, es decirque: & x bbbb...b=b X aaaa....a.

23) Encuentre todos los nimeros de dos cifras AB que sumados a su 75 % se obtiene el nimero
BA.

24) De valores a las letras para que se verifigue:

(i) (HE)?= SHE ; (i) yLAPICEROS = AAIIR.

25) Una prueba ciclistica comprende 35 vueltas al circuito. En el momento en que el ciclista que va
primero esta a 7 vueltas de la llegada, el ciclista que va dltimo esta a 3 vueitas del primero y lleva 4920
m de retraso con respecto a éste. Hasta ese momento, ] qué distancia recorrio el ciclista que va

primero ?

26) En el correo cobran $ 1,25 de franqueo por los primeros 100 g y después, por cada 10 g de mas, se
pagan 3 0,09. ; Cuanto pesaba la carta que se mandd, si se pago $ 2,60 de franqueo ?

27) 'I'tes hermanos reciben una suma de dinero y deciden partitlo en tres partez iguales para hacer tres
inversiones distintas con cada parte, luego reunirlos nuevamente repartitlos en tres partes iguales, una
para cada uno. La primera inversion triplica el capital, la segunda lo duplica y 1a tercera lo teduce a fa

mitad. ; Qué porcentaje de beneficio sobre la suma original recibidé cada hermano 7
28) ; Queé prefiere, que le hagan el descuento del 10 % antes o después de pagar el 21 % del IVA?

29) En un pueblo, el 14% de la poblacién son menores de 21 afios. Si hay 2880 adultos mas que

menores, ; cuantos habitantes tiene el pueblo 7

30) Un comerciante anuncia en su vidriera que hace un 19 % de descuento sobre los precios del dia, pero
lo cierto es que previamente habia aumentado un 10% los precios originales. Decida si como
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consecuencia de las dos operaciones efectuadas por el comerciante, los precios originales sufrieron alguna

modificacion.

31) Un comerciante descubrid un truco genial : Si queria vender una cierta mercaderia a un precio
determinado lo aumentaba en un 15 % y asi hacia al cliente un 15 % de descuento cuando éste venia a
compratle. } Queé opina de la actitud del comerciante? ; Gana mas o menos de lo que en realidad queria
ganar? ; Qué porcentaje tendra que aumentar el valor de la mercaderfa para no tener que venderlo mas

bajo de lo deseado, haciendo siempre el mismo descuento del 15%7

32) Un vendedor de telas gana el 30 % sobre el precio de costo. Pero un dia descubre un metro

defectuoso que hace aumentar sus beneficios al 33 %. ; Cuanto mide en realidad el metro tramposo ?

33) En un nimero de dos cifras la cifra de las decenas excede en 5 2 la cifra de las unidades. Si se

invierte el orden de las cifras resulta un nimero que sumado al anterior da 121. Averigue tal niimero.

34) (i) Para numerar las paginas de un libro se usaron 495 cifras. ; Cuantas paginas tiene el libro 7

(it) ; Idem al anterior, si se hubiesen utilizado 6725 cifras 7

35) Cuatro vacas negras y tres vacas Inarrones dan tanta leche en cinco dias como tres vacas negras y

cinco marrones en cuatro dias. ; Qué clase de vaca es la mejor lechera, la negra o la marrén?

36) Juan tiene el triple del dinero que tiene Alberto. Si Juan le da a Alberto $ 78 entonces tendria

solamente el doble. ; Cuanto dinero tiene cada unoe?

37) (i) Julidn lleva un canasto con manzanas. Encuentra a tres amigos y les da: al primero la mitad de
las manzanas mas dos; al segundo la mitad de las que le dié al primero mas dos; y al tercero la mitad
de lo que le di6 al segundo mas dos. j Cuantas manzanas lleveba al principio, si aln le sobra una
manzana?

(i} Al dia siguiente lleva otro canasto con manzanas. Encuentra a sus tres amigos y les da: al primero
la mitad de las manzanas mas dos; al segundo la mitad de las que le quedan més dos; y al tercero la

mitad de las sobrantes mas dos. ; Cuantas manzanas levaba al principio, st alin le sobra una manzana?

38) El dueiio de una empresa propone a sus empleados dos opciones :
(Op.1) Aumentar los sueldos el 5 % ;
(Op.2) Aumentar los sueldos un monto fijo de § 100 .

i A partir de que salario se debe elegir la primera opcion? ; y la segunda opcion 7

39) Una compaiiia de transporte propone a sus clientes las tres posibilidades siguientes :

(a) Pl : Comprar en cada viaje, un boleto donde el precio es proporcional al kilometraje, a razdn
de § 0,30 por kilometro ;

(b) P2 : Comprar un abono anual de $600, que permite viajar durante tode el afio a razén de
$0,15 por kilometro ;

(c) P3 : Comprar un abono anuval de § 1500, que permite recorrer hasta 5000 km ; a partir de los
5000 Km, todo Km suplementario costara $ 0,10 por kilémetro.

Una persona recorre anualmente "x” Km con esta compafiia. Se definen las funciones

fi :gt— gt (i=1, 2, 3), correspondiente a la posibilidad Pi, que a "x" asocia el costo en $ de los
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viajes anuales de esta persona.

(i) Escriba la ley correspondiente para f, f; y {3 ;

(1i) Represéntelas graficamente en un mismo plano cartesiano ;

(iii) Utilizando sus representaciones graficas, determine qué posibilidad es la mas conveniente si la
persona recorrera 3000 Km por afio, 6500 Km por afio, 9000 Km por afio.

(iv) ; Cual es la posibilidad inés econdmica en funcién del niimero de kilometros recorridos en un afio?

;, Cual es la funcion que a ”x” asocia el gasto minimo para una persona?

40) Un negocio para alquilar videos propone a sus clientes tres posibilidades :
(a) P, : 8 24 de abono anual méas $ 1,5 por cassette alquilado ;
(b) P, : % 12 de abono anual mas $ 2 por cassette alquilado ;
(<} P53 : sin abono anual, pero § 3 por cassette alquilado.
(i) ; Cual es la posibilidad més econoémica para alquilar, por afio, 10 cassettes?, para 207, para 307 ;
(ii) a) Exprese, para cada posibilidad, el precio a pagar en funcién del nitmere x de cassettes alquilados;
{b) Represente graficamente estas tres posibilidades de alquiler en un mismo plane cartesiano ;
(c) Un cliente, habiendo elegido la P, ha gastado en el afio § 51. ; Ha hecho una buena eleccion? ;
(d) Otre cliente ha gastado $ 53 en el afio. ; Es esto posible? ; Habra algin error cometido por el duefio
del negocio? ;

(iii) ; Cual es la posibilidad mas ventajosa para elegir segiin el nimero de cassettes alquilados?

41) Una AFJP de la Argentina descuenta, de los salarios nominales de sus afiliados, los siguientes
importes segiin la fecha en que se realice el aporte mensual correspondiente:
(Op.1) Hasta diciembre de 1995 descontaba el 2,6 % del sueldo mas § 5 de cuota fija por mes;
(Op.2) A partir de enero de 1996 descuenta el 2,3 % del sueldo mas § 8 de cuota fija por mes.

Se solicita responder a las siguientes preguntas: (i) ; A partir de que salario conviene la segunda
opcién? ; (ii) Si el promedio de los salarios nominales de los afiliados a la AFJP es de $ 2.000, indique

si, en general, la segunda opcidn beneficia a los afiliados

42) (1) Juan puede hacer un trabajo en 5 dias y en cambio José puede hacerlo en 3 dias. ; En que
tiempo lo haran trabajando conjuntamente?; (ii}) Juan puede hacer un trabajo en 3 dias, José en 4 dias

y Pablo en 6 dias. { En qué tiempo haran la obra trabajando conjuntamente?

43) Determine los resultados de cada partido si la posicion final de un cuadrangular de faibol es la
dada por la siguiente tabla en la cual se tienen en cuenta que:

(a) J, G, E y P representan la cantidad de partidos jugados, ganados, empatados y perdidos
respectivamente;

(b) GF y GC representan la cantidad de goles a favor y en contra respectivamente;

{(c) El puntaje es la suma de los puntos obtenidos en el torneo a razon de 2, 1 y 0 puntos por partido

ganado, empatado y perdido respectivamente.

Resultados
Equipos J {ga |E |P |[GF |GC |PUNTAIE
A 3 3 0 0 7 2 6
B 3 2 0 1 3 3 4
C 3 0 1 2 3 6 1
3] 3 0 1 2 0 2 1
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l. NOCIONES GEOMETRICAS

lI.l. PROBLEMAS BASICOS DE LA GEOMETRIA DEL
PLANO. DE TODO UN POCO.

Introduccion.

Se designaran las rectas (también los segmentos) con letras minisculas, los angulos con letras
mayusculas o griegas. Por ejemplo, en un tridngulo, ”a”, ”b", "c” son laé longitudes de los lados, y
A", "B”, 7C”, los angulos opuestos correspondientes; en un cuadrilitero ABCD los vértices
consecutivos estan en ese orden, y los lados a, b, ¢, d, también a partir de AB = a. En un triangulo
"hp” es la altura desde el vértice A al lado opuesto; "m,,” la mediana que une A con el punto medio de
BC; "V,” es la longitud de la bisectriz del angulo A hasta el lado opuesto; p es el semiperimetro de un

poligono y S su area.

A continuacién se enunciardn propiedades elementales correspondientes a rectas, angulos,

circunferencias, tridngulos y cuadrilateros.

Propiedades de rectas y angulos.

1) Si dos rectas paralelas a, b, se cortan <
por una secanie c, entonces: 2 4
(i) los angulos alternos internos 3, 5 son d

iguales;
(ii) los angulos alternos externos 1, T,

son iguales;

(iii} los angulos correspondientes 1, 5,

son iguales;

(iv) los angulos colaterales internos 4, 5
son suplementarios;

(v) los angulos colaterales externos 1, 8

son suplementarios.

a o{

ambos son agudos o ambos son obtusos; b oL
y suplementarios, si uno es agudo y el
otro obtuso.

3) Dos angulos que tienen sus lados respectivamente perpendiculares son iguales si ambos son agudos o

2} Dos angulos que tienen sus lados
respectivamente paralelos son iguales si
a|“> ! c"d

ambos son obtusos; y suplementarios, si uno es agudo y €l otro obtuso.
4) Las bisectrices de dos angulos adyacentes (suplementarios) son perpendiculares.

5) 51 por el punto medio de un segmento se traza una perpendicular (mediatriz) sus puntos equidistan

de los extremos del segmento, y reciprocamente,
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6) Los puntos de la bisectriz de un angulo equidistan de las rectas que forman el angulo, y

reciprocamente.

Propiedades en la circunferencia.

7) El diametro perpendicular a una cuerda divide a ésta y a los arcos correspondientes en dos partes

iguales.

B) La tangente en un punto es perpendicular al radio correspondiente a ese punio y reciprocamente.

9) Las posiciones relativas de dos circunferencias en un plano son: exteriores, tangentes exteriores,

secantes, tangentes interiores, interiores y concéntricas.

10) Si dos circunferencias son tangentes exteriores o tangentes interiores, el punto de contacto esta

alineado con los centros.
11) 5i dos circunferencias son secantes, la recta que une los centros es mediatriz de la cuerda comin.

12) Si dos circunferencias tienen centros O y O°, y radios r y 1r’, respectivamente, si d=00’ es la

distancia entre los centros O y O°, entonces se verifica:

(iYd>r+1: si son exteriores;
(ii)d=r+1": si son tangentes exteriores;
(lii) r—r"<d <r+r’: sison secantes;
(ivid=r—1r": si son tangentes interiores;
(vid<r—r’: si son interiores;
(vi}d=0: si son concéntricas.

13) En la circunferencia de radio unidad la medida de un angulo central (formade por dos radios) es la

del arco que abarca.

14) La medida de un angule inscripto (formado por dos cuerdas) es la mitad del aungulo central
correspondiente al mismo arco. Se pueden presentar varios casos, a saber:

(i) el Angulo esta formado por una cuerda y un diametro;

(ii) 1as cuerdas estan en diferentes semicirculos;

(iii) las cuerdas estan  en el mismo semicirculo.

(AL)
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Triangulos.

15) En todo triangulo de lados a, b y ¢, un lado es menor que la suma de los otros dos y mayor que au
diferencia, es decir

Ib—cl<ca<b+c, Ja—cl<h<a+c, fa—bl<c<a+b.

16) La suma de los angulos de un
triangulo es igual a dos angulos recios

(es decir 180").

17) El angulo exterior de un triangulo (el adyacente a uno de sus dngulos) es igual a la suma de los dos

angulos no adyacentes.

18) En todo triangulo a lados iguales se oponen ingulos iguales (tridngulos isbsceles) y a mayor lado se

opone mayor angulo.

lgualdad de triangulos.

19) Dos triangulos ABC y A’B’C’ son iguales st se tiene uno de los siguientes casos:
(i) los tres lados iguales a sus homologes: a=3a", b=b’, c =’
(ii) dos lados iguales a sus correspondientes y el angulo comprendido: b=b’, c =¢’, A = A"}

(iii) un lado igual a su hombdlogo y los dos angulos contiguos a ese lado: a=2a’, B=RB, C=C".

Cuadrilateros.

20) En el Conjunto de los Cuadrilateros (poligonos de 4 lados) se definen (ver ademas el cuadro que se
acompaiia) :

(i) Trapezoide: no tienen ningan par de lados opuestos paralelos;

(ii) Trapecios: tienen un par de lados opuestos paralelos;

{iii) Paralelogramos: tienen los dos pares de lados opuestos paralelos.

Dentro de los paralelogramos se tienen los subconjuntos signientes:
(iv) Rectangulos: tienen un angulo recto. Son cuadrilateros equiangulos;
(v) Rombos: tienen cuatro lados iguales. Son cuadrilateros equilateros;

{vi} Cuadrados: rectangulos y rombos a la ves.
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PROPIEDADES DE LOS LADOS

o

Trapecio

Cuagr;do

i1

=

Trapecio

Romboide

Rectdngulo

Cuadrado

LADOS

ANGULOS

ANV AT O
® ® o ® O ® ®
& ® ® ®
& & £ ®
[ ] ®
e &
® & e &
@ ® i @
B iz @ @
& & B
e &
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21) La suma de los angulos de un cuadrilatero vale cuatro rectos, es decir 360°.

El 4rea de las figuras planas esta dado en el siguiente cuadro:

Areas de figuras planas

. b-h Poligono _p-3
. Triangulo A = 7 . regular A= 3
p: perimetro
, e Hexagono A=1.0.2
Cudadrado A= / regular =
a Rectangulo A= a3 b @ Circulo A=gq r?
b
r n-rton
Scctor A=
? lel A=b-h @ circular 360
i3l 0‘3"37'\0
b
D-d Segmcn‘lo B
4} R()n‘lbO A = -—2— @ Circul“r A - AFCC“"’ - A!ri;’mguln
b'
b b Corona
Trapecio A= -; ‘h “ circular A =g (R? - r}
b
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22) En todo trapecio la recta que une los puntos medios de los lados no paralelos, es paralela a las

bases (se llaman asi a los lados paralelos) y de longitud igual a la semisuma de éstas.

Por ser E, F, puntos medios de los lados AD,
BC, de los triangulos ABC, ACD respectivamente, en
que se ha descompuesto el trapecio, los segmentos
EM, FM, paralelas medias respecto de las bases

coinciden en el punto M, y ademas, como

¥M = BA M =CD
FM=BA EM=S2,
entonces se tiene EM + FM = BA;CD =EBF

23) En todo paralelogramo se verifica: A

(i) Los lados opuestos son iguales;

(ii) Los Angulos opuestos son iguales;

(1ii) Las diagonales se cortan en su punto medio I;

(iv) Los lados opuestos son iguales y paralelos. I
Reciprocamente, un cuadrilatero es un C.
paralelogramo si se cumple una sola de las condiciones D

anteriores: (i), (ii), (iii), (iv}.

24) Si las diagonales de un paralelogramo son:
(i) ignales, entonces es un rectangulo;
(ii) perpendiculares, entonces es un rombo;

(iii) iguales y perpendiculares, entonces es un cuadrado.

Segmentos proporcionales y semejanza de triangulos.

Definicién. — Dos tridngulos son semejantes si tienen sus angulos respectivamente iguales y sus lados

correspondientes proporcionales.

25) Toda paralela a uno de los lados de un triangulo forma con los otros dos un tridngulo semejante al

primero.

26) Dos triangulos son semejantes en los siguientes casos:
{1) si tienen dos angulos respectivamente iguales;
(i1) si tienen un angulo igual comprendido entre dos lados proporcionales;

(iii) si tienen los tres lados proporcionales.

27) Teorema de Thales: Dos rectas cortadas por paralelas determinan sobre éstas segmentos

proporcionales.

28) La paralela a un lado de un triangulo divide a los otros dos en partes proporcionales.

29) En todo tridngulo la bisectriz interior de un angulo divide al lado opuesto en dos segmentos

proporcionales a los lados adyacentes.
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Relaciones métricas en un triangulo rectangulo.

30) Cada cateto es medio proporcional eatre la

hipotenusa y su proyeccion sobre la misma.

Sea ¢l punto H el pie de la perpendicular
sobre BC que pasa por el punto A. De la semejanza

entre los tridngulos ABC y ABH se deduce

AB_BH :
ﬁu{._j_.AB,esdecu

AB? =BC BH

En forma analoga, se tiene: AC?=BC HC.

31) Teorema de Pitagoras. — La suma de los cuadrados de los catetos es igual al cuadrado de la

hipotenusa.

Sumando las relaciones anteriores, se deduce

AB? + AC? = BC

H + BC HC = BC (BH +1

|
|

Y= BC 2.

@
@

32) La altura sobre la hipotenusa es medio proporcional entre los dos segmentos en que la divide (Surge

de la semejanza de los tridngulos ABH y AHC),

Otras relaciones métricas en un triangulo cualquiera.

33) El cvadrado del lade opuesto a un angulo agudo, es
igual a la suma de los cuadrados de los otros dos, menos
¢l duplo del producto de uno de ellos por la proyeccion A

del otro sobre &l |

Por el Teorema de Pitagoras se ticne:

¢ = h?+ (a—AC)? = (b? - HC?) + (a’ + HC? — 2a HC)

=a?+b?—2alC. B Hh c

34) El cuadrado del lado opuesto a un angulo obtuso, es
ignal a la suma de los cuadrados de los otros mas el
duplo del producte de uno de ellos por la proyeccion del

otro sobre &l.

Por el Teorema de Pitagoras se tiene:

¢ = b+ (a + TIC)? = (b? — FIC?) + (a2 4 HC? + 22 HC)
—a?+b2+2aHlC. B

35) Calculo dewn altura de un triangulo, conociendo sus lados.

Se considerara el caso en que el angulo C es agudo. Teniendo en cuenta que
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2 2 2
= _a‘+b°—¢
OH = =—q—,

la aplicacién del Teorema de Pilagoras en el triangulo rectangulo ACH (hy = h) y las relaciones

p=a+b+c, p—a:b+§_a’, p—b:a+§_b, p_cxa+g—c’
se deduce
2 2 2 2 2 2 242
2_2_mEe 2 (a+bi-c?yp_ (2ab)y"—(a"+b" )"
hy? =b?-CH2=p?—(2tp = 3 =
_(2ab+a’+b?-c?) (2ab-a’-bP+cY)  [a+b) - [P -(a-b)}
- 4a? - 4a? -
_(a+b+c)(a+b—c)(c+a-b)(c+b—a) dp(p-a)(p-b)(p-c)
N 4a? - a?
es decir

ha =25 (p=2) (P=D) (P=0).

36) El area del tridngulo es la mitad del 4rea del paralelogramo que lo contiene, es decir la mitad del

producto de su base por su altura. Por lo tanto, un tridngulo cualquiera tiene por area:

S = % ahy, =+p{p—a)(p—-b)(p—c) {Férmula de Heron).

Otras relaciones métricas en el triangulo.

37) Formula de Stewart. — Permite calcular Ia distancia de un vértice A a un punto cualquiera [ del

lado opuesto BC en un tridngulo ABC. Si x = BD,y= DC (es decir, a = BC =x +y), entonces se
tiene:

AD%2a=0b*x+Zy—axy.

Si se tiene en cuenta las relaciones

H,

2=x?+AD?+2xDH, b2=y?+AD%-2y

se multiplica la de la izquierda por y, ¥ la de la

derecha por X, se suman ambas igualdades se obtiene

b?x + c?y = AD {x+y)+ xy (x+y),

y por ende la formula correspondiente.

38) Se puede aplicar la formula anterior al calculo de:

(i} las medianas en funcion de los lados:

Al ser D el punto medio del segmento BC se tiene x = ¥ :':.g-‘ , ¥ por lo tanto se deduce



_ /2 (b 4 c?) —a?

mg = )

{ii) las longitudes de las bisectrices interiores de un angulo hasta el lado opuesto :

Aplicando el Teorema de Thales, las longitudes x, y, son proporcionales a los lados ¢, b, ¥

teniendo en cuenta propiedades de laz proporciones se deduce:
xfe=y/b=(x+y)/(b+c).
Por lo tantox =ac/(b+¢); y=ab/(b+c), de donde surge
VZ.a=b?.ac/(b+c) +c.ab/(b4c)—adbe/(b+c)?,

¥ por ende se obtiene la expresion:

_\/bc[(b+c)2—a2]_ Vbe(b+cFa)(b¥c—a) 2 ,/Bep(p—a)
a= b+o) = (b+0) I CEO

Se han utilizado las sjguientes notaciones:
hy, : altura del triangulo ABC respecto del lado a;

my : mediana del triangulo ABC desde el vértice A al lado opuesto a;

V, : longitud de la bisectriz interior del triangulo ABC desde el vértice A al lado opuesto a.
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Problemas Basicos de la Geometria del Plano.

1) Divida un angulo de 60° en dos partes cuyas medidas estén en la razén g ;

2) Indique, al mcnos tres respuestas, para la siguiente pregunta de abstraccién: ; Como se puede

demostrar que dos rectas del plano sou paralelas?

3) Sea la proposicién directa:
"Si ABC es un triangulo equilatero entonces ABC es un triangulo isosceles” .

(i) Indique si puede expresarse en forma equivalente diciendo :

(a) Que un tridngulo sea equilatero es condicion suficiente (pero no necesaria) para que sea isdsceles.
{b) Que un triangulo sea isosceles es condicion necesaria (pero no suficiente) para que sea equilatero .
(c) Un triangulo es isdsceles si es equilatero.

{d) Un tridAngulo es equilatero 8lo si es isdsceles.

La proposicion reciproca de la directa dada es : "Si ABC es un triangulo isésceles entonces

ABC es un triangulo equilatero™.

La proposicién inversa es : "S5i ABC no es un triangulo equilatero entonces ABC no es un
triangulo isdsceles”.

La proposicién contrarreciproca es : *Si ABC no es un triangulo isdsceles entonces ABC no es
un triangulo equilatero”.
{ii) ; Indique y justifique cual de las cuatto proposiciones directa, reciproca, inversa y contrarreciproca,

es verdadera o falsa.
4) Calcule la altura y el area de un triangulo equilatero en funcién de su lado.
5) Calcule la diagonal de un cuadrado en funcion de su Jado.

6) Demostrar que si un triangulo rectangulo ABC con hipetenusa ¢ y con catetos a y b, satisface la

relacion ¢ =+/2ab , entonces el tridngulo ABC es isdsceles.

Definicién._ Se llama terna pitagorica a una terna de niimeros enteros positivos que cumplen cou la
condicion:
22=%x*+Y?

Observacién.— Las ternas pitagoricas pueden ser los lados de triangulos rectangulos, siendo X e Y los
dos catetos y Z la hipotenusa.

7) (i) Verifique que existen infinitas ternas pitagoricas dadas por:
X=2uv, Y=u? -2

con u y v nameros naturales cualesquiera con u > v, con Z a determinar .
(ii) Para tener varias ternas pitagéricas, complete la siguiente tabla y compruebe que X, Y, y Z son los

lados de un triangulo rectangulo.
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u v X Y 7
2 1 4 3 b
3 | o A
3 2 o e

4 S [ I
4 2

4 e

5 1 10 24 26

8) Halle la representacién grafica de los niimeros \/n (n € N) mediante la aplicacion del Teorema de
Pitagoras a sucesivos tridngulos rectangulos en los cuales uno de sus catetos es 1. Se comienza con el

triangulo rectangulo de catetos 1 e hipotenusa \/5 .

9) ; Cuénto mide el lado de un cuadrado inscripto en una circunferencia de radio 3 cm? Represente este

nitmero en la recta real.

10} Un jasdinero quiere armar un cantero circular dividiéndolo en sectores de modo que: el de las
violetas sea ¢l doble que el de las margaritas y éste sea la tercera patte del de los pensamientos. ; Qué

angulo central corresponde a cada sector?

11) Dado un cuadrado, construya un triingulo rectangulo que tenga por base un lado del cuadrado y su

atea sea igual al area del cuadrado.

12) De una tira de papel rectangular de 2,06 m por 0,22 m se cortan todos los cuadrados de 22 ecm de
lado que contiene. Estos cuadrados se colocan lado a lado de manera que formen un nuevo cuadrado.

i Cual es el perimetro de este nuevo cuadrado?

13) Para alambrar un campo cuadrade de 100 m? se gastan $ 100 de material. ; Cuénto se gastara de

material para alambrar (con el mismo material), un campo cuadrado de 400 m? de superficie?

14) Si dibujamos ¢n una hoja un Angulo de 30° y lo miramos con una buena lupa que magnifica todas

las longitudes duplicindolas. ; Se vera un angulo de 60°7

15) Mientras Alvaro gira sobre un caballito de una calesita que esta colocado a 5 m del eje central de la
calesita, su mama se pregunta jcuantos kilometros habra "trotado” el caballito de madera después de
10 afios de dar todos los dias 200 vueltas por dia? Responda a la mama de Alvaro considerando todos

los afios de 365 dias.

16) A Pablo y a Ignacio les encanta jugar carreras de bicicletas, donde gana el primero en dar 3 vueltas
completas alrededor del parque. El parque es un terreno rectangular que tiene 220m de frente y 100m
de profundidad. Hoy gané Pablo, ya que al completar sus tres vueltas, Ignacio solo habia realizado
19/8 de vuelta. ; Cudntos metros recorrié cada uno? ; Cuantas vueltas completas dio Ignacio?. Si los
radios de la bicicleta de Pablo miden 24 cm, ; crantos metros recorre su bicicleta cuando la rueda da

una vuelta completa? ; Cuintas vueltas completas dieron sus ruedas durante la carrera?

17) Para un recital en el parque, los organizadores piensan colocar una torre con parlantes justo en el
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centro del parque. Si cada parlante tiene un angulo de audicion 6ptima de 72°. ; Cuéntos parlantes

hacen falta para que se escuche bien desde todos lados ?

18) En el paralelogramo ABCD, los lados AB y CI) miden 5 y los lados AD y BC miden 6. Se traza la
bisectriz del angulo A que corta al lado BC en el punto E. Calcule las medidas BE y EC.

19) Sea ABC un triangulo isésceles con AB = AC. Se traza la bisectriz del dngulo B que corta al lado
AC en D. Sabiendo que BC = BD, calcule la medida del angulo A.

20) Sea ABC un triangulo con 2 A = 50°. Se prolonga ¢l lado BC en ambas direcciones y sobre las

prolongaciones se indican los puntos P y Q de manera tal que PB=BA; CQ=CA ¥y
PB + BC + CQ = PQ. Calcule la medida del angulo PAQ.

21) Sea ABC un tridngulo que tiene £ A = 36"y £ B = 21". Sobre el lado AB se marcan los puntos D y
E de modo que AD = DC y EB = EC. Halle la medida del £ DCE.

22) En un triAngulo ABC se consideran los puntos medios M y N de los segmentos AB y AC
respectivamente. Entonces MN // BC y se tiene que MN = %B_C_

23) Dibuje un tridngulo ABC que tenga £ A =30"y £ B =70 ". Sobre la prolongacién del lado AC
marque el punto D de manera que sea CD = OB . Complete el triangulo DCB. ; Cuinto mide cada
uno de sus angulos?

24) Un triangulo tiene por lados 9 m, 12 m y 15 m. ; Cuales son los lados de otro triangulo semejante

de 72 m de perimetro?

25) El cuadrado grande se dividio en
4 cuadrados iguales y, uno de estos se \
dividié de nuevo en 4 cuadraditos \
iguales, como se ve en la figura. | Qué k
parte del cuadrado grande esta

N

pintada?

26) Un tridngulo equilatero se dividié
en triangulos iguales como muestra la
figura. Uno de esos triangulos volvio

a dividirse en triangulos equilateros

iguales. Por iltimo uno de los Vi

triangulos pequefios se dividio en
tridngulos iguales y se pintdé uno de
cada tamaifio. ;Qué parte del

triangulo  grande representa lo

pintado?
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27) Se dibujd un tridngulo equilatero
BCD y un cuadrado ABDE. Este
cuadrado se dividid en cuatro
cuadrados iguales y uno de éstos se
dividi6 de nuevo en cunatro
cuadraditos como se ve en la figura.
Sabiendo que el lado de cada uno de

estos cuadraditos mide 5 cm, calcule

el perimetro del poligono ABCDE.

28) La figura estd formada por 4
cuadrados. Cada cuadrado tiene el
lado igual a la mitad del anterior. El

perimetro del cuadrado mas grande es

48 cm. ;Cudl es el perimetro de la

figura?. jQué parte de la superficie
del cuadrado grande equivale a la

superficie sombreada?

29) Se quieren construir rectangulos,
que no sean cuadrados, de Area mayor
que 36, tomando ¢como unidad el area
de un cuadradito de la cuadricula. Si
los vertices deben estar en las
intersecciones de la cuadricula, y los
lados deben coincidir con las lineas de
la misma, jcuantos rectingulos se

pueden formar?

30) En la figura, ABEF es un
rectangulo y CDE es un triangulo
isbsceles. AB = 100 cm; AF es el
triple de AB; BC es el doble de AB.
Sabiendo que el perimetro de la figura

es 9,41 m, calcule la longitud de CD.

31) En el grafico, el angulo sombreado representa la
cantidad de chicos de primer afio que trabajan en el
verano. El angulo sombreado es el doble de a. j Que
porcentaje de los chicos de primer afio trabaja en el
verano?. Si en primer afio hay en total 75 chicos,

; cuantos trabajan en el verano?

32) Sean A y B los puntos medios de dos lados
adyacentes de un cuadrado y sea N el vértice opuesto
del cuadrado. ; Qué fraccibén, con respecto al area del
cuadrado, representa el triangulo ABN?
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33) En el rectangulo ABCD se trazan los
segmentos:

{i) MN vertical, que divide a BC en dos Q U k
E

partes iguales;

(ii) QR horizontal, que divide a BA en Q
dos partes iguales; A S :

(iii) UV vertical, que divide a QR en dos

partes iguales, y
(iv) EF horizontal, que divide 2 QA en

dos partes iguales.

E! rectangulo sombreado tiene
20 cm de perimetro. Calcule el perimetro

del ABCD.

34) Los puntos A, B, C, y D son los

centros de las circunferencias indicados

en la figura. Los cuatro estan alineados
y AD =35 cm. ;Cual es el area de la

zona sombreada?

35) Dos personas se reparten un terreno
e E A
como el del dibujo, siendo AB=65m y

AD = 23m. Le corresponde a una 69 m?

mas que a la otra. Para partirlo se trazd
EF // AD. ; Cual es la distancia de A a :n ¥ C
E?

36) ABDE es un cuadrado y BCD es un
tridngulo equilétero. Halle el valor dei Q
Z CAB.

37) Un chacarero tiene un campo
cuadrado de 200 m de lado. Un segundo
chacarero tiene otro campo con la
siguiente forma y dimensiones (ver
dibujo). Ambos deciden cercar sus 20

campos con alambre y postes cada

g('J

medio metro. Si se tarda 3 minutos en
fijar cada poste, ; cual de los dos tardara

mas tiempo? Ambos deciden abonar la

200

tierra de sus campos. Si se tarda medio
minuto en echar el abono sobre cada

metro cuadrado, jcual de los dos

tardara mas tiempo?

200
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38) Un sefior que tiene un terreno
cuadrado de B800m de lado decide
regalar a su hijo las cuatro esquinas de
su terreno que quedan fuera del circulo
central, como se ve en la figura. [ Es
cierto que se quedd con menos de las 3/4

partes de su terreno?

39) Indique el valor de la expresién

o + 3 — ¥ de acuerdo al siguiente dibujo.

40) En {a figura, PS es un segmento que
contiene al centro O de la circunferencia
de radio r, PQ tiene longitud r. Si el
ZROS mide 60°, ; cuél es la medida del
Z0PQ?

41) En la figura, PR=QR;
ZPRQ =40, £ PTU =25. Halle la
medida del £ RST.
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I11.2. PROBLEMAS CON MEDICIONES: PERIMETRO Y
AREA.

Problemas sobre Longitudes y Perimetros de Figuras Planas.
1) Las dos diagonales de un rectangulo tienen la misma longitud.

2) Una columna de 30 m de altura se quebré de tal manera que la parte mas alta toca el suefo a 16 m

de la base. ; A qué altura se ha roto ?

3) Dos columnas de 30 m y 40 m de altura estan distanciadas 50 m. Un pajaro que va a tomar agua a
una fuente que se encuentra, en el suelo, entre Jas dos columnas recorre la misma distancia desde la

cima de cualesquiera de ellas. ; A qué distancia de las columnas se encuentra la fuente?

4) En un circulo de 25 cm de diametro se inscribe un rectangule cuyos lados difieren en 17 cmn.

{ Cuanto miden sus lados ?

5} 1 es el punto medio del segmento AB. J es un punto de la perpendicular en 1 a la recta AB.

Demuestre que el triangulo JAB es isosceles.

6} A y B son dos puntos de la circunferencia de centro O. B y O son dos puntos de la circunferencia de

centro A. Demuestre que AOB es un triangulo equilatero.

7) ABC es un tridngulo rectangulo en A. La recta mediatriz d de AB corta a AB en ¢l punto M y a BC
en el punto O. Muestre que O es el punto medio de BC.

8) Se considera un tridngulo ABC inscripto en un circulo de centro O. Hacia el exterior de ABC, se

construye un triangulo isdsceles ABD, tal que DA = DB. Demuestre que Q1) es perpendicular a AB.

9) Se considera un triangulo ABC rectangulo en A. Construya dos paralelogramos ACDE y ABGF.
Demuestre que DE es perpendicular a FG.

10) Sea B’ el punto simétrico de B respecto de A. Sea C un punto no perteneciente a la recta B'B.

Entonces la bisectriz interior del angulo BAC es pependicular a la bisectriz interior del dngulo B’AC.

11) El lado de un iridngulo equilatero T es g— del lado de un cuadrado C. Encuentre una fraccion que

indique qué parte del perimetro de C ea el perimetro de T.

12) En un campo, para cercar con 5 hiloes un corral triangular, se usaron 525 m de alambre. El
triangulo, que es isosceles, tiene dos lados iguales que miden, cada uno, el triple de lo que mide el tercer

lado. Halle Ia longitud de cada lado del corral.

13) La Comisién Directiva de un Club decidié iluminar el recinto del natatorio colocando en el cerco un
reflector cada 3 m. Se usaron 36 refleciores. Se sabe que el cerco es rectangular y que tiene el doble de

large que de ancho. ; Cuanto miden el largo y el ancho del cerco?

14) Se quiere hacer un pedestal de forma de exagono regular para el mastil de la escuela. Si el méstil
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debe estar en el centro del exagono y a 86,5 ¢m de distancia de cada uno de los lados. ; Cuat sera el

perimetro del pedestal?

15) Si las rectas p, q ¥y r son tales que P
a = f entonces p || q. B ﬂ

16) Calcule el perimetro de la figura:

17} Divida un cuadrade como muestra

la figura, en 7 rectangulos congruentes,

cada uno de los cuales mide 96 cm de

perimetro. ;Cual es el perimetro del

cuadrado?

t8) Se quiere alambrar el campo de la
figura con tres vueltas de alambre de
pia. Si AB mide 4,2 hm; AF es el doble
de CD; E es el punto medio de FD y
BCDE es un cuadrado de 3 hm de lado.

; Cuéntos metros de alambres se ‘F

mrE=-==~{p

necesitan?

19) Calcule el perimetro del trapecio
MNOP sabiendo que:
a=p N_0=10\/§m; PQ=20m;

P=

3l

1
2
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20} Sobre el circulo de centro O y de 10
c¢m de radio se dibuja la figura ABODC
segin se muestra en el grafico. El
triangulo ABO es equilatero. Calcule el
perimetro de ABODC.

21) ABCD es un cuadrado de 40 cm de
lado. AC y BD son arcos de
circunferencia centrados, uno en D y el
otro en A. ; Cual es el perimetro y el

area de la figura sombreada?

22) Sabiendo que el tridngulo ACE es
equilatero de 18 cm de perimetro, ABC
y CDE son triangulos isosceles de 14 cm
de perimetro, calcule el perimetro del

pentagono ABCDE.

23) Los triangulos ABC y DEF son
equilateros. El ABC tiene 81 cm de
perimetre. El lade DF mide las dos
terceras partes de lo que mide el lado
AB. ;Cual es el perimetro de la figura

sombreada?

24) Un terreno rectangular de 81,50 m
de largo se parte en dos lotes iguales por
un caminoe de 2,50 m de ancho como
muestra la figura. Se alambra cada lole
con un alambre que cuesta $3 el metro,
El gasto total es de $768. ; Cuales son

las dimensiones de cada lote 7

A

D
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25) La espiral de la figura esta formada
por 10 semicircunferencias. Cada una
tiene un diametro 10 cm menor que la
anterior. La mas grande tiene un radio
de 60 cm. ; Cudl es en m, la longitud de

1a espiral?

26) Calcule el  perimetro  del
paralelogramo ADEF, siendo AB =10
em, BC=16 em, AC=14 c¢m y
BE =4 em.

27) La siguiente figura esta obtenida
colocando las tres cuartas partes de una
circunferencia de 4 cm y ceniro en el
punto O sobre un tridngulo isdsceles de
altura 10 cm. ;Cual es el perimetro

exterior, en cm, de la figura dada?
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Problemas sobre Areas de Figuras Planas.

1) En una inmobiliaria se ofrece un terteno rectangular cuya superficie es -de 216 m% Un posible
comprador pregunta las dimensiones del terreno. El empleado de la inmobiliaria solo recuerda que eran
nimeros enteros y que para cercarlo con 3 hilos de alambre de § 2,85 ¢l metro se gastaron $513.

{ Cuéles seran las dimensiones del terreno?

2) Se reduce en un 10 % la longitud de un par de lados opuestos de un cuadrado y se incrementa en un

10 % la del otro par. Indique la modificacién que sufre ¢l area del cuadrado.

3) En cuanto hay que incrementar el lado de un tridAngulo equildtero para que el area del nuevo

triangulo sea cuatro veces el area del triAngulo original.

4) Demuestre la siguiente proposicion

a . ¢ a
b < d entonces b <

utilizando el concepto de area construyendo dos rectangulos de base 1 y de altura % y

e

respectivamente,

5) Un terreno rectangular tiene 40 m mas de largo que de ancho. Si tuviese 20 m menos de largo y 10
m mas de ancho su area seria la misma. Calcule sus dimensiones.

6) Halle el area del trapecio PQRS, rectangular en Q, sabiendo que SP=SR; PQ=8; QR =6 y
ZPSR = 60"

7) ; Cual es la proporcidn entre el drea de un cuadrado inscripto en un circulo y el area de un cuadrado

inscripto en uno de sus semicirculos?

8) (i) Dado un circulo de radio r > 0 calcule el lado del cuadrade inscripto y el lado del cuadrado
circunscripto en dicho circulo. Calcule el porcentaje de area que ocupa la region mas pequefia respecto
de la més grande.

(ii) Dado un cuadrado de lado [ calcule el radio del circulo inscripto y del circulo circunscripto en dicho
cuadrado. Calcule el porcentaje de irea que ocupa la regién mas pequeiia respecto de la mas grande.
(iit) Calcule el area de la regiéon comprendida entre cada cuadrado y el circule en (i), y entre cada

circulo y el cuadrado en (ii).

9) Indique las dimensiones de un rectangulo cuya area se escribe como:

(i) V3 (@+2)+vh(a+2) i=.. L=..
(i) (34 vV2)(a-1)+ B+ v2)(a+4) I=.. L=..
(iii) a* + 2a I=... L=...
) 3-vDE+x)+d-06-v2) = L=
(v) a2+ 3b+3a+ab I=... L=...
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10) Las diagonales de un trapecio rectangular miden 16 cm y 20 cm, y su base mayor 15 cm. Calcule

su area.

11) Calcule el 4rea de la figura
sombreada sabiendo que: AB=BC;
CD=DE ; CF=4 AE=5 y
ZA =ZE.,

12) En el pueblo hacen un concurso para
disefiar una plaza con la forma y
dimensiones de la figura. Los urbanistas
deben presentar sus disefios en una hoja
rectangular donde el encabezamiento
ocupe 20 c¢cm por el ancho de la hoja y
las especificaciones que iran a la derecha
ocupen 20 cm por todo el alto del
dibujo. La escala a emplear es
2m:0,8cm. ; Cuales son las dimensiones
minimas del papel a emplear? ; Cual es
la superficie total del plano de la plaza?

Trace un esquema aproximado.

13) Se ha dibujado un rectangulo con
centre . Se sabe que el area del
triangulo rectangulo OPQ vale 7 em?.

Calcule el area de la figura sombreada.

14) ADEF es un rectangulo de base
b = 180m y altura h = 35m. Calcule el
area de la figura sombreada sabiendo
que: AG =h/2; AB=CD =b/3.

15) Si ACDE es un cuadrado de 32 cm
de perimetro, su lado es igual al doble
del diametro de cada una de las
semicitcunferencias y B es el punto
medio de AC. Calcule el Aarea

sombreada.

C
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16) El area del trapecio isdsceles de la
figura vale 48 cm?. Si AP = BP y AQQ es
el triple de AP. Calcule las longitudes de A D
las bases y de la altura del trapecio.

17) ABCD es un rectangulo, AD=6cm;
DC=8cm. P, Q, R ¥ S son los puntos
medios de los lados. Las diagonales de - Q

ABCD se cortan en O y las diagonales
de APOS, se cortan en M. Calcule el
area del cuadrilatero PQOM.

18) El rectangulo ABCD tiene 32 cm de
perimeiro. AD es el triple de AB, R es

punto medio de AB y S es punto medio
de AD. Calcule ¢l area del cuadrilatero

ARCS e indique qué parte es del area
del ABCD.

yd
e
g
19) Un terreno que tiene forma de
triangulo rectangulo con b=240m y a
a=250m, se divide en dos partes b k
uniendo en linea recta, el punto medio
de un lado con el vértice opuesto. '
i Cuantos metros de alambre de pua se 3

necesitan para bordear la superficie

sombreada?. ; Que parte de la supesficie
del terreno original corresponde a la

parte sombreada? m c

; \\\
20) ABCD es un cuadrado de 10 cm de
lado. Se trazan dos arcos de
circunferencia centrados uno en A y el
otro en B, de radio AB. j Cuél es el area
de la parte sombreada?
A

21) Para cada figura, determine qué parte del cuadrado de lado [ representa la zona sombreada.

N




22) Para cercar el terreno rectangular
ABCD a un costo de $ 1,20 el metro, se
gastan en total $ 276. El terreno tiene
35 m mas de largo que de ancho. Se
parte en dos por la linea AF como
muestra la figura. El drea de AED es las
dos terceras partes del area de ABCE.

i Cual es el area de la parcela AED?

23) El hexagono regular ABCDEF tiene
48cm de perimetro y 6,9cm de

apotemna. ; Cual es el area de la zona

sombreada?

24) En la esquina de Diagonal Procer y
Calle Nacion se decide construir una
plaza en el terreno triangular que se ve
en el plano. El Consejo Vecinal decide
partirla en dos sectores triangulares de
igual superficie, uno para juegos y el
otro para flores. El lado del terreno que
da sobre Diagonal Procer tieme 30 m.
Indique donde se debe colocar la divisidén
correspondiente para que se cumpla con

lo resuelto.

25) ; Cual es el area de la "N™ 7 Puede cubrirse la "N” con el doble del papel necesario para ia "F" 7.

¢ Cuénto se necesita para cubrir la 17,

O
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26) En la figura E, F, G ¥ H son los
puntos medios de los lados del cuadrado
ABCD. ; En qué proporcion esta el area
del cuadrado sombreado con respecto al

area del cuadrado grande?

27) La suma de las 4reas de los
cuadrados A, By Ces 9. 51 A=C yel
area de A es cuairo veces la de B, halle

¢l lado del cuadrado PQRS.

28) Calcule el area sombreada, sabiendo
que:

(i) A y B son los centros de las
circunferencias S y T respectivamente;
(ii) B pertenece a la circunferencia S,

CD es un diametro de S y mide 4 cm.

29) En la figura, ABCD es un
rectdngulo, D es ¢l centro de un circulo
¥ B un punto sobre el circulo. 5i AD =4
y CD =3, halle el area de la region

sombreada.

30) En el trapecio ABCD se han trazado
las diagonales y dos rectas paralelas
entre si, una por A y la otra por B. Se
designa con b, ¢ y d las areas de los
triangulos sombreados y con a al area
del pentdgono sombreado. Pruebe que

a=b+c+d.
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31} ABCD es un rectangulo con AB =5 N P
y CB = 3. Si DN es perpendicular a AP,
calcule AP . DN.

32) En la figura AD = 12 cm, todos los
arcos son semicircunferencias, C es
punto medio de AD y B es punto medio
de AC.

(i) Determine el perimetro y el irea de
la figura rayada;

(ii) Halle la razon entre:

(a) el area de la figura rayada y el area

del circulo de didmetro AD;

(b) el perimetro de la figura rayada y la
longitud de la circunferencia de didmetro

AD.

33) Calcule el area de la superficie
sombreada de un cuadrado de lado {, en 2,

el que las curvas son arcos de

circunferencia trazados desde los vértices

opuestos y cuyo radio es el lado del

cuadrado. Calcule el porcentaje de dicha

area respecto del area del cuadrado.

34) Indique el valor del parametro a si el area de la region sombreada es 100.

© 2321 @ 3a 3@ a2

!
+
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35} Calcule el area de la zona sombreada.

(1)

10

V2

(2) (6)

-0 —

3) ")

72



Problemas sobre Cuerpos del Espacio como Aplicacion de la
geometria del Plano.

1) Calcule las longitudes de todos los segmentos determinados por dos vértices cualesquiera de un cubo

de lado a. } Cuéntas longitudes diferentes existen ?

2) Para confeccionar una piramide se usaron, para la base, un carton cuadrado de 156,25 cin? y para
las caras, 225 cm? de cartulina. ; Cual es la altura de las caras laterales de la piramide?. ; Cuanto

miden las aristas de la base?

3) Un tanque en forma de prisma recto de base cuadrada de 5 m de lado contiene agua hasta los 4m de
altura. En el fondo del tanque se coloca un cubo sélido de 3 m de arista. ; Qué altura alcanza el agua

dentro del tanque?

4) Una sefiora tiene que enmantecar y enharinar un molde redondo de 24 ¢m de didmetro y 8 cm de
alto para cocinar una torta. Pero se da cuenta que el molde redondo se lo presté a su vecina y no lo
tiene. Decide reemplazarlo por uno rectangular que tiene 28 cm de largo, 22 cm de ancho y 6 cm de

alto. Servira este molde rectangular para cocinar la torta o serd muy chico?

5) Las areas de ires caras adyacentes de un paralelepipedo rectangular son 6 cm?, 8 cm? y 12 em?

Indique su volumen.

§) (i) Un cubo de madera de 3 cm de lado esta pintado en toda su superficie exterior de color rojo.
Realizando cortes horizontales y verticales se obtienen 27 cubitos de 1 cin de lado. Detertnine el nimero
de cubitos que tienen 3, 2, 1 y 0 caras rojas respectivamente.

(ii) Idem para un cubo de lado 4 cm con ¢l cual se obtienen 64 cubitos de 1 cm de lado.

7} i Cuédnto mide el angulo que forman las diagonales :
de las dos caras del cubo que se sefialan en la figura? {
i

8) En todas las caras de un cubo se pintaron L
triAngulos come muesira la figura. P es el punto A
medio de la arista. La superficie pintada es 54 cm?. !

; Cuantos cm de cinta se necesita para bordear todas

las aristas del cubo?
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I.3. PROBLEMAS PARA PENSAR.

1} Si a la medida de dos Jados paralelos de un cuadrado se le aumenta el 25 % y a la medida de los

otros dos se le quita el 40 %. ; Qué ocurrird con su area?

2) Las piezas de un rompecabezas rectangular son 9 cuadrados de lados 1, 4, 7, 8, 9, 10, 14, 15 v 18.

; Cémo deben ubicarse las 9 piezas para armar el rompecabezas?

3) ABCD es un trapecio de bases AB y CD, y de lados AB =6, BC =5, CD = 10, AD = 4. Las rectas

AD y BC se cortan en el punto E. Demuestre que el triangulo DCE es isosceles.

4) Sea ABC un tridngulo isésceles con AB = BC. Sean los puntos P y Q pertenecientes a BC y AB
respectivamente de manera que se tenga AC = AP = PQ = QB. Halle el valor de ZB.

5) ; Cuéntos triangulos distintos hay de perimetro 17 y lados enteros?

6) Se tiene un rectangulo R de 2310 m? de area. Se quieren construir rectangulos cuya irea sea 1/3 del
area de R. Si las longitudes de los lados sdlo pueden ser nfimeros enteros de metros (sin decimales).

i Cual es el menor perimetro entre todos ellos?

7) Pablo debe recortar el tablero para una mesa cuadrada de una pieza de madera rectangular. La pieza
inide 40 ¢m por 90 cm , pero el tablero tiene que medir 60 cin por 60 cm. Pablo corta la pieza en dos

partes iguales de manera que al unirlas forman et cuadrado que necesita. ; Como lo hizo?

8) A, By C son tres puntos alineados. B es el punto medio de AC. El punto D no esta en la recta AC,
pero DA = DBy DB = CB. Si hay 10 cm de A a D, ; cuél es la distancia de D a C7

9) Una hormiga sale del hormiguero en busca de comida. Camina primero 50 cm hacia el este, luego 50
em hacia el sudoeste, alli decide caminar 50 cm en direccidon oeste y finalmente 50 cm en direccion
sudeste. Por fin decide regresar con la comida al hermiguero. ; En que direccién tiene que caminar para

ir derecho al hormiguero?. ; Es cierto que tiene que recorrer mas de 50 em pero menos de Im?

10) Se trata de disefiar una casa de 70 m? en un terreno rectangular de 10 m de frente y 9 m de fondo .
El cliente quiere un living comedor de 28 m?, dos dormitorios que en total ocupen 21 m?, un baiio de 6
m?, una cocina de 6 m? y los metros cuadrados restantes son para. circulacién. Ademas el living v las
habitaciones tienen que tener ventanas a la calle o al jardin que se construird en la parte libre del
terreno y cada dormiterio tiene que tener como minimo 3 m de ancho y 3 m de largo. Trabaje a escala

y presente el plano de la casa.

11) Juan vive en un bosque a 100 m del arbol mas viejo y a 400 m del guardabosque. Su amigo José
decide mudarse al bosque a 200 m de distancia de la casa de Juan. Dibuje en un plano todos los lugares
posibles que tiene José para su casa. Ademas José quiete que su casa, la de Juan y la del guardabosque
queden alineadas. Ubique en el plano anterior la casa de José.

Tiempo después, un tercer amigo llamado Matias, se muda al mismo bosque a una casa que dista 200
m de la casa de Juan y también a 200 m de la de José, es decir que las tres casas son equidistantes.

Complete el plano con las posibles ubicaciones de la casa de Matias.
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12) Divida un hexagono regular en 4 tridngulos, de modo tal que haya uno cuya érea sea igual a la

suma de las Areas de los otros tres.

13) Un tejido pierde 1/10 de su longitud y 1/8 de su anchura cuando se lava. Si el ancho original de la

tela es de 1,60 m, ; cuéntos metros se deben comprar para obtener 189 m? después de lavarla?

14) Sea ABC un triangulo rectangulo en A; si Z C = 30"y AB = 10 demuestre que BC = 20.

15) Dado un tridngulo ABC, indique paso a paso como se determina un punto M en el lado AB de

modo que MA + AC = MB + BC, utilizando sélo regla y compas.

16) Considere un triangulo euyos lados son 4, 5 y 6. Cada veértice del triangulo es el centro de un

circulo y los tres circilos son exteriores y tangentes entre si. Encuentre los radios de los circulos.

17) Dadas tres circunferencias mutuamente tangentes exteriores (es decir, cada una es tangente a las
otras dos), al unir sus centros queda determinado un triangulo de lados 5, 7 y 9. Halle las longitudes de

los radios de cada una de las tres circunferencias.

18) ; Qué angulo forman las agujas del reloj a las 12:35 hs?

19) El tamafio de los televisores se mide en pulgadas e indica la medida de la diagonal de la pantalla,
que tiene forma rectangular. Las dimensiones de la pantalla estan en la relacién 3 a 4. Calcule en em

las dimensiones de los televisores de 26 y 20 pulgadas (1 pulgada = 2,54 cm).

20) Dibuje un tridngulo rectingulo. En cada uno de sus lados trace un semicirculo cuyo centro sea el
punto medio del lado y cuyo radio sea la mitad del Iado correspondiente del tridngulo: Indique,
justificando la respuesta, si es cierto o falso que:

La suma de las dreas de los semicirculos construidos sobre los calelos es igual al drea del

semicirculo construido sobre la hipotenusa.

21} Un pastor construye en un prado una cerca con forma de hexagono regular de 5 m de lado para que
paste una oveja. El pastor ata la oveja cada dia en un vértice distinto de la cerca con una cuerda de 2,5
m de longitud y el séptimo dia la ata en el centro con la misma cuerda. La oveja come cada dia todo cl
pasto gue esta a su alcance.

(i) ; Qué superficie de pasto se come la oveja cada dia durante los seis primeros ?

(ii) ;Cuantas veces es mayor la superficie que come el fltimo dia respecto de uno de los seis dias
primeros 7

(iii) Con este sistema hay una region del cercado que se queda sin pastar. ; Cual es su superficie ?

22) Sea M el punto medio del lado BC de un tridngulo ABC, y sea H la proyeccion ortogonal de B
sobre la bisectriz del Angulo / BAC. Muestre que las rectas HM y AC son paralelas.

23) Se considera un trapecio ABCD de bases AB y CD. Las rectas AD y BC se cortan en P. La paralela
a AD trazada por B corta DC en M. Sean 1, J, K y L los puntos medios respectivamente de AP, BP,
BM y BC. Pruebe que:
(i) 17 es paralela a AB ; (ii) KL ez paralela a CD 5
{iii) IJ y KL son paralelas.
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24) Se considera un triangulo ABC. Sea Al la bisecttiz interior del Angulo A. Sobre la recta AB se

considera el punto E tal que AE = AC y que A esté entre B y E. Dernuestre que la recta EC es paralela

a Al

25) Sea ABCD un paralelogramo. Demuestre que las bisectrices interiores de los angulos en A y en B de

- ABCD son perpendiculares.

26) Se considera un tridngulo ABC isdsceles en A, y un rombo BMCN, con BC una de sus diagonales.

Pruebe que los puntos A, M y N estan alineados.

27) Sea ABCD un paralelogramo. Sea E el punto de la recta AB tal que BE = BC y que B esté entre A

y E. La recta EC corta AD en F. Demuesire que el triAngulo CDF es un tridngulo isosceles.

28) ABCD es un cuadrado de 4 cm de lado. E

y F son puntos medios de los lados. BE es un.

arco de circunferencia de radio igual a la
longitud de BE. ; Cual es el area de la figura

sombreada?

29) Halle el radio de la circunferencia sabiendo

que: CB=4cm, AB=8 cm.

30) Se pretende repoblar con 60.000 arboles un
bosque quemado cuya forma se presenta en la
figura. Si cada arbol dispone de 1 m? de
superficie. ;Cuinto mide el petimetro del

campo?
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31) En una circunferencia, dos cuerdas
perpendiculares AB y CI} se cortan en un
punto E, como se indica en la figura. Halle la

longitud de la circunferencia sabiendo que:

AE =3, EB=2, CE=1y ED=6.

32) En el cuadrado ABCD) se dividioc AC en
cuatro partes iguales y OB en dos partes
iguales. Considere todos los tridngulos de la

figura y determine cudles tienen igual area.

33) El terreno ABCD de la figura tiene forma
de un trapecio rectangular y se dividié en tres
parcelas. La parcela I es un cuadrado y la
parcela Il es un rectangulo con area igual a %
de la del cuadrado. Todo el terreno tiene 3840
m? de drea y AD = 48 m. ; Cual es la longitud

de CD 7

34) Tres hermanos han heredado un campo
cuadrado que se divide como indica la figura,
pues en A existe un pozo de agua que todos
necesitan usar. ; Donde deben estar M y N para
que las tres superficies ABM, AMCN y AND

tengan igual area?
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35) Pruebe que si 2 y b son las longitudes de
dos lados de un triangulo y m, es la mediana

correspondiente al tercer lado c, entonces

mc<a-;-b )

36) Los alumnos de primer afic quieren hacer
en el patio de la escuela un arenero que tenga
forma de pentagono regular de manera que las
cinco macetas que estan ubicadas como indica
la figura, queden cada una en la mitad de un
lado del pentagono. Indique la ubicaciéon del

arenero.

37) Dado el cuadrado MNPQ de lado 1, sea A
el punto medio de MQ y D el punto medio de
NP. Sean los puntos B y C pertenecientes al
segmento AD tal que AB=CD =0,i993. O es
el centro del cuadrado y los arcos AD, AC, OC,
BD, BO son semicircunferencias. Halle el area

sombreada.
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Medias aritmética, geométrica, armonica y cuadratica.

Definicién.— Sean a y b niimeros reales positivos. Entonces:

m = =5— : media aritméticade ay b ; g = v/ab : media geométricadeay b;

a? +b?

7— : mnedia cuadratica de a y b.

: media arménica deay b; q=

1) Sean a y b dos nlimeros reales positivos. Sea

una circunferencia de centro O y de diametro M
AB=a+b. Sea C un punto de la recta

determinada por los puntos A, O y B de

manera que AG = a y UB =b.

(i) Demuestre que (ver dibujo)

m=0M, g=0CM,
h = MHA, q=CN. A
(ii) Justifique geomeétricamente las
desigualdades
h<g<m<gq.
i En qué casos se tiene una igualdad ? N

2) Sean un rectangulo de lados a y b, y un cuadrado de lado ¢. Determine ¢ en funcién de a y b en los
siguientes casos:

(i) El cuadrade y el rectangulo tienen el mismo perimetro (c es la media aritmetica de a y b);

(ii) Fl cuadrado y el rectangulo tienen la misma area (c es la media geométrica de a y b);

(iii) El cuadrado y el rectangulo tienen las diagonales de la misma longitud {c es la media cuadratica
de a y b);

{(iv) La razdn de las areas es igual a la de los perimetros (c es la media armoénica de a y b).

Problemas con Fasforos.

1) En la figura, cambiando de lugar séle 2 fosforos,

sin sacar ninguno, ; Cémo obtendra 4 cuadrados?

2) Quite 5 fosforos de manera tal que queden 5

triangulos iguales.
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