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El VI Seminario sobre Problemas de Frontera Libre y sus Aplicaciones tuvo lugar en €
Departamento de Matemética de la FCE de la Universidad Austral, en Rosario, del 16 a 18 de
Diciembre de 1998. Fue realizado con € apoyo del Proyecto de Investigacion Plurianual del
CONICET “Problemas de Frontera Libre para la Ecuacién del Calor-Difusion” y gracias a un
subsidio otorgado por el CONICET.

Los problemas de frontera libre son aquellos problemas de contorno donde interviene
ademas, una superficie incognita (la “frontera libre”) que separa dos 0 més regiones, sobre la cual
se conocen datos que dependen del modelo analizado. Segin & nimero de dimensiones del
espacio, en lugar de una superficie de separacion se podra tener una curva o un nimero finito de
puntos.

El avance considerable que se ha obtenido en € desarrollo tedrico de estos temas a nivel
nacional y sus potenciales aplicaciones a la industria (electropintura, envenenamiento vy
regeneracion de catalizadores, combustion de solidos; solidificacion de aeaciones binarias,
soldadura de metales; colada continua del acero; congelacién de aimentos en la industria
frigorifica; dmacenamiento de energia térmica de origen solar por cambio de fase; oxidacion del
zirconio y fusion del dioxido de uranio en reactores nucleares, en caso de accidentes; procesos de
ablacion térmica; difusion-consumo de oxigeno en tgjidos vivos, para € tratamiento médico de
tumores mediante la aplicacion de radiaciones; problemas de control Optimo ligados a procesos
con cambio de fase; solidificacién de suelos himedos; derretimiento de glaciares; crecimiento de
raices de cultivo; precio en las opciones americanas, etc.) impulsaron su realizacion,
prosiguiendo la linea de los Seminarios anteriores, con € objetivo de facilitar la interaccion entre
las personas y grupos de investigacion que trabajan en dichos problemas y en temas conexos, y
de despertar €l interésy promover € acercamiento de jévenes graduados.

COMITE ORGANIZADOR: Dr. L. A. Cdffardli, Austin - Texas (EEUU); Dr. E. A. Garcia,
Buenos Aires; Dr. D. A. Tarzia, Rosario (Coordinador); Ing. L. T. Villa, Salta; Dra. N. Wolanski,
Buenos Aires.

SECRETARIA LOCAL: Lic. A. C. Briozzo, Lic. G. G. Garguichevich, Ariel Lombardi, Lic. P.
R. Marangunic, Lic. M. F. Natale, Lic. E. A. Santillan Marcus (Coordinador), Lic. M. C. Sanziel

Esta segunda parte contiene cinco de las conferencias y comunicaciones presentadas. La
nominagenera seincluye, en orden cronologico, en MAT — Serie A, 3 (2001), pag. 42.
L os manuscritos fueron recibidos y aceptados en mayo de 2001.
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EL PROBLEMA DE HELE-SHAW COMO UN PROBLEMA LIMITE
PARA LA ECUACION DE LOSMEDIOS POROSOS

Omar GIL

Instituto de Mateméticay Estadistica“Prof. Ing. Rafael Laguardia”
Facultad de Ingenieria
Universidad de la Republica Oriental del Uruguay
Julio Herreray Reissig 565
11300 MONTEVIDEO, URUGUAY

omargil @fing.edu.uy

Resumen

En este trabgjo discutimos € comportamiento de las soluciones de la ecuacion de los medios porosos
U, = D(U™) cuando e exponente Mtiende a infinito. Para que la solucién de esta ecuacion esté determinada

fijaremos un dato inicial U, y, si e dominio W en el que se esté trabajando es distinto de todo el espacio, un
dato de borde gen la frontera de W. En este trabgo supondremos que ambos datos son no negativos.
Mostramos que en € limite se obtiene una evolucion que consiste en una proyeccion del dato inicial U, auna
funcion UO que satisface UO £ 1, seguida de una evolucion que corresponde a un problema de Hele-Shaw con

dato inicial UO y dato lateral g . La proyeccion inicial esta caracterizada por un problema variacional conocido
como €l problema de la mesa

Clasificacion: 35K 65, 35R35, 76505

Palabras clave: ecuacion de los medios porosos, problema de Hele-Shaw, problema de la mesa, capa limite.

Abstract

In this lecture we discuss the behaviour of solutions to the Porous Media Equation U, = D(U™) when the
exponent M goes to infinity. In order to completely determine the solution of the equation, initial data U, and,
in case the working domain W is not the whole space, boundary data g on the boundary of W must be given.
We will take both non negative. We show that the limit evolution is a projection of the initial data U, to some

function U, satisfying U, £ 1, followed by a Hele-Shaw evolution with initial data U, and boundary datag .
The initial projection is described by means of a variational problem known as the mesa problem.

AM S subject classification: 35K65, 35R35, 76S05

Key words. boundary layer, Hele-Shaw problem, mesa problem, Porous Media Equation.
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1. La ecuacién de los medios por 0sos

La ecuacion de los medios porosos (EMP)
u, = D(u")

aparece en la modelizacion de diversos fendmenos y es una las ecuaciones no lineales de
difusion que ha sido més ampliamente estudiada a partir de la segunda mitad del siglo pasado.
Por gjemplo, puede ser empleada para describir la filtracion de agua en un medio poroso. En
este proceso, la altura z = u(x, y,t) de la zona saturada obedece la ecuacion de Boussinesq,
que es justamente EMP cuando la dimension n del espacio es 2y el exponente m también es
igual a 2, ver [Be, GMOT]. El flujo laminar de gas en un medio poroso también puede ser
analizado por medio de EMP. En este caso tendremos n=3 y la densidad u obedece la
ecuacion con un valor de m3 2, que depende del proceso que estemos analizando através de
laley de estado

querelacionalapresion v conladensidad u, ver [M].

En lo sucesivo consideraremos soluciones no negativas de la ecuacion de los medios

porosos para m>1, definidas en un dominio W contenido en R". Prescribiremos un dato
inicial

u(x,0) =uy(x)2 0, xI W,
y, cuando lafrontera de W sea no vacia, un dato lateral
u™(x,t)=g(x)2 0, xI Iw, t>0.

Muchos aspectos dindmicos de la ecuacion, como la velocidad de propagacion finitay la
aparicion de fronteras libres, o interfaces, en la evolucion, son comunes todo el rango de
valores m> 1 parael exponente de la ecuacion. En efecto, s m > 1 la ecuacion de los medios
porosos es una ecuacion parabdlica que degenera en € nivel u=0, en & que se anula

también la difusividad D(u) = mu™". Esto produce la aparicion de una interface, o frontera
libre, que separa las regiones en las que ues positiva de aquellas en las que se anula. Esta

interface se propaga con una velocidad finita V, que puede ser calculada a partir de la
variable v por medio de la Ley de Darcy

V =-Nv,

que es en realidad una de las hipétesis dinamicas basicas que conducen a la obtencién de la
ecuacion de los medios porosos como modelo para diversos procesos de difusion. Por
conveniencia, utilizaremos los nombres densidad y presién para las variables uy v
respectivamente, aunque estemos trabajando con valores de m que no correspondan a ningiin
modelo fisico.



Omar Gil, El problemade Hele-Shaw ..., MAT — Serie A, 4 (2001), 1-10. 3

2. El problema de Hele-Shaw

El problema de Hele-Shaw es un modelo matemético bidimensional que describe el
movimiento de un fluido viscoso e incompresible confinado entre dos placas paralelas en una
celda delgada [EJ, ST]. La variable principal en la descripcion de este fendbmeno es la
presionv en € fluido. La presidn del aire se consideraigual a 0, y se desprecian los efectos
debidos a la tension superficial. La hipdtesis basica del modelo es que la dindmica esta
gobernada por la Ley de Darcy. Este hecho, junto con la condicion de incompresibi-lidad
N »/ =0 implican que la presién es una funcion arménica en el conjunto en que es positiva.

v=0
cuya evolucion esta gobernada por laLey de Darcy. Si e flujo transcurre en unaregion W del
espacio la evolucion estara determinada si se fija el valor de la presion en la frontera W de
W, inicialmente ocupada por €l fluido.

El modelo de Hele-Shaw tiene aplicaciones en la industria del plastico [Ri], y en
el ectromecanizado [MGR]. También puede ser considerado como un caso limite del problema
de Stefan a una fase en e que el calor especifico de la fase liquida es nulo [LR, V].
Consideraremos en esta nota la generalizacién natural de este problema a cualquier dimension
n.

3. El limite m® ¥ en el problema de enfoque

La conexion entre la ecuacion de los medios porosos y € problema de Hele-Shaw
resulta de utilidad en la descripcion del fendmeno conocido como enfoque, en que una
solucion de EMP evoluciona en forma tal que su frontera libre colapsa en un punto en un
cierto instante T . Existe una familia de soluciones radiales, autosemejantes de enfoque para
EMP que, escritas en lavariable presion v y parat <T tienen laforma

v(r,t) =(T - )? 1 (x), x=r(T-t)?,

donde f estasoportadaen unintervalo delaformax 3 x,. Esto hace que en cada instante t

el soporte de v sead conjunto r >x,(T - t)’, cuyainterfase se enfoca en € origen en tiempo
T . El exponente J =J (n,m) depende de la dimensién espacial ny € valor de m en EMP.
Si n=1 vae 1 para cualquier valor de m, pero estéd en el intervalo (1/21) s n3 2. El
hecho de que el exponente sea estrictamente menor que 1 produce cierta singularidad en el
momento del enfoque, porgue la velocidad de la interface se hace infinito en ese instante. El
céculo detallado del exponente J es, en consecuencia, de interés para la descripcion del
enfoque -un fendmeno fisico digno de estudio en si mismo- y paralateoria de regularidad de
EMP. Ver laintroduccion de [AGV] y sus referencias.

Para €l problema de Hele-Shaw hay soluciones autosemejantes explicitas de enfoque
con exponente J =1/2 s n3 2. Este es justamente € valor limite del exponente para la
ecuacion de los medios porosos, tal como establecemos en el siguiente teorema.

Teorema1[AGV]. S n3 2 entonceslim,g,J (n,m) =1/2.
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Ademés es cierto que los perfiles f de las soluciones de enfoque para EMP convergen alos
correspondientes a Hele-Shaw. Ver [AGV] por los detalles.

4. El limite m® ¥ cuando el datoinicial u, esta acotado por 1

Presentaremos ahora un andlisis del paso a limite m® ¥ para EMP en un contexto
més general. Hemos visto en los parrafos anteriores que la Ley de Darcy y la variable presion
aparecen como ingredientes fundamentales en la descripcion de la dindmica de los dos
model os que trataremos en este articulo, o que incluye la evolucidn de las fronteras libres. En
nuestra descripcién del limite la variable v tendrd un papel destacado. De hecho, elegiremos
escribir 1a ecuacion de los medios porosos en laforma

m

u, =Dv, v=u".

Lavariable v que acabamos de introducir no es exactamente la variable presion que aparece
en la Ley de Darcy, pero observemos que es “esenciamente”’ la misma variable para valores
grandes de m, que son justamente los que nos interesa considerar. Cuando el

exponentemtiende ainfinito larelacion v=u" se aproximaa grafo H definido por

’ (V):} [01], v=0,
i L v>0

en la regiéon u3 0, v3 0, del plano (u,v). En consecuencia, la evolucion limite estara
caracterizada por las ecuaciones

u, =Dv, ul H(v).

Este problema de evolucion, junto con la prescripcion de un dato inicial u, paralavariable
uy un dato lateral g parala v, eslaformulacion débil para el problema de Hele-Shaw que

consideraremos en esta nota. Una formulacién del problema de Hele-Shaw en término del
grafo H aparece yaen [dBF]. Los detalles acerca de la formulacién a que haremos referencia
en este trabajo pueden encontrarse en [GQ1]. Ver también [V].

Para enunciar nuestro proximo teorema llamaremos u,, a una solucion de la ecuacion
de los medios porosos con exponente m, y v, asu potencia u, .

Teorema 2 [GQ1]. Consideremos un dominio W con frontera acotada y suave, una funcién
u, medible y con soporte compacto que satisface 0£u, £1, y una funcion g3 0 que esla

restriccion al borde de W de una funcion de W™ (W) N L¥ (W) . Entonces existe un Gnico par
de funciones (u,v) que es solucion del problema de Hele-Shaw con dato inicial u, y dato
lateral g. Ademés, para todo T >0, las funciones v,, convergen en L'(W" (0,T)) a la
funcionv.
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El teorema que acabamos de enunciar provee una descripcion del comportamiento de las
soluciones de la ecuacion de los medios porosos para grandes valores de m cuando €l dato
inicial no supera el nivel 1. Observemos que e grafo H que aparece en el limite no admite
valores de umayores que 1. Por lo tanto, cuando la hipétesis u, £1no se satisface el dato

inicial debe “adaptarse” al grafo, o que provocaen el problema limite una proyeccion de u, a
una nuevafuncion U, que no supera el valor 1. Paravalores grandes de mesta proyeccion se
refleja en la aparicion de una capa limite que conecta las funciones u, y U, en unaescaa de
tiempos que presentaremos mas adel ante.

5. Formulacién variacional del problema de Hele-Shaw

Paramanejar e caso en que |u,|, >1 introduciremos una formulacion variacional del

problema de Hele-Shaw que puede obtenerse a partir de la formulacion débil que estamos
manejando. Si integramos respecto al tiempo la ecuacion u, = Dv obtenemos

u(xt) =u, + Dw(xt),
donde hemos definido w como
w(xt) = t@/(>,<s)ds.
0
La condicion de pertenenciaa grafo delasvariables uy v implica (1- u)v=0. Por lo tanto
lanuevavariable w debe satisfacer
(1- u, - Dw(xt))w, =0, 1- u,- Dw(xt)3 0, w3 0.

En realidad puede mostrarse que la primeraigualdad se satisface s ponemos w en lugar de su
derivada respecto al tiempo w, , por lo que se tiene

(1- u,- Dw(xt))w=0, 1- u,- Dw(xt)2 0, w3 0.

Remitimos al lector a [GQ1] por una prueba detallada de este Ultimo paso. Sin embargo,
digamos que la posibilidad de pasar a unaformulacién con w en vez de w, puede verse como

consecuencia de una “propiedad de retencion ” para el problema de Hele-Shaw que asegura
que unavez que lavariable v = w, tomaun valor positivo en un cierto punto del espacio para

un cierto tiempo t continua siendo positiva en ese punto para todos |os tiempos posteriores.
El conjunto de condiciones sobre w que hemos obtenido, junto con |os datos de borde
w(x,t) = g(x)t, xT W, t3 0,
que provienen de integrar respecto a tiempo la condicion v=g en W, congtituyen una

nueva formulacién para el problema de Hele-Shaw ala que nos referimos como formula-cién
variacional del problema de Hele-Shaw. Esta formulacion variacional para €l problema de
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Hele-Shaw generaliza ligeramente la que fue introducida en el trabajo [EJ]. En [EJ] sdlo se
consideran funciones indicatrices de conjuntos como dato u, para €l pro-blema, lo que es
equivalente a prescribir la region W, del espacio ocupada iniciamente por € fluido. La
flexibilidad que permite considerar cualquier funcién con recorrido en [0,1] como dato para
Hele-Shaw nos seraimprescindible para analizar el limite de EMP.

Por cierto, esta nueva formulacién es equivalente a la formulacion débil, y también
caracteriza la evolucion, cuando el dato inicia u, satisface u, £1. Notemos que, bajo esta
hipotesis, para t =0 obtenemos que lafuncion w(x,0) © O satisface todas las condiciones del
problema, incluidas las condiciones de borde. Si el dato lateral g es distinto de cero entonces
para tiempos positivos la condicion de borde para w ya no es nula, y la funcion w(x,t)

recoge lainformacion sobre la evolucion posterior debida ala presencia de un dato de frontera
no trivial.

6. El limite cuando |u,[, >1

Comencemos por observar que cuando el dato u, supera el valor 1 la funcion
w(x,0) ° 0 ya no es solucion para la formulacion variacional en t =0, porque la condi-cion
1- u, - Dw(>0) 3 0 no se satisfaria. En cambio, paralasolucion w(x0) del proble-masetiene
que

Uy = Uy + DW(>0)

satisface la condicion U, £1 de compatibilidad con el grafo que vincula las variables u y v
del problema de Hele-Shaw. Esta proyeccion de u, a U, es conocida como el problema de la

mesa, que aparece en la descripcion del limite m® ¥ paralaecuacion de los medios porosos

en los casos en que el dominio W es todo el espacio R", o el dato de frontera sobre W es
nulo . Ver [BBH] y sus referencias.

El problema limite evoluciona a partir de este nuevo dato inicia U, y lo que
observamos es una solucién del problema de Hele-Shaw en W, con dato lateral gpara v y
dato inicial u(x,0) =U,(x). Vemos entonces que e problema limite consiste de una
proyeccion instantanea del dato inicia u, a U,, seguida de una evolucién gobernada por

Hele-Shaw. Notemos que la descripcion variacional del problema es capaz de dar cuenta de
ambos fendmenos, pero no la forma débil. De hecho, no existe solucion para la formulacion

débil del problema de Hele-Shaw cuando se tiene que el dato inicial satisface |u,|, >1,y en

la descripcion del limite m® ¥ para la ecuacion de los medios porosos es necesario
incorporar una descripcion independiente del proceso de proyeccidon del dato inicial s se
desea expresar €l problema limite en términos de su formulacién débil. Recogemos el
contenido de esta discusion en nuestro proximo teorema, que es una extension del Teorema 2
en varios sentidos.
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Teorema 3 [GQZ2]. Consideremos un dominio W con frontera acotada y suave, una funcion
u, medible, con soporte compacto, no negativa y acotada, y una funcién g3 0 que es la
restriccion al borde de W de una funcion de W2 (W) N L* (W) . Sea T, la proyeccion de u,en
el sentido del problema de la mesa. Sea (u,v) € par que es solucién del problema de Hele-
Shaw con dato inicial U, y dato lateral g. Entonces, para todo T >t >0 las funciones
u,,(xt) convergen en L'(W) a u(xt),y las funciones v, convergen en L'(W" (t,T)) a la
funcionv. El par (u,v) puede cacularse a partir de la funcion w que aparece en la
formulacion variacional del problema de Hele-Shaw por las formulas
u(xt) = u, + Dw(xt), V=W, .

7. Lacapalimite

Hemos visto entonces que el caso en que |u,|, >1 produce para el problema limite

una transicion instantdnea del dato inicial a un nuevo dato U, tal que |G,|, £1. Paravalores

grandes de mesto corresponde a la formacion de una capa limite que conecta ambos estados.
La evolucion dentro de la capa limite tiene una escala de tiempos muy rapida, que en el limite
m® ¥ seve como e colapso instanténeo de todas las porciones del dato inicial que estan
por encima del nivel 1. Para conjeturar cudl es la escala de tiempo y las variables adecuadas
para la descripcion de la capa limite introduciremos una variable temporalt (t) y una

expresion de u en esta escala de tiempo definida por

U, (x,t) =u,(xt (t)).
Entonces

Uy (X, 1) = U, (X0 ()" (t) = D(t " (Hug(x,t (1)) .

Esto sugiere definir t (t) =t™ /(m+1) y

V., (x1) =t"u,(x,1)
de modo que las nuevas variables también satisfacen la ecuacion U, = Dv. Notemos que en
este caso la relacion que deben sdatisfacer las variables U y Vv en € limite es

u(xt)T H, (v(xt)), donde H, esel grafo mondtono definido por

[0,1/ t], v=0,

i
H.(v) =i
() P, vso

Si integramos respecto al tiempo la ecuacion para las nuevas variables, introducimos
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t
w(xt) = ¥ (xs)ds.
0
y repetimos el razonamiento que nos llevd alaformulacion variacional en la escala de tiempo
original obtenemos, en el limite m® ¥ , las siguientes condiciones sobre w :
(1/t- u, - Dw(xt))w=0, 1/t- u, - Dw(xt)2 0, w3 0.

La condicién de borde para W esta dada, para 0<t £1 y m finito, por

. 3 g(X)tm+1 R

w(x,t)=———, x| W.

(1) m+1 f

Naturalmente, la condicion de borde en el limite es que W debe anularse sobre la frontera de
W. A este problema limite que se obtiene para cada tiempo t con condicion de borde nulalo

[lamaremos problema de la mesa a altura 1/t . Estamos ahora en condiciones de enunciar €l
teorema que contiene la descripcidn de la capa limite.

Teorema 3 [GQ?2]. Bgjo las mismas hipdtesis que el Teorema 2 llamemos W alafuncion que
resulta de resolver e problema de la mesa a altura 1/t paralafuncion u,, e introduzcamos

u(xt) = u, + DW(xt), Vv =W,. Entonces paratodo t1 (0,1] las funciones U, (%t) convergen
en L'(W) a U(xt) . Lasfunciones v, convergenen L'(W" (0,1)) a lafunciéonv.

Vale la pena observar que nuestra descripcion de la capa limite contiene la conexion con la
escala de tiempo original, ya que € resultado fina de la evolucion dentro de la capa limite,
que se obtiene para el valor t=1 en la escala de tiempos correspondiente, se obtiene
resolviendo €l problema de la mesa a atura 1, que es justamente el que caracterizaba la
proyeccion del dato inicial u,.

8. El comportamiento de los soportesen € limite m® ¥

Un aspecto relevante de la teoria de la ecuacion de los medios porosos tiene que ver
con la velocidad finita de propagacion que tiene la ecuacion, lo que provoca que si € dato
inicial u, tiene soporte compacto entonces también lo tiene la solucion u,, (xt) para los
tiempos posteriores. Resultaimportante entonces conocer como evoluciona el soportede u,, a
medida que pasa e tiempo. Al considerar la ecuacion de los medios porosos hemos
introducido dos variables u., y Vv, cuyos soportes coinciden, ya que larelacion que hay entre
ambas es simplemente una potencia. Sin embargo, en el problema limite larelacién entre u y
v es la pertenencia a un cierto grafo, y bien puede ocurrir -cosa que realmente sucede en
algunos gemplos- que v se anule en regiones en las que u es positiva, lo que hace que los
soportes de ambas variables puedan ser muy diferentes. Para valores de m grandes los
soportes de u,,, y v,, Seaproximan aun cierto conjunto S que es esencialmente el soporte de

u. Daremos la caracterizacion precisadel conjunto S definiendo sus secciones S(t) atiempo
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constante en términos del dato inicial u, y la funcion w que aparece en la formulacion
variacional del problema limite como

S(t) ={u, > O} E {w(xt) > 0}.

En la escala de tiempos de la capa limite ocurre algo andlogo, con un conjunto a que
llamaremos S y que describiremos en términos de u, y W. Introducimos entonces S por
medio de

S(t) ={u, >0} E {w(xt) > 0}.

Nuevamente, la interpretacion heuristica de S(t) es que se trata de los puntos del espacio en
que lafuncién U(xt) espositiva.

Teorema 4 [GQ2]. Sea u,unafuncion continuay de soporte compacto. Entonces

Iim, o {u,(xt) >0} =S(t), t>0;
lim, o, {0, (xt) >0} =S(t), O0<t£1,

en el sentido de la convergencia respecto ala distancia de Hausdorff.
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Abstract. Single nutrient uptake by a growing root system is often estimated by the Barber-Cushman
model. The model solves the coupled equations of transport in the soil and absorption of nutrient by
roots in fixed domains. This study was conducted to determine whether a moving boundary model,
accounting for increasing root competition, could improve predictions of nutrient uptake. Our model
includes assumptions of the Barber-Cushman model and the moving boundary approximation. The
model predicts nutrient uptake by coupling nutrient flux to roots and nutrient absorption on a variable
domain in time. The model output was compared with measured uptake of Mg, K, P and S by various
crops and soils by using experimental data obtained from the literature. Predicted Mg, K, and P uptake
by pine seedling was close to that observed for K and P although for Mg the predicted uptake show
deviations similar to those of the Barber-Cushman model. Predicted S uptake by wheat in different soils
was better at least in ten out of eighteen measured cases. The moving boundary model appears to
provide a better description of coupling between transport, absorption of nutrient and root growth than
the Barber-Cushman model, and it improve the prediction for nutrient uptake in some tests.

Key words: Nutrient uptake, moving boundary model, Barber-Cushman model, growing root, heat
balance integral method

Resumen. La toma de nutrientes monoespecie es a menudo estimada por el modelo de Barber-Cushman.
Este modelo resuelve el conjunto de ecuaciones acopladas de transporte y absorcion de iones por raices
sobre dominios fijos. Se realizo un estudio para determinar si un modelo de frontera movil, el cual tiene
en cuenta competencia de raices, podria mejorar las predicciones de la toma de nutriente. Nuestro
modelo incluye las suposiciones del modelo de Barber-Cushman y agrega la aproximacion de frontera
movil. El modelo predice la toma de nutriente a través del acoplamiento del flujo de nutrientes hacia la
raiz y la absorcion de los mismos sobre un dominio variable cuya variacion es conocida en el tiempo. La
salida del modelo fue comparada con tomas medidas de Mg, K, P y S por diversos cultivos y suelos
utilizando valores experimentales obtenidos de la literatura. Tomas predichas de Mg, K y P por
plantines de pino fueron muy cercanas a la medidas para K y P aunque para Mg la toma predicha
presentd desviaciones similares a la toma predicha por el modelo de Barber-Cushman. Las tomas
predichas de S por trigo en diferentes suelos fueron mejores al menos en diez de dieciocho casos
testeados. Asi, el modelo de frontera movil parece proveer una mejor descripcion del acoplamiento entre
transporte, absorcion de nutriente y crecimiento de raices que el modelo de Barber-Cushman y mejora
las predicciones de la toma de nutriente en algunos tests.

Palabras claves: Toma de nutrientes, modelo de frontera movil, modelo de Barber-Cushman,
crecimiento de raices, método del balance integral calorico.

AMS Subject Classification: 35R35, 35C15, 35K20, 80A20
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Introduction

Nutrient uptake has been evaluated through diffusive and mass flow models which are based
on numerical approximation in fixed domains of differential transport equations in soils coupled
with absorption kinetics by roots (Cushman, 1979, Barber, 1995). These models estimate the
nutrient concentration at the root-soil interface and the resulting nutrient uptake. Other models
assume the root surface behaves like a zero-sink, therefore nutrient uptake is determined by the
rate of nutrient supply to the root surface by mass flow and diffusion. In these models, the
radius of finite cylindrical soil volume assigned to each root declines with increasing root
density (Hoffland, 1990). In other models, analytical solutions (Nye and Tinker, 1977) were
used for calculating the volume of the soil allocated to each root and the concentration at root
surface including a depletion zone that increased with time until it reached the non-transfer
boundary (Smethurst, 1993). Recently, we have formulated free boundary models for root
growth (Reginato et al., 1990, 1991, 1993a), i.e., analytical models through which it is possible
to compute nutrient concentration at the root-soil interface and root growth rate (a priori an
unknown function of time). This fact allows us to postulate a new model of nutrient uptake
due to the transport and absorption of ions from a more dynamic point of view. This new
model differs from our previous ones as the root growth rate is now plugged in as known
function of time, the same as the Barber-Cushman model. Thus, the goal of the present work is
to evaluate a moving boundary model for nutrient uptake which takes into account an
increasing root competition for nutrient uptake from the soil by a growing root system
combining ion transport, absorption kinetics and root growth simultaneously.

A one-dimensional model is considered, i.e., a single cylindrical root in a soil where it is
assumed that the conditions of moisture, light and temperature are controlled (like in a growth
chamber). With these assumptions, the following one-dimensional nutrient uptake model
through a moving boundary problem to one phase (the soil) (Crank, 1984, Tarzia, 2000) in
cylindrical coordinates is proposed:

o°’C 10C _oC

Dar +D(1+ )——————5, s, <r<R(t), 0<t<T (1-a)
C(r,0)=9(r), s, <r<R (1-b)
—Db%C(R(t),t)+voC(R(t),t):0 , 0<t<T (1-c)
0 B k,[C(s,,t)-C,]
DbarC(so’t)+VOC(so’t)—1+ka[C(So,t)—C"] , O0<t<T (1-d)
Jm
R(t)=R, 0<t<T (1-e)

()

where 7 is the radial distance from the root axis [m], ¢ is the time [s]; 7 is the maximum time
for which the system has solution [s], C. is the concentration for which the net influx is null
[mol m ]; v, is the mean effective velocity of soil solution at root surface [m s™']; b is the buffer
power, D is the effective diffusion coefficient [m” s, k. (= J../ K.) is the absorption power of
nutrient [m s’]; J,, is the maximum influx at infinite concentrations [mol m? s}; K., is the
concentration at which influx is J,/2 [mol m™]; R(?) is the variable half distance between root
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axes at time 7 [m], ¢ is the initial concentration defined in [s, R(#)] [mol m-s], R, is the initial
half distance between root axes [m], s, is the root radius [m], /(?) is the root length as a
function of time [m], and /; is the initial root length [m]. The parameter &, is given by
g,=v_s /Db[dimensionless]. In our model, all coefficients are assumed to be constant.

Equation (1-a) represents the ion transport equation in the soil. Condition (1-b) corresponds to
the initial concentration and Condition (1-c) is the boundary condition representing null flux on
the moving boundary R(?) that is a priori a known function of time. Condition (1-d) represents
the mass balance at the root surface where the ions arriving are incorporated through
absorption kinetics. Equation (1-¢) gives us the moving R(?) as a function of the instantaneous
root length /(z), which is known a priori. This expression is obtained assuming a fixed volume
of soil and relating R(?) with the instantaneous root length (which is a special function
according to method used to estimate longitudinal root growth, i.e., linear, exponential,
sigmoid, etc.), that is, assuming that the available soil volume at time ¢ results from the
difference between the available soil volume at initial time # = 0 and the grown root volume at
time ¢, i.e., if R, is the initial half distance between roots, /, is the initial root length and /(?) is
the root length at time t, then we have

Vsoil,,,._, = V

soil

-V,

t=0 root ‘ t=1

that is
sl|R?* () -2 |=n 1, |R2 -2 |-z s ey -1,

Thus, after elementary manipulations the condition (1-e¢) is obtained. Equation (l1-e)
characterizes the moving boundary approximation and replaces a second equation in (1-d),
which was postulated, in our previous free boundary models.

The model is solved by applying the integral balance method (Goodman, 1958, Reginato et al.,
1993b). So, the partial differential equation (1-a) is integrated in variable 7 on the domain (s,,
R(1)). Moreover, by using an analogous methodology as used in phase-change processes, the
following expression for C(r, ¢) is proposed:

Clr.t)= Wr)[z +ﬂ(t)(1- R;t )) } )
with:
P(r)=Cpe*®™), a:gfi 3)
S

where Cr is the initial ion concentration in soil solution at r = R, [mol m™]. Expression (2) for
the concentration verifies the initial (1-b) by taking £(0)=0 and boundary (1-c) conditions.
So, after some elementary and long manipulations, and taking into account the particular case
of an linear root growth, the following differential equation for f#) was obtained (see Reginato
et al., 2000).
dp(t) _E(R(1).B(1))
dt F(R(1))

: B(0)=0 4)

with:
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The system (4) is solved through the Runge-Kutta method for ordinary differential equations,
which was implemented in a FORTRAN program on a personal computer.

Total nutrient uptake can be obtained from the following formula, which can be considered as
a modified version of the Cushman formula (Cushman, 1979; Claasen and Barber,1976)

U= 2ns,,1,,t:f" J(t)dt+27s, :J‘m [J‘m Jc(t)dt};(t)dt )

£ [C(s.0)~C.]
+ ka [C(So,t) —CH]
J

t=t

with J (¢)=
1

where J; (?) is the influx, ;(t) is the longitudinal root rate growth and U is computed from ¢ =0
10 I = lmux.

Results and Discussion

The model was tested with experimental data extracted from the literature. Thus, uptake of
Mg, K and P for loblolly pine seedlings during 180 days in a modified A horizon soil mesic
Typic Hapludult (Kelly et al., 1992), was estimated. The comparison between the Barber-
Cushman prediction using the NUTRIENT UPTAKE program (Oates and Barber, 1987) and
the estimation of the present model, i.e., the moving boundary model, assuming a linear root
growth with time is shown in Table 1.

Table 1. Mg, K and P uptake by pine seedling: observed vs. predicted by Barber-Cushman and moving
boundary models

Predicted uptake (mmol pot )
Nutrient ~ Observed uptake (mmol pot ')  Barber-Cushman Moving Boundary

Model (1) Model (2)
Error (1) Error (1)
Mg 1.617 0.625 61.3 0.680 (%) 571
K 6.663 6.285 56 6.653 (*) 0.15
P 1.332 1.185 11 1302(*) 225

(1) Source: Kelly et al. 1992

(2) Source: Present paper

(1) Relative error = [(Observed uptake - predicted uptake)/Observed uptake] x 100.
(*) The value obtained by the moving boundary model represents a better prediction

Predicted uptakes improved in all cases, although for Mg uptake the same deviations showed
by the Barber-Cushman model persisted, probably because high J, values obtained from
solution studies are responsible for underprediction of Mg uptake by crops (Rengel et al.,
1990). Thus, both models can be improved taking into account .J, values obtained from soil
studies. The nutrient uptake predicted by our model can be improved in its theoretical aspects.
In this respect, the limitation of these models is that both consider the absorption of only one
nutrient explicitly without taking into account the simultaneous absorption of ions and the
possible coupling with other ions in the absorption. This last fact suggests the need for a model
that simultaneously takes into account the interactions among nutrients, as for example, by
using competitive kinetic absorption.
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Moreover, the model is tested with data of S uptake by wheat grown on Norwood silt loam
(Typic Hapludalf) and Mhoon silty clay loam (Typic Fluvaquent) for a period of 24 and 17
days, respectively, under glasshouse conditions (Delgado and Amacher, 1997). The
NUTRIENT UPTAKE program (Oates and Barber, 1987) and the present model were used
for the input data. The predicted uptakes using a linear root growth are shown in Table 2.

Table 2. S uptake by wheat: observed vs. predicted by Barber-Cushman and moving boundary models
Source: Delgado and Amacher, 1997 (We have extracted their predicted S uptake by using .J,, obtained
from soil studies)

Observed Predicted uptake (mmol pot ')
Crop (Soil) Uptake  Barber-Cushman Model Moving Boundary Model
(mmol pot™) (1) (2)
Error (1) Error (1)
Wheat (Norwood +) 0.02557 0.004678 81.7 0.00749 (*) 70.7
0.0287 0.02969 34 0.02684 6.5
0.0452 0.05925 31 0.0532 (™ 17.7
0.06923 0.09355 351 0.0746 (%) 7.75
0.08358 0.1294 54.8 0.099 (*) 184
Wheat (Norwood) 0.01091 0.004678 571 0.00822 (*) 24.6
0.0234 0.03119 333 0.02966 (*) 26.7
0.0452 0.0701 55 0.06599 (*) 46
0.0561 0.106 889 0.08624 (*) 537
0.0977 0.145 484 0.1141 (™ 16.8
Wheat (Mhoon +) 0.08576 0.09048 55 0.01247 853
0.1356 0.2089 54 0.01383 89.8
0.229 0.3071 34 0.01477 93.5
0.2426 0.4288 76.7 0.01577 935
Wheat (Mhoon) 0.0555 0.02807 49 4 0.01913 65.5
0.08358 0.05519 33.9 0.03627 56.6
0.0764 0.08731 14.3 0.05137 32.7
0.08358 0.1185 41.8 0.06883 (*) 17.6

(1) Relative error = [(Observed uptake - predicted uptake)/Observed uptake] x 100.
(*) The value obtained by the moving boundary model represents a better prediction

The moving boundary model provides a better prediction in ten cases for a total number of
eighteen predictions. We remark that for Norwood soils the comparison between the predicted
uptakes by the Barber-Cushman model and the predicted uptakes by our model shown that the
present model overpredicts 1.27 times the observed uptakes while the Barber-Cushman model
overpredicted 1.72 times the observed values. This fact is shown in Figure 1. For the Mhoon
soils, the predictions are poor. On the other hand, for long periods of time as accounting for K,
P and Mg our model makes better predictions. We remark that the validity of the root
competition assumption for the soils considered in the tests is justified because the depletion

radius (r, =35, +2JDt following Baldwin and Nye (1974)) equals to the instantaneous half

distance between root axes R(?) in few days (Aprox. three or four days for the soils
considered). Thus, the moving boundary model could be a good alternative method for the
prediction of nutrient uptake.
References

Baldwin, J.P. and P.H. Nye. 1974. A model to calculate the uptake by a developing root system or



16  Reginato — Tarzia, Moving boundary model for nutrient uptake ..., MAT — Serie A, 4 (2001), 11-16.

root hair system of solutes with concentration variable diffusion coefficients. Plant Soil 40:703-706

Barber, S.A. 1995. Soil Nutrient Bioavailability: A Mechanistic Approach, 2nd Ed. J. Wiley, New
York.

Claassen, N., and S.A. Barber. 1974. A Method for Characterizing the Relation between Nutrient
Concentration and Flux into Roots of Intact Plants. Plant Physiol. 54:564-568

Claasen, N, and S.A. Barber. 1976. Simulation model for nutrient uptake from soil by a growing
plant root system. Agron. J. 68:961-964

Crank, J. 1984. Free and Moving Boundary Problems. Clarendon Press, Oxford

Cushman, J H. 1979. An analytical solution to solute transport near root surfaces for low initial
concentrations: I. Equation development. Soil Sci. Soc. Am. J. 43:1087-1090

Delgado, J.A., and M.C. Amacher. 1997. Modeling the uptake of sulfur by crops on three alluvial
soils of Louisiana: wheat, Commun. Soil Sci. Plant Anal. 28:225-236

Goodman, T.R. 1958. The heat-balance integral and its applications to problems involving a
change of phase, Transf. of the ASME 80:335-342.

Hoffland, E., H.S. Bloemhof, G.R. Findenegg, P.A. Leffelaar, and J. Nelemans. 1990. Simulation
of nutrient uptake by a growing root systems considering increasing root density and inter-root
competition. /n Plant Nutrition-Physiology and Applications. Ed. M.L. van Beusichem, 9-15. Kluwer
Academic Publishers, Dordrecht, The Netherlands.

Kelly, JM., S.A. Barber, and G.S. Edwards. 1992. Modeling magnesium, phosphorus and
potassium uptake by loblolly pine seedling using a Barber-Cushman approach. Plant and Soil 139:209-
218

Nye , PH, and P.B. Tinker. 1977. Solute movement in the soil-root system. Blackwell Scientific,
Oxford, England

Oates, K. , and S.A. Barber. 1987. Nutrient uptake: A microcomputer program to predict nutrient
absorption from soil by roots. J. Agron. Educ. 16:65-68

Reginato, J.C., D A. Tarzia, and A. Cantero. 1990. On the free boundary problem for the
Michaelis-Menten absorption model for root growth. Soil Sci. 150:722-729

Regmato, J.C., D.A. Tarzia, and A. Cantero. 1991. On the free boundary problem for the
Michaelis-Menten absorption model for root growth. High concentrations. Soil Sci. 152:63-71

Regmato, J.C., D A. Tarzia, and M.A. Dzioba. 1993a. Analytical study of the effect of some soil
and plant parameters on root growth due to absorption of one mobile ion: A free boundary model. Plant
and Soil, 157:185-196

Reginato, J.C., and D.A. Tarzia. 1993b. The balance integral method applied to root growth of
crops. Int. J. of Eng. Sci. 31:61-70

Reginato, J.C., M. C. Palumbo, Ch. I. Bemardo, 1. S. Moreno y D. A. Tarzia. 2000. Modeling
Nutrient Uptake Using A Moving Boundary Approach. Comparison with the Barber-Cushman Model.
Soil Science Society of America Joumal, 64(4):1363-1367

Rengel, Z. and D. L. Robinson. 1990. Modeling magnesium uptake from an acid soil. II. Barber-
Cushman model. Soil Sci. Soc. Am. J. 54:791-795

Smethurst, P.; and N.B. Comerford. 1993. Simulating nutrient uptake by single or competing and
contrasting root systems. Soil Sci. Soc. Am. J. 57:1361-1367

Tarzia, D.A. 2000. A bibliography on moving-free boundary problems for the heat-diffusion
equation. The Stefan and related problems. MAT-Serie A, Rosario, # 2 (with 5869 titles on the subject).
See www.austral.edu.ar/MAT-SerieA/2(2000)/




MAT —Serie A, 4 (2001), 17-22.
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RESUMEN. En el presente trabajo, dentro del amplio espectro de procesos que pueden
encuadrarse en el tipo de problemas consignado en €l titulo, se hatomado en consideracién
solo un caso especifico sencillo de modelar cual es el referido a un fendmeno isotérmico de
disolucion de sdlidos no porosos en liquidos.

El término reaccion se ha conceptualizado seglin su acepcion mas amplia que es la
correspondiente a de transformacion.

Se andizan las digtintas etapas involucradas en el proceso en cuestion desde el
momento en que ambas fases se ponen en contacto. Asimismo, los correspondientes
regimenes cinéticos emergentes segin cual sea la etapa controlante de la velocidad de
disolucion.

Se toma un determinado tipo de régimen parailustrar el modelado y simulacion de la
solucion matemética del problema en un caso especifico.

Palabras Claves: Disolucién - transformacion - particulano porosa - régimen cinético.

ABSTRACT. In the present, from the lot of process which allows a free boundary problem as
a descriptive model, a simple specific case, such as the isothermal nonporous solid - liquid
dissolution is considered.

The term reaction has been considered in its more general aception which is as a
transformation.

The different stages implied in the process are analized. Also, the corresponding
kinetical regimes comming out according to the controlling step on the dissolution velocity.

A determinated type of regime is take into account in order to illustrate the modelling,
and the smulation of the corresponding mathematical solution for a specific case is obtained.

Key Words: Dissolution - Transformation - Non porous particle - Kinetical regime.

INTRODUCCION

Desde los trabajos pioneros en el tema ala por 1896 hasta la fecha la cinética de la
disolucion de sdlidos en liquidos es un tema que ha despertado el interés de prominentes
cientificos e ingenieros. De acuerdo con Rice y Jones (1979), su historia es rica en paradojas y
debates manifiestos, pudiendo decirse que desde comienzos del siglo xx se viene realizando
un esfuerzo cientifico considerable, dirigido principalmente a establecer si el mecanismo de
disolucion del solido es controlado por la cinética de la superficie o de la difusion.
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ECUACIONES FUNDAMENTALESDEL MODELADO
Balance de masa del reactivo sdlido en la particula

Consideramos €l caso de una particula solida constituida por un reactivo B que en
presencia de un disolvente A se transforma en un soluto liquido:

Aw)
Bg U Bw) (1.1)

Para este caso, tal como ha sido demostrado por Quiroga et a. (1996), la variacion que
experimenta la masa de B en la particula reactante, debida Unicamente a la interaccién
fisicoquimica que experimenta con el fluido A que larodea, puede expresarse como:

AX_Wmg Ny (1.2)
d M

en la cua han quedado excluidos los fendmenos de disgregacién o de rotura que puede
experimentar la particula, como asi también los de aglomeracion o de sinterizacion con otras
particulas. X, y Ng han sido definidos como

M°-M
X = 13
M (13
Ng = Kc (CBW - CB) (1-4)

donde Cgy es la concentracién molar de soluto sobre la superficie W de la particula

Formulacion de W para particulas no porosas, constituidas por un solido reactivo puroy
superficieinterfacial uniformementereactiva

Cuando la particula esta formada por un solido reactivo puro no poroso y la superficie
interfacial presenta un mismo grado de reactividad en toda su extension, su superficie externa
Wy X se hallan vinculados por la siguiente ecuacion

w= W (1 - x)™em (1.5)
y, Wy M?, por lasiguiente
W _2(1+m
M Mg

Donde ¢° es la menor de longitudes caracteristicas de la particula, y m es un coeficiente de
forma, cuyos vaores son m = 0, para laminas, m = 1, para agujas, m = 2, para esferas o
particulas que se transforman homotéticamente
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Relacion devinculoentreCgy X

Cuando la disolucion tiene lugar en un contactor del tipo tanque agitado discontinuo,
Cs Y X quedan vinculados entre si por la siguiente ecuacion:

Cs=C,YX (1.7)

Donde C; es la concentracion molar de saturacion del soluto; e Y es e factor de saturacion,
definido como

0
y=_M__ (1.8)
mBCBVL

REGIMENES CINETICOS

La disoluciéon de sdlidos en liquidos, es un proceso que se desarrolla en estado no
estacionario, y desde e punto de vista de la cinética quimica, se caracteriza por € hecho de
que en su velocidad se hallan involucradas un conjunto de etapas en serie, |as cuales deben ser
analizadas desde el mismo momento en que ambas fases se ponen en contacto. Para el caso
particular de la disolucion de una particula solida no porosa en contacto con un solvente
liquido, estas etapas son las siguientes:

Etapa (D. 1): Adsorcion del disolvente.

Etapa (D. 2): Disociacién del sdlido en iones o moléculas (formacion del soluto).

Etapa (D. 3): Desorcion del soluto.

Etapa (D. 4): Interdifusion del solvente y del soluto a través de la capa limite que
rodea ala particula

En todos | os casos, |a velocidad observada de la disolucién es dada por lavelocidad de
la etapa mas lenta, dependiendo cada una de estas de un conjunto de variables, como por §. :
las propiedades fisicoquimicas de las especies quimicas (concentracidn, viscosidad,
coeficiente de difusion, etc.); la temperatura; la velocidad relativa entre las fases; y € tamarfio
y laformade particula.

A través de todas estas etapas y de las variables que determinan sus respectivas
velocidades, es posible prever que mientras dura la disolucion de la particula, su velocidad
proceda en alguno de |os regimenes siguientes:

Régimen | o régimen de control por transferencia de masa: la velocidad de la disolucion
es controlada por lavelocidad de |a Etapa (D.4).

Régimen |1 o régimen de control quimico: La velocidad de la disolucion es controlada por
laetapa (D.2) o, através de un mecanismo combinado, por las velocidades de |as Etapas (D.1)
a(D.3)

Régimen 111 o régimen de control mixto Las velocidades de las Etapas (D.1) a (D.4) son
todas del mismo orden de magnitud.
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Es de destacar que, mas all4 de los diversos regimenes postulados para interpretar el
fendbmeno tal cua se ilustr6 precedentemente, desde el punto de vista macroscopico, la
caracteristica comun es de que se tiene un frente movil (frontera libre) (por ejemplo €l radio
instantédneo de la particula que se va disolviendo). La dindmica de la frontera libre y en
consecuencia la del grado de transformacién o conversion del solido, tendra que ver con la
oportunidad o no del régimen propuesto en relacion a hecho real.

MODELADO DE DISOLUCION EN REGIMEN |

Si la velocidad de la disolucién es controlada por la velocidad de transferencia de
masa del soluto desde la superficie interfacial hacia el seno de la fase liquida, o del solvente
desde el seno de la fase liquida hasta la superficie interfacial, entonces puede suponerse que
las velocidades de las Etapas (D.1) a (D.3) son altas, y por consiguiente, en cortos tiempos de

contacto, Cgw alcanza el valor de Cy, resultando asi:
NB = KC (C:3 - CB) (19)

El cual es un modelo propuesto en (1897), y fue posteriormete adoptado por una cantidad de
investigadores que les sucedieron. Si bien es cierto que el cumplimiento de la hipétesis Cgw =
C, sehaobservado experimentalmente en NUMerosos casos, como veremos luego, su validez

no es estrictamente universal, sino que depende de la velocidad con que Cgw acanza el punto
de saturacion.

Por combinacion de las ecs. (2), (4), (5), (7) y (9), se obtiene

Z—T: (1+m)h,(1- YX)(1- x)ﬁ (1.10)
con h. definido como
=2t L1y
B

APLICACION DEL MODELO AL TRATAMIENTO DE DATOS
EXPERIMENTALES

Tomando datos difundidos en la literatura para el caso de la disolucién de cloruro de
sodio (sal comun ) en agua (se suponen particulas esféricas: m = 2) en condiciones tales que
el parametro Y del modelo es pequefio, a continuacion se presenta gréficamente el resultado
de simular laresolucion de la ecuacion (1.10) sujetaalacondicion inicia X (0) = 0.

Los resultados se ilustran en las figuras 1 y 2. Con referencia a tales figuras se pueden
confrontar valores experimentales de la conversién en funcion del tiempo de evolucion del
proceso.
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NOTACION

A = disolvente

B = soluto

Cg = concentracién molar del soluto en € seno de lafase liquida, Kmol/m®

Caw = concentracién molar del soluto sobre la superficie externa de la particula, Kmol/m®

C; = concentracion molar de saturacion del soluto, Kmol/m?®

K. = coeficiente de transferencia de masa m/s

K = constante de equilibrio de la disolucién

M = masa de solido B, Kg

M° = masainicial de solido B, Kg

mg = peso molecular del solido B, Kg/Kmol

Ng = flujo molar de soluto sobre |a superficie externa de la particula Kmol/s m?
V| = volumen de la solucién, m*

X = conversion del sdlido B

Y = factor de saturacion

rq = velocidad de disociacion de las moléculas del sdlido Kmol/s m?
t =tiempo, s

Letrasgriegas
d = espesor de la capa limite que rodea la particula, m

rs = densidad del reactivo sdlido, Kg/m?®
W= superficie externa de la particula, m?
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MODELO DE DESHIDRATACION OSMOTICA DE ALIMENTOSVEGETALES
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RESUMEN Se presenta e desarrollo y la aplicacion de un modelo para la prediccion de la
transferencia de masa durante la deshidratacion osmatica de tejidos vegetales. EI modelo toma
en cuenta la capacidad de cada constituyente para difundir dentro del tejido, utilizando un
coeficiente de difusion y un coeficiente de transferencia de materia transmembranario. La
variacion del volumen del tejido durante la deshidratacion (contraccion) se considera como un
frente movil que retrocede desde la superficie de contacto con la solucién osmética. El
modelo también depende de la forma y tamafio del producto, de la relacion solucion
osmdtica/producto, de la composicion inicial de producto y solucion'y del grado de agitacion
de la misma. Las predicciones del modelo se verifican contra datos experimentales de la
deshidratacion de rodajas, cubos y cilindros de frutas y hortalizas en soluciones acuosas de
alcoholes o de azlcar y/o sal.

Palabras claves: Deshidratacion osmaética, modelado, frente mévil, alimentos vegetales

ABSTRACT The development and application of a model for the prediction of mass transfer
during osmotic dehydration is presented. The model takes into account the capacity of each
constituent to diffuse within the tissue by using a diffusion coefficient and a transmembrane
mass transfer coefficient. Tissue volume variation (contraction) is considered as a moving
boundary that recedes from the contact surface between solution and product. The model aso
depends on product shape and size, on the mass ratio of osmotic solution to product, on the
initial composition of the product and solution and on its degree of shaking.

Model predictions are verified against experimental data of osmotic dehydration of fruit and
vegetable cubes, slices and cylinders in aqueous solutions of alcohols or of sugar and/or salt.
Key-words: Osmotic dehydration, modeling, moving boundary, vegetable foods

1. INTRODUCCION

La Deshidrataciéon Osmdética (DO) es una técnica que aplicada a productos frutihorticolas
permite reducir su contenido de humedad (hasta un 50-60 % en base himeda) e incrementar €l
contenido de sblidos solubles. Si bien e producto obtenido no es estable para su
conservacion, su composicién quimica permite obtener, después de un secado con aire
caliente 0 una congelacion, un producto final de buena calidad organol éptica.

En este proceso el frutihorticola es puesto en contacto con una solucién concentrada de
alcohol, sales y/o azlcares, estableciéndose una doble transferencia de materia: agua desde €l
producto hacia la solucion — junto con sustancias natural es (azlcares, vitaminas, pigmentos) —
y, en sentido opuesto, solutos de la solucién hacia € frutihorticola. En consecuencia el
producto pierde agua (WL ), gana solidos solubles (SG) y reduce su volumen (VR).

Un esguema de la problematica a resolver en el modelado y simulacion del proceso es €
siguiente:
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WL - SG-VR
dependen fuertemente de

condiciones de operacion: concentracion de la solucion

- temperatura,

- relacion mési ca solucion-producto tipo de soluto de la solucion:

- agitacion sales, moléculas de bajo o alto PM

tipo de tejido celular del producto

pretratamientos

a existencia de dos flujos cruzados y simultaneos

Problemética parala de materia en condiciones alejadas del equilibrio

M odelizacion delaDO
a encogimiento y deformacion del producto

a pocas variables medibl es experimentalmente
(laliteratura cuenta con valores de WL y SG, pocas

Problemética parala veces de VR)
Validacion de los
Modelos de DO a gran diversidad de datos experimentales

(diferentes condiciones de operacion, solucionesy
frutihorticolas, no todas explicitadas en literatura)

2. MODELIZACION
2.1. Modelos Existentes

El enfoque del modelado de la DO puede dividirse en dos grandes categorias: Modelado
fenomenol 6gico y Modelado microscopico-estructural .

M odelado fenomenol dgico: No trata de explicar e mecanismo de la transferencia de materia
a través de un modelo fisicoquimico, sino que solo intenta relacionar WL, SGy VR con las
condiciones operativas a través de relaciones muy simples, generalmente de validez limitada
al caso en estudio (Hawkes & Flink [5], Dalla Rosa & col. [3], Andreotti & col. [1], entre
muchos otros). El tipo de relaciones obtenidas son |os siguientes:

WL = Ky ()2 (1)
SG = Ks (" 2
Las Ky Yy Ks son constantes fenomenoldgicas que dependen, a menos, de la composicion,
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temperatura y grado de agitacion. Por o tanto, son vélidas solo para las condiciones en que
fueron determinadas, a menos que se modele su dependencia con dichas variables operativas.

M odelado microscopico-estructural: Los modelos més simplificados consideran difusion en
un sistema homogéneo. Plantean € balance para € sistemay — a partir de la solucién analitica
y de datos experimentales - regresionan un coeficiente de difusion aparente para cada
componente que difunde (Hawkes & Flink [5], Conway & col. [2], entre otros).

En e otro extremo, existen modelos muy elaborados que combinan la difusion
multicomponente con la existencia de elementos estructurales (pared celular, membrana
protoplasmética, espacios intercelulares), a través de los cuales deben difundir los
componentes, y que implican resistencias adicionales y generan la aparicion de numerosos
coeficientes, dificiles de calcular o medir (Toupin & col. [13], Marcotte & cal. [8]).

2.2 Modelo desarrollado

Se trata de un modelo de deshidratacion osmética (Modelo Osmético-Difusivo MOD),
parcialmente inspirado en los citados de Toupin y Marcotte, €l cual toma en consideracion la
deformacion del material y esté basado en la transferencia de agua a través de las membranas
celulares y en la difusion multicomponente en |os espacios intercel ulares.

Durante la deshidratacion la transferencia de materia en un tegido vegeta puede ser
interpretada a través del esquemadesarrollado en laFig.1.

solucién
osmoética

Solutos de
la solucion

Agua

Solutos
del tejido

—Dz —

Figura 1. Esqguema mostrando |os distintos flujos que se consideran al modelar la DO

Se considera que la membrana celular es semipermeable, con lo que sdlo es posible
transferencia de aguay de salesy azlicares naturales (fructosa, glucosa) através de ellahacia el
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espacio extracelular (Transporte Transmembranario Plasmalemmético, TTP), o aln hacia una
célula adyacente (Transporte Transmembranario Simpléastico, TTS). Unavez que el aguay los
constituyentes naturales alcanzan |os espacios extracelulares, se transfieren hacia la solucion
osmética. A su vez, los solutos de la solucion osmética se transfieren hacia el producto
mediante un mecanismo semejante pero de direccion opuesta (Transporte Difusional-
Convectivo, TDC). Como lapared celular es permeable alamayoriadelos solutos utilizados en
DO, e espacio comprendido entre la membrana celular y la pared celular también es
considerado como espacio intercelular alosfines del modelado.

Para describir mateméticamente este sistema, con las hipdtesis planteadas, se subdivide la
porcion de tejido vegetal en N volumenes iguales y concéntricos. Como €l tejido se supone
isétropo, todas las células que estdn en el elemento de volumen V' estdn alamismadistanciaz
de lainterface tejido/solucion osmética, y se considera que muestran una conducta similar (ver
Fig.1).

Para un sistema de DO discontinuo (batch) los flujos y balances de masa para el elemento de
volumen V' son:

Volumen Celular V¢

Flujo celular: nwe' = kwe (r we' - rwe') (3)
Balance de masa celular: d(mw,)/dt = - nw¢ A, 4)
donde: rwe = mwe Ve (5)

'Wo = mwo Vo (6)

finalmente, kw. es el coeficiente de transferencia de masa que tiene en cuenta el transporte
transmembranario; r we' y r w, son las concentraciones mésicas de agua en €l volumen celular
(V<) y en e volumen intercelular (Vo) respectlvamente Considerando un comportamiento
ideal de las soluciones, dichos volimenes se calculan segun:

Ve = MW Vi + MS Vs + Ving ©)
Vo = MWo Vi + MSy Vs + Ving (8)
Enlasec. (7) y (8) mw y ms son las masas de agua y soluto, respectivamente; vy, y Vs son los
volumenes masicos parciales de agua y soluto, respectivamente, mientras que Vins, €S €

volumen deinsolubles.
El &rea de transferencia A.' se calcula segin la siguiente expresion:

Ac = Nev (V)P (9)
donde Ncv tiene en cuenta la forma geométrica de la célulay el nimero de células por unidad
de volumen.

La ec. (1) es una expresion muy simplificada a la que se llega aplicando conceptos de
termodinamica de procesos irreversibles.

Volumen intercelular V' :

Por simplicidad se considera en esta descripcion un solo tipo de soluto:
Flujosintercelulares: NWo = Dw (rWo ™ - rwg) / DZ + rw, u' (10)

)/DZ +rs U (11)

|+1

NS =Ds(rs - r

Cambio enlamasaintercelular: d(mwg)/dt = (W, ™ A ™ - nwo Ag) + nwe A (12)
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d(ms,)/dt = (nsy' Ao - nso ™ A, (13)
donde IS =ms, / Vo (14)
rss es la concentracién mésica del soluto en el volumen intercelular; Dw y Ds son los
coeficientes difusivos aparentes para agua y soluto respectivamente y DZ' es el espesor del

elemento de volumen V'.
El &rea de transferencia A, del volumen intercelular se calcula segun:

Al =Cg(V)*2 ¢ (15)
En la ec.(15) Cg tiene en cuenta la geometria del corte de tejido vegetal y € representa la
fraccion de &rea geométrica correspondiente a los espacios intercelulares:

€=V, (V¢ +Vy) (16)

El simbolo u' representa la velocidad de retroceso del &rea de transferencia (este &rea se
visualiza como limitado por un frente movil que retrocede a contraerse el tejido vegetal) y se
calcula segun:

U = (2 - zug') / dt (17)

Como lamayor resistenciaalatransferencia de masa se localizaen lostejidos (control interno),
las concentraciones en la solucion osmética se deducen de balances de masa totales:

9" d(ms,) _ _ d(ms%") o d(mwh) _ _ d(rm&")

a = . T 7
1 dt dt o dt dt

(18)

De esta manera se llega a un sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias (2N ecuaciones
para agua y N ecuaciones para cada soluto) que se resuelve por medio de un algoritmo de
calculo programado en Turbo Pascal.

3. RESULTADOS

Se validé e modelo propuesto contra datos experimentales propios y de bibliografia de
deshidratacién osmética de hortifruticolas en distintas soluciones acuosas:

- Deshidratacion de cubos de papa en solucién de ClNa-sacarosa (45%-15% p/v). Los datos
fueron tomados de Lenart & Flink [7] y publicados en Spiazzi & Mascheroni [10]. Se
ajustaron kw = 1.5 x 10 m/sy Dw = 1.1 x 10 m?/s. Se obtuvo muy buena reproducibilidad
de los datos experimentales de WL, SG y de Xs(fraccién masica de soluto) en la papay en la
solucion.

- Deshidratacion de cubos de peray manzanay de medias frutillas en solucion de sacarosa al
67.5% (datos experimentales de Garrote & col. [4]). Los resultados fueron publicados en
Spiazzi y Mascheroni [11].

Para la pera'y la manzana: Al ser frutas de estructura similar se gjustaron valores iguales o
muy parecidos para los coeficientes involucrados; kw = 5.0 x 10 m/sy Dw = 0.1 x 10”
m?/s. Para los az(icares de la fruta: Ds= 0.1 x 10° m%/sy parala sacarosa Ds = 0.050 x 10
m?/s en la pera 'y Ds = 0.055 x 10° m?%s en la manzana. Se obtuvo muy buena
reproducibilidad de los datos experimentales de WL y SG.

Para |as frutillas cortadas longitudinalmente: Se gjustaron kw = 2.0 x 10 m/s, Dw = 1.5 x
10° m%/sy Ds = 0.25 x 10° m?/s. Los coeficientes de transferencia para la piel fueron kw =
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1.8 x 10® m/sy ks = 0.3 x 10 m/s. Nuevamente se obtuvo muy buena reproducibilidad delos
datos experimentales de WL y SG.

- Deshidratacion de discos de manzana en solucién de glucosa a 55% a 45 °C (datos de
Hough & col. [6]). Se ajustaron kw = 5.0 x 10™ m/s y Dw = 10.0 x 10° m?/s. Para los
azlcares de lafrutaDs = 0.1 x 10° m?%/sy parala glucosa Ds = 1.5 x 10° m?/s. Se obtuvo
muy buena reproducibilidad de |os datos experimentales de WL, SGy VR.

- Deshidratacion de frutillas enteras o en mitades en solucién de sacarosa (datos propios
publicados en Spiazzi & Mascheroni [11]).

Mitades de frutillas en solucion al 64.5% a 17°C: De los datos experimental es se gjustaron kw
=1.0x 10" m/sy Dw = 0.9 x 10°° m?s. Para los azticares de lafrutay parala sacarosa Ds =
0.15 x 10 m?/s. Los coeficientes de transferencia para la piel fueron kw = 1.08 x 10% m/sy
para todos los solutos ks = 0.18 x 10° m/s. Nuevamente se obtuvo muy buena
reproducibilidad de los datos experimentales de WL y SG y de concentracion de soluto en la
frutay en lasolucién.

Frutillas enteras en solucion a 62.5% a 16°C: De los datos experimental es se gjustaron kw =
1.0 x 10™ m/sy Dw = 0.9 x 10° m%s. Para los azlicares de la fruta y parala sacarosa Ds =
0.15 x 10 m?s (todos estos datos son iguales a los de medias frutillas). Los coeficientes de
transferencia para la piel fueron kw = 12.0 x 10® m/sy para todos los solutos ks = 2.0 x 10°®
m/s. Laimportante diferencia respecto del caso anterior puede deberse a aproximaciones en el
modelado de la forma del fruto. Nuevamente se obtuvo muy buena reproducibilidad de los
datos experimentales de WL y SG y de concentracion de soluto en lafrutay en la solucién.

- Deshidratacién de cubos de manzana de 9mm de lado con soluciones de PolietilenGlicol
(PEG) de distintos pesos moleculares a 40 °C (datos correspondientes a Saurel [9]). Estos
resultados se analizaron parcialmente en Spiazzi y Mascheroni [12] y se muestran aca con
mayor detalle que los previamente citados.

L as condiciones experimental es utilizadas fueron los siguientes:

Composicion del producto:

SUSTANCIA AGUA FRUCTOSA | AZUCARES |INSOLUBLES
% (p/p) 83 6 7 4

Se utilizaron soluciones osmdticas a 60% (p/p) de PEG200, PEG3000, mezcla 50-50 de
PEG200 y PEG3000, PEG10000 y de EtilenGlicol, todas con una relacibn mésica
solucién/producto igua a 20.

Los parédmetros utilizados fueron: fraccion de volumen extracelular e = 0.2 y didmetro celular
200 mm. Los coeficientes de difusion aparentes, coeficientes de transferencia de materia y
volimenes parcial es masi cos usados fueron:

SUSTANCIA AGUAFRUCTOSAAZUCARESETILENGL|COL PEG200PEG300PEG300Q
D% (m*/s)x10° |0.300 [0.285 0.230 0.440 0.330 [0.060 [0.020
ki (m/9)x10° 200 1 0 0 0 0 0

v (m¥kg)x10® |1 0.628 0.628 0.887 0.887 (0.887 (0.887

Teniéndose en cuenta & efecto de la viscosidad del medio sobre € coeficiente de Difusion
aparente segun:

D= Doj rwl/ (Aj+Bjrw)
Los valores utilizados para los coeficientes A; y B; para cada componente y solucién son:
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SUSTANCIA |COEFICIENTE |[ETILENGLICOL Y PEG200 |PEG3000 |PEG10000
solutos A(kg/ m3) 3000 6000 15000
B 2 4 10
agua A (kg/m°) 500 583 1250
B 0.50 0.58 1.25
80 17— —
70
\gné 601 WL et.glc’ol/‘,_,——’.
(%)
sSG et.glicol
= _m
10 L L t t
0 60 120 180

tiempo (min)

Figura 2. Pérdida de peso y ganancia de solidos para cubos de manzana en solucién de

WL
SG
(%)

EtilenGlicol a 60%

0 .. .\ 120
tiempo (min)

80
70 4
60 WL PEG200 -
SG PEG200
10 4 —u |
-10 f
0 180

Figura 3. Pérdida de peso y ganancia de solidos para cubos de manzana en solucién de

PEG200 al 60%
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80
70 1
[ ]
WL PEG 3000
WL
SG
(%)
SG PEG3000
i
-10 + + +
0 60 120 180

tiempo (min)

Figura 4. Pérdida de peso y ganancia de sdlidos para cubos de manzana en solucion de
PEG3000 al 60%

70
WL 60 oo WL mixt- s o
SG 50
%) *
30 A
20 1

10- ..............................................................................................

0 60 120 180
tiempo (min)

Figura 5. Pérdida de peso y ganancia de sdlidos para cubos de manzana en solucion de
mezcla de PEG200 y PEG3000 a 30-30%
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80

70 A

WL 60 -
SG @)

50
(%) WL  PEG10000—@
40

30 A
20 A

QO o e

0. SG  PEG10000

-10 . . . f . . . t . . . t
0 60 120 180
tiempo (min)

Figura 6. Pérdida de peso y ganancia de sdlidos para cubos de manzana en solucion de
PEG10000 al 60%

De los resultados presentados en estas 5 figuras se deduce:

- Lamuy buena prediccion de WL y SG por parte del modelo;

- Que experimentalmente, a medida que se utilizan PEG de mayor Peso Molecular (y por
tanto mayor volumen de la molécula) baja laincorporacion neta de sdlidos. En el extremo del
caso de solucion de PEG10000 se produce una pérdida neta de solutos. Eso se debe a que la
salida de los solutos naturales de la fruta no puede ser contrabal anceada por la entrada del
soluto de la soluciéon de DO (el PEG10000), debido a gran tamafio de su molécula que
impide su difusion en los espacios extracel ulares;

- Que el modelo desarrollado puede simular adecuadamente dichas caracteristicas.

4. CONCLUSIONES

El modelo propuesto parainterpretar la Deshidratacion Osmatica de frutihorticol as, basado en
los mecanismos de transferencia de materia en tejidos celulares, permite tener en cuenta las
variables experimentales: concentracion de la solucion osmética, la forma y tamafio del
producto, etc.

Un mismo juego de pardmetros de ajuste permite simular los resultados experimentales
obtenidos en distintas condiciones de operacion para |los mismos productos.

El modelo brinda ademés una imagen cudlitativa -en acuerdo con observaciones a
microscopio- sobre los cambios que ocurren en €l tejido celular de un frutihorticola durante su
DO.
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NOMENCLATURA

A Area de transferencia, m?

Ds  Coeficiente de difusién aparente del soluto, m?/ s

Dw  Coeficiente de difusion aparente del agua, m*/ s

K Constante fenomenoldgicaen ec. (1) y (2)

ks Coeficiente de transferencia transmembranario de soluto, m/ s
kw  Coeficiente de transferencia transmembranario de agua, m/ s

Ms Masa de soluto, kg mw  Masade agua, kg

ns Flujo mésico de soluto, kg / (m®s) nw  Flujo mésico de agua, kg/(m®s)
SG  Gananciade solidos, % t Tiempo, s

u Velocidad de retroceso del frente detejido, m/ s

\A Elemento de volumen i, m* VR  Reduccion de volumen, %

% Volumen mésico parcial, m® / kg _ WL  Pérdida de peso, %

Xs Fraccion mésica de soluto z Posicién del elemento de volumen i, m
Dz Incremento espacial, m e Fraccion de volumen extracelular
rw  Concentracion mésica de agua, kg / m®

Subindices

c Enlacélula inso  Delosinsolubles

] Correspondiente al componente j del sistema o] En el espacio extracelular
S Del soluto sol De la solucién osmotica
t Evaluado a tiempo t w Del agua

Supraindice

| Correspondiente al elemento de volumen i
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EXACT SOLUTIONS FOR PHASE CHANGE PROCESSES
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Abstract. We review recent results concerning two different models for freezing (desublimation) in a
humid porous half space with a heat flux condition of the type g / Jt at the fixed face x =0. Exact
solutions for the coupled temperature and moisture distributions are obtained in both models. In each case,
an inequality for the positive coefficient g( is necessary and sufficient in order to obtain that explicit
solution. Furthermore, an equivalence between a phase change problem with a temperature condition at
x=0 and the corresponding phase change process with a heat flux condition of that type on the fixed
face for each model is also obtained.

Resumen. Se presenta una revision de recientes resultados concernientes a dos modelos diferentes de
congelamiento (desublimacion) de un semi-espacio poroso himedo con una dada condicion de flujo del
calor del tipo g / Jt en el borde fijo x =0. Se obtienen soluciones exactas para las distribuciones de
temperatura y humedad acopladas para ambos modelos. En cada caso, se deduce una desigualdad para el
parametro positivo g que resulta ser una condicion necesaria y suficiente para obtener las soluciones
explicitas de tipo similaridad. Mas aun, se demuestra también una equivalencia entre el problema de
cambio de fase con una condicion de temperatura constante en x =0 y el correspondiente problema de
cambio de fase con la dada condicién de flujo de calor para ambos modelos.

Key Words: Phase change, porous medium, freezing, desublimation, evaporation, similarity method,
moisture, exact solutions, free boundary problem, Stefan problem.

Palabras Claves: Cambio de fase, medio poroso, congelamiento, desublimacion, evaporacion, método de

similaridad, humedad, soluciones exactas, problema de frontera libre, problema de Stefan.
AMS Subject Classification: 35R35, 80A22, 35CO0S.

1.- INTRODUCTION

Heat and mass transfer with phase change problems, taking place in a porous medium,
such as evaporation, condensation, freezing, melting, sublimation and desublimation, have wide
application in separation processes, food technology, heat and mixture migration in soils and
grounds (see [AlSo, Cr, Lun,Ta3]). Due to the non-linearity of the problem, solutions usually
involve mathematical difficulties. Only a few exact solutions have been found for idealized cases
{LaCl, Cala, FPT, Li, Mil, Mi2; Tal, Ta2]. Mathematical formulation of the heat and mass
transfer in capillary porous bodies has been established by Luikov [Lul, Lu2, Lu3, LuMi). Two
differents models was presented in [Mil] for solving the problem of evaporation of liquid
moisture from a porous medium. For the problem of freezing (desublimation) of humid porous
half-space, an exact solution is presented in [Mi2]. An exact solution for the desublimation
problem in a porous medium with a temperature condition on the fixed face is also presented by
[Li]. Other problems in this direction was given by [Ch, FGPR, FPT). A large bibliography on
free and moving boundary problems for the heat-diffusion equation was given in [Ta3].
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In the following, two different analytical models of freezing (desublimation) of moisture
in a humid porous medium with heat flux condition at x = 0 of the type g/ Jt (with g¢ >0)

will be presented. First, a desublimation process, following [Li, SaTa2] will be studied. An
analytic model of this process will be defined and exact solutions for the coupled temperature and
moisture distributions will be found. Furthermore, the position of the desublimation free
boundary that divides the frozen and the humid vapour phases will be found too. An inequality
for the coefficient g is necessary and sufficient in order to obtain the corresponding explicit

solution. Finally, an equivalence between a phase change problem with a constant temperature
condition and a phase change process with a heat flux condition of the that type at the fixed face
is also obtained. Secondly, a freezing process, following [Mil, SaTal] will be studied and similar
conclusion of the first part can be obtained. This article generalizes the results obtained for the
temperature distnibution in the solid-liquid phase change problem due to [Tal], for the
desublimation problem (coupled of temperature and moisture distributions) in a porous humid
half-space with a heat flux condition at the fixed face.

2.- Desublimation in humid porous half spaces
Let us consider a solid, rigid, porous half-space containing a uniform mixture of air and
moisture in a vapor form. Initially the porous body is at a uniform moisture concentration C; and

an uniform temperature 7;. The vapor is desublimated by maintaining a heat flux condition of the

type 4o / Jt on the surface at x=0. For the formulation of the problem, we made the same
assumptions as made in [Li}:
(1) In the frozen region, 0< x < s(¢), there is no moisture movement, where s =s(?) locates the
desublimation front. In the vapor region, s(f) < x <+, there are heat and moisture mass flows;
(2) The convective terms in the vapor region are small and may be neglected;
(3) The thermophysical properties of the frozen and vapor regions remain respectively constants;
(4) The Soret effect, or the thermal diffusion, gives rise to a mass flux which is normally very
small relative to the normal Fickian flux, and may be neglected.

The following differential equations describe the process of desublimation:

o, 8Ty(x0)

=a , O<x<s(r), t>0 1
Pl Ry @) )
2 2
o7 =aj g T2(x,t)’ E=a,,, 27t C(x,t), s()<x<oo,t>0 (2)
ot ox2 ot Ixt

where a] and a, are the volume averaged thermal diffusivities in the frozen and vapor regions,
respectively, and a,, the volume averaged mass diffusivity of the vapor in the porous body. T}

denotes the temperature in the frozen region, and 7, and C denote the temperature and the
moisture concentration of the vapor region respectively. The initial and boundary conditions and
the heat and moisture mass balance at the desublimation front x =s(¢f) can be described as
follows:

Ty (0,0) =Ty (x,0)=T;, Clof)=C(x0)=C;, x>0, t>0; s(0)=0 3)
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ﬂl(m)_—-— £>0 )

Vi
Ii(s()n) =Ta(s()N) =Ty, Cis)n)=C; <, t>0 ()

kq 5—2(s(t),t) —ky 5;3 (s(),t) = CoLs(t), ap —Z—g—(s(t),t) =(Co-C5)s(t),1>0  (6)

where k] and &, are the volume averaged thermal conductivities in the frozen and vapor regions
respectively, L is the latent heat of desublimation, C; is the moisture concentration of the vapor
phase at the desublimation front and Cy(Cy >C;) is the moisture concentration of the frozen

phase, which is an unknown of the problem and it must to be determined as a part of the solution.
The heat flux condition (4) was firstly considered by [Tal] for a solid-liquid phase-change
problem. The solution of the desublimation process (1)-(6) is given by:

R =T, JQJJE(W,«(,C/W)_W,( ) @
Taen =T, ~ werfc(v/zﬁ 1), Cn=C;i- fc( ,/;2/7 )vrﬁ:(x/2ﬁ ) (®)

ay | C; —Cq am
S(t) =2/1@ R CO =CS +%(—I/—_’7]F‘]( an /IJ (9)

where erf and erfcare the error and the complimentary error functions, defined by

X 2
erf(x)=72;—j xp(V)dv ,  erfx)=1-erf(x) , F(x)="PF %,fc(x) (10)

and A is a dimensionless constant which characterizes the desublimation front and must satisfy
the following equation

ay ky(T; - Ty) _am a2 o _
qoexp[ —=2 ] ——‘/—— )~ Cs)LFl(‘,aml) CsLay i ,A>0.(11)

a] Tap

Theorem 1. We have: (i) If the coefficient g verifies the condition

>£2’g‘i‘:‘TL)’+(Ci_Cs)L ’a_,,,’ (12)
ra) T

then there exists one and only one solution 4> 0 ofthe equation (11). In this case, the solution of
the problem (1)-(6) is given by (7)-(9) for that 4.

% k2(1i Ty)
If ==L
(1) If go < (—2

phase change problem; it is only a heat conduction problem for the initial vapor phase.
Proof. See [SaTa2]. =

+(C; -Cq )L"a—"‘ , then there i1s no solution of the problem (1)-(6) as a
T
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We assume the case when data verify condition (12). Then we can compute 7;(0,#) wich

1s given by
Tp = Tj(0) =T, - 20¥7% ‘I‘C;’“‘eq{ f‘;—fz) <T, (13)

Next, we can enunciate the following property:

Lemma 2. A phase change problem (1)(6) for temperature and moisture distributions in a
porous half-space with a heat flux condition on the surface x =0 verifying the condition (12), is
equivalent to a phase change problem (1)-(3), (5)-(6) with a temperature condition (14) at x=0.
Moreover, the relationship among qq and T is given by (13), where A is the coefficient which

characterizes the free boundary given by the unique solution of the equation (11). ®

3.- Freezing of humid porous half-space
Let us consider the flow of heat and moisture through a porous half-space during freezing
[Mi2]. The position of phase change front at time ¢ is given by x = s(¢). It divides the porous
body into two regions. In the freezing region, 0 < x < s(¢), there is no moisture movement and the
temperature distribution ¢ is described by the heat equation
2
O _g 00D o se), 150 14)
ot Ix?
The region s(7) < x < +o0 is humid capillary porous body in which there are coupled heat
and moisture flows. The process is described by the well known Luikov's system [LuMl] for the
case € =0 (¢ is the phase conversion factor of liquid into vapor):

2 2 2
oty zazo” tz(x,t)) Q:ama u+am5a t2’
ot Ix? ot 7 gx? o’

The initial distributions of temperature and moisture are uniform:

x>s(t), t>0 (15)

ty(x,0) =1ty (+0,0) =ty ; u(x,0) =u(+w,t)=uy; x>0,t>0 (16)

It is assumed that on the surface of the half-space the heat flux depends on the time in the
way (4), like in [Tal],where gg >0 is a coefficient which characterizes the heat flux at the fixed

face x = 0. On the freezing front, there exists an equality between the temperatures:
H(s@),t)=ty(s@®),t)=t,, t>0 (17)

where £, < #,. Heat and moisture balance at the freezing front yields

Ky %(s(t), -k, %t%(s(t),t) =u(s(t),1) pyri(t), t>0 (18)

%(s(t),t)+%(s(’):’) 0, 150 (19)
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If we consider the next transformations (/; is a characteristic length):
X=x/ly,  Fy=ayt!ly* (Fourier number);  S(Fy)=s(t)/1
(20)
T,(X,Fo)=(t; () -t ) (o —1,):i=1,2 ;  O(X,Fp)=(up—u(x.t))/ug

after some computations we obtain the following solution:

T\(X, Fy) = [\ argo / ky(to -t lerf (X 12JasF )-erf (47 Jars ) @1)

Ty(X.Fy) = (e ) erf(x 12[Fp )-erf ), S(Fo)=24yFo (22)
O(X, Fp) =1-[exp(A? / L) (L, exp(A2)erfe(A)lerfe( X/ 2L, Fy) (23)

where the parameter A must be determined as the solution of the following equation:

{qu} xp(= ) eD(-A) | o ;{ [ILIL) jl(l H(ﬂ.)] A>0  (24)
apn

ky(tg —t,) 1-erfd uin

where L, ,P, and K, are the Kuikov, Posnov and Kossovitch numbres, a,, =4, /a, and the real
functions Q and H are defined by:

0(x) = Varexp(-x2 )1 - erf (x)) ; H(x)= g(/’;) 25)

We can enunciate the following property:

Theorem 3: We have:(1) If
ky(tg -t
90 > _2_(_Q_v) =400 (26)
V7 az
then there exists one and only one solution A2 > 0 of the equation (24).
(i) If go < ggp then there is no solution of the problem (14)-(19) as a phase change problem; it

is only a heat conduction problem for the initial phase. Moreover, the limit case gg = q¢pcan be
interpretated as the limit of the solution for the caseq( > gy when r —» .

Proof. See [ SaTal]. =

If we consider the case where data verify condition (26) then we can compute the
temperature at the fixed x =0 which is given by:

ty =11(0,0) =t, — 7 q —er ] (27)
v a2

Next, we can enunciate the following property.



38 Santillan Marcus—Tarzia, “Exact solution for ...”, MAT - Serie A, 4 (2001), 33-38.

Lemma 4. A freezing problem for temperature and moisture distributions in a porous half-space
with a heat flux condition on the surface x =0 of the type (4), is equivalent to a phase change
problem with a temperature condition at x=0 considering #(0,7) =f; <t,. Moreover, the

relationship among ggand ¢, is given by (27) where A is the coefficient which characterizes the
free boundary which is the unique solution of a certain equation. =

Remark 1. An inequality for the coefficient 4 which characterizes the phase-change interphase
can be obtained for both problems (in sections 2 and 3) when a constant temperature boundary
condition is impossed at x =0 [SaTal, SaTa2].
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