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Preface 
 
 
On December 17-21, 2012, ASAMACI (Asociación Argentina de Matemática Aplicada, 
Computacional e Industrial) co-hosted with AR-SIAM (Argentinean Section of SIAM - Society for 
Industrial and Applied Mathematics, USA), SIMAI (Società Italiana di Matematica Applicata e 
Industriale - Italy) and the Department of Mathematics of FCE-Universidad Austral Rosario, the 
Seventh Italian - Latin American Conference on Industrial and Applied Mathematics (VII ITLA 
2012) in the city of Rosario, Argentina.  
 
The International Scientific committee was integrated by Nicola Bellomo (Italy), Mario Primicerio 
(Italy), Marco Calahorrano (Ecuador), José A. Cuminato (Brazil), Fabián Flores-Bazán (Chile), Obidio 
Rubio (Peru), Julio Ruiz Claeyssen (Brazil), Rubén D. Spies (Argentina) and Domingo Tarzia 
(Argentina). 
 
The Local Scientific Committee was integrated by Carlos D’Attellis (Univ. Favaloro, UNSAM, 
Buenos Aires), Javier I. Etcheverry (Tenaris - UBA, Campana - Buenos Aires), Pablo Jacovkis (UBA, 
Buenos Aires), Cristina Maciel (UNS, Bahía Blanca), Sergio Preidikman (CONICET-UNC, Córdoba), 
Diana Rubio (UNSAM, Buenos Aires), Rubén D. Spies  (IMAL (CONICET-UNL), Santa Fe), 
Domingo A. Tarzia (CONICET-UA, Rosario), (Chairman) and Cristina V. Turner (CONICET-
UNC, Córdoba). 
 
The Local Organizing Committee was integrated by Julieta Bollati, Adriana C. Briozzo, Mariela 
Cirelli, Ma. Fernanda Natale, Sabrina Roscani, Eduardo A. Santillan Marcus and Jóse Semitiel. 
 
The goals of the meeting were: 
1) To provide a forum for the discussion and enhancement of Applied Mathematics in the Latin 
American region; 
2) To promote the application of Mathematics in Science, Engineering, Computational Science, 
Industry and Technology; 
3) To provide media for the exchange of information and ideas between latinamerican and Italian 
mathematicians; 
4) To promote interdisciplinary research between different disciplines of Science and Engineering in 
areas involving Mathematics; 
5) To encourage and endorse activities for the enhancement and promotion of the education of 
Applied Mathematics at both undergraduate and graduate levels; 
6) To promote the interest in Applied Mathematics among all disciplines of Science and Engineering. 
 
All researchers, academics, graduate students, senior undergraduate students, and post-doctoral 
fellows studying Mathematics, Physics, Chemistry, Economics, Finance and Engineering and other 
branches of Science were invited to participate in this conference. 
 
The VII ITLA 2012 Conference was sponsored by ANPCyT (National Agency for Promotional of 
Science and Technology, Argentina), ICIAM (International Council for Industrial and Applied 
Mathematics), Secretary of Science and Technology (State of Santa Fe, Argentina) and Embassy of 
Italy at Buenos Aires. This financial support sponsored partially 56 participants.  
 
ITLA is a periodic meeting between Latin American and Italian researchers since 1995, serving as a 
bridge between European and Latin American scenarios. In the course of successive editions, these 
meetings have allowed the discussion of new researches in Industrial and Applied Mathematics. 
Earlier editions of ITLA were held in Porto Alegre - Brazil (I ITLA, January 1995), Rome - Italy (II 
ITLA, January 1997), Río de Janeiro – Brazil (III ITLA - November 1999), Trujillo -Peru (III ITLA - 
December 2004), Florence - Italy (V ITLA - July 2007) and Quito -  Ecuador (VI ITLA - September 



 IV 

2009).  On this occasion this tradition was prolifically continued, being the first meeting held in 
Argentina. This year’s event was very excited to welcome a number of prominent mathematicians 
from different countries of the world, including Argentina, Brazil, Chile, Colombia, Ecuador, Italy, 
Peru, Switzerland, United Kingdom and United States of America, and it was a great success with 
over a hundred researchers, academics, graduate students, senior undergraduate students, and post-
doctoral fellows studying Applied Mathematics and other branches of Science in attendance.  
 
The event was structured in eighty presentations: thirty-eight plenary conferences and forty-two 
contributed presentations, plus three short courses given by Mario Primicerio (Italy), Paolo Marcellini 
(Italy) and Paolo Podio-Guidugli (Italy). 
 
The main areas addressed by ITLA included Nonlinear Analysis and Applications, Numerical 
Analysis, Biomathematics, Ordinary Differential Equations and Applications, Partial Differential 
Equations and Applications, Continuous Mechanics and Applications, Optimization, Optimal 
Control and Applications, and Inverse Problems and Applications. 
 
The conferences were done by Marco Calahorrano (Ecuador), Gabriel Cárcamo (Chile), José 
Carcione (Italy), Julio Ruiz Claeyssen (Brazil), José A. Cuminato (Brazil), Guillermo Durán 
(Argentina), Javier Etcheverry (Argentina), Analía Gastón (Argentina), Pablo Jacovkis (Argentina), 
Rolf Jeltsch (Switzerland), Barbara Lee Keyfitz (USA), Adrián Lew (USA), Pablo Lotito (Argentina), 
María Cristina Maciel (Argentina), Paolo Marcellini (Italy), Elvira Mascolo (Italy), José Luis Menaldi 
(USA), Fabio Milner (USA), Jaime Ortega (Chile), Paolo Podio-Guidugli (Italy), Giovanni Porru 
(Italy), Sergio Preidikman (Argentina), Mario Primicerio (Italy), Héctor Ramirez-Cabrera (Chile), Juan 
C. Reginato (Argentina), Fabio Rosso (Italy), Diana Rubio (Argentina), Obidio Rubio (Peru), Juan 
Santos (Argentina), Andrey Sarychev (Italy), Eduardo Serrano (Argentina), Geraldo Nunes Silva 
(Brazil), Rubén D. Spies (Argentina), Domingo A. Tarzia (Argentina), Cristina V. Turner (Argentina), 
Stella Vernier Piro (Italy), Vincenzo Vespri (Italy) and Adrián Will (Argentina). 
 
Ultimately, the organizers hoped that the event would inspire to provide the discussion and 
enhancement of Applied Mathematics and to promote the application of Mathematics in Science, 
Engineering, Computational Science, Industry and Technology in the Latin American region. 
 
Moreover, during this Conference the first step in order to create the CLAMAI (Latin America 
Committee for Industrial and Applied Mathematics) and to decide the First Latin America Congress 
on Industrial and Applied Mathematics were taken. 
 
Domingo A. Tarzia, Ed. 
 
 
 
Publications: 
From these activities, five communications received during 2013 and accepted on March 2014 are 
published.  
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COMPARACIÓN DE DOS ALGORITMOS DE LAGRANGIANO

AUMENTADO PARA EL PROBLEMA DE OPTIMIZACIÓN CON

RESTRICCIONES DE IGUALDAD

G. M. Croceri† y G.N. Sottosanto†

†Departamento de Matemática, Universidad Nacional del Comahue, Santa Fe 1400, 8300 Neuquén, Argentina,
graciela.croceri@faea.uncoma.edu.ar, graciela.sottosanto@faea.uncoma.edu.ar

Resumen: En este trabajo se presentan dos algoritmos basados en la minimización secuencial del Lagrangiano Au-
mentado para resolver el problema de optimización con restricciones de igualdad. Uno de los algoritmos combina una
técnica de gradiente conjugado y región de confianza. El segundo utiliza como estrategia de resolución un método de
gradiente proyectado, y la convergencia desde cualquier punto inicial, se obtiene mediante un esquema tipo Armijo.
Un estimado del multiplicador de Lagrange se actualiza en cada iteración y el parámetro de penalización se modi-
fica para obtener suficiente reducción en la norma de las restricciones. La información de segundo orden, en ambos
algoritmos, se actualiza mediante una técnica secante. Los algoritmos fueron implementados en Scilab y se reportan
resultados numéricos sobre un conjuntos de problemas test de la colección CUTEr.

Palabras clave: Lagrangiano Aumentado, gradiente conjugado, gradiente proyectado, región de confianza, regla de
Armijo.
2000 AMS Subject Classification: 21A54, 55P54

1. INTRODUCCIÓN

El objetivo de este trabajo es hallar la solución x∗ ∈ Rn del problema general de optimización con
restricciones de igualdad y cotas sobre las variables

mı́n
s.a.

f(x) (1)

cj(x) = 0, j = 1, . . . , p,

li ≤ xi ≤ ui, i = 1, . . . , n,

donde f : Rn → R y c : Rn → R son funciones dos veces continuamente diferenciables y donde algunas de
las componentes del vector l y u de cotas sobre las variables pueden fijarse en −∞ y +∞ respectivamente,
significando que no existen cotas sobre esas componentes.

Los dos algoritmos que presentamos para resolver (1) están basados en la minimización secuencial del
Lagrangiano Aumentado. El método, desarrollado originalmente para resolver el problema de minimización
con restricciones de igualdad [11], fue aplicado después a la resolución de problemas de cuadrados mı́nimos
con restricciones de igualdad [6] donde se incorporó una aproximación secante del tipo BFGS [8],[4].

2. LOS ALGORITMOS

El Lagrangiano Aumentado [3] asociado a este problema es ,

Lµ(x, λ) = f(x) + λT c(x) +
1

2µ
‖c(x)‖22, (2)

donde λ es el vector de multiplicadores de Lagrange y µ > 0 el parámetro de penalización.
El método es iterativo y para la resolución del problema (1) utiliza dos tipos de iteraciones: externas e

internas.
En cada iteración externa se encuentra una solución aproximada xk+1 de

mı́n
x
Lµ(xk, λk), li ≤ xi ≤ ui, i = 1, . . . , n, (3)

1
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donde λk es el estimado actual del vector de multiplicadores de Lagrange y µ > 0 es el parámetro de
penalización. Ambos parámetros se actualizan al final de cada iteración externa.

En cuanto a la iteración interna, en la que se resuelve el subproblema de miniminizar la función La-
grangiano Aumentado, se usaron dos algoritmos que utilizan distintas estrategias, a fin de comparar su
performance. El que llamaremos, en lo sucesivo, Algoritmo 1 combina una técnica de gradiente conjugado
[14] y región de confianza [5]. El Algoritmo 2 utiliza un método de gradiente proyectado con un esquema
del tipo Armijo con el objetivo de lograr convergencia desde cualquier punto inicial.

En el caso del Algoritmo 1, si el problema original posee cotas sobre las variables, se transforma en un
problema con restricciones de igualdad agregando variables de holgura. Es decir, para cada i con
i = 1, . . . , n se reemplaza li ≤ xi ≤ ui por xi − ui + s2i = 0 y xi − li − w2

i = 0.

2.1. ALGORITMO 1

El subproblema irrestricto se resuelve usando el método de gradiente conjugado que tiene incorporado
una estrategia de región de confianza. El paso se obtiene como solución del problema

mı́n
‖s‖≤δk

Qk(s, λk, µk), (4)

donde Qk es el modelo cuadrático del Lagrangiano Aumentado alrededor de xk y δk > 0 es el radio de
la región de confianza. Si la reducción de la función Lµ(xk, λk) en el minimizador del modelo cuadrático
es suficiente, se acepta el correspondiente paso de prueba como nuevo iterado, caso contrario, se reduce el
radio de la región de confianza de manera estándar [5].

Cuando ‖∇Lµk(xk+1, λk‖ ≤ εk para alguna sucesión dada {εk}, ε → 0, la iteración interna termina,
con xk+1 = (x∗)k+1 y el método regresa a la iteración externa.

Con el método de gradiente conjugado [14] se puede hallar la solución aproximada del subproblema
cuadrático a través una técnica dogleg de tal manera que la curva solución s(δ) resulta aproximada por
una poligonal. La información de segundo orden se aproxima utilizando estrategias secantes en una forma
estructurada.

Aún cuando se involucren matrices arbitrarias, el método resulta bien definido y en caso que la aproxima-
ción de la matriz Hessiana sea definida positiva se obtiene convergencia local superlineal en el miminizador
local del subproblema irrestricto.

Descripción del Algoritmo 1
Supongamos que están dados xk ∈ Rn, λk ∈ Rp, ‖λk‖2 ≤ M , M > 0, constantes y 0 < µmin ≤ µk.

Dadas, además las toleracias ε1 y ε2 > 0, los siguientes pasos permiten hallar x∗ y su multiplicador asociado
λ∗.

Algorithm 2.1 (Algoritmo básico de la iteración externa.)

Paso I. Hallar (x∗)k+1, solución aproximada del subproblema de minimización

mı́n
x
Lµk(x, λk)

usando el algoritmo de gradiente conjugado/región de confianza [14].

Paso II. (Test de convergencia)

Si ‖∇l(x∗)k+1, λk)‖2 ≤ ε1 y ‖c((x∗)k+1)‖2 ≤ ε2 entonces TERMINAR,
(x∗)k+1 = x∗ es la solución aproximada del problema de minimización sin restricciones,

de lo contrario, actualizar el parámetro de penalización tal que 0 < µk+1 < µk.

• Si µk+1 ≥ µmin actualizar el estimado del multiplicador e ir al paso I,
• de lo contrario terminar con la solución aproximada (x∗)k+1

∼= x∗.
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2.2. ALGORITMO 2

Este algoritmo combina un método de gradiente proyectado con una regla tipo Armijo [1], [2].
El algoritmo del gradiente proyectado es una extensión natural del algoritmo de dirección de máximo

descenso para el caso de problemas con restricciones de cotas.
En este trabajo seguimos una implementación diseñada por [10] que usa una estrategia BFGS recursiva

para actualizar la inversa generalizada de una parte de la matriz Hessiana.
El conjunto factible de este problema es el conjunto

Ω = {x ∈ Rn : li ≤ xi ≤ ui, i = 1, . . . , n}.

Decimos que la i-ésima restricción es activa en x si (x)i = li ó (x)i = ui. En cada x ∈ Ω los conjuntos
de ı́ndices A(x) e I(x) son respectivamente los conjuntos de ı́ndices activos e inactivos.

Recordemos que las condiciones de Karush Kuhn y Tucker para el problema (3) establecen que un punto
x∗ ∈ Ω es estacionario para el subproblema si y sólo si

x∗ = P(x∗ − α∇L(x∗))

para todo α ≥ 0, donde P es la proyección sobre Ω

P(x)i =


li si (x)i ≤ li
(x)i si li < (x)i < ui
ui si (x)i ≥ ui.

El método del gradiente proyectado tiene una propiedad destacada, que consiste en que bajo determinadas
condiciones, el conjunto de ı́ndices de restricciones activas A(xk), a partir de un número determinado k de
iteraciones, es el mismo que el que se tiene en la solución A(x∗). Para asegurar el cumplimiento de esta
propiedad, el método tiene que identificar, en cada iteración, el conjunto de restricciones activas.

Dado un iterado actual xk el nuevo iterado se obtiene como

x+ = P(xk − α∇Lµ(xk)),

donde α es un parámetro de longitud de paso correspondiente a una regla tipo Armijo, de manera tal que
asegure suficiente decrecimiento en la función objetivo. Para α > 0 se define

x(α) = P(x− α∇Lµ(x)).

Para el caso de restricciones de cotas sobre las variables, la condición de suficiente decrecimiento se
expresa como

Lµ(x(α))− Lµ(x) ≤ −β
α
‖x− x(α)‖2,

donde β es un parámetro cuyo valor tı́pico es 10−4.
Como criterio de terminación para nuestro algoritmo elegimos ‖xk−P(xk−∇Lµ(xk))‖ < ε para cierta

tolerancia ε.
En la implementación que usamos en este trabajo, a efectos de mejorar la convergencia del método, en

lugar de elegir como dirección de descenso, la opuesta a la del gradiente, se usa un vector d que se actualiza
recursivamente premultiplicando por una aproximación secante estructurada de la inversa generalizada de
la matriz Hessiana.

Descripción del Algoritmo 2
Supongamos que están dados xk ∈ Rn, λk ∈ Rp, ‖λk‖2 ≤ M , M > 0, constantes y 0 < µmin ≤ µk.

Dadas, además las toleracias ε1 y ε2 > 0, los siguientes pasos permiten hallar x∗ y su multiplicador asociado
λ∗.
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Algorithm 2.2 (Algoritmo básico de la iteración externa)

Paso I. Hallar (x∗)k+1, solución aproximada del subproblema de minimización

mı́n
x

Lµ(x, λ)

s.a li ≤ xi ≤ ui, i = 1, . . . , n.

usando el algoritmo de gradiente proyectado con búsqueda lineal tipo Armijo y actualización BFGS
de la inversa de la matriz Hessiana [10].

Paso II. (Test de convergencia)

Si ‖(x∗)k+1 − P((x∗)k+1 − ∇l((x∗)k+1, λk)‖2 ≤ ε1 and ‖c((x∗)k+1)‖2 ≤ ε2 entonces TER-
MINAR,
(x∗)k+1 = x∗ es la solución aproximada del problema,

de lo contrario, actualizar el parámetro de penalización tal que 0 < µk+1 < µk.

• Si µk+1 ≥ µmin actualizar el estimado del multiplicador e ir al paso I,
• de lo contrario terminar con la solución aproximada (x∗)k+1

∼= xx∗ .

2.3. ACTUALIZACIÓN DEL PARÁMETRO DE PENALIZACIÓN

Un punto determinante del método de Lagrangiano Aumentado es la elección del parámetro de penaliza-
ción µk. Para asegurar convergencia global se debe generar una sucesión no decreciente {µk}. Aunque los
métodos pueden ser formulados con p diferentes parámetros de penalización, uno para cada componente de
c(x), en la práctica, esto no presenta ventajas numéricas.

Para ello, empleamos, en el Algoritmo 1, el siguiente esquema: Si ‖c(xk+1)‖2 no es suficientemente
menor que ‖c(xk)‖2 entonces el parámetro de penalización es disminuido por la regla µk+1 = ϕµk donde
ϕ ∈ (0, 1). Aquı́ consideramos que ‖c(xk+1)‖2 debe ser menor que 0,05‖c(xk)‖2 . El comportamiento del
parámetro de penalización es independiente del vector de multiplicadores. Nuestro criterio para actualizar el
vector de multiplicadores es mantenerlo constante a lo largo de la minimización cuasi Newton y actualizarlo
al final del mismo, por medio de alguna fórmula. En este trabajo, elegimos una fórmula de primer orden
para actualizar el vector de multiplicadores de Lagrange,

λk+1 = λk +
1

µk
ck.

Cuando el problema se resuelve aproximadamente utlizando el algoritmo 2, se mide la condición
‖c(xk)‖2 < ε. Si esta se cumple, el parámetro de penalización no se cambia para la siguiente iteración por-
que su valor actual está produciendo un nivel aceptable de violación de las restricciones y el multiplicador
se actualiza con una fórmula de primer orden. Caso contrario, se aumenta el parámetro de penalización para
asegurar que la siguiente iteración pondrá más énfasis en la disminución de las restricciones y el multiplica-
dor no se actualiza [13].

3. RESULTADOS NUMÉRICOS

Los algoritmos fueron codificados en Scilab en entorno LINUX. A fin de evaluar su performance, se
resolvieron 100 problemas test con restricciones de igualdad y cotas sobre las variables de la colección
CUTEr [9] y se realizaron dos tipos de comparaciones. En todas ellas los parámetros utilizados en nuestra
implementación numérica son los siguientes: ε1 = 10−5 y ε2 = 10−5 y µmin = 10−10. El multiplicador
inicial, λ0, y el punto inicial, x0 de cada problema era el proporcionado por CUTEr.

Por un lado se evaluó el desempeño de los dos algoritmos planteados y por otro, ambos se compararon
con un nuevo algoritmo basado en la estrategia de región de confianza [12]. En este último, en cada ite-
ración, el paso de prueba se obtiene minimizando una aproximación cuadrática de la función Lagrangiano
Aumentado en la región de confianza. La función Lagrangiano Aumentado se utiliza también como función
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de mérito para decidir si el paso de prueba es aceptado. Un estimado del multiplicador de Lagrange se ac-
tualiza en cada iteración, y el parámetro de penalización se modifica para conseguir una reducción suficiente
en la norma de la violación de las restricciones. A este algoritmo lo llamaremos Algoritmo 3.

Utilizamos la técnica de performance profile propuesta por Dolan y Moré [7] para mostrar el comporta-
miento de cada algoritmo en el conjunto de problemas test considerados.

En la figura 1 se muestra el desempeño observado basado en el número de evaluaciones de funciones en
las iteraciones externas de los Algoritmos 1 y 2. El Algoritmo 1 en el 77 % de los casos resulta más eficiente
que el Algoritmo 2 y la superioridad del primero es clara.
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Figura 1: Número de evaluaciones de funciones en las iteraciones externas

En las figuras 2 (a) y (b) se muestran los resultados obtenidos respecto del número de evaluaciones de
funciones en las iteraciones internas de los Algoritmos 1 y 2 para diferentes rangos. En el caso (a) se muestra
el desempeño en el intervalo [0, 50] y en el (b), [0, 25]. Aquı́ el Algoritmo 2 se impone sobre el 1 en aquellos
problemas que requieren menor tiempo de ejecución y ocurre lo contrario con los que requieren mayor
tiempo.
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Figura 2: Número de evaluaciones de funciones en las iteraciones internas (a) [0, 50], (b) [0, 25].

En la figura (3) se muestran los resultados relacionados con el número de evaluaciones externas de los
Algoritmos 1 y 3. Se ve que el Algoritmo 1 resulta ganador en el 98 % de los casos estudiados y tienen
comportamientos similares en [32, 45].

En la figura 4 (a) y (b) se observa la performance para los Algoritmos 1 y 3 respecto del número de
iteraciones externas de funciones para distintos rangos, [0, 100] y [0, 25] respectivamente. Es claro que el
comportamiento del Algoritmo 2 es, en general, superior al 3.
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Figura 3: Número de evaluaciones de funciones en las iteraciones externas
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Figura 4: Número de evaluaciones de funciones en las iteraciones externas (a) [0, 100], (b) [0, 25].

4. CONCLUSIONES

Hemos propuesto dos algoritmos de Lagrangiano Aumentado, para resolver el problema general de op-
timización con restricciones de igualdad y cotas sobre las variables, que combinan diferentes técnicas y
estrategias globalizadoras.

Los algoritmos fueron comparados entre sı́ y con un tercer algoritmo de regón de confianza.
Las pruebas mostraron que entre los dos algoritmos de Lagrangiano Aumentado, el que usa una estrategia

de región de confianza resultó más eficiente para problemas que requieren más tiempo de ejecución, y en
todos los casos, el número de evaluaciones de funciones en las iteraciones externas fue inferior.

Cuando los dos algoritmos de Lagrangiano Aumentado se compararon con el tercer algoritmo de región
de confianza, los test mostraron que, en general, resultaron más eficientes para problemas que requieren
menos tiempo de ejecución, y frente al algorimo propuesto por Niu y Yuan [12], este último requiere mayor
cantidad de evaluaciones de funciones en las iteraciones externas.
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MODELO DE PROPAGACIÓN DEL SONIDO EN UN FLUÍDO
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Amézaga 375, Lima-Perú, mtimoteos@unmsm.edu.pe, http://www.unmsm.edu.pe.
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1. INTRODUCCIÓN

Los problemas de transmision fuerón considerados por J.-L. Lions [6] y S. Nicaise [7],[8] para las ecua-
ciones de onda. La controlabilidad en la frontera para una clase de segundo orden de sistemas hiperbólicos
fue estudiado por Lagnese [5]. El modelo que estudiamos incluye un término de tipo memoria. Incluir térmi-
nos de tipo memoria en las ecuaciones o en la frontera son muy naturales en los problemas que surgen en
viscoelasticidad. La condición de frontera con términos de tipo memoria para las ecuaciones de Maxwell
fueron introducidos por Fabrizio y Morro [2] y ha sido investigado en [4].

2. PRELIMINARES

Teorema 1 Sea Ω un conjunto abierto acotado cuya frontera Γ es una variedad de dimensión (n− 1), de
clase C1, Ω está localmente a un solo lado de Γ. C1

(
Ω
)

designa el espacio de las funciones de clase C1

sobre Ω y C1
(
Ω
)

es denso sobre H1 (Ω) ,(ver [1]).

Definición 1
(
C1
K

(
Ω
))3 es el espacio de la funciones vectoriales de clase C1 sobre Ω y con soporte

compacto en Ω, (ver [1]).

Teorema 2 Supongamos que Ω tiene una frontera Γ regular y acotada entonces
(
C1
K

(
Ω
))3 es denso

sobreH(Div; Ω) ,(ver [1]).

Definición 2 Sea el espacio H(Div; Ω) :=
{
v ∈ (L2(Ω))n/Div v ∈ L2(Ω)

}
normado por

‖v‖H(Div;Ω) =
{
‖v‖20,Ω + ‖Div v‖20,Ω

}1/2
(1)

Claramente, H(Div; Ω) es un espacio de Hilbert para la norma (1), (ver [3]).

Teorema 3 Si Ω es un subconjunto abierto de IRn con frontera Γ continua, Lipchiziana y acotada entonces
D(Ω)n = H(Div; Ω), (ver [3]).

Teorema 4 Sea O una región acotada de IR3 con frontera regular ∂O y la aplicación

W0 :
[
C1(O)

]3 → C1(∂O) /W0 (u) = u • η,

9
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donde η = η(x) denota el vector normal unitario en x ∈ ∂O apuntando al exterior de O. Entonces W0 se
extiende por continuidad a la aplicación lineal

W : H(Div,O)→ H−1/2(∂O) / W (u) = u • η.

Prueba. Sea ϕ ∈ H1/2(∂O) entonces ∃φ ∈ H1(O) tal que φ/∂O = ϕ (por el Teorema del trazo). Para un
elemento arbitrario u = (u1, u2, u3) ∈ H(Div,Ω), definimos la función Fu : H1/2(∂Ω)→ IR tal que

Fu(ϕ) =

∫
O
{φDiv u+ u •Gradφ} dx

Supongamos que ψ ∈ H1(O) tal que ψ/∂O = φ, claramente (φ−ψ) ∈ H1(O). Debido a la continuidad de
la función trazo tenemos

‖φ− ψ‖H1(O) ≤ ‖φ|∂O − ψ|∂O‖H1/2(∂O) = ‖ϕ− ϕ‖H1/2(∂O) = 0 entonces φ = ψ (2)

De (2), Fu(ξ) no depende de la elección de φ. Por otro lado, Fu esta acotado en H1/2(∂O),

|Fu(ϕ)| ≤
∫
O
|φ| |Div u| dx+

∫
O
|u| |Gradφ| dx ≤ C ‖φ‖H1(O) ‖Div u‖H(Div,O)

donde C es una constante positiva. Por lo tanto, ∃W (u) ∈ H−1/2(∂O) tal que Fu(ϕ) = 〈W (u), ϕ〉∂O
donde 〈·, ·〉∂O denota la dualidad entre H1/2(∂O) y H−1/2(∂O). �

3. EXISTENCIA Y UNICIDAD DE LA SOLUCIÓN

Sea Ω un dominio acotado de IR3 con frontera ∂Ω suave, la cual consiste de dos superficies cerradas
disjuntas S0 y S1, es decir Ω = D0\D1 donde D0 y D1 son dominios abiertos y acotados, D1 ⊂ D0 con
∂D0 = S0 y ∂D1 = S1, como se muestra en la Figura 1. Supongamos que Ω está ocupado por un fluı́do

Figura 1: Dominio Ω

compresible no homogéneo. Un conocido modelo lineal que describe la evolución del sonido en un fluı́do
compresible es

β(x)
∂u

∂t
+Grad p = 0, γ(x)

∂p

∂t
+Div u = 0 , (3)

donde p = p (x, t) denota la presión acústica, u = (u1, u2, u3) con uj = uj (x, t) es la velocidad del
cuerpo, β (x) > 0 es la densidad de equilibrio y γ (x) es la compresibilidad. Las condiciones de frontera
del problema (3) son

p = 0 en S1 × (0,+∞)

u • η = α (x) p+ a (x)

∫ t

0
p (x, s) e−σ(x)(t−s)ds en S0 × (0,+∞) ,

(4)

donde η = η (x) denota al vector normal unitario apuntando al exterior de Ω en x ∈ ∂Ω.



Modelo de propagación del sonido en un fluı́do compresible 11

Figura 2: n=3

3.1. PROBLEMA DE TRANSMISIÓN

Sea Ω y ∂Ω como en la Figura 1 y supongamos que Ω está construido de la siguiente forma: fijamos
un entero n > 1 y para cada k ∈ {1, 2, ..., n− 1} sea D1 ⊂ Bk ⊂ D0, Bk un subconjunto abierto
acotado con frontera suave tal que Bk ⊂ Bk+1. Denotamos por Ω0 = B1\D1 y Ωk = Bk+1\Bk para
k ∈ {1, 2, ..., n− 2}, Ωn−1 = D0\Bn−1. La Figura 2 ilustra esta situación.

Ω0 = B1\D1, Ω1 = B2\B1, Ω2 = B3\B2, Γ1 = ∂B1 y Γ2 = ∂B2.

Definimos el problema de Transmisión para cada k ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1} por

β(k)∂u
(k)

∂t
+Grad p(k) = 0, γ(k)∂p

(k)

∂t
+Div u(k) = 0 (5)

Con condiciones iniciales: u(k)(x, 0) = f (k)(x) y p(k)(x, 0) = ψ(k)(x),x ∈ Ωk y k ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1}.
Las condiciones de frontera para {u, p} en S0 y S1 son las mismas como en (4). En las superficies (las in-
terfaces) los elementos

{
u(k), p(k)

}
son requeridas para satisfacer{

u(k) • η = u(k−1) • η
p(k) = p(k−1) (6)

para (x, t) ∈ Γk y k ∈ {1, 2, ..., n− 1}. En (5)-(6),β(k), γ(k),u(k), p(k) denotan las restricciones de las
correspondientes funciones en Ωk. Consideraremos las siguientes condiciones:

HIPÓTESIS

1.- Las funciones β(x) y γ(x) en (3) son funciones constantes a trozos de Ω → IR, las cuales pierden
continuidad solo en Γk, k ∈ {1, 2, ..., n− 1} y sus restricciones a Ωk satisfacen las condiciones

β(k) := β|Ωk
> 0 , γ(k) := γ|Ωk

> 0 para k ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1} .

2.- Las funciones α(x), a(x) y σ(x) son real-valuadas de S0 → IR, pertenecen a C1(S0) con
α(x) > 0, a(x) ≥ 0 y σ(x) > 0.

De (4) definimos

q(x, t) :=

∫ t

0
p (x, s) e−σ(x)(t−s)ds en S0 × (0,+∞) ,

que es solución de la ecuación diferencial

∂q

∂t
= −σq + p con condición inicial q(x, 0) = 0 . (7)

3.2. ESPACIOS DE HILBERT H0 Y H1

Consideremos los siguientes espacios de Hilbert

H0 = {w = (u, p, q) donde u es una función vectorial, p y q son funciones escalares/

u = (u1, u2, u3) ∈
[
L2(Ωk)

]3
, p ∈ L2(Ωk) y q ∈ L2(S0)

}
.
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con producto interno

〈w, w̃〉H0
=

n−1∑
k=0

∫
Ωk

{
β(k)u(k) • ũ(k) + γ(k)p(k)p̃(k)

}
dx+

∫
S0

a(k)qq̃dΓ

H1 =
{
w = (u, p, q) ∈ H0 / Div u ∈ L2(Ωk) y Grad p ∈

[
L2(Ωk)

]3
para k ∈ {0, 1, 2, ..., n− 1}} .

con producto interno

〈w, w̃〉H1
=

n−1∑
k=0

∫
Ωk

{
β(k)u(k) • ũ(k) + γ(k) p(k)p̃(k) +Grad p(k) •Grad p̃(k)

}
dx+

∫
S0

a(k) q q̃dΓ

Nota 1 Si (u, p, q) ∈ H1 entonces p ∈ L2(Ωk) y Grad p ∈
[
L2(Ωk)

]3. Por lo tanto, p ∈ H1(Ωk) para
k ∈ {1, 2, ..., n− 1}, luego por el Teorema del trazo, p esta bien definido en Γk, k ∈ {1, 2, ..., n− 1}
ası́ como también en S0 y S1. Definimos a la función p en la frontera de Ωk de la siguiente forma:

γ0 : H1(Ωk)→ H1/2(∂Ωk) tal que γ0(p) = p|∂Ωk
.

Si p ∈ H1(Ωk) entonces
γ0(p) = p(k)(x, t) , (x, t) ∈ ∂Ωk ,

para k ∈ {0, 1, . . . , n− 2}.
Si p ∈ H1(Ωn−1) entonces

γ0(p) =

{
p(n−1)(x, t) , (x, t) ∈ Γn−1

0 , (x, t) ∈ S1 .

Por lo tanto, p ∈ H1/2(Γk), p ∈ H1/2(S0) y p ∈ H1/2(S1).

3.3. DEFINICIÓN DEL OPERADOR A

De (3) tenemos
∂u

∂t
= − 1

β
Grad p y

∂p

∂t
= −1

γ
Div u . (8)

Luego, de las ecuaciones (7) y (8) obtenemos el siguiente sistema:
∂u
∂t

∂p
∂t

∂q
∂t

 =


0 − 1

βGrad 0

− 1
γDiv 0 0

0 I −σI



u

p

q

 (9)

El sistema obtenido en (9) puede escribirse de la siguiente forma:{
Yt = AY
Y (0) = (u(x, 0), p(x, 0), q(x, 0))T = (f(x),Ψ(x), 0)T .

(10)

El operador A : D(A) ⊆ H0 → H0 queda definido por

A(u, p, q) =

(
− 1

β
Grad p,−1

γ
Div u, p− σq

)
(11)
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con dominio

D(A) = {w = (u, p, q) ∈ H0 / Aw = wt ∈ H0 y las condiciones de frontera}

D(A) =
{
w = (u, p, q) ∈ H1 / u

(k) • η = u(k−1) • η , p(k) = p(k−1) en Γk ,

k ∈ {1, 2, ..., n− 1} con p = 0 en S1 y u • η = αp+ aq en S0}

Mediante el Teorema del Trazo se consigue demostrar que D(A) es un subespacio cerrado enH1. Ası́ mis-
mo, por el Teorema del Trazo, el Teorema 3 y el Teorema 4 se demuestra que D(A) es denso enH0.

3.4. OPERADOR ADJUNTO A∗

Ahora determinaremos el operador adjunto de A

〈w̃, Aw〉H0
=

〈
(ũ, p̃, q̃) ,

(
− 1

β
Grad p,−1

γ
Div u,−σq − p

)〉
H0

〈w̃, Aw〉H0
=

n−1∑
k=0

∫
Ωk

{
−ũ(k) •Grad p(k) − p̃(k)Div u(k)

}
dx−

∫
S0

aq̃σqdΓ +

∫
S0

aq̃p dΓ, (12)

Usando la Generalización del Teorema de Green en la ecuación (12) obtenemos

〈w̃, Aw〉H0
=

n−1∑
k=0

{∫
Ωk

p(k)Div ũ(k)dx−
∫
∂Ωk

p(k)ũ(k) • η1dΓ +

∫
Ωk

u(k) •Grad p̃(k)dx

−
∫
∂Ωk

p̃(k)u(k) • η2 dΓ

}
−
∫
S0

a q̃ σqdΓ +

∫
S0

a q̃ p dΓ . (13)

Supongamos que p̃(k) = p̃(k−1) en Γk, k ∈ {1, 2, ..., n− 1} y p̃ = 0 en S1 entonces

n−1∑
k=0

∫
∂Ωk

p̃(k)u(k) • η2 dΓ =

∫
S0

p̃ u • η2 dΓ . (14)

Ası́ mismo, supongamos que ũ(k) • η1 = ũ(k−1) • η1 en Γk, k ∈ {1, 2, ..., n− 1} entonces

n−1∑
k=0

∫
∂Ωk

p(k)ũ(k) • η1 dΓ =

∫
S0

p ũ • η1 dΓ . (15)

Reemplazando (14) y (15) en (13) tenemos

〈w̃, Aw〉H0
=

n−1∑
k=0

{∫
Ωk

p(k)Div ũ(k)dx+

∫
Ωk

u(k) •Grad p̃(k)dx

}
−
∫
S0

pũ • η1dΓ

−
∫
S0

p̃ u • η2dΓ−
∫
S0

a q̃ σqdΓ +

∫
S0

a q̃ p dΓ . (16)

Como w ∈ D(A) entonces u • η2 = αp+ a q, luego en (16) conseguimos

〈w̃, Aw〉H0
=

n−1∑
k=0

{∫
Ωk

p(k)Div ũ(k)dx+ +

∫
Ωk

u(k) •Grad p̃(k)dx

}
−
∫
S0

p ũ • η1 dΓ

−
∫
S0
p̃ (αp+ aq)dΓ−

∫
S0

a q̃σq dΓ +

∫
S0

a q̃ p dΓ . (17)
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Finalmente, supongamos que ũ • η1 = −α p̃+ a q̃ en S0 , reemplazando en (17) obtenemos

〈w̃, Aw〉H0
=

n−1∑
k=0

{∫
Ωk

p(k)Div ũ(k)dx+

∫
Ωk

u(k) •Grad p̃(k)dx

}
−
∫
S0

p(−αp̃+ aq̃)dΓ

−
∫
S0

p̃ (αp+ a q) dΓ−
∫
S0

a q̃ σq dΓ +

∫
S0

a q̃ p dΓ .

Eliminando algunos términos tenemos

〈w̃, Aw〉H0
=

n−1∑
k=0

{∫
Ωk

p(k)Div ũ(k)dx+

∫
Ωk

u(k) •Grad p̃(k)dx

}
+

∫
S0

aq(−σq̃ − p̃) dΓ .

(18)

Las condiciones asumidas anteriormente nos permiten definir el operador adjunto A∗ : H0 → H0 como

A∗(ũ, p̃, q̃) =

(
1

β
Grad p̃,

1

γ
Div ũ, −σq̃ − p̃

)
con dominio

D(A∗) =
{
w̃ = (ũ, p̃, q̃) ∈ H1 / ũ(k) • η = ũ(k−1) • η y p̃(k) = p̃(k−1),

k ∈ {1, 2, ..., n− 1} con p̃ = 0 en S1 y ũ • η = −αp̃+ aq̃ en S0} .

Luego, el lado derecho de la ecuación (18) se puede escribir

〈w̃, Aw〉H0
=
〈(

1
β Grad p̃,

1
γ Div ũ,−σ q̃ − p̃

)
, (u, p, q)

〉
H0

= 〈A∗w̃, w〉H0

Finalmente usando el Teorema del Trazo y densidad se demuestra que D(A∗) es denso enH0 .

3.5. OPERADOR ADJUNTO DE A∗

Siguiendo un proceso similar a la sección anterior podemos determinar el operador adjunto de A∗〈˜̃w,A∗w̃〉
H0

=

〈(
− 1

β
Grad ˜̃p,−1

γ
Div ˜̃u,−σ˜̃q + ˜̃p) , (ũ, p̃, q̃)〉

H0

=
〈
A∗∗ ˜̃w, w̃〉

H0

siempre que A∗∗ : H0 → H0 tal que

D(A∗∗) =

{˜̃w = (˜̃u, ˜̃p, ˜̃q) ∈ H1 / ˜̃u(k)
• η = ˜̃u(k−1)

• η y ˜̃p(k)
= ˜̃p(k−1)

, k ∈ {1, 2, ..., n− 1}

con ˜̃p = 0 en S1 y ˜̃u • η = α˜̃p+ a˜̃q en S0

}
.

Por lo tanto,

A∗∗
(˜̃u, ˜̃p, ˜̃q) =

(
− 1

β
Grad ˜̃p,−1

γ
Div ˜̃u,−σ˜̃q + ˜̃p) . (19)

De (11) y (19) tenemos
A = A∗∗ . (20)

Los operadoresA yA∗ son densamente definidos. El operadorA∗∗ es cerrado enH0. Por lo tanto de (20), el
operador A es cerrado enH0.



Modelo de propagación del sonido en un fluı́do compresible 15

Lema 1 Asumiendo las Hipótesis dadas lı́neas arribas, entonces, ambos operadoresA yA∗ son disipativos,
esto es ,

〈Aw,w〉H0
≤ 0 para algún w ∈ D(A) , 〈A∗w̃, w̃〉H0

≤ 0 para algún w̃ ∈ D(A) .

Prueba. Definamos el conjunto G y demostraremos que G = D(A) ,

G =
{
w = (u, p, q) funciones suaves a trozos / u = (u1, u2, u3) ∈ (C1(Ωk))

3, p ∈ C1(Ωk),

k ∈ {0, 2, ..., n− 1} y q ∈ C(S0) con condiciones en la frontera, u(k) • η = u(k−1) • η

y p(k) = p(k−1) en Γk , p = 0 en S1 y u • η = αp+ aq en S0

}
.

Sea (u, p, q) ∈ D (A) entonces u(k) ∈ H (div,Ωk), p(k) ∈ H1 (Ωk) y q ∈ L2 (S0). Del Teorema 2,
∃u(k)

m ∈
[
C1
K

(
Ωk

)]3 tal que u(k)
m → u(k) en H (div,Ωk).

Por otro lado, del Teorema 1, ∃ p(k)
m ∈ C1

(
Ωk

)
tal que p(k)

m → p(k) en H1 (Ωk), y ∃ qm ∈ C1 (S0) tal que
qm → q en L2 (S0).
Definamos la siguiente sucesión en Ω:

um =


u

(0)
m en Ω0,

u
(1)
m en Ω1,

...

u
(n−1)
m en Ωn−1 .

Además de la Definición 1,u(k)
m ∈

[
C1
(
Ωk

)]3 y con soporte compacto en Ωk . Ası́ que,

u
(k)
m = 0 en ∂Ωk. Lo mismo sucede para u

(k−1)
m = 0 en ∂Ωk−1. Por lo tanto,

u
(k)
m • η = u

(k−1)
m • η = 0 en Γk. Ası́ mismo, definimos la sucesión:

pm =


p

(0)
m en Ω0,

p
(1)
m en Ω1,

...

p
(n−1)
m en Ωn−1 .

con pm = 0 en ∂Ω, p(k)
m = p

(k−1)
m en Γk para k ∈ {1, 2, . . . , n− 1}.

De las definiciones anteriores tenemos que um • η = αpm + aqm en S0 . Luego,
(um, pm, qm) ∈ D (A). Por lo tanto, G = D(A).
Sea w = (u, p, q) ∈ G, tomando el producto interno de Aw y w enH0 obtenemos

〈Aw,w〉H0
=

〈(
− 1

β
Grad p,−1

γ
Div u,−σq + p

)
, (u, p, q)

〉
H0

= −
n−1∑
k=0

∫
Ωk

{
Grad p(k) • u(k) +Div u(k)p(k)

}
dx−

∫
S0

a(x)
(
−σq2 + pq

)
dΓ

= −
n−1∑
k=0

∫
∂Ωk

u(k) • ηp(k)dΓ +

∫
S0

a(x)
(
σq2 − pq

)
dΓ . (21)

De las condiciones en la frontera, u(k−1) • η = u(k) • η y p(k−1) = p(k) en Γk, k ∈ {0, 1, ...n− 1}
entonces obtenemos∫

Γk

u(k−1) • ηp(k−1)dΓ−
∫

Γk

u(k) • ηp(k−1) = 0 , k ∈ {1, 2, ..., n− 1} . (22)
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Usando (22) en (21) obtenemos

〈Aw,w〉H0
=

∫
S1

u(0) • ηp(0)dΓ−
∫
S0

u(n−1) • ηp(n−1)dΓ−
∫
S0

a(x)
(
σq2 − pq

)
dΓ . (23)

También,

p(0) = p = 0 en S1 entonces
∫
S1

u(0) • η p(0)dΓ = 0 (24)

y
u(n−1) • ηp(n−1) = u • ηp = (αp+ a q)p = (αp2 + a p q) en S0

entonces
∫
S0

u(n−1) • ηp(n−1)dΓ =

∫
S0

(αp2 + a p q)dΓ .
(25)

Reemplazando (24), (25) en (23) tenemos

〈Aw,w〉H0
= −

∫
S0

(αp2 + a p q)dΓ−
∫
S0

a(x)
(
σq2 − p q

)
dΓ

= −
∫
S0

(αp2 + a σ q2)dΓ ≤ 0 , ∀w ∈ G . (26)

Por densidad , tenemos que si w ∈ D(A) entonces ∃wm ∈ G tal que ĺım
m→∞

wm = w. Dado que wm ∈ G
entonces de (26) obtenemos

〈Awm, wm〉H0
≤ 0 ,

ĺım
m→∞

〈Awm, wm〉H0
≤ 0 ,〈

ĺım
m→∞

Awm, ĺım
m→∞

wm

〉
H0

≤ 0 . (27)

Como A es cerrado enH0 entonces ĺım
m→∞

Awm = Aw. Por lo tanto en (27), tenemos

〈Aw,w〉H0
≤ 0. (28)

De la ecuación (28), tenemos que A es disipativo. �
Calculos similares nos permiten probar que A∗ es disipativo. En conclusión tenemos que A y A∗ son opera-
dores disipativos, y A es un operador cerrado definido densamente, entonces A es el generador infinitesimal
de un semigrupo fuertemente continuo de contracciones {U (t)}t≥0 (ver [9]). Ası́, la solucion única de (10)
es

Y (t) := U (t)Y (0) .
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[2] M. FABRIZIO AND A. MORRO, A boundary condition with memory in electromagnetism, Arch. Rational Mech.

Anal., 136 (1996), pp. 359-381.
[3] GIRAULD,VIVETTE AND RAVIART, PIERRE-ARNAUD, Finite Element Approximation of the Navier-Stokes Equations.

Springer-Verlag, Berlin and New York, (1979).
[4] B. V. KAPINOTOV AND G. PERLA MENZALA, Uniform stabilization for Maxwell equations with boundary conditions with

memory, Asymptotic Analysis 26 (2001), pp. 91-104.
[5] J. E. LAGNESE, Boundary controllability in problems of transmission for a class of second order hyperbolic sys-

tems, ESAIM: Control, Optim. and Calculus of Variations, 2 (1997), pp. 343-357.
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Resumen: Se modela la transmisión del VIH en una cárcel para hombres, considerando transmisión de la enfermedad
solo por vı́a sexual, tanto por contacto entre hombres internos, como por contacto de hombres internos con mujeres
que acuden a visita conyugal. La población masculina se divide en internos susceptibles de adquirir la infección,
internos portadores VIH sin diagnosticar e internos portadores VIH diagnosticados. La población de mujeres que
efectúan visita conyugal se divide en mujeres susceptibles de adquirir la infección y mujeres infectadas con VIH.
Se plantea un sistema de cinco ecuaciones diferenciales no lineales, que posteriormente se modifica incorporando un
control preventivo en todas las tasas de transmisión. El objetivo es optimizar tal control empleando la técnica clásica
del Principio del Máximo de Pontryagin. Esta técnica implica el planteamiento de un problema de contorno, que es
simulado para obtener conclusiones y establecer medidas que en teorı́a, ayuden a mantener bajos niveles de internos
infectados.

Palabras clave: VIH, Centro de reclusión, Control óptimo, Problema de contorno
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1. INTRODUCCIÓN

En la actualidad, uno de los retos más grandes para la salud pública a nivel mundial, consiste en la
reducción de la transmisión del VIH; esto, debido entre otros factores, a su naturaleza de epidemia y a
su impacto en la salud, en lo económico, en lo social y en lo polı́tico. En este orden de ideas, se han
logrado identificar elementos que hacen a ciertos grupos poblacionales más vulnerables que otros frente a la
infección por VIH. Estos factores pueden clasificarse en: epidemiológicos (mayor probabilidad de adquirir
el VIH por el hecho de pertenecer a un grupo con una prevalencia más elevada), sociales (estar privado de
atención médica y otros derechos), económicos (incapacidad de evitar el riesgo y de tener acceso a medicina
y salud en general) y polı́ticos (sus necesidades no son tenidas en cuenta en la formulación de polı́ticas y
proyectos). De acuerdo con lo anterior, se pueden distinguir diferentes grupos poblacionales que podrı́an
considerarse como de mayor vulnerabilidad frente al VIH, entre ellos, las personas privadas de libertad en
las cárceles. Resulta entonces pertinente estudiar y plantear estrategias de control para el VIH teniendo como
escenario un centro de reclusión [8], [9].

La relevancia del estudio de la dinámica de transmisión del VIH en los centros de reclusión colombianos
se fundamenta en varios factores, pero se hace especial énfasis en dos de ellos. El primero tiene que ver
con el panorama poco alentador que dejó en evidencia la Defensorı́a del Pueblo colombiana en el año 2010,
cuando presentó un informe sobre la ejecución del decreto 1141 de 2009 (reglamentación de la afiliación de
la población reclusa al Sistema General de Seguridad Social en Salud), en el cual manifiesta que la prestación
de los servicios de salud en términos de acciones preventivas, terapéuticas y rehabilitadoras corresponden
a la principal falla del INPEC (Instituto Nacional Penitenciario y Carcelario), organismo encargado de los
asuntos carcelarios en Colombia [4]. El segundo factor tiene que ver con las visitas conyugales en las cárce-
les masculinas, para lo cual el INPEC establece todos los domingos como dı́as permitidos para este tipo de
visitas, a excepción del primer domingo de cada mes, el cual se destina para la visita de niños y por lo tanto
se impide el acceso a las celdas por parte de los visitantes.

Teniendo en cuenta lo anterior y conociendo la importancia que tiene el modelado matemático en el estu-
dio de epidemias, se realiza un análisis de la dinámica de transmisión del VIH en un centro de reclusión para
hombres, utilizando ecuaciones diferenciales ordinarias. Es importante resaltar, que el modelado matemáti-
co ha hecho aportes significativos al campo epidemiológico, al menos desde lo teórico. Para corroborar esta
aseveración, puede consultarse un trabajo clásico como [2], o algunos más recientes tales como [1] y [7].

17
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2. PLANTEAMIENTO DEL MODELO

Se modela la transmisión del VIH en un centro de reclusión para hombres y se tiene en cuenta el efecto
que las visitas conyugales puedan tener en la dinámica de la enfermedad. La población se considera dividida
en internos susceptibles de adquirir la infección v = v(t), internos portadores del VIH sin diagnosticar
w = w(t), internos portadores del VIH diagnosticados x = x(t). De manera semejante, se asume que la
población de mujeres en visita conyugal se divide en mujeres susceptibles de adquirir la infección y = y(t)
y mujeres infectadas con VIH, z = z(t).

En el modelo se considera que la enfermedad se transmite solo por vı́a sexual; ası́, los internos suscepti-
bles pueden adquirir la infección por contacto con mujeres infectadas con una probabilidad ρ y por contacto
con internos portadores sin diagnosticar con una probabilidad β. Del mismo modo, las mujeres susceptibles
pueden adquirir el virus por contacto sexual con internos portadores sin diagnosticar con una probabilidad
ψ. Se denota con θ la tasa de diagnóstico.

Un supuesto importante es que la tasa de crecimiento de las mujeres en visita es igual a la tasa de ingreso
de los internos ∆; esto indica que cada interno que es recluido “llega” con su compañera, y del mismo modo
cuando el interno es liberado o trasladado, ella se va con él a una tasa de liberación o traslado µ. Con estos
supuestos, el modelo toma la forma 

dv
dt = ∆− βvw − ρvz − µv
dw
dt = βvw + ρvz − φw
dx
dt = θw − µx
dy
dt = ∆− ψwy − µy
dz
dt = ψwy − µz,

(1)

con condiciones iniciales v(0) = v0, w(0) = w0, x(0) = x0, y(0) = y0 y z(0) = z0 y donde φ = θ + µ.
Todos los parámetros del modelo son positivos.

Proposición 2.1 La región Ω = {(v, w, x, y, z) ∈ R5 : 0 ≤ v+w+x ≤ ∆
µ , 0 ≤ y+z ≤ ∆

µ } es una región
de invarianza para el sistema (1).

3. ANÁLISIS DEL MODELO SIN CONTROL

3.1. SOLUCIONES ESTACIONARIAS

Para determinar las soluciones estacionarias, se resuelve el sistema algebraico que resulta de igualar a
cero, el lado derecho de cada una de las ecuaciones diferenciales del sistema (1), con lo cual se obtienen, la
solución trivial

E0 =

(
∆

µ
, 0, 0,

∆

µ
, 0

)
(2)

y la solución no trivial E1 = (v, w, x, y, z), donde

w =
ρψ∆v − µ2(φ− βv)

ψµ(φ− βv)
x =

θ(ρψ∆v − µ2(φ− βv))

ψµ2(φ− βv)

y =
µ(φ− βv)

ρψv
z =

ρψ∆v − µ2(φ− βv)

ρψµv

y v es la solución de la ecuación cuadrática

a2v
2 + a1v + a0 = 0, (3)

donde
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a2 = µ2ψβ, a1 = −[µ2φ(β + ψ) + ∆ψ(ρφ+ µβ)], a0 = µ2φ2 + ∆µψφ.

Proposición 3.1 Es condición suficiente que β > ψ para que las soluciones de la ecuación (3) sean reales
y positivas.

Prueba. Empleando la fórmula general para ecuaciones cuadráticas en la ecuación (3), se obtienen las
soluciones

v =
µ2φ(β + ψ) + ∆ψ(ρφ+ µβ)±

√
[µ2φ(β + ψ) + ∆ψ(ρφ+ µβ)]2 − 4µ4φ2ψβ − 4µ3ψ2βφ∆

2µ2ψβ
. (4)

El radicando de (4) se puede reexpresar como

µ4φ2(β − ψ)2 + 2µ2φψ∆[φρ(β + ψ) + µβ(β − ψ)] + ∆2ψ2(ρφ+ µβ)2,

el cual es positivo para todos los valores de los parámetros si β > ψ. Bajo este resultado, la positividad de
las soluciones es evidente de (4), ya que

µ2φ(β + ψ) + ∆ψ(ρφ+ µβ) ≥
√

[µ2φ(β + ψ) + ∆ψ(ρφ+ µβ)]2 − 4µ4φ2ψβ − 4µ3ψ2βφ∆.

�

Observación 3.1 De acuerdo con la proposición 3.1, es posible que la ecuación (3) tenga soluciones reales
positivas, lo que implica la posible existencia de dos puntos de equilibrio no triviales. Sin embargo, el
estudio de estabilidad se concentra alrededor del punto de equilibrio trivial E0 (2), dada su relación con el
número básico de reproducción.

3.2. NÚMERO BÁSICO DE REPRODUCCIÓN

Una forma de estudiar el comportamiento de la enfermedad, es analizando el número básico de reproduc-
ción, denotado por R0 y definido según [6], como el número de casos secundarios que son producidos por
un individuo contagiado en una población enteramente susceptible. Para determinar el número básico de
reproducción se ha utilizado el método de la matriz de la siguiente generación, descrito en númerosos tra-
bajos de epidemiologı́a matemática, como por ejemplo [3]. Para ello, se tienen en cuenta las ecuaciones
diferenciales correspondientes a las poblaciones infecciosas y se definen los siguientes vectores

f =

 βvw + ρvz
0

ψwy

 , g =

 φw
−θw + µx

µz

 .
Para los cuales se calculan las matrices jacobianas con respecto a las variables w, x y z, dando por resultado

Df =

 βv 0 ρv
0 0 0
ψy 0 0

 , Dg =

 φ 0 0
−θ µ 0
0 0 µ

 .
De donde se obtienen las matrices F y G, dadas por F = Df(E0) y G = (Dg)−1, es decir,

F =


β∆

µ
0

ρ∆

µ
0 0 0
ψ∆

µ
0 0

 , G =


1

φ
0 0

θ

µφ

1

µ
0

0 0
1

µ

 .
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El número básico de reproducción de la enfermedad está dado por el radio espectral de la matriz de la
siguiente generación, es decir, el mayor de los valores absolutos de los valores propios de la matriz FG.
Esto es

R̃0 =
∆

2

βµ+
√
β2µ2 + 4φρψµ

φµ2
. (5)

Proposición 3.2 El número básico de reproducción de la enfermedad (5) satisface que

R̃0 =
∆

2

βµ+
√
β2µ2 + 4φρψµ

φµ2
< 1 si y solo si

ψ

µ

∆

µ
· ρ
φ

∆

µ
+
β

φ

∆

µ
< 1.

Prueba.

∆

2

βµ+
√
β2µ2 + 4φρψµ

φµ2
< 1 ⇐⇒

√
β2µ2 + 4φρψµ <

2µ2φ− βµ∆

∆

⇐⇒ ρψ∆2 < µ3φ− µ2β∆

⇐⇒ ρψ∆2

µ3φ
+
β∆

µφ
< 1

⇐⇒ ψ

µ

∆

µ
· ρ
φ

∆

µ
+
β

φ

∆

µ
< 1.

�

Definición 3.1 El número básico de reproducción R0 está dado por

R0 = Rm ·Rh +Rg =
ψ

µ

∆

µ
· ρ
φ

∆

µ
+
β

φ

∆

µ
, (6)

donde Rm representa el aporte de la población de mujeres al R0. Ası́ mismo, Rh y Rg corresponden al
aporte de la población de hombres al R0. Nótese que las tres expresiones presentan la forma caracterı́stica
de la epidemiologı́a, es decir, un cociente entre tasas de entrada y tasas de salida. Los efectos aditivos y
multiplicativos en R0 son resultado de haber considerado múltiples vı́as de infección.

3.3. ESTABILIDAD LOCAL

Proposición 3.3 Si R0 < 1, entonces el punto de equilibrio trivial E0 descrito en (2) es local y asintótica-
mente estable.

Prueba. La matriz jacobiana del sistema está dada por

J(E) =


−βw − ρz − µ −βv 0 0 −ρv
βw + ρz βv − φ 0 0 ρv

0 θ −µ 0 0
0 −ψy 0 −ψw − µ 0
0 ψy 0 ψw −µ

 . (7)

Y al evaluar la matriz jacobiana (7) en el punto de equilibrio (2), se obtiene la matriz

J(E0) =


−µ −β∆

µ 0 0 −ρ∆
µ

0 β∆
µ − φ 0 0 ρ∆

µ

0 θ −µ 0 0

0 −ψ∆
µ 0 −µ 0

0 ψ∆
µ 0 0 −µ

 ,
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cuyo polinomio caracterı́stico está dado por

p(r) =
1

µ2
(µ+ r)3

(
r2 +

(
φ+ µ− β∆

µ

)
r +

(
µφ− β∆− ρψ∆2

µ2

))
.

Este polinomio de grado 5 presenta la raı́z r = −µ de multiplicidad 3 y según el criterio de Routh-Hurwitz,
las dos raices del polinomio de segundo grado tienen parte real negativa si son positivos tanto el coeficiente
del término lineal, como el término independiente, es decir, si se satisfacen las siguientes condiciones

φ+ µ− β∆

µ
> 0 y µφ− β∆− ρψ∆2

µ2
> 0.

Condiciones que se pueden escribir de manera equivalente como

µ2 + µφ

(
1− β∆

µφ

)
> 0 y

ψ

µ

∆

µ
· ρ
φ

∆

µ
+
β∆

µφ
< 1.

La segunda condición es exáctamente R0 < 1 y su satisfacción implica que β∆
µφ < 1, permitiendo que

también se cumpla la primera condición.
�

3.4. SIMULACIONES

Se realizan las simulaciones del modelo (1) teniendo en cuenta los valores mostrados en la tabla 1. Sin
embargo, se consideran diferentes valores para las probabilidades de contagio β, ρ y ψ. Los comporta-
mientos exhibidos en la figuras 1 y 2 son semejantes conforme se van incrementando los valores de los
parámetros β y ρ. Se observa que el número de internos susceptibles disminuye a niveles entre el 75 % y el
100 %. La cantidad de internos no diagnosticados presenta un pico caracterı́stico en este tipo de modelado,
pero termina por estabilizarse alrededor de los 300 individuos, lectura preocupante si se tiene en cuenta que
en este caso la condición inicial fue de un individuo. La población de mujeres susceptibles describe un com-
portamiento sin variaciones profundas, ya que a pesar de los picos mostrados, la reducción en el número de
individuos no sobrepasa el 25 %. Las lecturas más criticas obedecen al número de internos diagnosticados
y de mujeres infectadas, debido a que se inició la simulación con valores nulos y terminan por alcanzar los
375 y 450 individuos, respectivamente.

Figura 1: Soluciones del sistema (1) variando β. β = 9 × 10−7 (Puntos), β = 9 × 10−6 (Guiones y puntos), β =
9× 10−5 (Guiones) y β = 9× 10−4 (Lı́nea continua).

El comportamiento observado en la figura 3 es semejante a lo comentado anteriormente, por lo menos en
lo que respecta a las poblaciones de internos susceptibles e internos portadores con y sin diagnóstico. Sin
embargo, y como era de esperarse, los cambios significativos se presentan en las poblaciones de mujeres,
debido a los diferentes valores considerados para ψ, la tasa de contagio entre mujeres susceptibles e inter-
nos infectados sin diagnosticar. Tales modificaciones se traducen en una disminución drástica del número
de mujeres susceptibles y un crecimiento representativo del número de mujeres infectadas, a medida que
aumenta la magnitud de ψ.
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Tabla 1: Condiciones iniciales y valores de los parámetros usados en la simulación para las figuras 1 a 6.

Parámetro Descripción Valor

v0 Valor inicial de los internos susceptibles (IS) 599
w0 Valor inicial de los internos port. sin diagn. (IPsD) 1
x0 Valor inicial de los internos port. diagn. (IPD) 0
y0 Valor inicial de las mujeres en visita suscep. (MvS) 300
z0 Valor inicial de las mujeres en visita portad. (MvP) 0
∆ Tasa de ingreso de los internos 5
µ Tasa de traslado o liberación en el CR 5/700
β Probabilidad de contagio entre IS e IPsD 9× 10−5

ρ Probabilidad de contagio entre IS y MvP 9× 10−5

ψ Probabilidad de contagio entre MvS e IPsD 5× 10−5

θ Tasa de diagnóstico de la enfermedad 0.009

Figura 2: Soluciones del sistema (1) variando ρ. ρ = 9×10−7 (Puntos), ρ = 9×10−6 (Guiones y puntos), ρ = 9×10−5

(Guiones) y ρ = 9× 10−4 (Lı́nea continua).

Figura 3: Soluciones del sistema (1) variando ψ. ψ = 5 × 10−7 (Puntos), ψ = 5 × 10−6 (Guiones y puntos),
ψ = 5× 10−5 (Guiones) y ψ = 5× 10−4 (Lı́nea continua).

De acuerdo con las observaciones anteriores, es posible afirmar que si se desea disminuir el número de
infectados masculinos, entonces no es suficiente con mantener bajas las probabilidades de contagio β y ρ, de
manera independiente, como se realizaron las simulaciones. No obstante, en el caso de las mujeres resulta
evidente la eficacia de reducir el valor de ψ, con el ánimo de disminuir el número de mujeres infectadas.

4. ANÁLISIS DEL MODELO CON CONTROL

Se considera nuevamente el modelo inicial (1), pero ahora aplicando control (u) sobre las probabilidades
de contagio β, ρ y ψ, con lo que se obtiene el nuevo sistema:
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

dv
dt = ∆− β(1− u)vw − ρ(1− u)vz − µv
dw
dt = β(1− u)vw + ρ(1− u)vz − φw
dx
dt = θw − µx
dy
dt = ∆− ψ(1− u)wy − µy
dz
dt = ψ(1− u)wy − µz.

(8)

En el modelo (8) debe tenerse en cuenta que u = 0 significa que no se aplica control y u = 1 indica
que el control es 100 % efectivo. El control se aplica sobre las probabilidades de contagio β, ρ y ψ, con
la intensión de reducir tales probabilidades de manera simultánea y con esto, disminuir significativamente
el número promedio de todas las poblaciones infectadas. Porque como se observó en las simulacionnes
anteriores, la reducción de las probabilidades de manera independiente no genera efectos positivos en las
tres poblaciones de infectados.

A continuación se define el número básico de reproducción en términos del control, denotado ahora por
R0(u), mediante el cual se establecen dos proposiciones relacionadas con la estabilidad del equilibrio trivial
E0. La primera corresponde a la desigualdad estricta sobre la unidad. Y la segunda tiene que ver con el
mı́nimo control que debe aplicarse para garantizar la satisfacción de tal desigualdad.

Definición 4.1 El número básico de reproducción R0(u) está dado por

R0(u) = Rm(u) ·Rh(u) +Rg(u)

=
ψ(1− u)

µ

∆

µ
· ρ(1− u)

φ

∆

µ
+
β(1− u)

φ

∆

µ
. (9)

Proposición 4.1 R0(u) < 1 implica que el equilibrio trivial E0 es local y asintoticamente estable.

Proposición 4.2 Si u > uc, entonces R0(u) < 1, donde

uc = 1− 1

2

√( βµ2

ψρ∆

)2

+
4µ3φ

ψρ∆2
− βµ2

ψρ∆

 . (10)

De ahora en adelande la expresión (10) se llamará umbral de control constante y su importancia radica en
la determinación del valor mı́nimo que debe asumir el control para garantizar que R0(u) < 1 y por lo tanto,
implicar que el equilibrio trivial E0 sea local y asintoticamente estable. Esta idea se ilustra en las figuras 4
y 5, las cuales corresponden a las simulaciones del modelo (8) y que se efectuaron teniendo en cuenta los
valores mostrados en la tabla 1. Valores para los cuales se obtiene uc = 0,8516.

En la figura 4 se evidencia que con la aplicación de control en cantidades menores a uc, no se logra
la erradicación de la enfermedad; aparentemente los resultados son buenos con la aplicación del control a
un 70 %, pero finalizando el tiempo de simulación se observa un inminente crecimiento de las poblaciones
de infectados. Para la figura 5 se ha considerado un mayor tiempo de simulación y también valores del
control muy cercanos a uc, tanto por exceso, como por defecto; en ella se observa que cuando se aplica
control en magnitudes menores al umbral uc, se logra retrasar el brote de la enfermedad y disminuir su
intensidad. En cualquier caso, ambas gráficas permiten notar que la enfermedad desaparece cuando el control
administrado excede al umbral uc = 0,8516, que en este caso resulta ser muy alto, entendido como de 85 %
aproximadamente.
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Figura 4: Variación del control constante. u = 0 (Puntos), u = 0,4 (Guiones y puntos), u = 0,7 (Guiones), u = 0,9
(Lı́nea continua) y uc = 0,8516.

Figura 5: Variación mı́nima del control constante. u = 0,80 (Puntos), u = 0,82 (Guiones y puntos), u = 0,84
(Guiones), u = 0,86 (Lı́nea continua) y uc = 0,8516.

5. PROBLEMA DE CONTROL ÓPTIMO

La sección anterior puso de manifiesto la necesidad de la aplicación de control de manera constante y en
porcentajes superiores al 85 %. Se desea ahora determinar un tipo de control que varı́e con el tiempo, pero
cuyos resultados, respecto a la disminución del número promedio de infectados, sean óptimos. Para ello se
plantea una funcional de costos en términos de w, z, un control u y su respectivo ponderador A. Se denota
tal funcional por C y corresponde a

C(u) =

∫ τ

0

(
w + z +

A

2
u2

)
dt,

sujeta al problema de valor inicial conformado por el sistema (8) y las condiciones iniciales v(0) = v0,
w(0) = w0, x(0) = x0, y(0) = y0 y z(0) = z0. El objetivo es determinar una función óptima ũ ∈ Γ tal
que mı́n{C(u)} = C(ũ), donde Γ = {u|u ∈ L2 ([0, τ ])} es el conjunto de controles admisibles. Según el
principio de máximo de Pontryagin, minimizar la funcional C es equivalente a minimizar la función auxiliar

H = w + z + A
2 u

2 + L1 [∆− β(1− u)vw − ρ(1− u)vz − µv]

+L2 [β(1− u)vw + ρ(1− u)vz − φw] + L3 [θw − µx]

+L4 [∆− ψ(1− u)wy − µy] + L5 [ψ(1− u)wy − µz]

+M1u+M2(1− u).

Donde M1 y M2 son cantidades de penalización no negativas, que satisfacen,

M1u = 0 y M2(1− u) = 0 (11)

y las variables Li, para i = 1, 2, 3, 4, son variables adjuntas que satisfacen el problema de valor final
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

dL1
dt = (1− u)(L1 − L2)(βw + ρz) + µL1

dL2
dt = β(1− u)(L1 − L2)v + ψ(1− u)(L4 − L5)y + φL2 − θL3 − 1

dL3
dt = µL3

dL4
dt = ψ(1− u)(L4 − L5)w + µL4

dL5
dt = ρ(1− u)(L1 − L2)v + µL5 − 1,

(12)

con las condiciones finales Li(τ) = 0, para i = 1, 2, 3, 4. Para caracterizar el control óptimo basta con
resolver para u, la condición de primer orden ∂H

∂u = 0, de manera explı́cita

∂H

∂u
= Au+ (L1 − L2)(βw + ρz)v + ψ(L4 − L5)wy +M1 −M2 = 0.

Con lo que se tiene

u =
(L2 − L1)(βw + ρz)v + ψ(L5 − L4)wy

A
.

Y usando la condición de penalización dada en (11), se deduce que una forma adecuada de caracterizar el
control ũ es

ũ = máx

(
0,mı́n

(
(L2 − L1)(βw + ρz)v + ψ(L5 − L4)wy

A
, 1

))
. (13)

Teorı́a de control óptimo aplicada a epidemias, como la descrita anteriormente, se puede encontrar, entre
otros trabajos, en [5].

El efecto que tiene el control óptimo sobre la dinámica del modelo, se observa en la figura 6, la cual es el
resultado de realizar la simulación del problema de contorno formado por (8), (12) y (13), con condiciones
iniciales v(0) = v0, w(0) = w0, x(0) = x0, y(0) = y0, z(0) = z0 y con condiciones finales Li(τ) = 0,
para i = 1, 2, 3, 4. Los valores de los parámetros se conservan con respecto a las simulaciones anteriores.
Se observa entonces en la figura 6 los excelentes resultados que arroja la aplicación del control óptimo,
traducidos en la disminución de la cantidad de infectados, cuando se reduce el valor del ponderador A. Esto
se debe a que A es el denominador de (13) y en términos monetarios, reduce su costo. Nótese además,
que en la gráfica del control u (control óptimo), los valores siempre son menores que el valor del control
constante uc. El aumento de la población total de internos de 600 a 695 en los 400 dı́as considerados, tiene
que ver con la consideración de la tasa de ingreso de los internos como constante, en la tabla 1 se muestra
que ∆ = 5.

6. DISCUSIÓN

Desde el punto de vista epidemiológico, el escenario poblacional más ideal se presenta cuando las
poblaciones de infectados son muy bajas, lo que se consigue cuando R0 < 1. Esta desigualdad se
tradujo en términos de control como u > uc, donde uc corresponde a un umbral de control constante.
A la luz de los resultados, se advierte sobre la necesidad de la aplicación permanente de un control
preventivo con altas tasas de efectividad (uc = 0,8516), pues de lo contrario los brotes de la infección
son inevitables.

La disminución de dos de las tres probabilidades de transmisión β, ρ o ψ, no es una medida suficiente
para reducir los niveles de poblaciones infectadas. De ahı́ la necesidad de administrar control u sobre
las tres probabilidades de contagio. Se halló un umbral de control constante uc y se mostró numéri-
camente que cuando se aplica control en cantidades que superen este umbral, se obtiene la reducción
anhelada. Pero además, se determinó un control óptimo ũ que también permite alcanzar tal reducción
y que presenta dos ventajas respecto de su aplicación: la primera es que no necesita ser constante,
dada su variación en el tiempo; y la segunda es que sus valores son menores al umbral de control
constante.
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Figura 6: Simulación del modelo con control óptimo. Sin control (Puntos), A = 2500 (Guiones y puntos), A = 1000
(Guiones) y A = 100 (Lı́nea continua).
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Resumen: En este trabajo estudiamos el Espectro de Fucik para el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales
ordinarias de segundo orden 

−u′′ = λ+v+ − λ−v− en ⟨0, 1⟩ ,

−v′′ = λ+u+ − µ−u− en ⟨0, 1⟩ ,

Bu = Bv = 0 en {0, 1} ,

donde u+ = max{u, 0} , u− = max{−u, 0} y Bu = 0 representa las condiciones de frontera tipo Dirichlet o tipo
Neumann.

Palabras clave: Sistema acoplado, Espectro de Fucik, Superficies de Fucik.
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1. INTRODUCCIÓN

Diversos trabajos de investigación sobre oscilaciones de puentes colgantes ([6], [9]), movimientos de
barcos ([7]) y soluciones estacionarias para la ecuación de competencia entre especies ([2]), muestran en su
desarrollo la importancia de conocer el espectro de Fucik para el problema correspondiente.

La noción de espectro de Fucik fue introducida en los trabajos de Fucik [4] para el problema de Laplace
escalar. Este espectro es definido como el conjunto Σ de puntos (λ+, λ−) ∈ R2 para los cuales el problema{

−u′′ = λ+u+ − λ−u− en ⟨0, 1⟩ ,

Bu = 0 en {0, 1} ,
(1)

tiene soluciones no triviales. Actualmente, Σ está completamente descrito e inclusive se conoce explı́cita-
mente las curvas que lo forman, ver por ejemplo [3], [5] y [10].

En este trabajo seguimos las ideas de Campos y Dancer [1] para estudiar el espectro de Fucik para el
problema 

−u′′ = λ+v+ − λ−v− en ⟨0, 1⟩ ,

−v′′ = λ+u+ − µ−u− en ⟨0, 1⟩ ,

Bu = Bv = 0 en {0, 1} ,

(2)

donde Bu = 0 representa las condiciones de frontera tipo Dirichlet o tipo Neumann. Este espectro es
definido como el conjunto Σ̂ de puntos (λ+, λ−, µ−) ∈ R3 , λ+, λ−, µ− ≥ 0 , para los cuales el problema
(2) tiene soluciones no triviales.

En el desarrollo del trabajo obtenemos que Σ̂ contiene superficies no acotadas en R3 . En la sección 2
presentamos la forma explı́cita de estas superficies para el caso en que las correspondientes soluciones no
triviales de (2) no cambian de signo, y en la sección 3 mostramos algunas propiedades de las superficies
correspondientes a soluciones no triviales de (2) que sı́ cambian de signo.

2. PROPIEDADES DEL ESPECTRO DEL SISTEMA ACOPLADO Y DE LAS CORRESPONDIENTES
SOLUCIONES NO TRIVIALES

Denotamos Σ̂t la parte trivial del espectro de Fucik del sistema acoplado (2)

Σ̂t = { (λ+, λ−, µ−) ∈ R3 / λ±, µ− ≥ 0 y (2) tiene soluciones no triviales que no cambian de signo }

27
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y Σ̂nt la parte no trivial

Σ̂nt = { (λ+, λ−, µ−) ∈ R3 / λ±, µ− > 0 y (2) tiene soluciones no triviales que cambian de signo } ,

con lo cual Σ̂ = Σ̂t ∪ Σ̂nt . Y tenemos las siguientes propiedades

Lema 1 (Σ̂ ̸= ∅) (λk, λk, λk) ∈ Σ̂ , ∀ k ≥ 1 , donde λk es autovalor de −u′′ con condiciones de
frontera B .

Lema 2 (Simetrı́as en Σ̂ ) Si (λ+, λ−, µ−) ∈ Σ̂nt con las correspondientes soluciones no triviales (u, v)
de (2), entonces

1. (λ+, µ−, λ−) ∈ Σ̂nt con correspondientes soluciones no triviales (v, u) .

2. (
√

λ−µ− , λ+

√
µ−

λ− , λ+

√
λ−

µ− ) ∈ Σ̂nt con correspondientes soluciones no triviales (−u,−

√
λ−

µ− v ) .

Nota 1 Combinando las dos propiedades de simetrı́a, tenemos que si λ+ =
√

λ− µ− , entonces para el

mismo punto (
√

λ− µ−, λ−, µ−) ∈ Σ̂nt hay dos soluciones de (2), digamos (u, v) y (−v,−
√

µ−

λ− u) .

2.1.IDENTIDADES IMPORTANTES

Aquı́ hacemos una adaptación de los cálculos presentados en [8]. Empezamos multiplicando la primera
ecuación de (2) por v , la segunda por u e integrando de 0 a 1 , para obtener∫ 1

0
u′v′dt = λ+

∫ 1

0
(v+)2 + λ−

∫ 1

0
(v−)2dt = λ+

∫ 1

0
(u+)2 + µ−

∫ 1

0
(u−)2dt . (3)

Ahora, multiplicando la primera ecuación de (2) por u , la segunda por v e integrando de 0 a 1 , tenemos∫ 1

0
(u′)2 dt = λ+

∫ 1

0
(v+)u dt− λ−

∫ 1

0
(v−)u dt y (4)

∫ 1

0
(v′)2 dt = λ+

∫ 1

0
(u+)v dt− µ−

∫ 1

0
(u−) vdt . (5)

Mientras que usando solo la parte positiva y negativa de u y v obtenemos∫ 1

0
|(u+)′| 2 dt = λ+

∫ 1

0
(v+)(u+) dt− λ−

∫ 1

0
(v−)(u+) dt , (6)

∫ 1

0
|(u−)′| 2 dt = −λ+

∫ 1

0
(v+)(u−) dt+ λ−

∫ 1

0
(v−)(u−) dt , (7)

∫ 1

0
|(v+)′| 2 dt = λ+

∫ 1

0
(u+)(v+) dt− µ−

∫ 1

0
(u−)(v+) dt y (8)

∫ 1

0
|(v−)′| 2 dt = −λ+

∫ 1

0
(u+)(v−) dt+ µ−

∫ 1

0
(u−)(v−) dt . (9)

De otro lado, para el problema tipo Newmann, como ϕ1 = k ̸= 0 , obtenemos

λ+

∫ 1

0
v+ dt = λ−

∫ 1

0
v− dt y λ+

∫ 1

0
u+ dt = µ−

∫ 1

0
u− dt . (10)
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Y para el problema tipo Dirichlet llegamos a

(λ+ − λ1)

∫ 1

0
v+ϕ1 dt+ (λ+ − λ1)

∫ 1

0
u+ϕ1 dt

= (λ− − λ1)

∫ 1

0
v−ϕ1 dt+ (µ− − λ1)

∫ 1

0
u−ϕ1 dt (11)

(λ+ + λ1)

∫ 1

0
v+ϕ1 dt− (λ+ + λ1)

∫ 1

0
u+ϕ1 dt

= (λ− + λ1)

∫ 1

0
v−ϕ1 dt− (µ− + λ1)

∫ 1

0
u−ϕ1 dt . (12)

2.2.SOLUCIONES QUE CAMBIAN O NO DE SIGNO

Usando las identidades anteriores, llegamos a establecer la naturaleza de las soluciones no triviales de
(2) y las condiciones para sus correspondientes coeficientes (λ+, λ−, µ−) ∈ Σ̂. En particular, describimos
explı́citamente Σ̂t .

Proposición 1 Sea (u, v) una solución de (2) con condiciones de frontera tipo Dirichlet y coeficientes λ±

y µ− , entonces

1. Ambas u y v cambian de signo o ninguna de ellas.

2. Si ambas u y v cambian de signo, entonces todos los coeficientes son positivos. Más aún λ+ > λ1

y
√

λ−µ− > λ1 .

3. Si u y v no cambian de signo, entonces ambas son múltiplos no nulos de ϕ1 y λ+ = λ1 o√
λ−µ− = λ1 . En particular, si normalizamos las autofunciones imponiendo que los coeficientes

sean iguales, tenemos los casos

u = v = ϕ1 y λ+ = λ1 ,
u = v = −ϕ1 y λ− = µ− = λ1 .

(13)

Proposición 2 Sea (u, v) una solución de (2) con condiciones de frontera tipo Neumann y coeficientes λ±

y µ− , entonces

1. Ambas u y v cambian de signo o ninguna de ellas.

2. Si ambas u y v cambian de signo, entonces todos los coeficientes son positivos.

3. Si u y v no cambian de signo, entonces ambas son múltiplos de ϕ1 (una de ellas puede ser cero)
y uno de los coeficientes es λ1 = 0 . Si ambas u y v no son cero, entonces dos de los coeficientes
deben ser λ1 = 0 . En particular, si normalizamos las autofunciones tenemos los siguientes casos

u = v = ϕ1 y λ+ = 0 ,
u = v = −ϕ1 y λ− = µ− = 0 ,

u = ϕ1 (resp. u = −ϕ1), v = 0 y λ+ = 0 (resp. µ− = 0) ,
u = 0, v = ϕ1 (resp. v = −ϕ1) y λ+ = 0 (resp. λ− = 0) .

(14)

Ası́, la parte trivial Σ̂t tiene la siguiente forma:

Para el caso Dirichlet Σ̂t = { λ+ = λ1 } ∪ { λ− , µ− > 0 , λ−µ− = λ2
1 } , donde el plano

{λ+ = λ1 } corresponde a la familia de soluciones u = v = k ϕ1 , k > 0 , mientras que la

superficie {λ− , µ− > 0 , λ−µ− = λ2
1 } corresponde a la familia u =

√
λ−

µ− v = −k ϕ1 , k > 0 .
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Para el caso Neumann Σ̂t = { λ+ = 0 } ∪ { λ− = 0 } ∪ { µ− = 0 } , donde el plano {λ+ = 0 }
corresponde a las soluciones {u = Aϕ1 , v = B ϕ1, A,B ≥ 0 }, el plano {λ− = 0 } corresponde
a las soluciones {u = 0 , v = −k ϕ1 , k > 0 } y el plano {µ− = 0 } corresponde a las soluciones
{u = −k ϕ1 , k > 0 , v = 0 }.

Los siguientes resultados establecen que Σ̂nt cae completamente en una de las regiones acotadas por
Σ̂t y dan propiedades geométricas de las soluciones de (2).

Proposición 3 Si (λ+, λ−, µ−) ∈ Σ̂nt , entonces λ+ > λ1 y
√

λ−µ− > λ1 .

Proposición 4 Si (λ+, λ−, µ−) ∈ Σ̂nt y (u, v) es la correspondiente solución no trivial del problema (2),
entonces u y v tienen el mismo número de ceros (simples) y ambas tienen el mismo signo en una vecindad
de 0 y de 1 .

3. PROPIEDADES DE Σ̂nt

Aquı́ estudiamos la parte no trivial del espectro de Fucik Σ̂nt . Empezamos contruyendo un conjunto
relacionado Σ̃ en R4.

Sea el problema de valores iniciales
−u′′ = λ+v+ − λ−v−,

−v′′ = λ+u+ − µ−u−,

(u, v, u′, v′)(0) = (u0, v0, u
′
0, v

′
0) ,

(15)

con λ+, λ−, µ− ≥ 0. Para el caso del problema con condiciones de frontera Dirichlet, definimos los con-
juntos

Σ̃± =

{
(λ+, λ−, µ−, s) ∈ R3 × R / la solución (u, v) del PVI (15)
con (u0, v0, u

′
0, v

′
0) = (0, 0,±1, s) satisface u(1) = v(1) = 0

}
(16)

y para el problema con condiciones de frontera Neumann,

Σ̃± =

{
(λ+, λ−, µ−, s) ∈ R3 × R / la solución (u, v) del PVI (15)
con (u0, v0, u

′
0, v

′
0) = (±1, s, 0, 0) satisface u′(1) = v′(1) = 0

}
. (17)

Luego, denotando por

Σ̂± = { (λ+, λ−, µ−) ∈ R3 / ∃ s ∈ R tal que (λ+, λ−, µ−, s) ∈ Σ̃± } , (18)

tenemos Σ̂nt = Σ̂+ ∪ Σ̂− . Con esto y en vista de la segunda simetrı́a dada en el Lema 2, es suficiente
estudiar Σ̂+ .

En el siguiente Lema usaremos el Teorema de la función implı́cita para describir Σ̃+ en una vecindad
de uno de sus puntos.

Lema 3 (Existencia local de las superficies de Fucik) Dado (λ
+
, λ

−
, µ−, s) ∈ Σ̃+ tal que las corres-

pondientes soluciones no triviales u y v ambas cambian de signo, entonces localmente Σ̃+ es de la forma,
(λ+(λ−, µ−), λ−, µ−, s(λ−, µ−)), donde para un adecuado ε > 0

(λ+, s) : ⟨λ− − ε, λ
−
+ ε ⟩ × ⟨µ− − ε, µ− + ε ⟩ −→ R2 (19)

es una función C1 de λ− y µ− , más aún

∂λ+

∂λ− (λ
−
, µ−) =

−
∫ 1

0
(v−)2∫ 1

0
(u +)2 + (v +)2

< 0 , (20)

∂λ+

∂µ− (λ
−
, µ−) =

−
∫ 1

0
(u−)2∫ 1

0
(u +)2 + (v +)2

< 0 . (21)
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Finalmente, las correspondientes soluciones no triviales tienen el mismo número de ceros (simples) y
tienen el mismo signo en una vecindad de 0 y de 1.

Prueba. Veamos la prueba para el caso Dirichlet.
Denotamos por (u, v)[λ+, λ−, µ−, s](x) a la solución del PVI

−u′′ = λ+v+ − λ−v− en ⟨0, 1⟩ ,

−v′′ = λ+u+ − µ−u− en ⟨0, 1⟩ ,

(u, v, u′, v′)(0) = (0, 0, 1, s) .

(22)

Vamos a aplicar el Teorema de la función implı́cita al sistema

(u, v)[λ+, λ−, µ−, s](1) = (0, 0) . (23)

Primero observamos que (u, v)[λ+, λ−, µ−, s](x) es una función C1 de las cinco variables (λ+, λ−, µ−, s) ∈
B y x ∈ [0, 1] , donde B es una adecuada vecindad del punto (λ

+
, λ

−
, µ−, s) . En verdad, las derivadas

pueden ser calculadas directamente de la ecuación diferencial, donde las nolinealidades λ+v+ − λ−v− y
λ+u+ − µ−u− son funciones C1 de las variables λ±, µ− .

Sea (u, v) = (u, v)[λ
+
, λ

−
, µ−, s] . Como los ceros de u y v son simples (por la Proposición 4), podemos

restringir la vecindad B tal que se mantenga esta propiedad para todas las funciones (u, v)[λ+, λ−, µ−, s]
con (λ+, λ−, µ−, s) ∈ B y tal que los ceros de u y v no desaparezcan y ambos u y v tengan el mismo
signo en una vecindad de 0 y de su último cero. Observamos además que como u y v cambian de signo,
esta propiedad también se mantiene en B .
Ahora, para aplicar el Teorema de la Función Implı́cita a (23) y resolver localmente con respecto a las
variables λ−, µ− , probaremos que

det

 uλ+(1) vλ+(1)

us(1) vs(1)

 ̸= 0 .

Sean c(x) = λ
+X{ v>0 }(x) + λ

−X{ v < 0 }(x) y d(x) = λ
+X{u>0 }(x) + µ−X{u< 0 }(x) , entonces

(u, v) también satisface el PVI
−u′′ = c(x) v en ⟨0, 1⟩ ,

−v′′ = d(x)u en ⟨0, 1⟩ ,

(u, v, u′, v′)(0) = (0, 0, 1, s) .

(24)

Definimos (us, vs)(x) =
∂

∂s
(u, v)[λ

+
, λ

−
, µ−, s](x) (nótese que la dependencia respecto a la variable s

solo está en la condición inicial). Derivando (24) respecto a s obtenemos
−u′′s = c(x) vs en ⟨0, 1⟩ ,

−v′′s = d(x)us en ⟨0, 1⟩ ,

(us, vs, u
′
s, v

′
s)(0) = (0, 0, 0, 1) ,

(25)

y notamos que, integrando dos veces y usando vs(0) = 0 y v′s(0) > 0 , para x ∈ ⟨0, 1 ] tenemos

us(x) = −
∫ x

0
dξ1

∫ ξ1

0
c(ξ2)vs(ξ2) dξ2 < 0 y

vs(x) = x−
∫ x

0
dξ1

∫ ξ1

0
d(ξ2)us(ξ2) dξ2 > 0 .
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Y con esto llegamos a∫ 1

0
−us v

′′ − vs u
′′ dt+

[
−u′s v − v′s u+ us v

′ + vs u
′]1
0
=

∫ 1

0
c(x)vsv + d(x)usu dt . (26)

Ahora, como (λ
+
, λ

−
, µ−, s) ∈ Σ̃+ , (u, v) también es solución del problema de valor frontera, es decir

u(0) = v(0) = u(1) = v(1) = 0 y con ello en la ecuación (26) solo queda

(usv
′ + vsu

′)(1) = 0 . (27)

En forma análoga, definimos

(uλ+ , vλ+)(x) =
∂

∂λ+
(u, v)[λ

+
, λ

−
, µ−, s](x) ,

(uλ− , vλ−)(x) =
∂

∂λ− (u, v)[λ
+
, λ

−
, µ−, s](x) ,

(uµ− , vµ−)(x) =
∂

∂µ− (u, v)[λ
+
, λ

−
, µ−, s](x) ,

(nótese que la dependencia respecto a las variables λ+, λ− y µ− está en los coeficientes c(x) y d(x) ).
Derivando (24) respecto a λ+, λ− y µ− obtenemos, respectivamente

−u′′λ+ = c(x) vλ+ + v+ en ⟨0, 1⟩

−v′′λ+ = d(x)uλ+ + u+ en ⟨0, 1⟩

(uλ+ , vλ+ , u′λ+ , v
′
λ+)(0) = (0, 0, 0, 0)

, (28)


−u′′λ− = c(x) vλ− − v − en ⟨0, 1⟩

−v′′λ− = d(x)uλ− en ⟨0, 1⟩

(uλ− , vλ− , u′λ− , v
′
λ−)(0) = (0, 0, 0, 0)

, (29)

y


−u′′µ− = c(x) vµ− en ⟨0, 1⟩

−v′′µ− = d(x)uµ− − u − en ⟨0, 1⟩

(uµ− , vµ− , u′µ− , v
′
µ−)(0) = (0, 0, 0, 0)

. (30)

Efectuando las mismas operaciones realizadas para obtener la ecuación (27) y usando w = w+ − w− y
w+. w− = 0 , llegamos a

(uλ+v′ + vλ+u′)(1) =

∫ 1

0
(u+)2 + (v+)2 , (31)

(uλ−v′ + vλ−u′)(1) =

∫ 1

0
(v−)2 , (32)

(uµ−v′ + vµ−u′)(1) =

∫ 1

0
(u−)2 . (33)

Ahora, como el vector (us(1), vs(1)) es no nulo y por (27) es ortogonal a (v′(1), u′(1)) , mientras que por
(31) (uλ+(1), vλ+(1)) no es ortogonal a (v′(1), u′(1)) , entonces (us(1), vs(1)) y (uλ+(1), vλ+(1)) no
son paralelos. En consecuencia

det

 uλ+(1) vλ+(1)

us(1) vs(1)

 ̸= 0 , (34)



Espectro de Fucik para un sistema acoplado 33

y tenemos lo que necesitamos para aplicar el Teorema de la función implı́cita al sistema (23) y obtener la
función (λ+, s)(λ−, µ−) .

Ahora, también podemos obtener las derivadas
∂λ+

∂λ− (λ
−
, µ−) y

∂λ+

∂µ− (λ
−
, µ−) .

En efecto, derivando (23) respecto a λ− y µ− , tenemos

 uλ+(1) us(1)

vλ+(1) vs(1)




∂λ+

∂λ− (λ
−
, µ−)

∂λ+

∂µ− (λ
−
, µ−)

∂s

∂λ− (λ
−
, µ−)

∂s

∂µ− (λ
−
, µ−)

 = −

 uλ−(1) uµ−(1)

vλ−(1) vµ−(1)

 ; (35)

y multiplicando ambos términos a la izquierda por (v′(1), u′(1)) tenemos

[
(uλ+v′ + vλ+u′)(1) (usv

′ + vsu
′)(1)

]


∂λ+

∂λ− (λ
−
, µ−)

∂λ+

∂µ− (λ
−
, µ−)

∂s

∂λ− (λ
−
, µ−)

∂s

∂µ− (λ
−
, µ−)


= −

[
(uλ−v′ + vλ−u′)(1) (uµ−v′ + vµ−u′)(1)

]
. (36)

Luego, por (27), (31), (32) y (33),

[ ∫ 1

0
(u+)2 + (v+)2 0

]
∂λ+

∂λ− (λ
−
, µ−)

∂λ+

∂µ− (λ
−
, µ−)

∂s

∂λ− (λ
−
, µ−)

∂s

∂µ− (λ
−
, µ−)

 = −

[ ∫ 1

0
(v−)2

∫ 1

0
(u−)2

]

y de ahı́ tenemos que

∂λ+

∂λ− (λ
−
, µ−) =

−
∫ 1

0
(v−)2∫ 1

0
(u +)2 + (v +)2

< 0 y
∂λ+

∂µ− (λ
−
, µ−) =

−
∫ 1

0
(u−)2∫ 1

0
(u +)2 + (v +)2

< 0 .

La prueba para el caso Neumann es análoga. �

Este resultado que hemos demostrado nos permite deducir que Σ̃+ puede ser expresado como una fun-
ción definida en un conjunto abierto conexo Λ , es decir Σ̃+ = { (λ+(λ−, µ−), λ−, µ−), s(λ−, µ−)) :
λ−, µ− ∈ Λ } y con ello que las componentes conexas de Σ̃ son superficies.

Proposición 5 Existe una relación uno a uno entre los autovalores {λk }k≥2 de −u′′ y aquellas compo-
nentes conexas de Σ̃+ (respectivamente Σ̃− ) que corresponden a soluciones no triviales que cambian de
signo.

Corolario 1 Por cualquier punto (λk, λk, λk) ∈ Σ̂ , con k ≥ 2 , pasan exactamente dos superficies en
Σ̂nt , especı́ficamente Σ̂+

k y Σ̂−
k . En particular, como ocurre con la autofunción correspondiente a λk , las

soluciones no triviales correspondientes a un punto en Σ̂±
k siempre tienen (k − 1) ceros interiores. Más

aún, cualquier punto en Σ̂nt pertenece a una de estas superficies.
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Proposición 6 Existe una biyección entre Σescal y el subconjunto de Σ̂ con λ− = µ− . En particular, si
u es solución no trivial del problema escalar (1) correspondiente a un punto (λ+, λ−) ∈ Σescal , entonces
el par (u, u) es una solución no trivial del problema (2) correspondiente al punto (λ+, λ−, λ−) ∈ Σ̂ y
viceversa.

Finalmente, los siguientes resultados muestran que las superficies Σ̂+
k correspondientes a soluciones

con diferente número de ceros, son disjuntas, y que las superficies de Fucik Σ̂+
k y Σ̂−

k pueden o no
coincidir.

Proposición 7 Si h > k ≥ 2 , entonces
(
Σ̂+
k

∪
Σ̂−
k

)∩(
Σ̂+
h

∪
Σ̂−
h

)
= ∅ . Más aún,

(
Σ̂+
k

∪
Σ̂−
k

)∩
Σ̂ t =

∅ .

Proposición 8 Las superficies Σ̂±
k verifican:

1. Para el problema con condiciones de frontera tipo Dirichlet:

i) Σ̂+
k ≡ Σ̂−

k para todo par k ≥ 2

ii) Σ̂+
k ̸≡ Σ̂−

k para todo impar k ≥ 3 .

2. Para el problema con condiciones de frontera tipo Neumann:

Σ̂+
k ≡ Σ̂−

k para todo k ≥ 2 .
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Abstract:
We look for periodic solutions to nonlinear second order system of equations motivated by the Central Motion

Problem. We study the repulsive case, the Coulomb problem of a charge being repelled by a source.
Using topological degree methods, we prove that either the problem has a classical solution, or else there exists

a family of solutions of perturbed problems that converges uniformly and weakly in H1 to some limit function u.
Furthermore, under appropriate conditions we prove that u is a classical solution. We generalize this results for
nonlinearities with a repulsive type singularity.
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1 INTRODUCTION

Let us firstly recall the T -periodic Perturbed Central Motion Problem in RN :{
u′′ ∓ u

|u|3 = p(t) t ∈ R
u(t+ T ) = u(t) t ∈ R

(1)

where u : R → RN . We shall assume that the perturbation p has null average, that is p := 1
T

∫ T
0 p(t)dt = 0,

and that p is T−periodic, namely p(t+ T ) = p(t).
The ∓ sign leads to two essentially different physical problems; we shall focus on the ‘−’ sign, which

corresponds to the repulsive case, when the nonlinearity is g = − u
|u|3 . This is the case of the electrostatic

Coulomb Central Motion Problem with a charge being repelled by the source. The repulsive problem was
broadly studied in the 80’ by the Italian school by Solimini [9, 13], Ambrosetti [1] and Coti Zelati [6],
among others.

There exists a vast bibliography on this kind of dynamical systems. Lazer and Solimini [9] have consid-
ered the scalar case N = 1, with g(u) → −∞ as u → 0, and

∫ 1
0 g(t)dt = −∞. Using a result proved by

Lazer in [8], it is shown that a necessary and sufficient condition for the existence of a weak solution when
g < 0 and p ∈ L1([0, T ]), is that p < 0.

In [13], Solimini studied the case g = ∇G, where the potential G has at zero a singularity of repulsive
type: for example, the electrostatic potential between two charges of the same sign. More precisely, it is
assumed that G ∈ C1(RN\{0}) satisfies lim|u|→0G(u) = +∞ and g = ∇G is strictly repulsive at the
origin, namely:

lim sup
u→0

⟨
g(u),

u

|u|

⟩
< 0.

Under the additional hypothesis

∃ δ > 0 such that, if
∣∣∣∣ u|u| − v

|v|

∣∣∣∣ < δ, then ⟨g(u), v⟩ < 0 (2)

the existence is shown of a constant η > 0 such that if ∥p∥∞ < η and p = 0, then the problem has no
classical solution. This includes the case of the repulsive central motion, where G(u) = 1

|u| .
In the same work, the existence of a solution for p ̸= 0 under weaker assumptions is proved. Also, it is

remarked that if ∥p∥∞ is large enough, then condition p = 0 does not imply that the problem is unsolvable.

35
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This is different from what happens in the case N = 1, in which u cannot turn around zero; thus, if the
repulsive condition g(u)u < 0 is assumed for all u ̸= 0, then the condition p ̸= 0 is necessary.

In a recent paper, Fonda and Toader [7] made an exhaustive analysis on radially symmetric Keplerian-
like systems u′′+h(t, |u|)u = 0, where h : R×(0,+∞) → R is T -periodic in t. Using a topological degree
approach, the existence of classical T -periodic solutions is studied. This work provides also an excellent
survey of the known results on the subject. It is focused in the attractive case, in which the main difficulty
consists in avoiding collisions. It is also remarked that, for the repulsive case, the difficulty relies in the case
p = 0.

In general the first works in this area worked with the well-known Habets-Sanchez Strong Force condi-
tion, which roughly speaking,means that the potential G behaves as 1

|u|γ near the origin, with γ ≥ 2; thus, it
is not satisfied by the potential we are interested in.

In [14], Zhang employed topological techniques, as we do in this work, in order to study the T -periodic
problem and his result says that if G(u) satisfies the previously mentioned Strong Force condition at the
singularity, the existence of periodic solutions can be obtained provided that the potential G(u) is smaller
than the first eigenvalue of the corresponding Dirichlet problem at infinity. The same kind of assumptions
(Strong Force) are made in a work from Coti Zelati [6] for the repulsive case.

The importance of our results is that they can be applied to nonlinearities that do not satisfy the Strong
Force Condition, as for example the Central Motion Problem.

In this work, we attacked the singularities by perturbating the problem with continuous approximations
of g. To prove the existence of these perturbed problems we use Theorem 1. The result is based on two
previous extensions of a well known Theorem by Nirenberg [11] in which g is asked to have uniform limits
at infinity different from 0. On the one hand, a result by Ortega and Ward [12], originally in the context of
partial differential equations, which allows g to vanish at infinity. On the other hand, a result by Amster and
De Nápoli [3], for a ϕ-laplacian operator, in which the asymptotic condition weakened.

A difficult task was to find uniform bounds to these sequences to ensure the existence of a limit function,
candidate to be a solution of the original problem. We accomplished this with Theorem 3. This result gave
us the existence of a limit function, and a candidate for a solution for the original problem. With stronger
conditions, we were able to prove in Theorem 4 that this candidate was in fact a generalized solution of the
problem.

Also as a part of this last theorem, we got a strong result for the periodic case: If the nonlinearity g was
a gradient (g = ∇G), with limu→G(u) = +∞, which implies a stronger kind of repulsiveness, we proved
that the limit function was indeed a classical solution of the problem.

Most of the content of this work comes from the author’s PhD thesis and for more details the reader
should refer to [4].

2 THE CENTRAL MOTION PROBLEM

Let us start making some simple comments on the already described Central Motion Problem (1). We
here state a motivation for this problem, the 2-body repulsive periodic problem:


x′′ − y−x

|x−y|3 = p1(t) t ∈ R
y′′ − x−y

|x−y|3 = p2(t) t ∈ R
x(t+ T ) = x(t) t ∈ R
y(t+ T ) = y(t) t ∈ R

(3)

with p1, p2 ∈ C(R,RN ), and p1 = p2 = 0.
Here, u(t) = (x(t), y(t)) ∈ C(R,R2N ) and the nonlinearity reads

g(x, y) = − 1

|x− y|3
(x− y, y − x) , p(t) = (p1(t), p2(t)). (4)
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This is easily transformed into a central motion problem by the change of variables
w = x− y
v = x+ y
P = p1 + p2
Q = p1 − p2.

Then, we have: {
v′′ = P (t)

w′′ − 2 w
|w|3 = Q(t).

The first equation is easily integrable, and the second one is non other than a variation of problem (1).
Topological methods are frequently used to prove existence of solutions of nonlinear systems. Unfortunately,
degree theory would not be possible to apply directly without some restrictions, since there are no a-priori
bounds for the first equation, namely v′′ = P (t) with periodic conditions. In fact, if v is a solution, v+const
is also a solution for every constant. Also, an interesting remark is that, besides the singularity of g at 0,
it’s asymptotic behavior makes it different from the Nirenberg case [11], as the nonlinearity goes to zero at
infinity.

The first problem that arises is that when |x−y| goes to zero, g goes to infinity. So we consider continuous
perturbations of the nonlinearity. Letting ε > 0, we take a continuous gε. Next, we try to avoid the fact
that gε is zero in the diagonal subspace {x = y} of dimension N . We do so by restraining ourselves to the
subspace:

V = {u ∈ Cper(R,R2N ) : x+ y = 0},

with Cper(R,R2N ) := {v : R → R2N : v(t) = v(t + T ), ∀ t ∈ R} are the T−periodic continuous
functions.

Working only in this subspace we attack two problems at once: On one hand we avoid possible collisions.
On the other hand, viewing the problem as two different problems after changing variables, we would be
able to find a-priori bounds for v, in V . That is somehow the idea behind the degree approach we will use.
The perturbation gε is carefully defined later on in (11).

The second equation, w′′ − 2 w
|w|3 = Q(t), lead us to problem (1) taking u = w

23/2
. The first difficulty

arises on the fact that g is singular at 0; a reasonable way to overcome it consists in considering, for ε > 0,
the function gε(u) = − u

ε+|u|3 and then studying the convergence of the solutions uε of the perturbed systems{
u′′ − u

ε+|u|3 = p(t) t ∈ R
u(t+ T ) = u(t) t ∈ R.

(5)

The second difficulty relies on the fact that gε vanishes at infinity; however, in this case the existence of
at least one solution uε of (5) for each ε > 0 follows as an immediate consequence of the results obtained
for the nonsingular case, studied in [4], which we state here, in a simplified version:

Theorem 1 Let p ∈ C(R,RN ) be T -periodic such that p = 0, and let g ∈ C(RN ,RN ) be bounded. Then
the nonlinear periodic problem has a solution, provided that (P1) and (P2) hold, with:

(P1) There exists a family F = {(Uj , wj)}j=1,...,K where {Uj}j=1,...,K is an open cover of SN−1 and
wj ∈ SN−1, such that for some Rj > 0 and j = 1, . . . ,K:

⟨g(ru), wj⟩ < 0 ∀r > Rj ∀u ∈ Uj .

(P2) There exists a constant R0 > 0 such that deg(Φr) ̸= 0 for r ≥ R0, where Φr : SN−1 → SN−1 is
given by Φr(v) :=

g(rv)
|g(rv)| .
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Indeed, as

⟨gε(u), u⟩ =
⟨
− u

ε+ |u|3
, u

⟩
= − |u|2

ε+ |u|3
< 0,

for u ̸= 0, it follows that the boundness condition and (P2) are trivially satisfied. Moreover, for every
w ∈ SN−1 define Uw = {u ∈ SN−1 : ⟨u,w⟩ > 0}. Then {Uw}w covers SN−1, and clearly ⟨g(ru), w⟩ < 0
for u ∈ Uw and r > 0.

Continuing with the Central Motion Problem, the following computations provide some information
concerning the behavior of the family {uε}ε as ε → 0:

Multiplying in L2 the equation in (5) by uε, we have:

⟨
u′′ε , uε

⟩
−

⟨
uε

ε+ |uε|3
, uε

⟩
= ⟨p(t), uε⟩ .

Integrating by parts the first term on the left and rearranging the terms we get:

⟨
u′ε, u

′
ε

⟩
= −

⟨
uε

ε+ |uε|3
, uε

⟩
− ⟨p(t), uε⟩ .

Noting that
⟨
− uε

ε+|uε|3 , uε

⟩
≤ 0, we reach to:

∥u′ε∥2L2 ≤ −⟨p(t), uε⟩ .

Here, note that ⟨p, uε⟩ = 0, as p = 0, so last equation can be written:

∥u′ε∥2L2 ≤ −⟨p(t), uε − uε⟩ .

Finally, taking absolute value we get the bound:

∥u′ε∥2L2 ≤ ∥p∥L2∥uε∥L2 .

Wirtinger inequality tells us that the following bound also holds:

∥uε − uε∥L∞ ≤ C∥u′ε∥L2 .

We then have the following important uniform bounds:

∥u′ε∥L2 ≤ C, ∥uε − uε∥L∞ ≤ C (6)

where the constant C does not depend on ε. On the other hand, it is easy to prove that the family {uε}ε ⊂ RN

is also bounded. Indeed, integrating the main equation in (5) we obtain∫ T

0

uε
ε+ |uε|3

dt = 0,

and we deduce that

−
∫ T

0

uε
ε+ |uε|3

dt =

∫ T

0

uε − uε
ε+ |uε|3

dt.

Now, taking norm in RN :

|uε|
∫ T

0

1

ε+ |uε|3
dt ≤ ∥uε − uε∥L∞

∫ T

0

1

ε+ |uε|3
dt.

Thus, |uε| ≤ C for all ε > 0. Hence, for every sequence εn → 0 we may choose a solution un := uεn
and from the previous bounds there exists a subsequence (still denoted (un)n) and a function u such that
un → u uniformly and weakly in H1. Moreover, the following proposition holds:
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Proposition 1 If u is obtained as before and u ̸= 0 over an open interval I , then u′′ − u
|u|3 = p in I , in the

classical sense.

Our last problem concerns the study of the set of zeros of the limit function u. It can be seen that in the
central motion problem, if u ̸≡ 0 then the zero set is empty, i.e. u is a classical solution. This results will be
generalized in the next section.

3 A GENERAL REPULSIVE NONLINEARITY

With problem (1) in mind, we state the more general problem for a function u : R → RN :{
u′′ + g(u) = p(t) t ∈ R
u(t+ T ) = u(t) t ∈ R (7)

where p ∈ C(R,RN ) is T -periodic, p = 0, and g ∈ C(RN\{0},RN ) has a repulsive type singularity at
u = 0. By this we mean:

Definition 1 The function g ∈ C(RN\{0},RN ) is said to be repulsive at the origin if, for some κ > 0

⟨g(u), u⟩ < 0 for 0 < |u| < κ. (8)

If, furthermore

lim sup
u→0

⟨
g(u),

u

|u|

⟩
:= −c, (9)

with c a positive constant, then g shall be called strictly repulsive at the origin.

We shall proceed in two steps. Firstly, given ε > 0 we introduce the approximated problem:{
u′′ + gε(u) = p(t) t ∈ R
u(t+ T ) = u(t) t ∈ R, (10)

where gε is a continuous (nonsingular) perturbation of g, and obtain sufficient conditions for the existence
of a family of solutions {uε}ε.

We work mainly with approximations such that gε → g uniformly over compact subsets of RN\{0} as
ε → 0. We call these admissible.

Secondly, we study the convergence of particular sequences (uεn)n as εn → 0, and study some properties
of the limit function u. If u ̸≡ 0, then it shall be defined as a generalized solution of the problem:

Definition 2 A function u ∈ H1
per(R,RN ) is said to be a generalized solution of (7) if u ̸≡ 0, and for

some admissible choice of gε there exists a sequence εn → 0 and (uεn)n solutions of (10) for εn such that
uεn → u uniformly and weakly in H1.

We shall consider the following choice of of gε:

gε(u) =


g(u) |u| ≥ ε

ρε(|u|)g
(
ε u
|u|

)
0 < |u| < ε

0 u = 0,

(11)

where ρε ∈ C([0, ε], [0,+∞)) is continuous and satisfies ρε(0) = 0, ρε(ε) = 1

In particular, for problem (1), taking ρε(s) =
s
ε the expression simply reduces to gε(u) = − u

(max{|u|,ε})3 .
As we shall see (Proposition 4 below), under the assumption that G(u) → +∞ as u → 0, both gener-

alized and collision solutions are in fact classical. Conversely, taking gε as in (11), it is clear that classical
solutions are also generalized solutions.
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4 THE APPROXIMATION SCHEME

We begging stating some propositions concerning the properties of those functions defined as the limit
of a sequence of perturbed problems. For a proof of them an more details refer to [4]. For convenience,
from now on we shall adopt the following notation: un := uεn , and gn := gεn .

Proposition 2 Let (un)n and u be defined as before, and assume that u ̸= 0 over an open interval I . Then
u satisfies u′′ + g(u) = p(t) ∀ t ∈ I in the classical sense.

Condition (9) is the same as in Solimini [13] for the case g = ∇G. It is observed that it does not
imply the Habets Sanchez strong force condition. In particular, for any value of γ > −1 the nonlinearity
g(u) = −u

|u|γ+2 is strictly repulsive, with c = +∞.
In such a situation, it can be proved that the boundary of the set of zeros of the limit function u is discrete;

more generally:

Proposition 3 Let (un)n and u be defined as before, and assume that g is strictly repulsive at the origin.
Then the boundary of the set defined by Z = {t ∈ [0, T ] : u(t) = 0} is finite, provided that ∥p∥L∞ < c,
with c ∈ (0,+∞] as in (9).

The following result improves Proposition 3 for the variational case studied in [13]. However, we do not
make use of the variational structure of the problem: more generally, it may be assumed that g = ∇G only
near the origin.

Proposition 4 Assume there exists a neighborhood U of the origin and a function G ∈ C1(U\{0},R) such
that g = ∇G on U\{0}. Further, assume that

lim
|u|→0

G(u) = +∞.

Then every generalized solution of (7) is classical.

It is worth noting that in this context the repulsive condition (8) implies that G(u) increases when u
moves on rays that point towards the origin. However, this specific condition was not necessary in the pre-
ceding result, which only uses the fact that G(0) = +∞, since it is not required for the proof of Proposition
2.

Proposition 4 can be regarded as an alternative, in the following way: for g satisfying the assumption,
if a sequence (un)n of solutions of (10) for ε = εn → 0 converges uniformly and weakly in H1 to some
function u, then either u ≡ 0, or u is a classical solution of the problem.

It is worth seeing that both situations may occur. For instance, we may consider the following nonlin-
earity: g(u) = u

|u|γ+2 , with γ ≥ 0. If p ≡ 0, then there are no generalized solutions, since they should be
classical, because of Proposition 2. In some sense, this is expectable since if gεn is given as in (11), then
uε ≡ 0 is the unique solution of the perturbed problem. On the other hand, for N = 2 we may consider
p(t) = −λ(cos(ωt), sin(ωt)) with ω = 2π

T , and the circular solution given by u(t) = r(cos(ωt), sin(ωt)),
where λ = rω2 + 1

rγ+1 . After a simple computation, we conclude that the problem has classical solutions

for λ ≥ (γ + 2)
(

ω2

(γ+1)

) γ+1
γ+2 .

5 MAIN RESULTS

We have now the tools to state our main results. Note that from now onwards, when we refer g to be
bounded away from the origin it means that g ∈ L∞(RN\B1(0)).

Theorem 2 Let g ∈ C(RN\{0},RN ) and assume that (8) holds. Further, assume that g is bounded away
form the origin. Then either problem (7) has a classical solution, or else for every sequence (un)n of
solutions of (10) with εn → 0 and gn as in (11), there exists a subsequence that converges uniformly and
weakly in H1.
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We here give a scetch of the proof: If the problem has a classical solution, then there is nothing to prove.
Next, assume that (10) admits no classical solutions, and let un be a T -periodic solution of

u′′n + gn(un) = p(t),

by multiplying by un − un and integrating, we reach to the following inequality:

∥u′n∥2L2 ≤ ∥p∥L2∥un − un∥L2 +

∫ T

0
⟨gn(un), un − un⟩dt. (12)

The main idea is to split the integral in two terms:∫
{|un|>κ}

⟨gn(un), un − un⟩dt+
∫
{|un|≤κ}

⟨gn(un), un − un⟩dt,

with κ given by the repulsiveness in (8).
For the first term, we use the definition of gn, an extension of g. For the second, we use the repulsiveness.

Gathering all together:
∥u′n∥2L2 ≤ C1∥un − un∥L2 + C2|un|.

Finally, using Wirtinger’s inequality we obtain:

∥u′n∥L2 ≤ C|un|
1
2 , ∥un − un∥L∞ ≤ C|un|

1
2 .

At this point we can state that (un)n is bounded.
In the previous proof, note that the bounds for ∥un∥H1 do not depend on the choice of ρε. This is the

reason our first main result, with ρ arbitrarily chosen, follows as an immediate consequence of the preceding
results:

Theorem 3 Let p ∈ C(R,RN ) be T -periodic such that p = 0, and let g ∈ C(RN\{0},RN ) be repulsive
at the origin. Further, assume that g is bounded outside the origin, and that conditions (P1) and (P2) hold.
Then either (7) has a classical solution, or else for any choice of gε as in (11) there exists a sequence (un)n
of solutions of problem (10) with εn → 0 that converges uniformly and weakly in H1.

Proof.
Given 0 < εn → 0 then either gn ∈ C(RN ,RN ) is bounded for each n. Theorem 1 guarantees the

existence of a sequence (un)n of classical solutions of problem (10). Finally, Theorem 2 is applied.
�

The last part of this section is devoted to the second main result, which assumes a different asymptotic
condition on g:

Theorem 4 Let p ∈ C(R,RN ) be T -periodic such that p = 0, and assume that g ∈ C(RN\{0},RN ) is
repulsive at the origin and bounded outside the origin. Further, assume that condition (P1) holds, that

∥p∥L∞ + sup
|u|=r̃

⟨
g(u),

u

|u|

⟩
< 0 (13)

for some r̃ > 0 and that the following condition holds:

(P ′
2) There exists a constant R0 > 0 such that deg(g,BR(0), 0) ̸= (−1)N for R ≥ R0,

then either (7) has a classical solution, or a generalized solution u such that ∥u∥L∞ ≥ r̃.
Moreover, if g is strictly repulsive at the origin, then the boundary of the set of zeros of u in [0, T ] is

finite.
Finally, if g = ∇G with limu→0G(u) = +∞, then (7) has a classical solution.
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Note that the degree from condition (P ′
2) is different as the one from (P2). The first is over a function

g : RN → RN with respect to a set (BR(0) ⊂ RN ) and a point (0 ∈ RN ) and the latter is over a function
Φ : SN−1 → SN−1. For a detailed explanation of both definitions and their connection refer to Amster [2]
and [4, 5].

The idea of the proof is to adapt the main results form Mawhin’s Continuation Theory [10] on an appro-
priate set U ∈ C([0, T ],RN ). From Theorem 2, it suffices to show that for each ε ≤ r̃ problem (10) has a
solution uε such that ∥uε∥L∞ > r̃. To this end, we may follow the general outline of the proof of Theorem
1, but now taking the domain U = {u ∈ C([0, T ],RN ) : r̃ < ∥u∥L∞ < R}. Finally it is follows that
deg(g, {r̃ < |u| < R}, 0) ̸= 0, and the conclusion of the Theorem follows.

Condition (P ′
2) in some sense, says that g is repulsive at ∞, and that it cannot rotate too fast. We have

already used the fact that repulsiveness at the origin implies that the Brouwer degree of gε over small balls
is (−1)N ; on the other hand, repulsiveness at ∞ implies that its degree over large balls is 1. Hence, if the
assumptions of Theorem 4 are satisfied and g is strictly repulsive at the origin, then there exist generalized
solutions for any p continuous and T -periodic such that p = 0, provided that N is odd.
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