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Difusion de un Solvente en un Polimero Vidrioso con un
Condicion de Contorno del Tipo Creciente en el Tiempo.

Marcos Gaudiano*y Cristina Turner §

FAMAF-UNC-CIEM-CONICET. Medina Allende s/n, c.p.:5000, Cdrdoba, Argentina.

Resumen

Aqui se aborda un problema de frontera libre unidimensional surgido en la industria del polimero.
Se establece la existencia y unicidad de la solucién, y un método numérico basado en diferencias finitas
que la calcula, el cual permite observar interesantes comportamientos asintéticos de la frontera libre
y la concentracién del solvente en el polimero.

1 Introduccion.

Supongamos una barra unidimensional semi-infinita, de cierto tipo de polimero, en contacto en un ex-
tremo con una concentracién desolvente variable en el tiempo G(t). Una vez superado un umbral ¢ de
concentracién en el borde, el solvente penetra el material de manera tal que, en cada instante de tiempo,
pueden observarse dos partes bien delimitadas: una parte mojada donde la concentracién de solvente,
que llamaremos u(z,t) se difunde obedeciendo la ecuacién del calor, y otra seca donde se asume que
u(z,t) = 0 y que estd separada de la regién anterior, por un punto s(t), que es funcién del tiempo y se
denomina frontera libre. Problemas de este tipo han sido tratados en [1], [4], [5] y [6].

Figura 1: Situacién fisica.

Llamemos u(z,t) a la concentracién del solvente. El modelo propuesto en [2] establece que para
polimeros del tipo vidrioso, la velocidad con que se mueve s(t) depende solamente del exceso de concen-
tracién respecto del valor umbral en el punto mismo, lo que se escribe como:

8(t) = f(u(s(t),t) — 9),

*gaudiano@mate.uncor.edu
Tturner@mate.uncor.edu
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donde f es una funcién que mds adelante definiremos. Ademds, sobre s(t) se debe cumplir la Ley de
Fick, la cual establece que el flujo de solvente debe ser proporcional al negativo del gradiente de la
concentracién, que en este contexto es:

uz(s(t),t) = —ks(t)u(s(t),t),

donde k > 0.

Por conveniencia, realizaremos el cambio de variable ¢ = u — ¢y ¢ = G — q¢. La funcién c(z,t),
no es mas que el exceso de concentracién para que se produzca la difusién sobre el material. Se puede
normalizar para que g(0) = 1 y obtener la siguiente formulacién del problema.

Problema PS
Dado un T > 0 encontrar una funcién c¢ y una curva s con s € C0,T),
c € C*Y(Dr)NC (D7), Dr = {(x,t) : 0 <t < T,0 <z < s(t)} y c, continua hasta s(t) tales que:

Coe —Ct =0 en Dr, (1.1)
ypara 0 <t<T:

c(0,t) = g(¢), (1.2)
5(t) = flc(s(t),1)), (1.3)
cz(s(t),t) = —3(t)(c(s(t),t) +q), (1.4)

o s(0) = 0. (1.5)

Ahora una aclaracién importante: como una concentracién por definicién quimica es una funcién aco-
tada, el problema PS asi planteado podria no tener un correlato fisico directo, puesto que si g'(t) > 0
uno no deberfa esperar que c(z,t) sea acotada V(z,t). Sin embargo, cuando g(t) — oo se encuentra
que este problema posee interesantes comportamientos asintéticos. Por eso es que asumiremos a f como
una funcién perteneciente a C[0, o), con derivada positiva y continua en (0,00) y tal que f(0) = 0. En
quimica se encuentra generalmente que f(c) = ac™, con a,m > 0. Notar que existe ® = f~! y tiene las
mismas propiedades que f. También requerimos que g € C1[0,0) y que g’ > 0.

2 Un problema Auxiliar.

Para la demostracion de la existencia y unicidad de una solucién a PSS, se considera primero un problema
mds simple: quitando la ecuacién (1.3) y poniendo como dato también a una curva r(t) se tiene el siguiente
problema auxiliar PA.:

Dada r € C1[0,T] N C?(0,T) tal que:

r(0) 0, (2.6)
#(0) = f(1), (2.7)
0< 7 <f(g(T) O0<t<T, (2.8)

7] < K 0<t<T, (2.9)

encontrar un ¢ € C*1(D) N C(D) con c, continua hasta z = r(t), t € (0,T), tal que en D = {(z,t): 0 <
z <r(t),0<t<T} cumpla:

Czz —Ct =0 (2.10)

yVt e (0,T)
c(0,1) 9(t), (2.11)
cz(r(t),t) —7(t)(2(7(t)) + q). (2.12)

Este problema tiene tnica solucién, la prueba se la puede encontrar en [4].
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Proposicion 2.1 Tomando T suficientemente pequerio la solucion de PA satisface:

co < c(z,t) < g(t) 0<z<rt), 0<t<T, (2.13)
—coz < cx(z,t) <0 0<z<r(t), 0<t<T. (2.14)

Donde cg y coz son constantes positivas y dependen solo de T'.

Demostracién. Sea c!(z,t) la solucién de PA para g = 1. En [1] se prueba que c!(z,t) verifica la
ecuacién (2.13). Dado que (c — c!),(r,t) = 0 Vt, el principio del m4ximo establece que el méximo y el
minimo de ¢ — ¢! se asumen sobre x = 0. Puesto (¢ — c!)(0,t) = g(t) — 1 se tiene que:

0
co < Cl(m’ t)

(c—c(z,t) < g(t)—1
c(:v,t) < Cl(xa t) -1 +g(t) < g(t),

IN A

obteniendo (2.13). Como ¢;;(0,t) = ¢:(0,t) = ¢'(t) > 0, maxc, = maxc, < 0. Para probar el lado
izquierdo de (2.14) observemos quev(z,t) = e~ 2! (x + 1)cy(z, t) satisfacerel problema:
Lv = vm—ivm—l—[L—%U—vt:O en D
z+1 (z+1)
v(0,t) —vs(0,1) = —e~*g(t)
v(rt) = —e 2r+1D)rg+d(F) 0<t<T.

Supongamos que minv = v(zg,t9) < 0. Si zg = r(ty) entonces
D

v(o, to) = —e~*°(r(to) + 1) (to) (2(#(t)) + @) > — (F()to +1) F(1) (1 +q)

Si zg > 0y (xo,%p) no estd sobre la curva r, entonces vy (zo,t9) > 0, vz (zo,t0) = 0y vi(zo,t0) < 0,
luego Lu(zg,tg) > 0, que es falso. Si por tltimo zy = 0, entonces v;(0,%9) >0 y:

v(z,t) > v(0,t0) = v,(0,t0) — e 20g'(tg) > —e*0 g’ (to),

luego
v(z,t) > —max (e*0g/(to), (f(1)to + 1) £(1) (1 +q))

con lo que:

max |
x4+ 1lo<r<t

cz(z,t) > — max { e ax [max (e*7¢'(7), (f(1)T +1) f(1) (1+q))]}

(z,t)€D
|
Proposicién 2.2 La solucién de PA cumple que c € C*(D), ¢y € C(D — {(0,0)}) v :
lee(z,t)| < m+ Mt Y(z,t) € D, (2.15)
donde m = I[Blz%( || y M depende de T y K.
Demostracidn. Notemos que siempre es posible disminuir 7  para que
7(t) = f(1) + fotr > f(1) = KT >0Vt € [0,T]. w= (c— c'), satisface el problema:
Wee —wy = 0 en D, (2.16)
w(0,t) = ¢'(¢) 0<t<T, (2.17)
wg(r,t) + F(t)w(r(t),t) = 0 0<t<T. (2.18)
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Sea t* > 0. Si se cumple maxw = w(r(t*),t*) entonces

t*), t*
= P2
7(t*)
De igual forma, si minw = w(r(t*),t*) se obtiene que minw > 0, luego por el principio del méximo

|w| < max|w| =m,
=0

v (2.15) se obtiene finalmente de la ecuacién (2.11) de [1]. |

Proposicion 2.3 Bajo todas las suposiciones anteriores, existen constantes N > 0 y Ty > 0, tales que
st T € (0,Ty) y c; es la solucién de PA para r;, i = 1,2 resulta:

|Cl('l‘1,t) — Cz(’f‘2,t)| < N||'I‘1 — r2||Cl(O,T)T 0<t<T. (219)

Demostracién. Llamemos A = min(ry,72) y g = max(ry,r2).
Llamemos V a la solucién del problema

Vee—V; = 0 en D* (2.20)
Vo,t) = 0 0<t<T (2.21)
‘/z()\, t) = (A + Mt)”’l‘l - T2||C’1(0,T) O0<t< T, (222)

dondeD*:{0<x<)\,0<t<T}yA=m+q+g(T)(1+ max <I>'>.
[f(1)=KT,f(9(T))]
Supongamos que A =r; y u = r3, y observemos lo siguiente:

lc1a(A,t) — coz (A, )] = |c12(r1,t) — C20 (T2, 1) + Con(T2,t) — C22(71, )]

< =(@(F1) + @) + 72(R(P2) + @) + (m+ M)||r — 72l|oro,m)
< (g+m+ Mt)||r1 —r2llcro,r) + [72@(F1) — F1P(F1)| + [F2®(F2) — Fo®(r1)]
< +m + Mt)||r1 — 2| + ||r1 = r2l|cn ( T) + g(T max <I>')
(q )y =7lleror) + [Ir = rallero,r) | 9(T) + 9( )[f(l)_KT’f(g(T))]
Como (V — (c1 — ¢2))z > 0 sobre A, por el principio del méximo obtenemos

Ozlglzig(v—(01—02))SV—(Cl—CQ) en D*.
De manera analoga se obtiene —V < ¢; — ¢2 en D*. De modo que
ler —eo| <V en D*,
y esto implica que

[(e1 —e2)(A ) S V(AE) < /0 Ve (€, )| d€ < tf(9(T))(A + Mi)||ry — raller o,7)

puesto que el maximo y el minimo de V,, se asumen sobre A porque V,, = V; = 0 sobre x = 0. Finalmente,

lex(ri,t) —ca(re,t)| < fer(At) — e2(A 8)] + |ez(r1, t) — ca(ra, t)]
< tf(g(T)(A+ Mt)||ry — rallcro,r) + COztl[gan |71 — 7o
< Tf(9(T)(A+ MT) + coo] |1 — r2lloro,1).

La demostracion de la existencia y unicidad de la solucién del problema PS continta de la siguiente man-
era. Se construye un conjunto cerrado X C C'[0,T] constituido por curvas que satisfacen la ecuaciones
(2.6) — (2.9) de PA. Luego se define el operador r — Pr por

W@:ANWWﬂNﬂ

donde c es la solucién de PA para r. Usando las ecuaciones (2.13) — (2.15) y (2.19) se puede ajustar
K para lograr que P sea una contraccién sobre X para T pequenio. Luego el teorema del punto fijo de
Banach asegura la existencia de s € C1[0,T] tal que Ps = s. La existencia global y la unicidad de PS se
obtiene como en [1].
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3 Comportamientos asintéticos.

Un aspecto interesante de este problema es el comportamiento de s(t) para tiempos grandes. Hay indicios
de que cuando ¢ — oo la frontera libre parece depender mas de g que de la funcién f. Veamos lo siguiente.
Por aplicacién del Teorema de Green obtenemos la identidad:

0:.7{ (xeg — €)dT + zedx t>0,
0D,

luego,

0 = /Otc(s,r)sé dr — /Ot [s5(c(s,T) + q)] dT — /OS c(z,t)zdr + /Otg(T) dr

t 8 t
92 _ _ / c(s,7)dr — / crdr + / g(r)dr
2 0 0 0

y se llega a la acotacién

st)<4/2 /0 Co(r)dr (3.23)

Esta desigualdad, no depende en absoluto de la funcién f. Lo que es mds, experimentos numeéricos
muestran que solamente g(t) determina de alguna forma el comportamiento de s(¢) para tiempos largos.
Por ejemplo se encuentra la conjetura de que si g es un polinomio de grado n, entonces cuandot — oo

dntls
T 0 (3.24)

Esto no contradecirfa (3.23), puesto que si g(t) = >/ g;t’ entonces

2 [t g, =
—/ g(r)dr < [ —22n 4™ 15 0
aJo g(n+1)

] dn—l—lt"T'H . . .. .
y tliglo — tliglo t"? = 0 como en (3.24). Esto se puede apreciar en las siguientes gréficas,

obtenidas para varios polinomios g y diversas funciones f.

0.3
0.25}-|:
0.2

1
015

ds?/dt?
0.1

-0.05 q

Figura 2: ¢ =.3, g(t) =2t + 1, f(c) =c™
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-2l

d3s/dt®

-1

d*s/dt*

5|

Figura4: ¢ = .3, g(t) = >+ t2 +t+ 1, f(c) = c™.

En estos comportamientos, un caso especial es g(t) = At + 1. Aqui no sélo se verifica (3.24) para
n = 1, sino que también se observa que s(t) se pega asintéticamente a una recta, o sea, siempre existen
constantes a y b tales que

tllf?o [at+b—s(t)] =0,

esto se ve en la gréfica que sigue, que es la ds/dt para los mismos casos de la Fig.2.
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1.25 T

1.2 =
f(c)=c®

1151 =
f(c)=c?
ds/dt

1.1 o

f(c)=c'®

1.05 . .

Figura 5: ¢ = .3, g(t) =2t + 1, f(c) = c™.

4 Solucién numérica.

Se puede usar el método numérico expuesto en [1] y [3] para resolver PS. Consiste en un esquema de
diferencias finitas, en el que se discretiza el tiempo en pasos At = t,, — t,, 1 calculando la concentracién
Cn(z) y la posicién de la frontera libre S,, al tiempo ¢ = t,, a partir de conocer las mismas en el instante
anterior t = t,,_1. Concretamente, a C,,(z) y S, las asumiremos como la solucién exacta del problema:

Cn — C”_TS’H 0 en 0<z<Sn, (4.25)
Cn(0) = g(tn), (4.26)
Sp — Sp_
T = f(Cu(Sh), So=s(0)=0, (4.27)
Sp — Sn_
Ca(Sn) = == (a+ Ca(Sn)- (4.28)

Escribimos (4.25) como el sistema de ecuaciones:

c = v, (4.29)
1

! P — J—

Vi = 27(Cn=Caa) (4.30)

Ahora aplicamos la transformacién de Riccati para expresar a C,, como:

Cp = RV, + Wy, (4.31)
donde: 1
/1 _ T p2 —_ .
R =1- R,  R0)=0 (4.32)
y 1

La solucién de (4.32) es R(z) = v Attanh (z/vAt). De (4.31):
Cr(Sn) = (Cn(Sn) — Wi (Sn))/R(Sn),
igualando con (4.28) y despejando C,(S,,), obtenemos de (4.27):

Wn(sn) - qR(Sn)(Sn - Snl)/At>
1+ R(Sn)(Sp — Sn—1)/At ’

(Su— 5a 1)/At = f(
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o sea que S, es un cero de la funcién:

(4.34)

on(z) = (x— Sp_1)/At — f <Wn(w) — qR(z)(z — Sn_l)/At) .

1+ R(z)(z — Sn—1)/At

Se demostrard que esta funcién esta lo suficientemente bien definida para que exista S,, (recordemos
que f sélo estd definida en [0,00). Entonces, una vez obtenido S, (que se asumird como el primer
xz > Sp_1 que anula a o,(z)), ponemos:

a _ Sn - Sn—l
Sp = A (4.35)
Wi (Sn) — R(Sn)Sn
Cn(Sy) = (Sn) = R(Sn)Sna. (4.36)
1+ R(S,)Sn
CL(Sn) = Va(Sn) = —G, WnlSn)Fa (4.37)
1+ R(Sn)Sn
Ahora que tenemos W,, y V(S,) se puede integrar sobre [0, S,,] la ecuacién
1
! — — J—
Vo= 25 (BVa + Wa = Cu), (4.38)

Luego de (4.31) se obtiene Cy,(z) al tiempo ¢t = ¢, en [0,S,]. Para > S,, se la extiende a Cy,(x)
linealmente segtin (4.36) y (4.37). Y como dato inicial usaremos:

Co(x) ==f(I)(g+Nz+1 Ve (4.39)

Lema 4.1 Eziste una raiz S, > Sp—1 de 0. Ademds 0 < Cy, < g(T) en [0,S,] y C,, <0 en [0,00).

Demostraciéon. Co(So) =1y C}(So) = —f(1)(¢+1) < 0. Supongamos la afirmacién vélida para n — 1.
Restando C!,_; miembro a miembro en (4.33), podemos resolver la ODE que resulta para W,, — Cp,_1,
obteniendo: .

—JE i (r)ed P ar

(Wn - Cﬂ—l)(w) - fw R/At ’

de donde sale que W,,(z) > C,_1(z) Vz > 0, en consecuencia, de (4.33) W,, es decreciente. Ahora
observemos que la expresién:
Wi(z) — qR(z)(x — Sp-1)/At
1+ R(z)(z — Sn—1)/At

es un funcién continua, decreciente y positiva en S,_1 < z < zo, para cierto zo donde se anula (W,
tiene ahora derivada negativa y no acotada). Pero entonces

on(zo) = % — f(0) > 0, por definicién de f. Por otro lado:

0< Cn—l(Sn—l) < Wn(sn—l)v

o0 sea 0, (Sn-1) = —f(Wn(Sn-1)) < 0, con lo que existe un primer S,, € (S, 1,%0) que hace cero a oy,.
Con esto resulta S,, > 0, C,,(S,,) >0y V,(S,) < 0. Resolviendo (4.38) tenemos:

r Sn
JE Walr)=Cucs) = [TRIN gy (5,0 fo " RIA

Va(z) = == ef: e z €10,5,],

con lo que CJ, < 0 en [0,00), lo que implica g(t,) = Cn(0) > C,, > C,(S,) > 0 en [0, S,]- |
Observemos que por (4.27),

0 < Sn — Sn_1 = f(Cn(Sn))At < f(g(T))At. (4.40)
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Abstract

We study a one-phase Lamé-Clapeyron -Stefan problem for a semi-infinite ma-
terial with nonlinear thermal coefficients with a constant temperature condition on
the fixed face x = 0 following G. A. Tirskii, Soviet Physics Doklady, 4(1959), 288-
292. We obtain sufficient conditions for data in order to have the existence of an
explicit solution of a similarity type which is given by using a double fixed point.

Key words: Stefan problem, Free boundary problem, Nonlinear thermal coefficientes,

Explicit solution, Nonlinear integral equation, Melting
AMS subject classification: 35R35, 80A22, 35C05, 45G10

1. Introduction.

The Lamé-Clapeyron-Stefan problem is nonlinear even in its simplest form due to the
free boundary conditions [3, 4]. In particular, if the thermal coefficients of the material are
temperature-dependent we have a doubly nonlinear free boundary problem. We consider
the following free boundary problem (melting) for a semi-infinite material [1, 2|:

p(T)c(T)aa—I; - a% (k(T)g—D . 0<az<s(t) (1)
T0,t) =T, (2)
T(s(t),t) =T (3)
oT ,
k(T(s(t),t) 5 (s(t),t) = —po Ls'(t) (4)
s(0) = 0 (5)

*MAT - Serie A, 10 (2005), 11-16.
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where T' = T'(z,t) is the temperature of the liquid phase; p(T),c(T) and k(T') are the
body’s density, its specific heat, and is thermal conductivity, respectively; T,, is the phase-
change temperature, 1T, > T,, is the temperature on the fixed face z = 0; p, > 0 is the
constant density of mass at the melting temperature; [ > 0 is the latent heat of fusion
by unity of mass and s(t) is the position of phase change location. This problem was
firstly considered in [5] through the integral equation (13) but any mathematical result
was given.

The goal of this paper is the following: we prove, in Section II, the existence of at least
one explicit solution of a similarity type for the problem (1) — (5) by using a double fixed
point for the integral equation (13) and the trascendental equation (16) under certain
hypothesis for data.

II. The one-phase Stefan problem with nonlinear thermal coefficients with
constant temperature boundary condition on the fixed face.
If we define the following transformation

T(z,t) —Tp,

O(z,t) = T T

(T(x,t) =T + (Th — T0,)0(z, 1)) (6)

and we assume a similarity solution of the type
O(x,t) = = — 7
s(t) = 2nev aot (8)

where 7, is a positive parameter to be determined later, then the problem (1) — (5
becomes

~—

LS ] +20N()f'(p) =0, 0<n<n (9)
f(0)=1 (10)
F0n0) =0 (11)

2ny0po!

F00) = ~prr T (12

T)e(T T
where N(T') = M,L(T} = k:]({: ) and ko, py, co and oy = L are the reference
G 0 PoCo

0 0
thermal conductivity, density of mass, specific heat and thermal diffusivity respectively.
We have that the problem (9) — (11) is equivalent to the following nonlinear integral
equation of Volterra type:

S L.
F) =1 Gl L), N(J)] (13)

where ® is given by

®in. LN = —= [ Bl ) di (1)
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with

Bz, f) = exp (—2 /0 ' ]z((;c((j))))sds> (15)

The condition (12) becomes

E(%» .f) — nolﬁ
(ﬁ[novL(f)vN(f)] CO(Tb_Tm)

(16)

and then the following theorem holds.

Theorem 1 The solution of the free boundary problem (1) — (5) is given by (8) and
T(x,t) = Ty + (T, — Ton) f (), with n = x/2\/agt where the function f = f(n) and
the coefficient n, > 0 must satisfy the nonlinear integral equation (13) and the condition
(16) respectively.l

First, in order to prove the existence of the solution of the system (13) and (16) we
will obtain some preliminary results. Then we shall prove that the integral equation (13)
has a unique solution for any given 7, > 0 by using a fixed point theorem. Secondly, in
order to solve the problem (1) — (5) we will consider Eq. (16).

For convenience of notation, we will note ® [n, f] = ® [n, L(f), N(f)].

We suppose that there exists N,,, Nas, L.,,, Ly positive constants such as

L, <LT)< Ly , Ny < N(T) < Ny . (17)
We consider C° [0, 7,], the space of continuous real functions defined on [0,7,], with
its norm || f[} = max |£ (n)].
2110

Furthermore, we assume that the dimensionless thermal conductivity and specific heat
are Lipschitz functions, i.e., there exists L and N are positive constants such that

L(g) = L(h)| < Lllg - h| , Vg,heC°(Ry) NL™(RY) (18)
IN(g) = N(W)| < Nllg—hl ,  Vg,heC(R{)NL®(RY). (19)
Then we get:

Lemma 2 We have

a)
exp (—@xz) < Bz, f) <exp <—2V—mx2) , Vo > 0. (20)

L,, M

b) For 0 < n < 7,

et (VBon) <ol < &yt (B ). (21)
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Lemma 3 a) Let 1, be a given positive real number. We suppose that the dimensionless
thermal conductivity and specific heat verify conditions (17), (18) and (19). Then, for all
f, f*eC?0,n,] we have

IE[n,f]—E[n,f*HSg—(NJr%) 1f*=fll » Yne€(0,m)- (22)

b) Let ng be a given positive real number. We suppose that (17), (18) and (19) holds. For
all f, f* € C°[0,m,] , 0 <n < n, we have

@, f1 = @[, £ < & (N + ) 2+ 1) 211 = £l (23)

Theorem 4 Let n, be a given positive real number. We suppose that (17),(18) and
(19) holds. If n, satisfies de following inequality

5/2 N

4 Mol Nu erf ( ﬁ%) ~ NML

B(no) == REAIED A R (24)
VN LA erf? ( JZ—Z%) Lom 3

then there exist a unique solution f € C°[0,m,] of the integral equation (13).
Proof. Let W : C°[0,n,] — C°[0,7,] be the operator defined by
@ [n, L(f)]

W)y =1— ———F7—== , f € C°0,n,). 25
( )(77) P [7707L(f)] [ 0] ( )
The solution of the equation (13) is the fixed point of the operator W, that is

W(fm) =rm) , 0<n<ng (26)

Let f, f* € C°[0,n,] be, then we obtain
W) =W = Maz [W(f(n)) = W(f*(n))]

€[0,mg)]
O [n, f*]®[ng, f1 = P ng, f*]P [, f]
M
Sne[om(i]x ® [n9, f1P [19, [*]

<AMCL£L’ ‘CI)[Th ](I)[UOaf]_q)[nO?f*]q)[naf”S

n€[0,n0]
0
where N2
A= My >0 (27)
L,, erf? ( 12—71‘:770)

Finally, for Lemmas 2, 3 and taking into account that 0 < n < 7, , we have
W) =W <BMmo) I1f = £l

Then W is a contraction operator and therefore there exists a unique solution of the
integral Eq.(13) if the condition (24) is satisfied.l
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Remark 1 The solution f of the integral equation (13), given by the Theorem 4, depends
on the real number n, > 0. For convenience in the notation from now on we take

fm) = fo,(n) = fne,m) »  0<n<my ,  1ng>01 (28)

Let €2 be the set defined by

Q= {neR"/B(n) <1} =
= {1y € R" /there exists a solution of Eq. (13)} .

Lemma 5 If N
203, L
Ly,

there exists a positive number n; such that

<1 (29)

Bme) <1 if 0<ng<mg , B(n) =1 if ng>ng.

213,L
Proof. We have 3(0) = ngl

2 = (0,75) where §(ng) = 1.8

To prove the existence of the solution of the Eq.(16), we define the real function

H(x) = Elz, f) x>0 (30)

@[z, f]
where f is the solution of Eq.(13) given by Theorem 4.

, B(+00) = +oo and f'(ny) > 0 Vi, > 0. Then

Theorem 6 The Eq.(16) has at least one solution n,. Moreover, if xy is the unique
solution of equation

H1<.T) = CO(;_})Z—%, x>0, (31)

and xoy < 1 then ny € Q with n, < o, where real function Hy is defined by

L/ N exp (‘LN—Mm 332)

Hy(z) := , ©>0 (32)
vV L,, erf (,/%Af :)3)
Proof. We have l
Fq. (16) <= H(x) = —2VT o0

co(Tp — Tm)’
Therefore, there exist at least one solution 7, > 0 of Eq.(16) because H(z) < H;(x) and
H(0") = 400, H(+00) =0 and then 7y < zo. B

Remark 2 The solution xq of Eq.(31) can be expressed as follows

1 (L Nyeo(Ty, — Trn)
To = M
/7L,
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where

18 an increasing real function. Then we have

LM\/]\;_M\/(:(Tjj _Tm))) <1m

B(zo) <1 <= (M‘l <

And so we have the following Theorem

Theorem 7 (i) If N and L verify only the conditions (17), (18),(19),(29) and (5(x¢) < 1
where xy is defined by (33) then there exists at least one solution of the problem (1) — (5)
where the free boundary s(t) is given by (8) and the temperature is given by T(z,t) =
T + (Ty — Trn) f(n), with n = x/2\/apt where f is the unique solution of the integral
equation (13) and 1y is given by Theorem 10.

(i) If N and L verify only the conditions (17), (18), (19) and (29) then there exists
at least one solution of the problem (1) — (5) for all latent heat of fusion | > ly for given
others parameters where ly is given by

I Ly Nuyeo(Ty — Thy,)
" VAL M ()

where ng > 0 is characterized by the condition 3 (n§) = 1.1

A more complete version of these results and the corresponding study for the analogous
problem with a heat flux condition on the fixed face x = 0 instead of the temperature
condition (2) will be given in a forthcoming paper.
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Resumen

Se considera un modelo de flujo de calor y humedad a través de un semiespacio poroso
durante congelamiento, con sobrecondicién de temperatura y de flujo de calor en el borde
fijo para la determinaciéon de un coeficiente desconocido del material semi-infinito de
cambio de fase. Se trata de un problema de frontera libre con acoplamiento de las funciones
temperatura y concentraciéon (ecuaciones de tipo Luikov) con ocho pardmetros. Para uno
de los casos de determinacién posibles, se hallan condiciones necesarias y suficientes para
la existencia de una solucién y las férmulas correspondientes para las temperaturas y
concentraciones de ambas fases, la frontera libre y el coeficiente desconocido.

1. Introduccién.

Los problemas de transferencia de calor y masa con cambio de fase que se llevan a
cabo en un medio poroso, tales como evaporacién, condensacion, congelamiento, derre-
timiento, sublimacién y desublimacion, tienen una gran aplicaciéon en procesos de se-
paracién, tecnologia de alimentos, migraciéon de calor en terrenos y suelos, etc. Debido
a que este tipo de problemas es no lineal, el resolverlos usualmente tiene dificultades
matemdticas. So6lo se han encontrado unas pocas soluciones exactas para casos ideales
(ver [1],[2],[3],[4],16],[7],[14] por ejemplo). Una extensa bibliografia sobre problemas de
frontera libre y mévil para la ecuacién de calor-difusién estd dada en [15].

La formulaciéon matemaética de la transferencia de calor y masa en cuerpos de capilares
porosos fue establecida por Luikov ([8],[9],). Mikhailov [10] presenté dos modelos difer-
entes para resolver el problema de la evaporacion de humedad liquida desde un medio
poroso. Para el problema del congelamiento (desublimacién) de un semiespacio poroso

*MAT - Serie A, 10 (2005), 17-22.
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himedo, Mikhailov también presenté una solucién exacta [11] para una condicién de tem-
peratura constante en el borde fijo x = 0. En el trabajo [12] fue presentada una solucién
explicita para las distribuciones de temperatura y humedad en un semiespacio poroso con
una condicién de flujo de calor en el borde fijo x = 0 del tipo 3/_02'

Ahora se considerard el modelo presentado en [11]-[12] con una sobrecondicién en el
borde fijo para hallar condiciones necesarias y suficientes sobre los datos para la determi-
nacién de un coeficiente desconocido siguiendo la idea de [16] para una fase y de [5] para
dos fases.

Se considera el flujo de calor y humedad a través de un semiespacio poroso durante el
congelamiento. La posicion del frente de cambio de fase al tiempo ¢ estd dada por = = s (t)
que divide al cuerpo poroso en dos regiones. En la region congelada, 0 < z < s(t), no hay
movimiento de humedad y la distribucién de temperatura estd descripta por la ecuacion
del calor

o1, Gich

k1
g Wl =ags =

(x,t), 0<z<s(t),t>0, a, = )
pc1

(1)

La region s (t) < x < 400 es la parte himeda del cuerpo de capilares porosos en donde
fluyen acoplados el calor y la humedad. EI proceso estd descripto por el ya conocido
sistema de Luikov [9] para el caso € = 0 (¢ es el factor de conversién de fase de liquido en
vapor) dado por

aTQ 82T2 k2
W([E,t):agw(l'7t), J]>S(t),t>0, GQZE (2)
u 0*u
E(w,t):am@(x,t), x>s(t), t>0. (3)

Las distribuciones iniciales de temperatura y humedad son uniformes

{ Ty (2,0) = Ty (+00,t) = to,
u(z,0) = u(4+o00,t) = up.

(4)

Se supone que sobre la superficie del semiespacio el flujo de calor depende del tiempo
de la siguiente manera, como en [13]

o1, do

donde gy > 0 es un coeficiente que caracteriza el flujo de calor en el borde fijo z = 0.
Sobre el frente de congelamiento, existe una igualdad entre las temperaturas

T (S(t)’t) =15 (S(t)vt):tvv t>0, (6)

donde t, < tg.
El balance de calor y humedad en el frente de congelamiento da lo siguiente

or;

h (s(t),t)—kg%(s(t),t)—pru(s(t),t)%(t), t>0, (7)
ou @T2
(s (). )+ (s (). ) =0, t>0. 8)
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Se considera ademds una sobre condicién en el borde fijo z = 0 dada por
T1 (O, t) == ts (9)

donde t, < t,.

Se tratard de hallar férmulas para la determinaciéon de un coeficiente térmico des-
conocido elegido entre p (densidad de masa), a,, (difusividad de la humedad), ¢; (calor
especifico de la region congelada), ¢y (calor especifico de la regién humeda), k; (conduc-
tividad térmica de la regién congelada), ks (conductividad térmica de la regién himeda),
d (coeficiente de gradiente térmico), r (calor latente) junto a la frontera libre s(t), las
temperaturas 77, T, y la humedad wu.

Siguiendo [12], se tiene que

Tl(x,t):tv—@[—erf( ’ >+erf<i>},0<x<s(t)7t>0 (10)

ki 2V/art Vaiz
to — tv T
Ty (z,t) =t, + T—erf() {erf <2—\/a_2t) - erf()\)} , x>s(t), t>0 (11)

ex k2 _1)A2
u(x,t) = wug— Z?f:”—w {erf (#@) _ P((\p/amﬁ ) (1 — orf (2 2mt>>} (12)
2

ko

x > s(t), t>0

s(t) = 22/ aqt. (13)

donde el parametro A\ (que caracteriza la frontera libre) y el coeficiente térmico des-
conocido deben satisfacer el siguiente sistema de ecuaciones trascendentales:

Tty (ha) ~RO- o9

VEa\
VT U B 0 (to — tu) 1_Q<W>

e (tg —ty) " ( ky 1) Q (M)

Qm pC2
k ty—t, [k

erf <M/ 201) T, A (15)
kicy qo ™

Fi(z) = %, Q (z) = Vrzexp (27) er fe(z).

De los ocho casos posibles en la presente comunicacién sélo se considerara el caso de la
determinacion de {\,d}.

donde

Primero se tiene el siguiente lema:

Lema 1: Se tiene que

= _amn <0 Yr>0,Vm>0m#l
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Demostraciéon: La funcién @) tiene las siguientes propiedades

Q(0) =0, Q (+0) =1, Q' () >0 Vz>0.

Entonces si se considera que m > 1, entonces se tiene que m?> —1 >0y QQ(T? > 1,
x
con lo que surge F (z) < 0.
. . ) Q (mz)
Si en cambio se contempla el caso 0 < m < 1, surge que m* —1 <0y 0 () <1,
x

con lo que también resulta £ (z) < 0.m

Entonces se tiene el siguiente resultado para la determinacién del caso {\,d}:

Teorema 2: Si

max

pkicy
<t”_ts)\/— to—t,) [pk

qo erf ( @)\*) 1
k1C2

donde \* > 0 es la tinica solucién de la ecuacién

g1 (z) = g2 (2), x>0 (17)
con /7
UeT/T
g1(x) =F () + O—x,
Ca (tO — tv) ].8
( ) do ™ 72261 z2 ( )
g2\ = to — ty Pk’2026 ’

entonces '\ > 0, 0 > 0 dados por las expresiones

leQ 1 tv — ts pk:101
=/ —erf \/ 19
kacy ( qo ™ ( )

ko
-1
U PAmC2 C2 (tO - tv) qo0 m _ 2 kgey
0 = 1- e — F (A ) e
to — Ly ko { Arugy/m  \to — ty kaCge ’ 1Y)
QM ——
1— PAmC2
Q (M)

Demostracién: Considerando que de (16) se tiene

t,—ts [pk
2B (21)
do T

surge trivialmente que existe un tnico A > 0 solucién de la ecuacién (15) en la forma
(19). Luego, sustituyendo A en (14) y despejando § se obtiene (20). Resta atin mostrar
que ¢ > 0.
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Primero se observa que gracias al Lema 1, para tener 6 > 0 basta imponer que

Co (to — tv) qo ™ _m
1— Frez — F1(A) ) <0
Arug/T (to —t,\ pkjgcze v 1)

2 (&3
)+ ruVT o e R
o (to — ty) to —ty \| pkacy

lo que de acuerdo a las definiciones (18) se puede escribir como

es decir que

g (A) <g2(N). (22)
Como las funciones g; y go tienen las siguientes caracteristicas:

g1 (0+) = 1a (51 (+OO) = +OO7 gi (l’) > Oa Vo > 0.

qo ™
0") = 1/ =0 ! <0, Vx>0.
g2 ( ) t() — tu kaCQ’ g2 (+OO) ) 9o (‘T) ) x

se puede concluir que cuando
do 4
v/ > 1, 23
to — 1y \| pkaca (23)

existird un tnico A* > 0 tal que g; (A*) = g2 (\"). Entonces surge que (22) es vilida
cuando

0 <A< (24)

Para finalizar se observa que las hipdtesis necesarias (21), (23) y (24) se pueden resumir
de la manera siguiente: Como la funcién erf es creciente, (24) es equivalente a

kgCl kgCl
f —A f —\*

y entonces (21) y (24) se pueden resumir en

b — s \/ phicy < erf @/\* . (25)
qo ™ kicy

Asi pues, por (24) y (25) se tiene que

pkicy

t, — ts
( ) ™ pkaca

qo > ; qo > (to — tu) ;
erf (Q / %)\*) "
leQ

lo que puede resumirse en (16) .m

Los siete casos restantes serdan considerados en un futuro trabajo que se encuentra en
etapa de preparacion.
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