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Resumen

En esta tesis se estudian dos clases de problemas de Stefan. En la primera parte se aborda
un problema asociado a aleaciones binarias, obteniendo soluciones explicitas de tipo similaridad,
para dos condiciones de borde, de Neumann y convectiva. Se obtienen ademés desigualdades para
el coeficiente que caracteriza la frontera libre en cada caso.

En la segunda parte se estudia un problema de Stefan fraccionario en la variable espacial de
tipo Dirichlet, asociado a un flujo de Caputo. Este tipo de problemas, esta relacionado con pro-
cesos de difusién anémala en materiales heterogéneos, y a diferencia del problema presentado en
la primera parte, no existe en la literatura resultados previos de exitencia, unicidad o regularidad
de soluciones asi como tampoco las herramientas necesarias para su deduccion. Los mismos serdn
obtenidos en esta segunda parte.

El desarrollo se centra en las teorias de semigrupos y de operadores de evolucién. En un
primer paso, analizaremos dominios apropiados para la solucién buscada. Esto requerira la intro-
duccién de los espacios de Sobolev fraccionarios y los espacios de interpolacion. Posteriormente,
consideraremos el problema de frontera mdévil asociado al problema de Stefan fraccionario, al cual
aplicaremos algunas transformaciones para obtener un nuevo problema. Resolveremos el mismo
buscando una solucién a una ecuacién integral asociada, que se denomina "mild solution”. Fi-
nalmente, utilizaremos la solucién al problema de frontera mévil para obtener una solucién al
problema de Stefan fraccionario, mediante un teorema de punto fijo. Deduciremos la unicidad
de solucién mediante un resultado de monotonia para la frontera libre y una condicién integral
equivalente a la condicién de Stefan. Para terminar, daremos soluciones autosimilares en términos

de funciones especiales denominadas funciones de Mittag-Leffler de tres pardametros.
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Capitulo 1

Introduccion

Los problemas de Stefan son una clase de problemas que pretenden modelar la transferencia
de calor en un material o medio, el cual experimenta un cambio de fase, por ejemplo solidificacion
o fusion, debido a la aplicacién de una fuente de calor en parte de la frontera del mismo. Este
cambio de fase se modela mediante una funcién denominada frontera libre que las separa. En
esta tesis consideraremos un problema unidimensional de fusién a una fase. Esto ltimo implica
que en la region donde el material se encuentra en estado sdlido, su temperatura es constante
(coincidiendo con la temperatura de fusién). Para dicho caso, podemos deducir un modelo como
sigue:

Sean u = u(x,t) y ¢ = q(z,t) la temperatura y el flujo en cada posicién z y tiempo ¢ de un
material unidimensional, representado por el semieje positivo en x. Supongamos que inicialmente
dicho material posee una fase liquida, dada por 0 < z < b y una fase sélida dada por x > b
la cual se encuentra a temperatura constante igual a la temperatura de fusién. Por simplicidad,
supondremos que dicha temperatura es igual a cero. Aplicamos una fuente de calor en el extremo
izquierdo x = 0, con lo cual el frente de separacién x = b entre ambas fases avanza hacia la
derecha, adoptando un valor s(t) para cada instante de tiempo ¢. La funcién s se denomina
frontera libre. Supongamos ademas que en la fase solida, el material se encuentra a temperatura
constante cero en cada tiempo ¢, por lo que tenemos un problema a una fase. Definimos la funcién

de entalpia, como H = u + ¢, con

L 0<z<s(t)
oz, t) =
0 z> s(t).

donde L representa el calor latente, es decir, la cantidad de energia requerida para cambiar de
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Cap. 1 Secc. 1.0

fase sélida a liquida.
Queremos deducir una ecuacién gobernante para el problema analizado. Para ello, considere-
mos la ley de Fourier para modelar la transferencia de calor, que establece la siguiente relacion

entre las funciones u y g,

oo t) = —uz(z,t) 0<z<s(t), w1
0 x > s(t).

Por otro lado, aplicando el primer principio de la termodindmica, tenemos que,
d b
G | A 0de = ~(ab.t) - a(a0), (12)
dt J,
para cualesquiera 0 < a < b, de donde se deduce que
Ht(xv t) == _Qx(xa t)?
y por definicién de H y ¢, resulta
U —ugy =0, 0<x<s(t).

Teniendo en cuenta que tanto la funcién temperatura como la posicién de la frontera libre
s(t) son desconocidas, necesitamos otra condicién en el modelo. Si, por simplicidad, procedemos
formalmente, podemos derivar tal condicién utilizando nuevamente el primer principio de la

termodindmica. Sean 0 < a < s(t) < b, entonces de (

dt(/ HMH/ ey )
([t e [ snin) <
([ e )

u(s(t),t)s(t) + Ls(t

Ls(t

a(b,1) — q(a, 1))

(t)
) = uz(a,t),

por lo que, haciendo a — s(¢)~ obtenemos que
La(t) = ua(s(t) 7, 1),

que se conoce como condiciéon de Stefan.
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Cap. 1 Secc. 1.0

De lo anterior, si adicionalmente suponemos por simplicidad que L = 1, consideramos una
condicién de borde de tipo Dirichlet, y una condicién inicial en t = 0 dada por una funcién dato

ug, se deduce la siguiente formulacién de un problema de Stefan a una fase

(1) w(w,t) = uge(z,t) 0<x<s(t),t>0,

(1) w(0,t)=C>0 t>0,

(1) u(s(t),t) =0 t>0, (1.3)
(iv)  ulz,0) = up(z), O<az<b

(v) $(t) = —x_l)l;I(I})_ ugp(z,t) t>0.

Siguiendo ideas similares, podemos deducir una formulacién para un problema de Stefan a dos
fases para la solidificacién de un material unidimensional y semi-infinito, con constantes fisicas

iguales a uno:

(1) wl(z,t) =ud(x,1) 0<z<s(t),t>0,

(ii)  ul(x,t) = uk, (x,t) x> s(t),t >0,

(iii) u®(0,t) = Cg >0 t>0,

(i) ud(s(t),t) =ul(s(t),t)=0 t>0, (1.4
(v)  uS(z,0) = up(x), O<z<b

(vi)  uF(z,0) = up(x), x>0b

(#3i) ul(+o00,t) = CL >0 t>0,

(v)  5(t) = ud(s(t),t) — uk(s(t),t) t>0.

En la literatura se puede encontrar un amplio desarrollo de los problemas de Stefan a una y
a dos fases, entre los que cabe mencionar [2, 4, 7, 10, 20, 28] referentes al estudio tedrico de los
mismos y sus aplicaciones, y [5, 17, 33, 34, 36, 45] donde se obtienen soluciones explicitas.

Los problemas analizados anteriormente, suponen que el material considerado es homogéneo,
por lo que su constitucién no afecta a la ecuacion gobernante ni a la condicién de Stefan. Una
forma de alejarnos de esta hipdtesis, es considerar un material cuya composicion de materiales
pueda ser considerada por separado, como es el caso del problema que abordaremos en el Capitulo
3, o bien cosiderar un material “uniformemente heterogéneo”, como es el caso del problema del
Capitulo 4.

El primero se conoce como problema de aleacion binaria, y corresponde a un problema de
transferencia de calor en un material que consta de dos componentes. Esto induce una formulacién
donde las funciones que representan la temperatura del material y la concentracion de uno de los

componentes del mismo estan relacionadas por ciertas condiciones, y ambas verifican un problema
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Cap. 1 Secc. 1.0

de Stefan a dos fases. Este tipo de problema fue analizado por Rubinstein en [27], obteniendo
que existe una unica solucién de tipo similaridad cuando la condicién en el borde fijo x = 0 estd
dada por una temperatura constante. Posteriores trabajos sobre la solidificacion de una aleacion
binaria pueden verse en [1, 6, 39, 40, 41] donde se obtienen tanto soluciones exactas, como asi

también soluciones aproximadas. En el Capitulo 3, se analizard el siguiente problema:

i. asTs,, =T, 0<z<s(t), t>0,
ii. oy, =1, s(t) < x, t>0,
iii.  dsCs,, = Cs, 0<xz<s(t), t>0,
w. d4Cy,, =, s(t) < x, t>0,
vo kT, (0,t) =% (qo > 0), t >0,
vi.  Ts(s(t),t) =Ty(s(t),t) = Ty t>0,
vii.  Ti(x,0) =Tp Ty <Ty<Tg, x>0,
viii. Tj(co,t) = Ty Ta<To<Tg, t>0,
iz, Cs (0,6)=0 t>0,
. Cls(),t) = Fo(TH) £>0,
zi.  Cy(z,0) =Cy x>0,

zii.  Cy(s(t),t) = fi(Ty) t>0,
wiii. kT, (5(),8) — kT, (s(2), £) = 7ps'(1 £>0,
ziv.  diCy, (s(t),t) — dsCs, (s(t),t) = [fs(Th) — fi(T3)]5'(t) t>0,

donde T, T; representan la temperatura en las fases sélida y liquida respectivamente, C, C; las
concentraciones en cada fase de uno de los dos compuestos que conforman el material (previamen-
te indicado), y los coeficientes involucrados provienen de constantes fisicas asociadas al problema.
Notemos que, en los problemas de aleacién binaria la composicién del material no parece afectar
al proceso de transferencia de calor, pues estd modelado por la ecuacién del calor.

Por otro lado, respecto del segundo problema que se desarrolla en el Capitulo 4, cuando
consideramos materiales o medios mas complicados, surgen nuevas formulaciones donde tanto
la ecuacion gobernante como la condicién de Stefan cambian. En particular, supongamos que
queremos modelar un fenémeno de fusién relacionado con un cambio de fase en una barra semi-
infinita debido a la transferencia de calor. Consideremos un modelo a una fase, con lo cual la
fase sélida estd a una temperatura de fusién constante igual a cero. En consecuencia, basta con

analizar la fase liquida. Por simplicidad, supongamos también que todos los parametros fisicos

14



Cap. 1 Secc. 1.0

involucrados son constantes e iguales a uno.
Sean u = u(x,t) y ¢ = q(z,t) la temperatura y el flujo en cada posicién z y tiempo t. Como
vimos anteriormente, si considerando el primer principio de la termodindmica (1.2) y la ley de

Fourier (1.1) para modelar la transferencia de calor, obtenemos la ecuacién del calor
Up — Ugy = 0.

Sin embargo, la ley de Fourier es una relaciéon empirica, y por lo tanto puede ser reemplazada.

Si elegimos el flujo propuesto en [42], dado por

x
ulet) =~ [ welp 0 =), (1.5
tenemos una expresion la cual establece que el flujo en cada posicién z y tiempo ¢ es una suma
generalizada de los flujos locales en cada posicién de la barra entre su extremo izquierdo (z = 0)
y la posicion actual, donde los flujos mas cercanos tienen un peso mayor. En consecuencia,
estamos considerando un material cuya composicién afecta el flujo de temperatura, por ejemplo,
un material heterogéneo.
Como veremos luego, la expresion ﬁ / ' ug(p,t)(x — p)~“dp se conoce como derivada
fraccionaria de Caputo de orden « de la funciénou, y se denota D%u (donde el subindice z indica

que se aplica respecto de dicha variable), por lo que podemos reescribir el flujo en (1.5) de la

siguiente manera

qni(z,t) = — Dou(x,t). (1.6)

Si aplicamos el primer principio de la termodindmica (1.2) con el nuevo flujo (1.6), obtenemos

ug(x,t) — ;UDgu(x,t) =0 (1.7)

que se conoce como ecuacion de difusiéon fraccioria en el espacio.
Siguiendo el desarrollo realizado para el problema de Stefan cldsico, si denotamos por s(t) a

la frontera libre, deducimos la siguiente condicién de Stefan fraccionaria

$(t)=— lim DSu(z,t).

x—s(t)~

Agregando una condicién de borde de tipo Dirichlet, una condicién inicial para ¢t = 0, y

teniendo en cuenta que en s(t) se da la temperatura de cambio de fase, que supondremos igual a
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Cap. 1 Secc. 1.0

cero, tenemos el siguiente problema

(1)  ug— %Dg‘u =0, en Qg1
(17)  w(0,t) = 0,u(t,s(t)) =0, te(0,7),
(1.8)
(13i) u(z,0) =wup(z) >0, 0<xz<s(0)=0,
(

i) $(t)=— lim (D%)(xz,t), te(0,T),

z—s(t)—
donde a € (0,1), Qs = {(z,t) : 0 <z < s(t),0 <t < T}.

El problema (1.8) entra en la categoria de Problemas de Stefan fraccionarios en el espacio,
cuyo desarrollo es reciente. En particular, en [42] se considera un modelo de infiltracién de agua en
suelos subterraneos heterogéneos, donde se introduce el flujo ¢ = —D%u, y la ecuacién gobernante
para el problema estd dada por %Dgu =0.

Cabe destacar que al reemplazar la ley de Fourier (1.1) en la deduccién del problema de Stefan
(1.8), son vélidas diferentes opciones, dependiendo del tipo de proceso que se pretende modelar.
Algunas alternativas se analizan en [22], donde se considera un fenémeno de transporte para dos
flujos no locales definidos en términos de derivadas fraccionarias.

Una observacion importante acerca de los problemas de Stefan fraccionarios, se vera al estudiar
soluciones exactas de (1.8) en el Capitulo 4, donde obtendremos que el comportamiento de la
frontera libre es diferente al observado en los problemas de Stefan cldsicos. Mas precisamente,
si en estos ultimos, consideramos por ejemplo una condiciéon de borde constante en z = 0, la
frontera libre crece como s(t) ~ t2. Sin embargo, para el problema (1.8) obtendremos que dicho
comportamiento es de la forma s(t) ~ tﬁ, que corresponde a un proceso de super-difusion, pues
% < p%a < 1, y coincide con lo obtenido en [43] para el caso estacionario.

Vale destacar que, el problema (1.8) donde la condicién u(0,¢) = 0 es reemplazada por la
condicién u,(0,t) = 0 a sido estudiado en [31]. Es por eso que, para resolver (1.8) se seguird la
misma estrategia, que involucra el abordaje de dicho problema por medio de la teoria de semi-
grupos y operadores de evolucién. Mds atn, a partir del trabajo en [31], y junto a la autora se
extendieron los resultados para una condicién de tipo Neumann fraccionaria, los cuales han sido
publicados en [26] como una continuacién del trabajo mencionado, y muchas de las herramientas
desarrolladas en el mismo se incluyen aqui. En cuanto al problema (1.8), para obtener un teorema
de existencia de solucién, adaptaremos parte de los resultados de los trabajos previos nombra-
dos anteriormente. Sin embargo, se presentan algunas dificultades debido a diferencias con los
problemas estudiados en [31] y [26], para lo cual serd de gran importancia demostrar algunas

propiedades novedosas.
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Capitulo 2

Preliminares

En este capitulo, desarrollaremos los conceptos y resultados necesarios para abordar tanto los
problemas de Aleaciones Binarias (Capitulo 3) como los problemas de Stefan fraccionarios en el

espacio (Capitulo 4)

2.1. Funciones especiales

Comencemos por definir algunas funciones recurrentes en el cdlculo fraccionario.

Definicién 1. Sea U = {z € C : R(z) > 0}. La funcion I' : U — C definida por I'(z) =

oo
/ e 't*1dt se denomina funcién Gamma.
0

1
Definicién 2. La funcion B : U x U — C definida por B(a, ) = / t7 11 — )P tdt se
0

denomina funcion Beta.
Proposicion 1. Sean «, 3 € U. Entonces

(2.1)

Corolario 1. Sean «a, 8 € U, entonces

B(a, ) = B(B,a).

Definicién 3. Sean o, 5 > 0, y 1 tal que a(jm+1) # —1,-2,-3,... ( =0,1,2,...). Definimos

las funciones de Mittag-Leffler de uno, dos y tres pardmetros respectivamente como

Eo(2) = kZ:O T(ak+ 1)’ (2.2)

17



Cap. 2 Secc. 2.1

o0 k
z
Eop(2) :kzolwa (2.3)
a(jm+1)+1)
Eomi(z chz con cp = HF Gmilt1)+1) (n=1,2,3,...). (2.4)

Observacién 1. Las funciones de Mittag-Leffler proporcionan una generalizacion de la funcion
exponencial. En efecto,
oo
Ei(z)=F E =e’, z€C,
1(2) = E11(2) = E1,10(2 kzork+1 Zk'

Por otro lado, tenemos las siguientes relaciones entre dichas funciones,

Ea,l,O(z) = Ea(Z), Eml,l(z) = F(Oél + 1)Ea,al+1(z)

Observacién 2. Las funciones de Mittag-Leffler estdn bien definidas en todo el plano complejo
C. Para probarlo, necesitamos el siguiente resultado cuya demostracion puede verse en pdg. 47

de Erdélyi [11].

Teorema 1. Sea z € C. Para a,b € C, se tiene que

I'(z+a) _

1
T(z +b) 1+ 5271@ —b)(a+b—1)+0(:"%)|, cuando z — oc.
Teniendo en cuenta la Observacion 1, basta con analizar la funcion de Mittag-Leffler de tres

pardmetros. Notemos que

F((n+1)(1+ ) B F((n+1)(1+a)+1)
Tt D1l+a)+a) "T(n+D)I+a)ta)(nt1)(1+a)

Cn+1 =

de donde,

Cn M(n+1)(1+a)+ )
ey MDA R ey 1 )

Entonces, considerando z = (n+1)(14+a), a = a, b =1, y llamando R al radio de convergencia

de la serie (2.4), por Teorema 1 se tiene que

Cn, I'((n
(+ D+ T D+ a
(o — 1o

M+ D +a) C <(n—|— 1)21(1 —1-04)2)‘

= lim
k—o00

R = lim

n—oo

Cn+1

1+

= lim (n+ 1)*(1 + a)®
k—o00

= —{—007
ya que o > 0. Por lo tanto, las funciones de Mittag-Leffler de uno, dos y tres parametros estdn

bien definidas en todo el plano complejo.
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Teorema 2. [15, Teorema 4] Sean o, m,l € R tales que

a>0, m>0, alim+l)#-1,-2,-3,... (i=0,1,2,...),
Y
1
I>m—1——.
o
Entonces

T(a(l —m+1)+1)

a(l-m) al am
Mol —m) + 1) x +az® Eq g (ax®™)  (a #0)

(80‘ [ta(lferl)Ea’m’l (ato‘m)D (x) =
St ademds
a(l—m)=—j5 para algin j =1,2,...,— |-«

entonces

(aa [taU*m“)Ea,mJ (atam)D (2) = az™ Eqmy (az®™)  (a #0).

2.2. Operadores fraccionarios y sus propiedades

Definiremos a continuacién los operadores fraccionarios necesarios para los problemas que

analizaremos. Estableceremos adema&s propiedades de los mismos.

Definicién 4. [14] Sea L > 0, o € C con Re(a)) > 0. Para f suficientemente regular, definimos

la integral fraccionaria I* como

1 X
Io‘fw—/ z—p)* Lf(p)dp, xe]0,L]. 2.5
@)= g |, @2 f0) 0.1 (25)
Observacion 3. [14, Lema 2.1] I* estd bien definido en LP(0, L) para todo 1 < p < co.
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Definicién 5. [14, Ecuaciones (2.1.5) y (2.4.1)] Sea 0 < a < 1. Si f es suficientemente regular,

definimos la derivada fraccionaria de Riemann-Liouville como

0 f(o) = G-I @) = s [ (o= ) (2.
y la derivada fraccionaria de Caputo como
D*f(a) = G-I 1) = 10) = sy [ (@ =) "G = O 1)

Observacion 4. [1/, Lema 2.2 y Teorema 2.1] Las derivadas de Riemann-Liouville y de Caputo
estan bien definidas en AC[0,L]. Mds ain, si f € AC|0, L] entonces D*f puede escribirse de

forma equivalente como

« _ —« pl/ _ 1 * —« pl
D" (@) = I @) = g [ (=) ). (28)

Proposicién 2. [14, Propiedad 2.1] Sea § > —1. Entonces,

a8y LB+ g
! (x)_I‘(a+5+1)$+’

L@ - 5o — 8¢ N
aa(xg) _ I'(f—a+1) §Z .
0 sia— B eN.

Proposicién 3. [14, Propiedad 2.16] Sea 3 > —1. Entonces,

LB+ g f-a g B£0
Da(xﬁ) _ T'(f—a+1) '

0 si 8 =0.
Proposicién 4. [30, Proposicion 2.26] Sea L > 0, o € (0,1). Si f,g € AC[0,L] y g € C%8([0, L))
para 5 € (a, 1), entonces

(07

0%(f - g9) = g(x)(0” f) () + Ti—a) /Ox(x —p) " Ng(x) — g(p))f (p)dp.

Proposicién 5. [14, Lema 2.21] Sea L > 0, a € (0,1). Entonces

(D1 P)@) = f@), e 1P0,L)p> -

(I*D*f)(x) = f(z) = f(0), [ e AC[0,L]. (2.9)
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Proposicién 6. [32, Theorem 2.4] Sea L >0, o € (0,1). Entonces
oIf = f,  feLY0,L).

Si f € LY(0, L) verifica que 0*f € L'(0,L), entonces

xa—l
I'«)

(1°0%f)(x) = f(x) - I'=£(0),

donde
I'2£(0) := lim I'™%f(x).
z—0
Si adicionalmente f € LP(0, L) para p > ﬁ, entonces
I1°0°f = f.

Proposicién 7. [14, Capitulo 2] Sea f € AC|0, 1]. Entonces,

xfa

(D f)(@) = (0°f)(x) - mf(o), (2.10)
y @) = [ DOf()ds + F0) = 2.11
fla) = [ D7+ 50— (211)
En particular, si f(0) =0,
'~ f(x) :/ D% f(z)dz, (2.12)
0
mientras que si I'=*f" € AC|0,1], entonces
8 @ _,jzrl—a ! _ o gl
S Dif = e =00t (2.13)

Proposicién 8. [16, Proposicién 6.5/ Sea L > 0, o, € (0,1) tales que o« + 5 < 1 y sea
f € AC0, L). Entonces °D*f = D*T8f. Adicionalmente, 0°0'~f = %f

2.3. Espacios de Sobolev fraccionarios

Recordemos la definicién de espacios de Sobolev para 6rdenes enteros. Por simplicidad, y
teniendo en cuenta el posterior desarrollo, en lo que sigue consideraremos el intervalo (0,1).

Denotemos por C7*(0,1) el conjunto de funciones de C"™(0, 1) con soporte compacto.

Definicién 6. [3] Sea 1 < p < oco. Definimos el espacio de Sobolev W1P(0,1) de la siguiente

manera:
1 1

wir(0,1) = {u € LP(0,1): 3g € LP(0,1) tal que / ug' = —/ g, Vo € CL(0, 1)} .
0 0
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Dadom e N conm >2 y1l<p< oo, definimos
W™P(0,1) = {u € W™ 1P(0,1) : v/ € W™ 1P(0,1)}.
Denotamos H™(0,1) = W™2(0,1)

Se puede probar que para todo 1 < p < oo, W™P(0,1) es un espacio de Banach, para
1 < p < oo es reflexivo, y para 1 < p < oo es separable. Ademas, H™(0,1) es un espacio de
Hilbert separable.

Adicionalmente, definimos los siguientes subespacios de W™P(0, 1).

Definicién 7. [3] Sean m € N con m > 2 y 1 < p < co. Definimos WJ""(0,1) como la clausura
de C"(0,1) en W™P(0,1).

A continuacion, queremos definir los espacios W""P(0, 1) para m no entero. Para ello consi-

deramos la siguiente definicién como subespacio de LP(0,1).

Definicién 8. [8/ Sea f € (0,1) y 1 < p < oo. Definimos el espacio de Sobolev fraccionario
Wh»(0,1) como

WWmU—@emmU’T){f?eﬂwmxmm»
yp

1 ]u ’p %
WMWMQD:<W4m01 /‘/ |x_|Hw ddﬁ

Para B > 1, con m = ||, definimos el espacio de Sobolev fraccionario WPP(0,1) como el

con la norma

espacio de funciones u en W™P(0,1) tales que para s = — | ] resulta um e W#P(0,1), con la

norma

3=

allws oy = (11elymao ) + 118 s )

Denotamos H?(0,1) = W52(0,1)

Observemos que para 3 € N, las definiciones 6 y 8 coinciden.

Finalmente, presentamos los siguientes subespacios de H” (0,1).
Definiciéon 9. Sea v >0, y
0C>®[0,1] = {v € C=[0,1] : ¥n € Np,v™(0) = 0}, °C>[0,1] = {v € C[0,1] : Vn € Ny, v™ (1) = 0},
C3°[0,1] = {v € C=[0,1] : Vn € No,v™(0) = 0,0™ (1) = 0}.
Definimos,

HY(0,1) HY(0,1)

0H7(0,1) = o0, 1] Y omvo,1) =0¢=p, 1™ mY©0,1) =, Y.
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Como veremos mas adelante, los espacios de Sobolev fraccionarios H7(0,1) pueden verse
como espacios intermedios entre L2(0,1) y H ] (0,1). En consecuencia, compartird similitudes
con ellos, de acuerdo a “que tan cerca’se encuentre de cada uno. En particular, tenemos la
siguiente caracterizacion para dichos espacios, que determina el comportamiento de la traza en

funcién del orden a € (0,1).

Proposicién 9. [/8, Proposicién 1]

Ha(071)> o€ (0,%),
oH%(0,1) = {u e H2(0,1) : [ I“(i)l dr < 0o}, a=1,
{u € H*(0,1) : u(0) = 0}, ae(31),
Y
Ha(ovl)a ac (07%)a
"H*(0,1) = {UGH%(O,l):fO1 %daz<oo}, a=3,
{u € H*0,1) : u(1) = 0}, ae(i1),
con
1
[ullymre(o,0) = [lullo a1y = 1w/l ga(0,1), #5

N

1’u

2
el 3 o (|| 2,

1

1 2 3

[ull, ||u H2 / [ul@)Py, :
HZ(0,1) 0 1—=

Notemos que, por Definicién 6, para m € N se tiene que —x :WmP(0,1) — WmLr(0,1) y
: Wm=LP(0,1) — W™P(0,1). Podemos deducir un comportamiento anélogo si consideramos
los espacios de Sobolev fraccionarios y los operadores fraccionarios (ver [30, Proposicién 2.25]).
Aqui consideraremos tinicamente los espacios H?(0,1) y ¢H7(0, 1), por lo que los resultados que

necesitaremos son los siguientes.

Proposicién 10. [18, Remark 12.8] Sea v # % Entonces,
9y € L(H(0,1), H'~1(0,1)). (2.14)

Proposicién 11. [30, Proposicion 2.25] Para o € [0,1] los operadores I® : L?(0,1) — ¢H*(0,1)

y 0% : oH*(0,1) — L?(0,1) son isomorfismos y se verifican las siguientes desigualdades

e ullyre 1) < 0%l r20.1) < callullymea),  © € oH*(0,1),
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o I fllome0.1) < W lr201) < callI®fllgmeo1), € L*(0,1),
donde ¢, denota una constante positiva que depende de a.

Corolario 2. [31, Corolario 1] Para o, 3 > 0 se tiene que I° : gH*(0,1) — oH**?(0,1). Mds
atn, existe una constante ¢ > 0 que depende unicamente de o y 3 tal que para cada f € ¢H*(0,1)
||Iﬁf||OHa+/3(0,1) < CHfHOHa(o,l)-

Proposicién 12. [8, Proposicion 2.1] Sean 0 < s < § < 1. Entonces H*(0,1) — H*(0,1). En

particular, existe ¢ > 0 tal que para toda v € H3(0,1),
HUHHS(O,I) <c ||UHH§(0,1) .
A continuacién presentamos un caso particular del resultado [18, Teorema 9.8].
Teorema 3. Sea 8 > 1. Entonces, H?(0,1) C C°([0,1]) con inyeccién continua.

Proposicién 13. [16, Proposicién 6.10] Sea L >0, a,, f € (0,1) y w € ACI0, L]. Entonces

L w w L
/ 0w (x)dx = — / / |p|1£]‘1)|d dx—i—ﬂ‘(ll_a)/o [(L—x)" 4z~ |w(x)|*dz.

En consecuencia, existe una constante ¢ > 0 que depende de o y L, tal que

(6%
/ 0% w (x)dx > cHwHH 3 (0.0)° (2.15)
Observacién 5. [48, Ejemplo 2.1] De la Proposicion 11 se deduce que

1
B € oH*(0,1), si f>a— 3

De la Observacién 5 y la definicién de ¢ H?(0,1) para 3 > 1 se deduce que, dados 3 > 0,7 > 1

1
B e oHY(0,1), sif >y (2.16)

En el Capitulo 4 utilizaremos el concepto de espacios de interpolacion, que como veremos a
continuacién, proporcionan otra definicién equivalente para los espacios de Sobolev fraccionarios.
Uno de los mayores motivos para incorporar dicha definicién, consiste en que disponemos de
estimaciones sobre tales espacios, que nos permitiran deducir resultados de regularidad, como asi

tambien aplicar resultados de punto fijo. Comencemos con algunos conceptos previos.

Definicién 10. El par (X,Y) de espacios de Banach se dice un par de interpolacion si X,Y

estan continuamente embebidos en un espacio vectorial Hausdorff V.
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Observacion 6. Dado (X,Y) un par de interpolacion, se tiene que X NY es un subespacio lineal

de V', y mds aun es un espacio de Banach bajo la norma

[ollxay == méx{[[o]lx, [Jo]ly }-

Definiciéon 11. Sea X un espacio de Hilbert, y U,V C X subespacios de Banach de X. Para

cada x € U 4V, definimos la norma
|zllosv = i {{[ullo +[|v[lv - 2 = v+ v}

Definicién 12. Sea (X,Y) un par de interpolacion. Denotamos por F(X,Y) al conjunto de
funciones f: S ={2€C:0< Re(z) <1} —» X +Y tales que

F-(i) f es acotada y continua en S,

F-(it) f es analitica en S°,

F-(iii) f(it) e X y f(1+1it) €Y para todo t € R.

F-(iv)  las funciones t — f(it) y t — f(1 4 it) son acotadas y continuas respecto de los

espacios X e Y, respectivamente.
Definimos en F(X,Y) la siguiente norma

11l 7(x,y) = méx{sup || f(it)||x,sup || f(1 + it)|]y }.
teR teR

Definicién 13. Sea (X,Y) un par de interpolacion. Definimos el espacio de interpolacion [X,Y g

como

[X, Y]@ = {f(e) : f € f<X7Y)}7

con la norma

ollo = mf{|| fllFx,v) : f(0) = ¢} (2.17)

Definicién 14. Sean v >0, 6 € [0,1], y m € N tales que Om = . Definimos
HY(0,1) := [L*(0,1), H™(0,1)]p.
Definicién 15. Para o € [0, 1], definimos los siguientes subespacios de H*(0,1)
oH(0,1) := [L*(0,1),0H"(0,1)]a,  “H*(0,1) := [L*(0,1),"H(0, 1)]a,
H'(0,1) == [L*(0, 1), H5 (0, )]a
y para v > 1,
oH7(0,1) :={f € H'(0,1) : fB(0) =0,k =0,..., |y, fPD e om?1(0,1)}.
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OHY(0,1):= {f € H'(0,1): f® 1) =0,k=0,...,|~], fLD e mf1lo, 1)1
HY(0,1) :={f € H'(0,1): fB©0) = W) =0,k =0,....[y], fD e B0 1)

Observacién 7. [38, Remark 4.4.2/2] Las definiciones 8 y 14 son equivalentes. De manera

similar, las definiciones 9 y 15 son equivalentes.

Finalizamos esta secciéon con un resultado de regularidad local para los espacios de Sobolev

fraccionarios.

Lema 1. [31, Lema 4] Sea f € ¢H*(0,1) con a € (0,1) y 0°f € H’

loc

(0,1) con B € (3,1].

Entonces f € HBJFO‘(O, 1) y para todo 0 < 6 < w < 1 existe una constante positiva ¢ = ¢(d, w, a, 3)

loc

tal que
Loy < U oy + 19 Flirs s ) (2.18)

2.4. Teoria de semigrupos

Abordaremos a continuacién algunos conceptos de la teoria de semigrupos necesarios para el
estudio del operador %DO‘ en (1.8)—(7) en el Capitulo 4. Comencemos recordando la definicién

de conjunto y operador resolvente asociado a un operador dado.

Definicién 16. Sea A : D(A) C X — X un operador lineal en un espacio de Banach X.

Definimos el conjunto resolvente p(A) y el espectro o(A) de A de la siguiente manera
p(A)={AeC:3IN - A) e L(X)}, o(A) =C\pA).

Los valores X € o(A) tales que NI — A no es inyectiva se denominan autovalores de A. El conjunto
de todos los autovalores de A, denotado por o,(A), se denomina espectro puntual.

Dado X\ € p(A), definimos el operador resolvente R(\, A) := (\I — A)~L.

Proseguimos con la definicién de operador sectorial, que sera fundamental para definir luego

una nocién de solucién débil del problema (1.8).

Definicion 17. Sea A un operador lineal en un espacio de Banach X . Diremos que A es sectorial
st existen M >0 yw € (g,ﬂ] tales que

1. 8, ={AeC: A#0,larg(\)| <w} C p(A),

2. ||\ — A)~Y| < M para todo X € S,,.

[Al7
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Uno de nuestros objetivos serd probar que %DO‘ es un operador sectorial, para luego establecer
una relacion con el concepto de familia de operadores de evolucién. Para ello, debemos introducir

primero las siguientes definiciones.

Definicién 18. Sea X un espacio de Banach, y {T'(t)}+>0 una familia de operadores acotados

en X. Diremos que T(t) es un Cy-semigrupo de contracciones, si:
1. T(0) =1,
2. T(t+s)=T()T(s), para todo t,s > 0,

3. lim T(t)u = u, para todo u € X,
t—0t

4- IT®)px) < 1.

Observacion 8. Una familia {T'(t)}+>0 que verifica 1y 2 se denomina un semigrupo, y si ademds

verifica 3, se denomina un Cy-semigrupo.

Definicién 19. Sea X un espacio de Banach y T(t) un semigrupo en X. El operador A definido

por
T(t)u —
D(A)={ue X: lim (u —u existe en X},
t—0+
4
T(H)u —
Au: D(A)— X, Au= lim M,
t—0+ t

se denomina generador infinitesimal del semigrupo T(t). Diremos ademds que A es un generador

del semigrupo T (t).

Estas definiciones seran relevantes puesto que, por un lado, probaremos que B%DO‘ es un
generador de un Cy-semigrupo de contracciones, y por el otro, probaremos caracterizaciones para
Ch-semigrupos de contracciones que nos permitirdn comprobar que %D"‘ verifica las condiciones

en la Definicién 17. Para establecer dichas caracterizaciones necesitamos una definicion adicional.

Definicién 20. Un operador lineal A : D(A) C X — X se dice disipativo, si para cada v € D(A)

existe u* € X* tal que ||u*]| <1, < u*,u >= ||u|]| y R < u*, Au ><0.

Observacion 9. Un operador A en un espacio de Banach X es disipativo, si y sélo si para cada
u € D(A) yt > 0 se verifica ||u — tAu|| > ||ul|. Si ademds, X es un espacio de Hilbert, A es

disipativo si y solo si para cada v € D(A) se verifica R(Au,u) < 0.
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Estamos en condiciones de presentar las caracterizaciones antes mencionadas.

Teorema 4. (Teorema de Lumer-Philips)[44, Theorem 3.4.5] Sea X un espacio de Banach y A
un operador lineal definido densamente en X. Entonces A es un generador de un Cy-semigrupo

de contracciones st y solo si

1. A es disipativo,

2. Eziste A > 0 tal que R(A\] — A) = X.

Teorema 5. [23, Teorema 3.1, Capitulo 1] Un operador lineal (no acotado) A en X es un

generador de un Cy-semigrupo de contracciones si y solo st,

1. A es cerrado y D(A) = X,

2. RT C p(A) y para todo \ > 0,
I(AL = A)7H| <

>| =

Observemos que la condicién 2 es més restrictiva que la condicion 1 de la Definicién 17, por
lo que el resultado anterior no nos permitird probar de forma directa que %Da es un generador

de un Cyp-semigrupo. Es por ello que, haremos uso del siguiente resultado.

Proposicién 14. [23, Teorema 3.9, Capitulo 1] Sea X un espacio de Banach, y A un operador

lineal en X. Definimos el rango numérico de A como

S(A) :={<a*, Ax >:x € D(A),||z|| = 1,2" € X*,||2"|| =1, < 2,2 >=1}.

Supongamos que A es cerrado y definido densamente en X. Denotamos por ¥ := C\ S(A). Si
A € X, entonces ANl — A es inyectivo y tiene rango cerrado. Mds ain, si existe X9 C 3 tal que

Yo N p(A) # 0, entonces el espectro de A estd contenido en C\ Xg y

(A= A)7H| < . YAE .

d(A, S(A))

En el Capitulo 4 utilizaremos los resultados de esta seccién, para probar que %Da es secto-
rial. La idea consiste en ver primero que es un generador de un Cp-semigrupo de contracciones
mediante el Teorema 4, y luego combinar el Teorema 5 y la Proposicién 14 para ver que %DO‘

verifica las condiciones de la Definicién 17.
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2.5. Operadores de evolucion

Para finalizar el presente capitulo, introduciremos algunos conceptos de la teoria de operadores
de evolucién para poder definir en el Capitulo 4 una nocién de soluciéon débil del Problema, 1.8.

Comencemos con la siguiente definicion.

Definicién 21. [19, Definicion 6.0.1] Sea X un espacio de Banach, y sea T > 0. Una familia de
operadores lineales acotados {G(t,0) : 0 < o <t < T} se dice que es una familia de operadores

de evolucion para el problema
u'(t) = A(t)u + f(t),0 <t < T,u(0) = up, (2.19)

donde A(-) denota una familia de operadores sectoriales con dominios comunes, es decir, D(A(t)) =

D por cada t € [0,T7], si
1. G(t,0)G(o,r) = G(t,r),G(o,0) =FE, para0<r <o <t<T,
2. G(t,o0) € B(X,D) para0 <o <t <T,
3. t— G(t,0) es diferenciable en (o,T) con valores en B(X) y

%G(t,a) = A(t)G(t,o) para 0<o<t<T.

Para resolver el Problema 1.8, nuestra estrategia serd obtener un problema asociado, escrito

en la forma (2.19), para aplicar el siguiente resultado.

Teorema 6. [19, Capitulo 6] Sea D un espacio de Banach embebido continuamente en X y sea

T>0,a€c(0,1). Sipara 0 <t <T los operadores A(t) : D(A(t)) — X cumplen que

1. para cada t € [0,T] A(t) es sectorial y D(A(t))

D,
2. t— A(t) € C*([0,T); B(D, X)),
entonces existe una familia de operadores de evolucion para A(t) dada por Definicion 21.

Por 1ltimo, introducimos el concepto de mild solution asociado con el problema (2.19), que en

el Capitulo 4 adaptaremos al problema 1.8, y que adoptard el papel de solucién débil del mismo.

Definicién 22. Si eziste una familia de operadores de evolucion {G(t,0) : 0 <o <t <T} para

el problema (2.19), decimos que una funcion u que verifica
t
u(t) = G(t,0)up +/ G(t,7)f(r)dr (2.20)
0
es una mild solution de (2.19).
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Adicionalmente, presentamos algunos resultados de regularidad referentes a la familia de

operadores G(t,0) y la relacién entre la mild solution y una solucién fuerte al problema (2.19).

Proposicién 15. [19, Corolario 6.1.6.(1), (iii)] Sea A(t) tal que satisface las hipdtesis del Teore-
ma 6. Siug € X, entonces G(t,0)ug € C([0,T]; X)NC((0,T]; X)NC((0,T); D). Ademds, si ug €
D, entonces G(t,0)up € C1([0,T]; X) N C([0,T); D) y %G(t,())uo = A(t)G(t,0)up para todo 0 <
t<T.

Proposicién 16. [19, Corolario 6.2.4.] Sea f € C((0,T]; X)NLY(0,T; X), ug € D. Si el problema
(2.19) tiene una solucion perteneciente a C*((0,T); X)NC((0,T]; D)NC([0,T); X) de modo que

(2.19) se verifica para cada t € (0,T], entonces u viene dada por (2.20).
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Capitulo 3

Problemas de Stefan asociados a

aleaciones binaria

3.1. Soluciones autosimilares para el problema de Aleacién bi-

naria

En este capitulo, estudiaremos un tipo de problema de Stefan asociado a la transferencia
de calor durante la solidificacién de aleaciones binarias, conocido también como problema de
Rubinstein [27]. M&s precisamente, consideremos un material semi-infinito, que consta de dos
componentes A y B, y denotemos por C' la concentracion del componente B, y T' la temperatura
del material. Supongamos que la solidificacién del material se rige por un diagrama de equilibrio de
fase que consta de una curva “liquidus” C = fi(T") y una curva “solidus” C = fs(7T'). Suponemos
que fs v fi son funciones estrictamente crecientes en la variable T" y que verifican las siguientes

desigualdades:

filTa) = fs(Ta) < fil(T) < f5(T) < fi(Tg) = fs(TB),

donde T4 y Ty son las temperaturas de fusion de A y B respectivamente. El material estd en fase
sélida si C' > f4(T') y en fase liquida si C' < f;(T'). Cuando C' se encuentra entre fs(T)y fi(T) el
estado del material no estd bien definido y se conoce como zona pastosa segtn la descripcién del
modelo propuesto en [27, 33, 47, 46] que se puede apreciar en la Figura 3.1.

Supondremos que la aleacion estd inicialmente en estado liquido a temperatura constante
Ty y concentracién constante Cy. Por otro lado, consideremos que aplicamos un flujo de calor

caracterizado por una constante go en = 0, lo que provoca un frente de solidificacién z = s(t) que
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genera en la aleacién una divisién en dos estados, sélido (0 < x < s(t)) y liquido (z > s(t)). Nos
proponemos hallar la temperatura 7' = T'(z,t) y la concentracién C = C(z,t), ambas definidas
parax > 0y t > 0, la frontera libre x = s(t), definida para ¢ > 0, y la temperatura critica de

solidificacién Ty tales que se cumplen las siguientes condiciones (problema (P;)):

i. asTs,, =T, 0<z<s(t), t>0,
ii. o1y, =1, s(t) < =, t>0,
iii.  dsCs,, = Cs, 0<z<s(t), t>0,
.  d4iC,, =C, s(t) < =z, t>0,
v kT, (0,1) = % (qo0 > 0), t>0,
vi.  Ts(s(t),t) =Ti(s(t),t) = Tk t>0,
vii.  Ty(z,0) = Tp Ty<To<Tg, x>0, 51)
viii. Ti(oo,t) =Tp Tha<Ty<Tp, t>0,
iz.  Cs,(0,t) =0 t>0,
z. Cy(s(t),t) = f(Tk) t>0,
zi. Cy(z,0)=C)y x>0,

zii.  Cy(s(t),t) = fi(Tk) t>0,
xiii.  ksTs,(s(t),t) — kiTy, (s(t),t) = vps'(t) t >0,
ziv.  diCy, (s(t),t) — dsCs, (s(t),t) = [fs(Tk) — fi(Tk)] s (t) t>0,

donde p, k, o, d, v representan la densidad de masa, la conductividad térmica, la difusividad térmi-
ca, el coeficiente de difusion y el calor latente de fusién, donde s y [ hacen referencia a la fase
sélido y la fase liquida respectivamente.

También consideraremos el problema (P;) que se obtiene al reemplazar en el problema (P;)

la condicién (3.1)-(v) por la siguiente

h
V. kT, (0,t) = Ti(TS(O,t) —Ty), (hog>0), t>0.

En cuanto al problema con condicién en el borde fijo x = 0 de tipo Dirichlet, el mismo fue resuelto
en [27, 33, 46].

En lo que sigue, nos enfocaremos en hallar soluciones autosimilares a los problemas (P;) y (P),
como asi también en encontrar condiciones necesarias y/o suficientes de los datos (condiciones
iniciales, de contorno y coeficientes térmicos de la aleacién binaria) para obtener un proceso de

cambio de fase instantaneo.
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To o C= mr;
Ty =,

C= AT
The 4+
Ty =+
Ta—-

Figura 3.1: Concentracién vs. Temperatura (diagrama de equilibrio de fase con curvas liquidus y
solidus)
3.2. Solucién explicita para el problema de solidificacién de una

aleacion binaria con condicion de borde de Neumann

Cosideremos el problema (P;) dado por (3.1)(i)-(ziv). Para obtener soluciones exactas de

dicho problema, recordemos primero que las soluciones autosimilares para la ecuacion del calor

) donde

QU = Uy tienen la forma u(x,t) = A+ B erf<

erile \F/

y A, B son ntmeros reales arbitrarios. Por otro lado, necesitaremos el siguiente resultado.

Proposiciéon 17. Sean
erfe(x) =1—erf(z),
Qx) = ﬁmexzerfc(x), Fi(z) = erfc(a:)e’”Z, x>0

F(x) = T+% ('asx)—(]io\/ame_ﬁﬂ< aSm), x>0,
l l

PRI R ACO R (G
M(z) = [Q<\/d7 ﬂ , >0, o) = Co—Tix) € (Ta, Tar) U (Tou, Tg).-

5

Entonces,
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(a) erf(z) es una funcidén estrictamente creciente, con er f(07) =0 y er f(+o00) = 1.
(b) Q es una funcidn estrictamente creciente, con Q(07) =0 y Q(4o00) = 1.
(¢) Fi es una funcidn estrictamente decreciente, con Fy(07) =1 y Fi(400) = 0.

(d) F es una funcién estrictamente creciente, con F(01) =Ty — 7”;3”10 y F(400) =Ty + %.

(e) ¢ esuna funcion estrictamente creciente en [Tos, Toy), con ¢(Tos) =1 y ¢(Ty;) = 1_1}171}_ o(x) =
T Lo

+o0.

Demostracion. (a), (b), y (c¢) se deducen directamente de la definicién de la funcién erf, [35,

Apéndice] y [47, Lema 2].

(d) Puesto que @ es estrictamente creciente y F} es estrictamente decreciente, F' es estricta-

mente creciente. Ademas,

FO)=To+ % 0) - %0\/@67021?1(0) =Tp - % vau,
l l l

F(+o00) = lim Tp+ R ( : an) — qo,/amerF1< : asx>
T—+00 kl

PO

:T _—
0+ kl’

(e) Notemos que,

o fs(x) -G
o) = L0y

y fs(xz) > Cy para todo x > Tos, fi(x) < Cy para todo = < Tp;. Teniendo en cuenta que
fs v fi son funciones estrictamente crecientes, resulta que ¢ es estrictamente creciente en

[Tos, Tor). Por otro lado,
_ fS(TOS) — fl(TOS)
¢(Tos) = Co — fi(Tos)

y como fs(x) > fi(x) para todo = € (T4, Tg), deducimos que fs(To;) > fi(To;), de donde

A A
G — ) .

=1,

o(To) =

Estamos en condiciones de obtener las soluciones autosimilares al problema (P ).
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Teorema 7. Si qy verifica la siguiente desigualdad

To — Ty )k To — Tos )k
(To oz)l<qo<(o 0s ) ki (3.3)

Ty Ty
con Ty, = ffl(Cg) y Tos = f:1(Co), donde ffl(C) =T es la inversa de f; y f7H(C) =T es la

inversa de fs, entonces existe una unica solucion autosimilar al problema (P1) dada por:

s(t) = 20 agt, t>0, (3.4)

X

Ts(x,t) = <Tk - Zos/ﬂaserf()\o + Zow/ﬂaserf<2m>,0 <z <s(t),t >0, (3.5)

T — T To — T;
Ty(x,t) = To+ ——2 — 4 20 °F erf<2f7>, s(t) <z, t>0, (3.6)
erfc(\/\/% > erfc(\/\/% ) a
Cs(z,t) = fs(T), 0<x<s(t), t>0, (3.7)

Ci(z,t) = Cp + Werfc(
erfc(ﬁA)

donde Ty, y A (coeficiente que caracteriza la frontera libre x = s(t) ) satisface la siguiente ecuacion:

)
2V/dit )’

T, =F(\), MM\ =0é¢Tk), A>0, Ty<Tp<Tp. (3.9)

Demostracion. Por lo visto anteriormente, debemos considerar una solucién de la forma

_ 4T T z _ T T €z
Ts(x,t) = A; + B, erf(%/ajt)’ Ti(z,t) = A} + Bj eTf(%/aTt)’ 510,
Cy(z,t) = AY + B® v Cy(z,t) = A + BE ”“’
(l’, ) s + serf(Q ﬁdst>7 l(xu ) l + lerf 9 /;dlt ’

donde AT, BT A;‘F, BlT, A% BY, AIC, BZC, son constantes a determinar. Comencemos conside-

rando (3.1)-vi. Tenemos que

T(s(t),t) = AT + BTf<2\/(%> v

donde T} es otra constante a determinar. Para que dicha igualdad sea valida, deber ser s(t) =

2A\y/ast para algin A > 0. Nuevamente por (3.1)-vi, vemos que

Ts(s(t),t) = AT + Bl erf(\) = Ty, (3.11)
Ti(s(t),t) = AT + Blerf( Y2\ ) = T 3.12
(6(0.0) = 4F + Blen (Y20) =1, (3.12)
Por otro lado, de (3.1)-v obtenemos que
ksBT q0
ksTs,(0,t) = = = —,
z( ) /ﬂ_ast \/g
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de donde
BT = %\/77045.

Luego, reemplazando (3.13) en (3.11), tenemos que

AT =1, — Z—Ow/waserf()\).

Adicionalmente, de (3.1)-vii, se sigue que
Ti(x,0) = A + Bl = T,.

Restando (3.12) y (3.14), deducimos que

BlTerfc<' - A) =To — Ty,

Ja

o equivalentemente,
To — Tk

Vasy )
erfc(\/OTZ >

Reemplazando (3.15) en (3.14), concluimos que

Bl =

Af =1y - 0Tk
erfc(%A)

(3.13)

(3.14)

(3.15)

En consecuencia, obtenemos (3.5) y (3.6). Andlogamente, considerando las condiciones iz-zii de

(3.1), vemos que

Cs,(0,t) = = =0,

de donde BY =0, y

Luego, Cs = fs(T}). Por otro lado,

Cy(z,0) = AY + B = Cy,

y
As
Ci(s(t),t) = AT + Blcerf<\/\/djl>\) = fi(Ty),
por lo que,
Af =0y - LML e
Va5
erfc(\/CTlA>
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En consecuencia, obtenemos (3.8), pues

Co— Co — f1(T,
Cy(z,t) = Cy — 0= T ) 0 ﬁk) erf<2 = >
s A
erfc( > erfc(m/\)
filTy) — Co < )
=Cy+ erfc ,
erfe ( ) 2\/d;t
e (3.1)-xiii, resulta
2
()
_ T, —Ty e \"
goe ™ + ky——- =2 —— =PV
erfc<\/\/%)\> :
Entonces,
\/amerfc<‘/\/zzj)\>
2
Ty = To+ (YpAv/as — qoe™™) 3
)
ay
ke (3.16)
vpay (Vs Vo <\/075 >
=Ty + —— Al —qoe F A
T <\/071 ) we T T\ Va
= F(N),
donde @, Fy y F vienen dadas por (3.2).
De (3.1)-ziv, obtenemos que
1 fs(Th) — fu(Th)
= , 3.17
Co — fi(Tk) (3.17)

5

ﬁ

2
A
\/E‘/\/%)\e(ﬁ ) erfc( asA)

5

es decir,
M) = ¢(T).

Por Proposicién 17, Q y F son estrictamente crecientes. Entonces, M es estrictamente decreciente,

y
1 1
M(0T) = 1 =400, M = =1, 3.18
(07) = lim o) (+00) 00 (3.18)
F(0") = Ty = Y20, P(voc) = Ty + 0. (3.19)
! !

Por otro lado, de (3.16) y (3.17), deducimos que

M(\) = 6(F(V). (3.20)
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En consecuencia, de (3.18), (3.19) y Proposicién 17-(b), podemos asegurar que existe una tnica

solucién A a (3.20), si Tps < F(0) < F(+00) < Ty, o equivalentemente (3.3). O
Corolario 3. Sea Cy; = fi(T1) y Cy = fi(Tv). Entonces, Cy € [Cyy, Coyl.
Demostracion. Por definicién, Cy = f;(Ty;), y por hipétesis, f;(1;) > C. Luego
Co = fi(To) = fi(Ti(x,0)) = Ci(x,0) = Co. (3.21)
Por otro lado, existen xq y tp, con 0 < zg < s(tp), tales que
Tos = f5 ' (Co) = Tu(x0,t0),

y como fi(T) < fs(T), se sigue que Tos = f1(Co) < ffl(Co) = Tu.
Entonces, por (3.26), se sigue que T1 < Ts(zo,t0) = Tos < Ty, de donde, puesto que f; es

creciente, deducimos que

Cu = fi(Th) < fi(Tor) = Co. (3.22)

Por (3.21) y (3.22) concluimos que Cj € [Cy;, Cy]. d

Observacién 10. Siguiendo los pasos en [46, Seccion 4] podemos concluir la existencia de una

zona pastosa para el problema (Py) si se verifica la siguiente condicion

@ (V)

Ty — T, 'y a
Por Proposicion (17)-(b), se sigue que
Vas
%Q<ﬁﬂ)>mQ(ﬁ%g_ (3.24)
vl 40

Entonces (3.23) se verifica si d; es suficientemente pequeno.

3.3. Una desigualdad para el coeficiente i en la frontera libre

Retomando la solucién obtenida en Teorema 7, vemos que la temperatura en x = 0 viene

dada por

ﬁ:n@ﬂ:n-%ﬁﬂ@ﬂm, (3.25)

S
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que es una constante independiente de t. Ademsds,

Ty < Ty(z,t) <Tp, 0<z<s(t), t>0. (3.26)

En efecto, puesto que erf(z) es una funcién creciente, y para z € (0,s(t)), 0 < erf(Q\;Zﬁ) <

erf(\), resulta que
Ty = T(0,t) < Ty(x,t) < Tu(s(t),t) =Ty, 0<az<s(t), t>0.

En consecuencia, podemos considerar el problema (Pg) dado por (3.1)(4)-(iv),(v),(vi)-(xiv),
donde

o, T,(0,t)=Ty, t>0, (3.27)

para Ty < Tj = T5(3(t),t). La solucién a dicho problema, conocida como solucién de Rubinstein

y obtenida en [27], esta dada por

o T T o T T z
S bl - Pl T - 5 .2
Ts(x,t) = o, + B, e'rf<2 ast> (x,t) = <o) + B erf<2 alt> (3.28)
x
Cutart) = s# + #Cer (). Cilant) = o+ s (3 ).
s(t) = 2uvast
donde _
T, — Ty
() =T,  BI(n)= :
(:u) 1 ( ) erf(,u)
T, — T, Ty — T,
A () =To+ ———, B ()=—"—E1,
erfc(%u) erfc(‘é}ju)
A () = f(Th), B (1) =0,
() = Co + f’(T’f)\;CO . B () = Co_flrm“) :
erfc(ﬁu) erfc(ﬁu)
y fk, u satisfacen:
Tp = G(u), M(u)=o¢(Tx), p>0, Ta<Ty<Tp, (3.29)

con G definida como:

ypasa;Qi(z)Q <‘/\/Oazlx) + T1/€5041Q<\/\/§$> + TokjosQ1(x)

G(z) = , x>0,

ksau@ (%HC) + kiasQ1(2)
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Q1(x) = ﬁxex2erf(x). (3.30)

A partir de lo anterior, podemos establecer en el siguiente resultado una relacién entre las

soluciones obtenidas para los problemas (P;) y (Pg).

Teorema 8. Si en la solucion del problema de Rubinstein dada por (3.28)-(3.29) consideramos
T, = Ti, donde Ty estd dado por (3.25), y suponemos que vale (3.3), entonces los problemas (P)

y (PRr) son equivalentes, es decir

p=2x Tp=T, (3.31)
Ty(z,t) = To(z,t), Ty(x,t) =Ty(x,t), Cs(z,t) = Cs(z,t), Ciz,t)=Ci(z,t).  (3.32)

Demostracién. Notemos que, de (3.9) se sigue que M (\) = ¢(T}). Teniendo en cuenta que Ty = T}

estd dado por (3.25), obtenemos que

YpasarQ1(N)Q <%A> + lesalQ< + Tokios Q1 ()

G(\) =
k azQ(‘/OTSA) + ks Q1 ()

’YP%%QKMQ(?A) + Tyks OélQ(r)\> — qor/osmer f(A )OélQ< ) + TokiasQ1(N)

QYA + k@ ()
askiQ1(N\) <T0 + 24 <{/gA> — oo e‘f@(\gx)) +TkksalQ<*/\/%)\
kw@(ﬁ*x) + kiasQ1(N)
askiQ1 (A )< +”’)‘”Q< ) o Jame F1<%/\>> +TkksazQ<%/\

ksazQ<\/\/§)\> + ki Q1 ()

N————

B askiQ1(N)F(A) + TiksouQ (V\/%)D

ksoyQ (%A> + kjasQ1(A)

askiQ1(N) Ty + Tiksoq @ ( \/\/g%>

ksalcz@%A) + ki, Q1 ()

=T
(3.33)
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Entonces,
M(X) = ¢(Tk),
G(A) =T,
y por unicidad del par Tk, wen (3.29), deducimos que A = u, y T, = Ty
Por otro lado, puesto que A = p, se sigue (3.32), ya que

Al(z) = X (x), Vx>0, Al'(z) = T (x), Vx>0,
A% (z) = ZC(z), Yz >0, AY (z) = oC (x), Vx>0,
Bl (z) = BT (z), Vx>0, Bl (z) = ] (z), Vx>0,
BY(z) = %% (x), Vx>0, BY (z) = B (x), Yz >0.

O]

Corolario 4. Bajo las hipdtesis del Teorema 8, el coeficiente p de la frontera libre s(t) y la
temperatura inicial fk de solidificacion correspondientes a la solucion de Rubinstein, satisfacen

las siguientes desigualdades

v T — Ty ks v T, — Ty ks
AR () <« YA TR T IS (3.34)
Vos Ty —Tos Ky Vs To — Ty Ky

Demostracion. Por Teorema 8, los problemas (P;) and (Pg) son equivalentes. Luego, Ty = Tk,
de donde por (3.25) deducimos que

ks (Tr, — T1)

v asﬂerf(:u) .

Nuevamente, por la equivalencia de los problemas (P;) y (Pg), tenemos que go debe satisfacer

qo =

la condicién (3.3), es decir

(To —Tor)ky  ks(Ty —T1) - (To — Tos)k
VT Veosmer f(p) N T

o equivalentemente (3.34). O

Observacion 11. Puesto que 0 < erf(z) < 1, las desigualdades (3.34) tienen sentido fisico para

la solucidn del problema (Pr) si B
Vvar Ty = Th ks <
VasTo—Tak

Observacion 12. Si C(x,t) es constante y consideramos unicamente el problema de temperatura,

recuperamos los resultados obtenidos en [35], siendo la condicion (3.3) para dicho caso la dada

en [35, Lemma 1] para un problema de Stefan a dos fases con condicion de Neumann en x = 0.
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3.4. Solucién explicita para el problema de solidificacién de una

aleacidon binaria con condicion de borde convectiva

Repitiendo el desarrollo de la seccién 3.2, obtenemos resultados andlogos para el siguiente

problema de aleacién binaria con condicién convectiva (Problema (P)):

i asTs, =T, 0<z<s(t), t>0,
. oy, =1, s(t) < z, t>0,
iii.  dsCs,, = Cs, 0<z<s(t), t>0,
w. d4C,, =, s(t) < x, t>0,
v, kT, (0,1) = f( 4(0,¢) — > (ho > 0), t>0,
vi.  Ty(s(t),t) = Ty(s(t),t) = T t>0,
vii.  Ty(z,0) = Tp Ta<Ty<Tg, x>0, (3.35)
viit. Ty(oo,t) =Ty Ty<Ty<Tg, t>0,
iz.  Cs,(0,t)=0 t>0,
z. Cs(s(t),t) = fo(Tk) t>0,
zi. Cy(x,0) = Cy x>0,

wii.  Ci(s(t),t) = fi(T}) t>0,
widi. kT, (s(t),t) — ki, (s(t),t) = vps'(t) t>0,
viv. diCy, ((1),1) — dsCo, (5(0), 1) = [fsm) - fm)} S (1) £ 0.

Teorema 9. Si el coeficiente hy que caracteriza la condicion convectiva (3.35)-(v), verifica las

siguientes desigualdades

(To — Tor)ky < (To — Tos) Ky
(Tor — Two)/TOq O™ (Tos — Too)yTar’

donde Ty, = fl_l(Co) y Tos = f1(Co), con fl_l(C) =T la inversa de f; y f;1(C) =T la inversa

(3.36)

de fs, entonces el problema (3.35) tiene una tinica solucion autosimilar dada por:
s(t) =26V ast, t>0, (3.37)

. . hoymas(Ty — N
Ts(x,t) =Ty + i +hoﬂerf < < > - erf(5)>, 0<xz<s(t), t>0, (3.38)

Ty, —

~ To
Ti(z,t) =To + —E 0 ey fc< %> s(t)y <z, t>0, (3.39)
erfc(‘ﬁé) 2Vt

Jar
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Co(z,t) = fo(Ty), 0<z<3(t), t>0, (3.40)
@u¢y=qﬁ-ﬁ0“_00wﬁ<x:» () <z, t>0, (3.41)
o 2/dit
erfc(\/ac;)

donde T, y § (coeficiente que caracteriza la frontera libre x = §(t)) satisface:
T, =W(5), M) =¢(T), >0, Ta<Tp<Ts, (3.42)
y W estd dada por:

Ty —Too | YPV/TOG0Y
Fr(z)+1 H(x)

W(z) =Twx +

hok:sw/ﬂ'ale_ﬁFl <‘/\/%9:)

Fy(w) = ki(ks + hoy/maser f(z))
Hiz) = hoksy/maq n kiy/mas
ze?® (ks + hoy/maser f(x)) /a0 (\/\/@gﬁ> .

De forma similar a Teorema 7, la demostracién se basa en propiedades de las funciones

involucradas, es decir, Fo, H y W.
Proposicion 18. Las funciones Fo, H y W wverifican las siguientes propiedades,

(a) Fy es una funcidn estrictamente decreciente, con Fy(01) = %?,/alﬂ' y Fy(+00) = 0.

(b) H es una funcion estrictamente decreciente, con H(0T) = 400 y H(+00) = V\;To%s k.

(c) W es una funcién estrictamente creciente, con W(0) = To + 11%77}% y W(+o0) = Ty +
ki

P
k-

Demostracion. Los apartados (a) y (b) se deducen de la Proposicién 17, y (c¢) de los apartados

anteriores. O

Observacion 13. Siguiendo lo realizado en la Observacion 10 podemos obtener desigualdades
andlogas a (3.23) y (3.24) para asegurar la existencia de una zona pastosa en el problema (Ps)

cuando d; es suficientemente pequeno.
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3.5. Una desigualdad para el coeficiente i en la frontera libre

Retomando las ideas de la seccién 3.3, podemos obtener resultados similares al comparar los
problemas (P,) y (Pr). En el presente caso, considerando la solucién de (P») dada en el Teorema
9, obtenemos que la temperatura en x = 0 estd dada por

hOW/ﬂaserf(é)(fk —Two)
ks +hoyTaserf(s)

Teniendo en cuenta que T 1< T &, podemos considerar el problema de Rubinstein (Pgr) dado por

(3.35)(3)-(iv),(v),(vi)-(xiv), donde

Ty = T,(0,t) = T}, (3.43)

b, To(0,8) =Ty, t>0. (3.44)

cuya tnica solucién viene dada por (3.28)-(3.29). En consecuencia, tenemos la siguiente relacién

entre los problemas (P) y (Pr).

Teorema 10. Si Ty = ﬁ, y suponemos que vale (3.36) y (3.43), entonces los problemas (Pz) y
(Pr) son equivalentes, es decir

n = (5, fk = Tk, (3.45)

~ ~

To(z,t) = T(x,t), Ty(z,t) =Ti(x,t), Cslax,t)=Cs(z,t), Ci(z,t)=Cyx,t).  (3.46)

Corolario 5. Bajo las hipdtesis del Teorema 10, el coeficiente u de la frontera libre 5(t) y la tem-
peratura inicial Tk de solidificacidn, correspondientes a la solucién del problema (Pg) satisfacen

las siguientes desigualdades

Vai ks T = Ty Ths — Too
Vs ky To —Tos Th — T

Observacion 14. Si queremos obtener una desigualdad para el coeficiente i de la solucion de

Vai ks Ty = T1 Ty — T
VaskiTo =Ty T1 — Too

<erf(p) <

(3.47)

Rubinstein debemos eliminar la dependencia respecto de Tn,. Tomando el mdzimo de %%Tw
oo

respecto a Ty del lado izquierdo, y el minimo de g?ll:%: respecto a T, en el lado derecho de

(3.47), obtenemos
Var ks Ty = Ty Vvar ks T, = Th
Vs kp Ty — Tos Voas ki To— Ty

que coincide con (3.34) obtenido en la Observacion 11.

<erf(u) < (3.48)

Observacién 15. Si C(x,t) es constante y consideramos unicamente el problema de temperatura,
recuperamos los resultados obtenidos en [37], siendo la condicién (3.36) para dicho caso la dada

en [37, Theorem 1] para un problema de Stefan a dos fases con condicion convectiva en x = 0.
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Problemas de Stefan asociados a

materiales heterogéneos

En el presente capitulo, estudiaremos la existencia y unicidad al problema de Stefan frac-
cionario descrito en (1.8), es decir, encontrar un par de funciones (u,s) donde u: Qs7 — Ry

s: [0,T] — R, que sean solucién del siguiente problema

(1) u(z,t) = % D¢u(z,t) 0<z<s(t),0<t<T,

(i) w(0,t) =0 0<t<T,

(791) wu(s(t),t) =0 0<t<T, (4.1)
(tv)  u(z,0) =ug(x), 0<z<b

(v)  $(t) = —x_lg(r;r Déu(z,t) 0<t<T.

Como se comentd en diferentes secciones del capitulo 2, la estrategia para resolver dicho pro-
blema combina nociones de espacios de Sobolev fraccionarios, teoria de semigrupos y operadores
de evolucion. Presentamos a continuacién un resumen del procedimiento que seguiremos para
obtener un resultado de existencia y unicidad de solucién del problema 4.1.

Comenzaremos por definir un dominio apropiado para a%Dg‘ de forma tal que resulte ser un
operador sectorial. Por otro lado, consideraremos el problema de frontera mévil asociado a
(4.1), y transformaremos el dominio mediante un cambio de coordenadas para pasar al dominio
[0,1] x [0,T] que no depende de s(t). Luego, por medio de la teoria de operadores de evolucién,
definiremos una nocién de solucién débil, a la que llamaremos mild solution. Probaremos que
existe tal solucién en un conjunto de funciones dado, y posteriormente estableceremos resultados

de regularidad para la misma, obteniendo que es solucién del problema de frontera movil trans-
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formado. Finalmente, a partir de dicha solucién, hallaremos una solucién para (4.1) mediante un
teorema de punto fijo y una condicién integral equivalente a la condicién (4.1)-(v).

Como se mencioné en la introduccién, el problema (4.1) donde la condicién de Dirichlet
se reemplaza por una condicién de Neumann de la forma u,(0",¢) = 0 fue estudiado en [31],
mientras que para una condicién de tipo Neumann fraccionaria de la forma —D2%u (0", ¢) = h(t)
se ha desarrollado en [26]. Para ambos casos, gran parte de los resultados obtenidos se basa en
la definicién de un dominio apropiado para el operador %Dg‘. Si bien se utiliza el mismo en
los dos problemas, para el correspondiente a una condicién de Neumann fraccionaria se adopta
una estrategia adicional, que consiste en representar a la solucién buscada como suma de dos
funciones, denominadas parte singular y parte regular, esta ultima relacionada con el problema
con condicién de Neumann cldsica. Sin embargo, para el problema (4.1), debemos definir un
dominio diferente para el operador B%Dg‘. Siguiendo entonces las ideas de los trabajos [26] y [31]

se presenta a continuacion el estudio detallado del problema (4.1).

4.1. Problema con condicion de Dirichlet

4.1.1. Dominio del operador %Dg

En esta secciéon determinaremos un dominio apropiado para el operador B%Dg acorde a las
condiciones de borde en (4.1). Para ello, consideremos la ecuacién de difusién fraccionaria con

una fuente arbitraria, es decir,
9 1
ug(x,t) — E Dfu(x,t) = f,

en el sentido de L?(0,1) en la variable z, por lo que tiene sentido pedir % D%u(-,t) € L*(0,1).
Recordemos que, por Proposicién 7, resulta 8% D¢u = 0%u,. Luego, teniendo en cuenta la Pro-
posicién 11 debemos pedir que u, € ¢H*(0,1), y por Corolario 2 parece adecuado considerar que
u € oH'T(0,1). Por otro lado, notemos que si partimos de la condicién u € oH'**(0,1), por
Proposicién 10 solo podemos asegurar que u, € H*(0,1). Es por esto que, el dominio natural

mas general para 8% D¢ es
{ve H'™(0,1) : v, € (H*(0,1)}.

Consideramos ademas la condicién u(1,t) = 0, que surge de la condicién u(s(t),t) = 0 al realizar

un cambio de variable en problemas de Stefan fraccionario de la forma (4.79) con diferentes
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condiciones de borde en x = 0. Dicha transformacién es la que permite pasar de la regién Q1 a
[0,1] x [0, 7], que no depende de s.

Obtenemos entonces el siguiente dominio
Dy = {u € HT0,1) : u, € gH*(0,1),u(1) = 0},

el cual fue considerado en [26] y [31]. Sin embargo, como veremos mds adelante, el dominio D,
no permite aplicar la teorfa de semigrupos en nuestro caso, por lo que es necesario considerar

uno diferente. Definimos el siguiente, propuesto en [30]

Dy = {u=w—w(l)z®:w e H (0,1)},

dotado con la siguiente norma

lwll grsao,1) - ay

s, = 2 1wy (z)[? : 1
wgz (T
(HwHH%(O,l) + fO Idl’) , = 3

Notemos que z% ¢ oH'T%(0,1), por lo que u ¢ oH'T%(0,1) y por lo tanto u ¢ D,. Por otra
parte, u(0) = u(1l) = 0, que seran las condiciones de borde en el problema que consideraremos

mas adelante en la regién [0, 1] x [0, 7.

4.1.2. Propiedades del operador %Dg definido en 5@

En esta seccion establecemos resultados que nos permitiran concluir que %Dg es un operador
sectorial densamente definido. El primer paso consiste en probar que %Dg : Doy — L?(0,1) genera
un Cy-semigrupo de contracciones por medio del Teorema 4. Mds atin, probaremos condiciones

mas generales que las enunciadas en dicho resultado.

Lema 2. Sea %D‘; . Dy — L?(0,1). Entonces, para cada A € C perteneciente al conjunto
Vo = {2 € C\ {0} : |arg z| < w} U {0} resulta que R(\E — (%Dg‘) = L%(0,1), donde E es el

operador identidad.

Demostracién. Consideremos g € L2(0,1) y A € ¥4. Queremos ver que existe u € D, tal que

)
— I pu=g. 4.2
M=o Dyu=g (4.2)

Dado que buscamos u € Dq, consideremos u = w — w(1)z® con w € H*(0,1). Luego, Ddu =

D¢w — w(1)T(a + 1) y D2w € ¢H*(0,1), de donde (D%u)(0) = —w(1)['(a + 1). Por lo tanto,

xT
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nos proponemos resolver la ecuacién (4.2) con condiciones iniciales u(0) =0y (DSu)(0) = a con
a € R.

Integrando a ambos lados de (4.2) y despejando, obtenemos que

DSu = (D¢u)(0) + Mu—Ig=a+ AMu—Ig. (4.3)

T

Aplicando I?%, y usando la condicién u(0) = 0 obtenemos que
w=al®l 4+ [y — [*T1g, (4.4)

Notemos que por Proposicién 2, Proposicién 5 y Proposicién 11, la ecuacion (4.2) es equivalente
a (4.4) si u € D,.

Apliquemos A\I**! a (4.4) para obtener
ALy = Xal?0H1 ] 4 N2ty — \p2 e+l g, (4.5)
Reemplazando AI**1u en (4.4) por lo obtenido en (4.5) y despejando resulta
U= aIal + Aa[20¢+11 4 AQIQ(OH_]')’U, o )\12(a+1)g _ Ia+lg.
Repitiendo dicho procedimiento n veces, obtenemos que
n n
u=a Z /\kla-i-k(a-i-l)l _ Z )\k](k:-i-l)(a-i-l)g + /\n-i-lI(n-l-l)(a-i-l)u' (4.6)
k=0 k=0
Observemos que la tultima expresiéon tiende a cero cuando n — oo. En efecto, puesto que
oHT%(0,1) € L*(0,1) y teniendo en cuenta que la funcién I' se encuentra en el denomina-

dor, obtenemos que

|A[" zlatDn [l oo 0,1 1A

0 cuand
Ta+tDnt D) —Tat+ 1 @ cuanden=oo

XD 0) (@) < flull e o,
para cada A € C uniformemente respecto de z € [0, 1]. Por otro lado, notemos que

o0
Z AkIa—i-k'(a-i-l)l _ xaEa+1,a+1()\xa+1)7
k=0

donde Eg4(-) denota la funcién de Mittag-Leffler de dos pardmetros dada en Definicién 3. Adi-
cionalmtene, se puede ver que la segunda serie en (4.6) es uniformemente convergente y

o0

SN TEFDOI g — (g 4y By e () (2),

k=0

donde * denota la convolucién en el eje real positivo, es decir. (f * g)(z) := [ f(p)g(z — p)dp.
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De lo anterior, si hacemos n — oo en (4.6) obtenemos que

oo o0
u=a Z )\kloc-‘rk(oc-‘rl) 1_2 )\k[(k—‘rl)(od—l)g _ al’aEa+1ja+1()\l‘a+1) _ (g*yo‘EaH,aH(Ayaﬂ))(fv).
k=0 k=0
(4.7)
Teniendo en cuenta el procedimiento realizado anteriormente, es claro que la funcién v dada por
(4.7) es solucién de (4.2) con condiciones de borde u(0) = 0y (Du)(0) = a. Finalmente, puesto

buscamos una funcién en 25@, debemos elegir a de modo que u(1) = 0. Para ello, observemos que

si tomamos = = 1 en (4.7), entonces

u(l) = aEa+1,a+1(>‘) —(g* yaEa+1,a+1 (/\ya+1))(1)v

de donde, debe ser

a= Eoc-i—l,a-‘rl()‘))_l(g * yaEa+1,a+1()\ya+1))<1)-

Notemos que a estd bien definido, ya que para v = u = a+ 1 en [25, Theorem 4.2.1], resulta que

Eot1,a+1(A) # 0 para A € ¥,. En consecuencia, tenemos una solucién a (4.2) dada por

(g * Y Eat1,a+1 (}\ya+1))(1)

anEa+1,a+1 (}\xa—kl) - (g * yaEa+1,a+1()‘ya+1))(x)'
Ea—l—l,a-ﬁ-l()‘)

u(x) =

Definiendo w por
)\nx(a—i-l)n
(a+1n+a+1)

(9 * y* Eax1, a+1()‘ya+1 a -
w(zx) = $ Z T

— (g * yaEa+1,a+1()‘ya+1))(x)7
Ea+1,a+1(

n=1
tenemos que

u(z) = w(x) —w(l)z®.

Para finalizar, nos falta ver que u € 75% para lo cual basta con probar que w € oH*%(0,1).
Reescribimos w de la siguiente manera
0 A" (2a+1)n

ul Z @tntaty U Y Barrat1 (A1) (@). (4.8)

Notemos que, por (2.16), 2% € ¢H'*(0,1) para > 2a+1 > (14+a) — % Luego, la serie en (4.8)
es una funcién en oH't%(0,1), De forma similar, reescribiendo 2%Ey11 4+1(Az*"1) como serie
vemos que dicha funcién estd en ¢ H*(0, 1), por lo que la convolucién (g *y*Eq+1,0+1(Ay* 1)) (z)
estd en oH'T%(0,1). En efecto, g € L?(0,1) C L>(0,1) por lo que

Aot (n+1)

(a+1)(n+1)+1)

(9 %5 Barran Cy™ @) < lgll =) 2
n=1

y x4+ ¢ g flte(0,1) para todo n € N. Queda demostrado el resultado. O
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Observacién 16. En particular, para X > 0 se tiene que R(NE — A) = L?(0,1), por lo que se

verifica la condicion 2 de Teorema 4.

Observacién 17. El Lema 2 no es valido si cambiamos el dominio 56, por D. En efecto, como
mencionamos anteriormente, nuestro objetivo es resolver un problema en la region [0, 1] x [0,T7,
con condiciones de la forma u(0) = 0 y u(1) = 0. Por otro lado, de (2.13) en Proposicion 7, (4.2)
es equivalente a

A — 0%y = g,
de donde, aplicando I%, y considerando la Proposicion 6, resulta
A% —u, = [%.
Integrando entre 0 y x a ambos lados, y teniendo en cuenta que u(0) = 0, obtenemos que
w=\1"T% — ['Tog,
Repitiendo ahora con I'™®, y aplicando argumentos similares a los de Lema 2, deducimos que

w(@) = —(9 * Y Eat1,a01 Ay T)) (2).

Nos falta ver que u(1) = 0, pero lo anterior debe valer para toda g € L?(0,1), lo cual no es posible,
ya que podemos elegir una tal g de forma tal que u(1) # 0. Por lo tanto, para cualquier valor
de \ € C, la ecuacion (4.2) no tiene solucion para toda funcién g € L*(0,1) si consideramos el

dominio Dy, y las condiciones de borde u(0) = u(1) = 0.

Lema 3. Para u € 5a resulta

20

o
<—%Dgu,u) > ¢q Huuqu (4.9)

9 a 2
‘<—&6Dxu,u)’ < baHuHHHTa , (4.10)

(0,1)

donde cq, b, son constantes positivas que dependen unicamente de .

Demostracién. Comencemos con (4.9). Sea u € Dy. Como u(0) = u(1) = 0, realizando integracién

por partes

<—8(1D§‘u,u> __ /0 1 <8(1D§u> (2) - u(z)dz = /0 ' Deu() ey
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Notemos que 25a C AC|0,1] por lo que podemos aplicar la Proposicién 8 para obtener que

<—D°‘u u> / Dju(z) - 0'~* Dgu(x)da.

Por definicién de D, sabemos que DSu € AC|[0,1], por lo que podemos aplicar la desigualdad

(2.15) con w = D%u para obtener

0
— D) > e | DUl e >ca |02 DO
ox HT(O,l) 12(0,1)
lta 2 1+ 2
=cy | Ds? u =y |07 u‘ > cqy HuH e
L2(0,1) L2(0,1) (o, 1)

La primera igualdad se sigue de la Proposicién 8, mientras que la segunda igualdad y la ultiam
desigualdad se deducen de la Proposicién 7y el hecho de que u se anula en cero, y de la Proposiciéon

11 respectivamente. Queda por mostrar (4.10). Usando la Proposicién 8, se tiene que

0 o lta ol-a 0 1-a 1ia
anu_a o2 Du—a—f “D.? u.

Luego, aplicando integraciéon por partes, teniendo en cuenta que u(0) = u(1l) = 0, y el teorema

de Fubini, vemos que
L 4 lfe I 1ta 1—a
/ —DSu - udaz——/ I=2 D,? u‘uxdx:—/ D.? u-I_? ugdz,
0 0

donde para § € (0,1), (Ifu)(:r) = ﬁf;(p — 2)81u(p)dp. De manera similar denotamos
8’ u = —%Ilfﬁu, DPu = —%Iiﬁﬁ[u(x) —u(1)].

Finalmente, aplicando de nuevo la Proposicién 11, deducimos que

l+a 1ta
—Do‘u udr| < ||Dz? u D.? u
L2(0,1) (0,1)
1ta 14+«
_ Ha : ‘ ‘02 u < b ||ul? 11a
L2(0,1) £2(0,1) H 2

O

Observacién 18. Siendo u a valores reales, y de acuerdo a la Definicion 20 resulta que %D%

es disipativo.

Teorema 11. El operador %Dg‘ : Do C L?(0,1) — L?(0,1) genera un Cy-semigrupo de contrac-

ciones.
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Demostracion. Puesto que C§°(0,1) C D, %Dg‘ estd densamente definido en L?(0,1). Ademas,
por Observaciones 16 y 18, y Teorema 4, se deduce que B%D;“ genera un Cp-semigrupo de con-

tracciones.

O

Teorema 12. El operador %D‘; : Dy C L?(0,1) — L?(0,1) es un operador sectorial densamente

definido.

Demostracion. Adaptaremos la demostracion presentada en [30, Teorema 3.5] para el operador

D.., aplicando la Proposicién 14. Para ello, notemos que, por definiciéon de rango numérico, resulta
0 o 0 «a ~
S —%Dx = u,—%Dzu :u € Do, [|ul| 200y =17 - (4.11)
En efecto, considerando X = L2(0,1), X* = L?(0,1), y u,v € L?(0,1) con
u € Dy, ||ul] = 1,0 € L*(0,1),||v]| = 1, (v,u) = 1,

resulta que |(v,u)| = [|u]| - ||v]|, de donde v = cu con ¢ = I(I?;IUQ) =1, y por lo tanto u = v, de donde

se obtiene (4.11). Por otro lado, notemos que por (4.9), resulta 0 ¢ S (—%Dg‘).
Sea z = (u, —%Dgu). Por (4.9) y (4.10), deducimos que

bocHuH2 lta
Im(2)| _ [Im(=)| _ |2 7370y _ b
tan a/r'g z = ‘ = < < ’ = —,
| ( ( ))’ Re(z) ‘Re(z)‘ ‘Re(Z)‘ Ca||u||2 1+a Cq
H™Z (0,1)

de donde,
0 b
——D%) C : < = .
S( axDx> C {/\E(C\{O} larg(\)| < arctan (%)}

ba

Ca

) < §, consideremos v tal que arctan (2—2) <v<3y

Teniendo en cuenta que 0 < arctan (
Y, = {X: X #0,|arg(\)| > v}. Entonces, ¥, C C\ S(—%Dg). Probaremos que existe una

constante ¢, tal que

d ()\,S <—(§1Dg>> > A, VA enX,. (4.12)

Separamos en dos casos.

Si A € 3, es tal que |arg(A)| > 5 + arctan (IC’—Z), entonces d (A, S (—(%Dg‘)) > d(A\,0) = |A

(pues dado A\ € S (—%D%), el angulo formado por Ay, (0,0),\ es mayor a 3, por lo que la
distancia d(A1, A) es mayor que la distancia d(),0)), y por lo tanto vale (4.12) para ¢, = 1.

Consideremos ahora v < arg(\) < § + arctan (%) Entonces (ver Figura 4.1)

d(\ S (-2 D2))

ba ) ba
927277 > sin | arg(\) — arctan | =) ) > sin (v — arctan [ =) ).
|A| Car Ca
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arctan(ba/ca)

ba
v —arctan| —

&l
tan| —
Ca

Figura 4.1:

7T

. . b,
Anélogamente, si —5 — arctan (E) <arg(\) < —v

. ba , ba
sin | arg(\) + arctan | — > |sin | —v 4+ arctan | —
Ca Ca

por lo que vale (4.12) para ¢, = ‘sin (—V + arctan (i—z)) ‘ Por lo tanto, queda probado (4.12)
para todo A € X,,.

d(A S (-4 D2))
A

>

)

Por otro lado, por Teorema 11, %Dg genera un Cg-semigrupo de contracciones, de donde, por

Teorema 5 , (0,4+00) C p (%Dg‘), o equivalentemente, (—o00,0) C p (—%Dg‘), y en consecuencia

0
SoNpl —=DY
Luego, podemos aplicar la Proposicién 14 a —%Dg‘ para obtener que el espectro de dicho

operador estd contenido en C\ ¥, , de donde ¥, C p (—(%ch‘) y

[CRCTN

En consecuencia, teniendo en cuenta que A € p (—B%Dg) siysélosi —A € p (%ch‘), y larg(\)| >

s——— <,
d(\ S (ZDg)) ~ el

VA e X,.

v siy sblo si larg(—\)| < m — v, resulta que

Secy ={A€C:X#£0,|arg(\)| < ™ —v} Qp(%Dg),
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siendo § <7 —v <,y

o N\ "
(- 200}

Por lo tanto, %Dg es sectorial. O

Recordando nuevamente lo comentado en el Capitulo 2, y teniendo en cuenta el resultado
anterior, nuestra idea es aplicar el Teorema 6 a una familia de operadores A(¢) relacionada con
un problema en la regién [0, 1] x [0,7] que se obtendra a partir del problema (4.1), para luego

definir lo que consideraremos una mild solution.

4.1.3. Problema de frontera madvil

Comencemos considerando el problema de frontera moévil asociado al Problema 4.1, es decir,

(1) w(x,t) = % DSu(x,t) 0<xz<s(t),0<t<T,

(i)  u(0,t) =0 0<t<T, (4.13)
(1ii) wu(s(t),t) =0 0<t<T,

(iv)  w(z,0) =ug(x) >0, 0<z<b

donde s : [0,7] — R , y up € oH'T¥(0,b) son funciones conocidas, tal que uy(0) = ug(h) = 0.

Supongamos ademas que
s € C%0,T],5(0) = b, y existe M > 0 tal que 0 < §(t) < M a.e. t € [0,T]. (4.14)
Observacion 19. Sea s una funcion que satisface (4.14). Entonces,
b<s(t)<b+MT, Vtel0,T].

Para analizar (4.13) desde la teoria de operadores de evolucién, realizamos primero un cambio
de coordenadas para transformarlo en un problema con dominio fijo. Mas precisamente, sea
p= ﬁ, y definimos

v(p,t) = u(s(t)p,t) = u(x,t). (4.15)

Podemos reescribir (4.13) en términos de v. Para ello observamos que 8% = s(t)a%. Entonces,

vp(p,t) = aapv(p, t) = ;pu(s(t)p, t) = s(t)aaxu(s(t)p,t) = s(t)ug(x,t),

0 u(s(t)p,t) = ug(z,t) + ps(t)ug(z,t).

'Ut(p, t) = a
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Luego,

(o) = . 0) = ). (4.16)

Ademéis

(0%vp)(p,t) = F(ll—a)gp /Op(p — 1) “vp(r, t)dr

_ ml_a)s(t)aam /0 g0 <;t) _ r>  sOua(s(t)r, )dr

de donde, realizando el cambio de variable r = ﬁ) obtenemos

T z

“v :#sgx———_asusriz
@000 = O [ (55 ) sOulsOnsa

= 71 S 2 I7<x_2)_au z z
“Ti-a) (t)ag;/o sy vl d

_ 1 1+aa/x o -«
“Ti—a) a)s(t) oz /. (x — 2)" Yugy(z,t)dz
= 5(t)" (%) (z, t).

Por lo tanto,

(EiDgu) (x,t) = (%) (x,t) = Sli(t)(a%p)(p,t) = 81+1a(t) (;ngv) (p,t). (4.17)

Denotando vg(p) = up(pb) y renombrando p por z, tenemos que
(i) vt—m%vx—W%Dg‘v:Q 0<z<1,0<t<T,
(i)  ©(0,t) = 0,v(1,t) =0, te(0,7), (4.18)
(13i) wv(z,0) = vo(x), 0<z<l,
que es el problema en la regién [0,1] x [0,7] ya mencionado. Queremos ver a (4.18) como un
problema de evolucién. Para ello, definimos A(t) : D(A(t)) € L?(0,1) — L?(0,1), parat € (0,T),

como

1 0

A= a0 oa

o
D u,

y flx,t) := x%vz. Entonces, (4.18) puede reescribirse como el siguiente problema:

(1) v =A{t)v+f, 0<z<1,0<t<T,
(i) v(0,t) =0,v(1,t) =0, te€(0,7T), (4.19)
(131) v(z,0) = vo(z), 0<z<l.

Luego, definiendo D(A(t)) := Dq, el problema (4.19) es equivalente a hallar v € D, que verifique

(1) w=Altw+f, 0<z<l,0<t<T, (4.20)
(#3) v(z,0) =vo(z), 0<z<l1.
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Observacién 20. Para el caso en que el operador A no depende de t, tenemos el problema que

consiste en hallar v € D, tal que
(1) v =Av+f, 0<z<1l,0<t<T,
(17) v(z,0) =wv(z), 0<z<l1.
para el cual estd demostrada la existencia y unicidad de solucion mediante el Teorema de Hille-

Yosida [3].

4.1.4. Existencia de mzld solution

Nos proponemos ahora definir el concepto de mild solution para el problema (4.20). Observe-
mos que, por Teorema 12 y (4.14), A(t) verifica la hip6tesis 1 del Teorema 6 para todo 0 <t < T.

Por otro lado, teniendo en cuenta que %Dgxo‘ =0, parau =w — w(l)x* € ZSQ resulta

4 - ADullan = DO S pe| OO D e
s L2(0,1) & L2(0,1)
1+« 14+« 14+o
= |831+(a(3:)51ia(7_()t)’ HaawaL2(0,1) < Cq Lb :2(]1{?0:)) ||wx||0Ha(0,1)
2(b+ MT)+e 2(b+ MT)!+e
=T o0 a) Hw”OHHa(O,l) = G ta) ullz, »
(4.21)

donde hemos aplicado (2.13), Proposicién 11 y Corolario 2. En consecuencia, para cada t € [0, 7T,
A(t) € B(Dq, L2(0,1)).

Adicionalmente, por (4.14) tenemos que s € C%'[0, 7] C C%9[0, para 0 < a < 1, y en

1(A®) = A()ullzer) __Js™e(r) = s (1)) (1) — sl
¢ =7l [t = TestHa(t)st+a(r) At —le TP
_ 0+ a)s©s@lt -7, _ O+ a><b+MT>aM|t =7 Jullg,
- h2(1+a) |t T|a | ||Da — p2(1+a)
_ (L4 a) b+ MT) MT' ™ |ull5,
- p2(1+a)

!81

T},

consecuencia, dado t,7 € [0,T], t # 7, y trabajando de forma similar a (4.21), resulta
+a
2(1+

Hé’“waLz(o,l) <

= Clullp,

de donde

I(A() — A())ull 2
JA®) = ATl poy.2200) = S‘;‘S{ 200 | o oy g

u [ullz,
Por lo tanto, t + A(t) € C%%([0,T]; B(Da, L?(0,1))), y podemos aplicar el Teorema 6. Luego,
A(t) : Doy — L%(0,1) genera una familia de operadores de evolucién {G(t,0) : 0 < o < t < T}.

En consecuencia, siguiendo la Definicién 22 proponemos la siguiente para el problema (4.20).
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Definicién 23. Sea {G(t,0) : 0 < 0 <t < T} una familia de operadores de evolucion para el
problema (4.20). Una funcion u que verifica

u(z,t) = G(t,0)up +/0 G(t, U)miggux(m‘,a)da (4.22)

se denomina mild solution de (4.20).

Notemos que, en (4.20) es necesario separar a f de la familia de operadores A(t). En efecto,

puesto que $(t) no necesariamente estd en C%!([0,7]), no podemos aplicar el Teorema 6 a la

familia de operadores A(t) := x%a% + sl%(t)a%Dg.

Si la funcién f en (4.20) no depende de u, entonces (4.22) es una mild solution en el sentido
de la Definicién 22. Sin embargo, no debemos obviar el hecho de que la funcién u estd a ambos
lados de la igualdad, por lo que recurriremos a un teorema de punto fijo para probar que existe
una unica mild solution de (4.20) en un espacio de funciones adecuado. Para ello, necesitamos

las siguientes estimaciones en términos de los espacios de interpolacion.

Proposicién 19. [19, Corolario 6.1.8] Sea {G(t,0) : 0 < o <t < T} una familia de operadores
de evolucion generados por A(t) : D — X. Entonces, para cada g € L*(0,1) existe una constante
positiva ¢ = ¢(0,6,T) tal que

1G(E,0)9llx < cllgllx - (4.23)

Si g € D, entonces existe una constante positiva ¢ = ¢(0,0,T) tal que
[A@)G(t,0)gl x < cllgllp - (4.24)

Si g € [X,Dls, entonces para cualquier 0 < o < t < T existe una constante positiva ¢ =

c(0,6,T) que es una funcion continua creciente de T tal que, para cada 0 < 6 < 1
c
Gt o)gllp < t—o) 91l x5 - (4.25)
Ademds, para cualquier 0 < 6§ < 0 < 1, tenemos
c
1G(t, 0)gllix,pj, < =) lgllix, (4.26)
y para 6 € [0,1), 6 € (0,1], 6 < &
c
[A@)G(E, 0)9llix,pj, < (=)t 190l ix, 05 - (4.27)
Por otro lado, para cada 0 <0 <i<1y0<o<t<T
c
1G(t,0)g — G(r,0)gllix,p), < (e 191l ix, 5 - (4.28)
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Finalmente, para cada 0 <o <r <t<T

406 )9 — ACIG ol < ¢ (N5 + oo — ey ) 9o, (429

donde a € (0,1) proviene del Teorema 6. La constante ¢ > 0 depende solo de «,0,6,T, y las

constantes b, M provienen de (4.14). Ademds, T — c¢(«,0,0,b, M, T) es una funcion creciente.
Adicionalmente, utilizaremos las siguientes desigualdades.
Lema 4. Para todo v € 150“ existen constantes ¢ = c(a, b, M, T) y C = C(c,b, M, T) tales que
ellollz, < I1AW@ellzon < Cliolls,. V€ [0,T].

Demostracion. La prueba es andloga a la de [26, Lemma 2], considerando (4.14) y usando que
2Dy = 0.

«

En efecto, si v = w — w(1)z®, entonces a%D%v = ng‘w y por lo tanto A(t)v=A(t)w.

L L., . |%D%wHL2(o,1) . HaawthLQ(o,l)
uego, por Proposicién (7) tenemos que [|A(t)w|[2(9 1) = OB = —@ita - Entonces

de (4.14), la Proposicién 11 y el Corolario 2 (teniendo en cuenta que I'(w,) = w puesto que
w(0) = 0), deducimos que
HA(t)wHL?(O,l) = CuaawzHL?(o,U B Cwa”OH«l(OJ) zc ||w||0H1+a(0,1) =c ||w\|5a ‘

En consecuencia, teniendo en cuenta que

lwallymrago,y < Nlwllp20,) + 1wellggago1y = lwllygrag,)
resulta que
[A@®)wl 20,1y < Cll0%wall 20,1y < Cllwallygrago) < Cllwllygrve) = Cllwliz, -
O

Lema 5. Para cada v € Dy, f(z,t) = Jr%vx € L>®((0,7);0H*(0,1)), y existe una constante

s

c > 0 tal que

HfHLOO(O,T;OHa(O,l)) < CHUHC([O’T},ﬁa)-
Demostracion. Como v € D,, existe w € ¢H7*(0,1) tal que v(z) = w — w(1)z®. Entonces,
2v; = 2w, — aw(1)z® y w(0) = 0, por lo que I'w, = w. Luego, por Corolario 2 y Teorema 3, se
sigue que

om0,y < ellwallomeo,n) + alw@)[J2%[l g (o,1)

||zvallome01) < llrwellome o) + alw@)]]|z
< c(lfwllymreeo,n) + l[wllep,n) < elllvllp, + llwllgpireom) < dlvllp, -
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Luego, aplicando (4.14)

Wl zoe 0,150 x(0,1)) < € sUD ||zva|lge0,1) < ¢ sup ||vllz, = cllvllcor 5.
te[0,T] t€[0,7]

O]

Observacion 21. Por definicion, H(()HQ)O(O, 1) = [L*(0,1), Hyt*(0,1)]. Por otro lado, puesto
que H'*2(0,1) — Dy, resulta que H&'H"(O, 1) — D,. Luego, para todo 6 € (0, 1), H(()1+a)0(0, 1) —

[L2(0,1), Da)g. Ademds, para todo § < ﬁ tenemos que HIT)%(0,1) = Hél+a)6(0, 1). Enton-

ces, para cada (1 + @)d € (0,1) se tiene que HIT%(0,1) — [L2(0, 1), Dals y

||UH[L2(0,1),§0J6 < C||“HH(1+&)5(0,1)- (4.30)

Estamos en condiciones de probar la existencia y unicidad de mild solution apra el problema

(4.20).

Teorema 13. Sea vy € 5a. Entonces, existe una unica solucion para (4.22) perteneciente a

C([0,T]; Da).
Demostracion. Definimos un operador P de la siguiente manera

(Pv)(x,t) = G(t,0)vg —|—/0 G(t, U)xég(j)vx(x,a)da = G(t,0)vg + /0 G(t,o)f(xz,0)do.

s(o)

Queremos aplicar el teorema del punto fijo de Banach a dicho operador. Para ello, notemos que

por Proposicién 15 obtenemos que G(t,0)vg € C([0, T]; Dy). Por otro lado, para v € C([0,T]; Dy),

min{a,1/2}

o s por (4.25), (4.30) y Lema 5, se sigue que

y para cada 0 < 6 <

/ G(t, o) f(0)do
0

t
< /0 c(t — 0)9_1 1, U)H[p(o,l);ﬁa}e do
Do

t
< [ et =156 do (4:31)
S() 0
<cl|lx—=Uz t.
=750

LOO((OvT)voHa (071))

Entonces fg G(t,0)f(-,0)do es continua en t = 0 en la norma || - . Por Lema 4, solo

15
necesitamos probar que A(t) fg G(t,0)f(-,0)do € C((0,7T],L?(0,1)) para obtener ademds que

ta t,o)f(-,o)do € C O,T,ﬁa Sean 0 <7<t <Ty0<O< M.Entonces,aplicando
0 1+a

99



Cap. 4 Secc. 4.1

primero (4.27) y (4.29), y luego Observacién 21 y Lema 5, se sigue que

HA(t) tG(t,a)f( )do — A /Gm o)do

0

L2(0,1)

< [T 140G(.0)1¢.0) = ANG. )l do+ [ IABGE .5z do
T _t=7)" 1 1
< /0 ((7- _ 0-)1—9 + (7- _ 0-)1—9 B (t _ 0.)1_9> ||f("o-)”[L2(071);5a}@ do

t
+ c/ (t — 0)9_1 Hf(a J)H[L?(O,l);ﬁa]a do

< C||fHLOO((O7T),OH&(O71)) (7‘9(75 — 7-)“ + 7—9 _ 49 + (t _ 7_)0)

y el dltimo término tiende a cero cuando 7 — t. Por lo tanto fot G(t,0)f(-,0)do € C([0,T], 15a),
y concluimos que Pv € C([0,T], D).
Ahora, probaremos que P es una contraccion en C([0,T1],D,) para T; suficientemente pe-

queiio. Sean vl v? € C([0, Tl],ﬁa). Por definicién de P, tenemos

(Pv! — Pv?)(z,t) = /t G(t,o)wiga) (vt —v2)(x,0)do. (4.32)
0

o)

Analogamente a (4.31),

/Gta i (vl — v} (z,0)do

t
< swp /c(t_g)e—l”x(v;_Ug)(m),a)uom(m)da
C([O,Tl],'Da) tE[O,T1] 0 ’

y por lo tanto, por Lema 5,

t
09—
< el g, [ 0 )' o
C([O,Tl],DQ) tE[O T1] 0

/Gta z (vl — v} (z,0)do

_ M,

2| ’cqo,m,ﬁa) :

Concluimos que P es una contraccién en C([0, T3], D o) siempre que T} < (9) . Podemos extender
la solucién a todo el intervalo [0, 7] aplicando un argumento estdndar.

O

Finalmente, como consecuencia de los resultados anteriores, obtenemos la continuidad de v.

Corolario 6. Supongamos que vy € 75a. Entonces, la solucion de (4.22) obtenida en el Teorema

138 satisface que

v e C([0,1] x [0,T7). (4.33)
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Demostracion. Por Teorema 13, v € C([0,T]; D,). Entonces, v(z,t) = w(x,t) —w(1,t)x, donde
w(-,t) € oH**(0,1) para todo t € [0,T]. Teniendo en cuenta que oH'**(0,1) — C([0,1]), ¥
x® es continua en [0, 1], concluimos que v(-,t) € C([0,1]) para todo ¢t € [0,7] de donde v €
C([0,77,C([0,1])), y por lo tanto v € C([0, 1] x [0,T7).

4.1.5. Regularidad de la mild solution

Teniendo una mild solution, nos proponemos mejorar la regularidad de la misma. Para ello,
seguimos las ideas presentadas en [31] que también se aplicaron en [26, Seccién 3.3]. La principal
difencia aqui, es que trabajamos con el espacio de interpolacién [L?(0, 1), ﬁa]g, que no tiene una
caracterizacién en términos de los espacios de Sobolev fraccionarios, como en [26, ecuacién (3.17)].

Es por ello que necesitamos el siguiente resultado.

Teorema 14. Sea o € (0,1). Entonces, para todo 0 < ¢ < w < 1, para todo 0 < 6 < 1+« y

w € [L2(0,1),Da] s , se sigue que i € Ho(e,w) y existe una constante positivo ¢ = c(e,w, o, §)
14+«

tal que

7 (4.34)

all s ey < ellvllpzo0) 50 5
I+a

o]
donde U es la restriccion de u al intervalo (e,w).
Para demostrar este resultado, necesitaremos una equivalencia de normas en L?(0, 1). Recor-
demos primero que, puesto que HOH'O‘(O, 1) es un subespacio cerrado de L?(0,1), entonces por
. o i
[29, Teorema 12.4], Yu € L%(0,1), existen tinicos u, € Hy"*(0,1),u, € (H§+a(0, 1)) tales que

u = up + u,. Luego, tenemos la siguiente equivalencia de normas.

Lema 6. Sea u € L?(0,1). Consideremos su tinica descomposicion ortogonal en L?(0,1) respecto
de Hy™(0,1), es decir, u = u,+u, donde u, € Hyt*(0,1),u, € (Hy™(0, 1))% Sean las normas
sobre L?(0,1) dadas por ||ully = [|uo|lr2(0,1) + l|upl|mi+e01) ¥ |ull2 = HuHLQ(OJHﬁa. Entonces

las normas || - |1 y || - ||2 son equivalentes en L?(0,1).
Demostracion. Sea u € L?(0,1). Como H&'W(O, 1) C D, deducimos que
lull p20.0)55, = WE{llull201) + lluzllp, : w=u1 +uz,ur € L*(0,1),uz € Do}

< ol 2(0,0) + [lupllp, = lluollL2(0,1) + [lupllr+e0,)-
Por lo tanto, Vu € L?(0,1), ||ul||2 < ||u||1, y por [3, Corolario 2.8] concluimos que existe ¢ > 0 tal
que

lulls < cllull2,  Vu € L*(0,1). (4.35)
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O

Demostracién del teorema 14. Usaremos la definicién de la norma en los espacios de inter-

polacién [X, Y]y dada por (2.17). Para ello, comencemos considerando g € F(L?(0, 1), D,), donde
F(X,Y) es la familia de interpolacién en X e Y dada en la Definicién 12. Definimos la siguiente
funcién

G : F(L*(0,1),Dy) — F(L*(e,w), H(e,w)),

(Gg)(2) = g(2) tal que g(2)(z) = g(2)]_ ,(@).

Probaremos primero que G esté bien definida, es decir, que G(g) = g verifica las condiciones

en Definicién 12.
F-(i) Sean z,zp € Sy consideremos la representacién ortogonal de g. Entonces,
5() = (20) = 190(2)] )~ B0 o)) + 00y — () () (436)
Luego,

19(2) = 9(20) || L2 (c )+ H1+e (e0) < 1190(2) — go(20)[|22(0,1) + [19p(2) — 9p(20) || F1+e (0,1
(4.37)

Por Lema 6, existe ¢ > 0, que no depende de z ni de zq, tal que
190(2) = go(20)lIL2(0,1) + [l9p(2) = gp(20) [ r1+0(0,1) < €llg(2) = 9(20)ll201)4 5, (438)
De (4.37) y (4.38), deducimos que

||§(Z) - g('ZO)HL?(E,M)JrH“W(s,w) < C||g(Z) - g(’ZO)||L2(O,1)+’5a'

Dado que g es continua en S, concluimos que ¢ es continua en S.

Aniélogamente, podemos deducir que

TN 22y ooy < N9 201145, (4.39)

lo que implica que ¢ estd acotada en S, ya que g estd acotada en S.
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F-(ii) Sea zp € S°. Sabemos que ¢ es analitica en S°. Entonces, existe ¢’'(zp) tal que

—d'(20) — 0, cuando z — 2.

Hg(zo + h})L — 9(20)

L2(0,1)4+ D
Un candidato para ¢'(zo) es

J(z0) = g,(ZO)’(E’w)-
En efecto, por Lema 6 existe ¢ > 0 tal que

9o(20 + M)l ey = 90(20)l(c )

9(z0 +h) —g(z0)
H h 7‘7(20) = h 7gg(zo)|(5,w)
L2(e,w)+H'to(e,w) L2(ew)
9p(20 + h)|(g,w) - gp(ZO)|(€,w) ,
h - gp(zo)’(s,w)
Hte(e,0)
h) —
<of fothimal) _giyl|
L2(0,1)+Da
(4.40)

y la dltima expresién tiende a cero cuando z — zy. Por lo tanto, g es analitica en S°.
F-(iii) Para todo g € F(L2(0,1),D,) y t € R, tenemos

3(it)(x) = glit)] () € L*(e.w)

g(1+it)(x) = g(1 + it)|(€7w) (z).
Dado que g(1 +it) € D,,, existe una tnica funcién wgt € oHT2(0,1) tal que
g(1+it) = wg s — wg ¢ (1)z*.
Teniendo en cuenta que, 2* € H'* (e, w) deducimos que g(1 +it) € H*%(e,w).

F-(iv) Probaremos tinicamente que t ~ §(1+it) es acotada y continua con respecto a H'*% (e, w),
puesto que la otra condicién es andloga. Por hipétesis g(1+it) € 250” por lo que g(1+it) =

wgt — wyt(1)z%, para wyy € HT*(0,1). Entonces,

G+ i) — G+ it0) ooy = a1+ D),y — 90+ it0)] o li50 e

< |wg, (ew) w97t0|(5,w)||H”a(67W)
+ [[(wg,t0 (1) — wg,e(1))2|| Frr+a (e w)
< lwgt — wg ol Hr+e(o,1) + clwg o (1) — wg e (1)]

= lg(1 +1it) = g(1 +ito)l| 5, + clwg.to(1) — wge(1)].

63



Cap. 4 Secc. 4.1

Luego, como t — ¢g(1 + it) es continua con respecto a D, deducimos que
lg(1 +it) — g(1 +ito)|[5, — 0, cuando t — to,
0 equivalentemente
|[wg,t — wg tollE1+a(0,1) = 0,  cuando t — to.
Como H'*(0,1) < C([0,1]), existe ¢ > 0 tal que

[wg,t(1)—wg o (1)] < Sl[tpl] (Wt (2)—wg 1o (7)] < ef|wgr—wg ol r+a@,1) — 0,  cuando t — to.
x€|0,

Por lo tanto, concluimos que ¢ — g(1 + it) es continua con respecto a H'* (e, w). Por otro

lado,

NgA+it) |1+ ey < cllgA+i)| 2w mvo(ew) < AllgA+it) 20145, < clg+it)llp, -

Entonces, dado que t — g(1+it) estd acotada con respecto a D, deducimos que t — g(1+it)

est4 acotada con respecto a H'* (g, w).

Podemos concluir ahora que g € F(L?(e,w), H'7%(e,w)) y por lo tanto, G est4 bien definido.

Probaremos ahora que G es sobreyectiva. Sea h € F(L?(¢,w), H7%(e,w)). Definimos g : S
L2(0,1) + Dy por g(z) = nph(2) 1), donde 1 es una funcién fija tal que n € C§°(0,1), n(z) =1,
Vx € (e,w), y p es el operador de extensién definido en [18, Teorema 8.1]. Notemos que por [18,
Teorema 9.1], p € L(H'**(¢,w), H'**(R)). Para simplificar, denotamos 1ph(2)|( 1) = noh(2).

Por definicién de g, obtenemos inmediatamente que (Gg)(z) = g(2)|..) = 1Ph(2)| ) =
h(z),¥z € 5. Por lo tanto, necesitamos probar que g € F(L2(0,1), Dy).

F-(i) Sea z € S. Observemos que, para cada descomposicion h(z) = uy, + ug, con uj . €
L*(s,w),uy, € H'T(e,w), la siguiente descomposicién en L?(0,1) + D, para g(z) vale

para todo z € S
9(2) = npu =(2) + npus.-(2).

Ademés, dado que p € L(L?*(¢,w), L*(R))

mpursllzon < cllunsllzewys v lnpusslly, < clusellmaee. — (441)
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Luego, existe ¢ > 0 tal que

[npur zll2(0,1) + lInpuzsllp, < clllurzllrzew) + [uezllHivaew)) (4.42)
para toda descomposicién h(z) = u; , + ug ;. Entonces

19 L2 0.1y4 5, = WE{llwz]lz201) + [[wa Iz, : 9(2) = w1z +wa s, wi . € L2(0,1), w2 € Do}
< mf{|[npu:|[201) + [npuz.:ll5, : h(2) = w1 +usz, uix € L?(g,w),

U2, € H1+a (53 w)}

< Cl’nf{Hul,zHLQ(aw) =+ ||U2,z |H1+a(5,w) : h(Z) =Ulz + U2z, Urz € LQ(S,W),

ug, € H™(g,w)}
= | |h(2)]| L2 (e,0)+ HI1+o (,0) 5

y puesto que h € F(L?(e,w), HT(e,w)) concluimos que g es acotada en S.
De manera similar, para z, zg € S, deducimos que

19(2) = 9(z0)ll L2 (0,1y45, < €ll(2) = h(z0)l| L2 (e w)+H1 e (e ) (4.43)
donde la tltima expresién tiende a 0 cuando z — 2. Por lo tanto, g es continua en S.

F-(ii) Un candidato para ¢'(z0) es j(20) = np(h'(z0)). En efecto, de (4.42),

Hg(zoJrﬁ) — 9(20) . ‘h(zo + &) — h(20)

— j(20) — h'(z0)

§ §

12(0,1)4+Da L2(ew)+ H1Ho (e w)

(4.44)

y la dltima expresién tiende a 0 cuando & — 0. Por lo tanto, g es analitica en S°.
F-(iii) Bsté claro que g(it) € L2(0,1) y g(1 +it) € Da.

F-(iv) Siguiendo la correspondiente demostracién para g, se puede probar que t — g(it) y t —

g(1 +it) son continuas y acotadas con respecto a L?(0,1) y D,, respectivamente.

Concluimos que g € F(L?(0,1),D,) y por lo tanto G es sobreyectiva. Por otro lado, para

todo t € R es facil ver que

(G9) (@)l 2wy < llg(t)]L2(0,1)

(G (1 +it)|[grva(ew) < cllg(X +it)]|5,,

de donde, existe ¢ > 0 tal que
max{sup ||Gg(it)|[r2(c w), Sup [|Gg(1+it)|[ rve o w) } < cmax{sup ||g(it)]|12(0,1), sup [|g(1+it)]| 5},
teR teR teR teR
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o equivalentemente
1G9l F(L2ew),miveew) < cllgll #2015, (4.45)

Finalmente, pasamos a los espacios de interpolacién. Por definicién,

Hi(e,w) = [L2(5,w),H1+a(5,w)]l+% = {f (1ja) fe I(L2(z—:,w),H1+“(5,w))},

o085l = {o (115 ) s FEA0.0. 50

1+a

Sea u € [L2(0,1),Dy] s . Entonces, existe g € F(L2(0,1), Dy) tal que g (1+a) = .
14+«

= (G0 () =9(a) v

por definicién de G se deduce que g € F(L?(e,w), H'T%(e,w)). En consecuencia, i = g (1_%&) €

Definiendo u = u](aw), resulta que u = u‘(s,w) =9 (14%)

[L2(e,w), H*%(e,w)] s , y usando (4.45) se tiene que,
1+«

N — inf N _
||U/H[L2(0,1)"Da]1% mn {Hg“]——(LQ(O,l),Da) <1+Oé> }

>Clnf{HGgH}—(LQ(sw)Hl"'asw : (

)]
)]

= cinf {‘|§|’]’(L2(5,w)7H1+a(aw tg <

= CHm’[LQ(e,w),HH“(&,w)]%
+a

= ||t s (c w)-

O

A partir de los resultados anteriores, podemos probar que la mild solution verifica la ecuacién

gobernante del Problema (4.20) y adicionalmente que tiene cierta regularidad.

Lema 7. La mild solution v obtenida en el Teorema 13 verifica que vy € L>(0,T; L*(0,1)) y

%ng + nggvx, en L*(0,1) para todo t € (0,T).

Demostracion. Por definicion de mild solution,

_ 1
bt = glta (t)

v(z,t) = G(t,0)vo(x / G(t,o)f(z,0)do (4.46)

Ademas,

_ t+r t
i Y@ ZV@ ) 0y gyt L [ Gt +r,0)f(2,0)do — / Gt +7,0)f(z,0)do| .
0 0

r—0 T ot r—07r
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Mais aun, de las propiedades de los operadores de evolucién, se tiene que

;G@mm:A@Gmmmeﬁ@J>

Por otro lado, si suponemos que r > 0 (la prueba es andloga para r < 0), tenemos que

t+r t
! [ Gt +r,0)f(z,0)do — / G(t,o)f(x,0)do
" LJo 0

t+r
Gt+r,o)f(z,o)do =11 + Is.
t

_ 1/ (Gt +7,0) ~ Glt,0)) (r,0)do +
0

r
Analicemos I;. Por definicién de familia de operadores de evolucién, dados 0 < o < t < T se

tiene que

lim 1(G(t +r,0)—G(t,0))f(x,0) =At)G(t,0)f(x,0).

r—0 1
Por otro lado, de Lema 5 se tiene que
1l zoe 0,150 e (0,1)) < CHUHC([QT]’ﬁQ)-
Aplicando Proposicién 12, Lema 5, (4.27) y (4.30) obtenemos que
! L[ et

*[G(t-f-’l“, U) _G(ta O')]f(',O') -
r 12(0,1) r 8]) L2(0,1)
1 t+r c t+r 51
== A(p)G(p, U)f(-,d)dp < - (p - U) dp HfH[L2(071),5a]5
"t 2o, "t
c t+r 51 c t+r 51
< - ; (p—0o)°dp ||f||H(1+a)6(0,1) < ” \ (p—0)" dp Hf”OHﬂ((Ll)

< et = ) |l ooy < €t = 0 ologom 5y (4.47)

Luego, por el Teorema de la convergencia dominada de Lebesgue, deducimos que
1 t t
E / (Gt +7,0) — G(t, ) f (2, 0)do — / AG(t,0) f (2, 0)dor.
™ Jo 0

Analizamos a continuacion Iy
1 t+r

! t+7" Gt+ro)f(x,o0)do = - G(t,o)f(xz,0)do
L rJt
1 t+r
+- / (G(t+r,0)—G(t,0))f(x,0)do =11 + I25.
rJ

Por Teorema de diferenciacién de Lebesgue en espacios de Banach ([12, Proposicién 2.1.22]) ob-

tenemos que Iy 1 converge a f(z,t) en L%(0,1) para todo t € (0,T). Respecto a I 2, si denotamos

por E al operador identidad, resulta
Gt+nrt)—E) [t
G+ =E) [ ot o) f e, o)dor

1 t+r
I o = - /t (G(t+r,t)— E)G(t,0)f(x,0)do = . t
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En consecuencia, nuevamente por Teorema de diferenciacion de Lebesgue en espacios de Banach
y la continuidad de G(t,-) en L?(0,1) deducimos que I converge a cero en L?(0,1) para todo
t e (0,7).

De lo anterior, concluimos que

) 1 t+r t B t o . .
hm[ 0 G(t—i—r,a)f(x,a)da—/o G(t+r,a)f(:v,a)da] —A(t)/o Gt 0)f (2, 0)do+f(z, 1),

r—07r

Entonces, de (4.46) se sigue que
Ut(xvt) = A(t)’(}(ﬂj‘,t) + f(x’t)v

y por definicién de f(x,t) y A(t) se tiene que

ve(z,t) = Ming(x,t) + ingw(x,t),

en L%(0,1), para todo t € (0,T). La regularidad de v; se sigue de (4.14). En efecto, por (4.24),
Lema 5y (4.47)

t
HthL2(0,1) < ||A(t)G(t70)UOHL2(o,1) + C/O (t — 0)671 HUHC([O,T],ﬁa) do + ”fHLQ(O,l)
&
< loollz, + 5t 0l ooz 50 97 + 10l oo

€.
< lwolls, + 5 I¥lleqo.m50) 47+ 10l oo 5.)
de donde, v; € L>=(0,T; L%(0,1)).
O

En adelante nos centraremos en el caso o > %, ya que para valores menores de «, las demos-
traciones de los siguientes resultados son demasiado técnicas, perdiendo asi las ideas centrales
involucradas en las mismas (ver [31, Lemma 3] y [26, Lema 3.10]).

Para obtener una mayor regularidad de la mild solution, necesitaremos el siguiente lema

auxiliar.

Lema 8. Supongamos que o € (3,1) y u, € oH*(0,1). Denotamos por u la solucién de la

ecuacion
uy = A(t)u para 0 <x<1,0<o<t<T,
(4.48)
u(z,0) = ux(x) para 0 < x < 1,
dada por el operador de evolucion generado por la familia A(t). Entonces, para todo 0 < v < «,

y para todo 0 < ¢ < w < 1 ewiste una constante positiva ¢ = c(a, b, M, T, e, w,7), donde b, M

provienen de (4.14), tal que para cada t € (0,T) se cumple
_ 14y
[A@)u(, D)l g (e wy < et = o) [Jug |l oo,y - (4.49)
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Demostracion. La prueba sigue las ideas de [31, Lemma 2] pero dado que no disponemos de una

caracterizacién de los espacios de interpolacién [L2(0,1),D,]s similar a la de [26, Eq. (3.17)],
debemos aplicar el Teorema 14 en reiteradas ocaciones.

Primero, observemos que u, € H1+9(0,1), para todo § < m, puesto que o > % y
us € 0H*(0,1). Por otro lado, aplicando Proposicién 16 a (4.48), se sigue que existe una tnica
solucién u € C([o, T]; L*(0,1)) N C((o, T];ﬁa) NCY((o,T); L3(0,1)) tal que u(-,t) = G(t,0)uy, y
de (4.25) resulta que

D)l < et = ) ol 2015,

Recordamos que la constante de interpolacién ¢ depende tanto de los parametros de interpo-

lacién como de o, Ty b, M, es decir ¢ = ¢(a, b, M, T, §). Sin embargo, por simplicidad, omitiremos

esta dependencia en la notacién durante la demostracién. De igual manera para los parametros

£y w.
Comencemos fijando 0 < ¢ < w < 1 y definamos w, = HT“’ Consideremos una sucesion
{o*} € C5°(0,1) tal que
~ - 1
{e"} C Dy, ©* = up en gH*(0,w,) v 0" — uy en H7(0,1) para cada 7 < 3 (4.50)

Se puede ver que dicha sucesién existe (Ver [30, Lemma 4.4]).

Definimos ahora para cada " el siguiente problema aproximado

uf = A(t)u®  para 0<z <1, 0<o<t<T, (4.51)

uF(x,0) = pF(x) para 0 <z <1,

Por [19, Corolario 6.2.4] existe una tnica solucién wuj al problema (4.51) tal que u® €
C(lo, T); L%(0,1)) N C((o,T); Ds) N CL((o, T); L2(0,1)), y uk(-,t) = G(t,o)¢". Por lo tanto, por
Proposicién 15, se sigue que u¥ € C([o, T); Dy) N C([o, T); L2(0,1))

Consideremos ahora u, u* soluciones de (4.48) y (4.51) respectivamente. Luego, por (4.27) y

(4.30) se sigue que, para todo 0 <y < 71 < %,

k -1-n k -1-I=n k
| A(t) (u—u )||[L2(071),5a] . < c(t—o) o |lug—@ H[LQ(o,l),ﬁa} - < c(t—o) o |lug— ||HW(071)
THa Tra

y el dltimo término tiende a 0 cuando k — co. Por lo tanto, para casi todo t € (o, T

AP (-, t) = A@t)u(-,t), in [L*(0,1),Dq] vy <

| =

3
e
Entonces, teniendo en cuenta (4.14), para cada 0 < 7 < % y casi todo t € (0,7

gD;;u’f(-,t) N 2D§}u(~,t) in [L?(0,1),Da] 7 .

ox ox Tra

(4.52)
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Aplicando (4.27) primero, y luego (4.30) y (4.50), para k suficientemente grande y para cada

|
0<% <7 < 3 tenemos

12— k B e hie’s §
e |lo® | i) < et — o) e |uo | g 0,1y

(4.53)

HA(t)“k(‘at)H[L2(0,1),ﬁa] <c(t—o)”

5
I+a

Para obtener una estimacién local independiente de A(t)u*(-,t) en un espacio més regular,
introducimos una funcién de corte 7, que sea suave y no negativa, y tal que n = 0 en [0, §]U[wx, 1],
y 7 =1en [g,w]. Con dicha funcién en mente, aplicamos 0% a (4.51) y multiplicamos la identidad

resultante por 7. Luego, aplicando Proposicién 4 llegamos a

aﬂ a k _ a ’ _ \y—a—1 _ gak ag a, k.
0 Dt =~ [ o= o) = nle) g DR p)p + 0P D )

——F [ @ ) ) 5 DR )+ 0% S (D) = 0/ D),

Como u¥(0,t) = 0 para todo t € (0,77, de (2.10) tenemos que

fo" 0 a, k _ aﬁ a, k
0 a—x(anu )(z,t) =0 830(178 u®(z,t)).

Teniendo en cuenta la identidad (2.13) obtenemos que {u*} satisface

(0%u* - m)y — A(t)(0°uF -p) = FF para0<az<1, 0<o<t<T,

(4.54)
(0°uF - n)(-,0) = 0%F - para 0 < z < 1,
dénde
Pt e s [ (=0 0(0) — 0(e) 5 D2 . 0 — 07 0/ D)
T T - a) )y BT IRP)) Gy Pt T

Nuestro objetivo ahora es aplicar la Proposicién 16 al problema (4.54). Necesitamos demostrar

que:
(1) F* € C((0,T); L*(0,1)) N LY (0, T; L?(0,1)),
(1) 8¢k -1 € Do,
(1) 9°u* -y € C([o, T); L*(0,1)) N C((0, T; Da) N C* (o, T); L*(0, 1)).
En primer lugar, notamos que para cada x,p € [0,1], x # p tenemos

’n(fv) —n(p)
x—p

U (4.55)
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de donde,

1
I'l—a)

A(t)uk(x,t)’ .

/Ox(x — )~ (n(x) — n(p)) A(t)u"(p, t)dp‘ < lnllwreeny I~

Como I'~% est4 acotado en L?(0,1) obtenemos

« * —a—1 k k
e xT—p x) —n(p)At)u”(p, t)dp §cHAtu -,t‘ . (4.56
Ny A UG R L RCER TS FICTE] L
Por la Proposicién 11 y (4.14), podemos escribir
1 / k ¢ ’ k ¢ / k
U 94y € 7
slta(t) ‘8 (' Dz’ L2(0,1) — site(t) (" D) oHe(0,1) — slto(t) (' Dz’ 0H1(0,1)
c c 0
< H " ey ‘ N H 10 payk
si+a(t) (1 ) L2(0,1)  sito(t) (n Ox ) £2(0,1)
<c HDguk‘ c HA(t)uk‘
L2(0,1) L2(0,1)
(4.57)
Adicionalmente, teniendo en cuenta que u* = w* — w*(1,t)2%, con w*(-,t) € oH'**(0, 1), apli-
cando la Proposicién 11 y Teorema 3 deducimos que
Dak’ :Hak‘ <‘ak‘ kl,t oY
1284 oy = 12 ooy < 10705+ 1 DI 20
chwk +cHwkH _cleC —|—cHwkH (4.58)
0H*(0,1) c([o,1]) 0H1(0,1) c([o,1])
:cHwk —i—cHwkH ScHukﬂﬁ .
oH+e(0,1) c((o.1]) “
Por lo tanto, por (4.57), (4.58) y el Lema 4 obtenemos que
1
e |00 Dgu"| < c||Ayut] . 4.59
slte(t) ‘ (' D) 12(0,1) — ¢|| A L2(0,1) (4.59)
Combinando (4.56), (4.59) y (4.53) con 7 = 0, resulta que para cada 0 < y < 3
k k Aty L
740 gy < Ay < =TT Ny (40

y por lo tanto F* € L(o,T; L?(0,1)).
Por otro lado, puesto que u* € C([o, T];’lsa), de la definicién de F*, se sigue que F* e
C((o,T]; L*(0,1)). De hecho, para 0 < 7 < t < T, tenemos que

HF’f(.,t) —F’“(-,r)’

11—« k k
£2(0.1) < allnllwree o, HI [A(t)u®(-,t) — A(T)u (,7.)])

L2(0,1)

+

fe" 1 ' o, k o 1 A LAY S
J <81+a(7_) (7] Dru )( CdOt’T) $1+a(t) (n Dmu )( vt)> L2(01)
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El primer término tiende a cero porque la integral fraccionaria estd acotada en L? y A(-)u* €
C([o, T); L2(0,1)). Ademas, dado que u* € C([o, T]; Dy), tenemos 1/ Du* € C([o, T); o H'(0,1)).
En particular, teniendo en cuenta (4.14), se tiene que sl+a( el 'Deu” € C([o,T); L?(0,1)). Enton-
ces, por Lema 4 y (4.55), deducimos que F* € C((o,T]; L?(0,1)) , y por lo tanto verificamos
(1).

Para probar (1) procedemos de la siguiente manera. Como ¢* € C§°(0,1) C o H+2%(0,1), se
sigue que 9%pF = 6%.71_0‘@]“ € H'*(0,1) y en consecuencia, 9°¢* - € HJT*(0,1) C D,.

Finalmente, probaremos (111). De (2.10) tenemos d%u* = D2u*. Por lo tanto, basta con
mostrar que D2u¥ -1 € C([o, T]; L2(0,1))NC((o, T); Dq). Por lo anterior, sabemos que Du* .17 €
C([o, T); L*(0,1)). Veamos entonces que Deu¥ -y € C((0,T); Da).

Por un lado, para cualquier 0 < 8 < 1+ «

O Y 2O T T A .
Aplicando Teorema 14 y la estimacién (4.27) obtenemos que
lngpzico| <|Zpsieo| <[ Zpsieo|
HB(0,1) HP (5 .w) LEODPal 5 (461)
c(t — 0')_1%1
Ademas,
’ ! (',t)HHﬁ(O1 HDa g )HHB(;M*)'

Adicionalmente, si 8 € (0, 1],

Dz 0] g S [0 oy < [PE O] g
=¢ <HD§,‘u’“(-,t)) L2 HfiDguk("t) L2(0,1)> ’
y
HD;‘u"‘(-,t)‘ L2(0,1) Haa 1S )‘ L2(0,1) + C“Wk“C([O,l])
< c||w(-,t) e c ||uf( cdot,t)‘ 5. <c A(t)uk(-,t)’ Lo
Por lo tanto,
HD?E‘uk(-,t)HHB(E R HA(wuk(-,t)) pony 0<BSL (4.62)
3 :
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Consideremos ahora § € (1,1 + «). Dado que 8 —1 € (0,1), por (4.61) y (4.62), se sigue que

HDg‘uk(.J)HHﬁ(;w) = HDguk( ) et H;Dguk("t)HHw(;,w*)
< oziten] b ”iDg“k“t)HHw,l) (4.63)

—1

+(t— o) |||

~ )
Da>

£2(0,1)

Entonces, por Lema (4), (4.61), (4.62) y (4.63), deducimos

0 & K _.8
il a . < . _ =
Hax(”Dﬂc“ ) ,t)H < c(HA(t)u O

’Ufk‘

5a> , (4.64)

HB(0,1)

lo que implica

0
%(an‘uk) e L2.((0,T]; H?(0,1)) para cada 0 < 8 < 1+ a.

Teniendo en cuenta la definicién de 7, y el hecho de que HanukHﬁa = [InDguk||, pri+ao 1)
obtenemos que

K k 2
a3 (1) = nD3ut (-, 7)|

2 a, k a, k
= |lpst (.0 Dzt )

0H1+a(071)

2
= |3, 0) = nDgut (1)

oy H%Dsu’f)(-,w =9 sy () (4.65)

L2(0,1) ox or

0H*(0,1)

Como D2u* -n € O([o,T]; L?(0,1)), se sigue que la primera norma en el lado derecho de
(4.65) tiende a cero cuando T — t.

Para el ultimo término en (4.65), usamos la caracterizacién [26, (3.17)] y [19, Corolario 1.2.7.]

para deducir que
2

| D20 = 5 DS

OHQ(Ovl)
B 0 5 B} B -3
< ||l (Dgu) (-, t) — o= (nDguF) (-, 7) —(nDuF)(-,t) — o= (nDuF) (-, 7)
ox ox o HB(0,1) or ox £2(0,1)

para todo @« < B < 1+ «a. Por (4.64), para todo ¢ < 7,t < T, la primera norma esta
acotada mientras que la segunda tiende a cero cuando 7 — t porque u* € C([o,T ];Zsa).
Por lo tanto, D2u* - € C((0,T);Dy). Ademss, D2uF - € C'((0,T); L2(0,1)). De hecho,
A(t)uF € C((o,T); L?(0,1)) y por (4.61) A(t)u* € L ((0,T); H?(0,1)) para cada 3 € (0,1 + ),

por lo que aplicando de nuevo la estimacién de espacios de interpolacién, en particular ob-

tenemos que A(t)uf € C((o,T]; H'(0,1)) y en consecuencia uf € C((o,T]; H'(0,1)). Luego,
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0%uf - = DYuf -n € C((o,T]; L?(0,1)), y se verifica la condicién (111).

Podemos aplicar ahora la Proposicién 16 al problema (4.54) para obtener que 9%u” -1 satisface

la identidad integral
(0%u® - ) (z,t) = G(t, 0) (0% - n)( / G(t, 7)F*(z,7)dr. (4.66)

Consideremos 79 € (0,1 + «). Dado que 0%u* - € L?(0,1) y F* € L'(0,T; L*(0,1)), por

(4.26), Teorema 14 y (4.66) se sigue que

[CRTEIIon < cf| @m0

— a, k . .
H7(0,1) = H(a U 77)( 7t)‘ HWO(%,w*) [LQ(O’I)’ﬁa]%ﬁL

G(t,T)Fk(-,T dr

<c HG(t,J)(aaSDk : U)H[Lz(o,l),ﬁa} w C/:

@

t _ 0
—i—c/(t—T) T+a
L2(0,1) -

Usando la estimacién (4.60) obtenemos que para cada 0 < 5 < %

)H[LQ(O,l),ﬁa]i%

(1)

ct—o)” THa

o |loph - n‘

L2(0,1)

t —
o, k a k ¥ T+a 1
H(a “ '”)("t)‘ oy ST e flone ‘LQOW*)—'_C/U (t =) T (r — o) e dr luol (o)
- o, k o g} _ v -
— ¢t — o) Tia [|0% ‘Lzow*)Jrc(t_a) o B <1+ 1 1+a> [to | v 0,1)

donde B es la funcién Beta dada en la Definicién 2.

Por la Proposicién 11 y (4.50) tenemos H@"‘cpkHLQ(O’w*) < cH«p’“HOHQ 0wy < clluelly ge(.w.)

para k suficientemente grande. Entonces,

@m0

__J0_ jalmielo}
o <[ T ooy + (8= ) T ol ] (467

Aplicando (2.10) y [8, Proposicién 2.1] deducimos que

_ 0
<c(t—o) Tre HUUHOHQ(O,I) : (4.68)

H(Dguk ' n)(.7t)HH“fO(O,1) -

Como 7 es suave, podemos aplicar (4.67) cambiando 7 por 7' para obtener

_ 0
<ct=o) e uoll, gogo) - (4.69)

DO{ k' (. t‘
Dz 1) 1) ot

Entonces, combinando (4.68), (4.69) y Proposicién 10, deducimos que para todo 0 < v < «

|(Gzeeetn) o

+||@sa ()

0
_ D;‘uk-n)(»t)’
HY(0,1) H&v

HY(0,1) HY(0,1)
iy
c(t — o) Tra HuUHOHQ(O’l) .
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Por lo tanto, por (4.14),

_ 1ty
|a@ut.) et = o) 7% gl ooy (4.70)

#(30)

Finalmente, puesto que la norma es débil semicontinua inferior, deducimos que

JA@UC )12 (5.0) < [ 4@ D)

B e
H(5.w*) < elt = o) lollgmaon

donde ¢ = ¢(a, b, M,e,w,T,~). Dado que € y w son niimeros arbitrarios, obtenemos (4.49).

O]

A partir de los resultados anteriores, presentamos a continuacion un lema de regularidad local

de la solucién de (4.18).

Lema 9. Sean a € (%, 1), v € 250“ y v la mild solution de (4.18) obtenida en el Teorema 183.

Entonces se cumplen los siguientes resultados:
1. Existe > % tal que

v e LE(0,T; HPHT(0,1)) y 8%, € L§S.(0,T; HY (0,1)). (4.71)

loc
2. Ademds, existe 3 > % tal que

v e C((0,T); HXF(0,1)) y 8%, € C((0,T); Hp (0,1)). (4.72)

loc
Demostracion. 1. Sea 8 € (%, a). Por definicién de mild solution
o(z,1) = G(t,0)vo(a / G(t, o) f (2, 0)do. (4.73)

Queremos aplicar el Teorema 14. Para ello, consideremos 0 < ¢ < w < 1, apliquemos el

operador A(t) a (4.73) y estimemos su norma
t
[A@) 0l 118 e ) < IA@)G(E; 0)voll s ) +/0 [A@)G(t,0) f (- 0) | o o ) do-
Adicionalmente, sea o € [0,7] y denotemos w(x,t) := G(t,0) f(x, o). Entonces,
0
wi(z,t) = 2. G(t,0)f(z,0) = AR)G(t,0)f(z,0) = A)w(z,t) ¥

w(z,0) =G(o,0)f(x,0) = f(z,0).
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Por tanto, por Teorema 14, Lema 8 y (4.27), se sigue que

t
[A@) ]| 6 .y < JAR)G(E, 0)vol| s e +/0 [A)G(E, 0) f(- o)l g (e ) do

t _148
< e |G 0ol 20 5 +c/0 (t— o) ta (s ) ooy dor (4.74)
1

+a

_ B I+a a2
< ct THa HvoHﬁa + - ﬂt Tta HfHLOO(O,T;OHa(O,l)) .

Por lo tanto, por (4.14) se sigue que 0“v, € Lj. (0,7 H

loc

Por otro lado, puesto que v(-,t) € Dy para cada t € (0,T), existe w(-,¢) € oH™*(0,1) tal

(0,1)) para todo 1 < 8 < a.

que

v(z,t) = w(x,t) —w(l, t)z”

de donde, w,(-,t) € H*(0,1). Ademads, dado que %Dgxo‘ = 0, se sigue que A(t)v = A(t)w, por
lo que 0%wg(-,t) = 0% (-,t) € cH

loc

(0,1) para todo % < B < «. Por lo tanto, aplicando Lema 1,
deducimos que w, € LS (0,7} . H’™(0,1)). Finalmente

loc

H/UCC(')t)HHﬁJra(s,w) < sz(‘vt)HHﬁ+a(s’w) + Haw(l,t)ﬂjailqu_,'_a(E’w) (475)

y teniendo en cuenta que 21 € H*%(¢,w), deducimos que v, € L (0, T} Hlﬁj"‘(o 1)), con lo
cual (4.71) queda demostrado.
2. Notemos que v € C([0,T]; D, ) debido al Teorema 13. Dado que para todo 0 < e <w <1
y para cada 0 < 3 < f3 se verifica
HITOH (e, w) = [H' (e, w), HPH (6, 0)

i

@]

podemos estimar como sigue aplicando el teorema de interpolacién ([19, Corolario 1.2.7])

B
(-, 1) — v('77)||Hﬁ+a+l(€7w)§c [v(-t) —v(, T )HH1+a (e.w) HU( t) — U('77)||Zﬂ+a+l(57w) ’

_ El
donde ¢ = ¢(, 5, ¢). Por lo probado en el apartado 1, existe 5 > % tal que ||v(-,t) — v(-, 7')”;}5+a+1(€ )
B
estd acotada en cada intervalo compacto contenido en (0,77, y ||v(,t) — v(-, T)HHlff&(8 ) tiende
a cero pues v € C([0,T]; D). Concluimos que v € C((0,T7; Hlﬁojpra(o 1)).

Para obtener la regularidad de 0%v, observemos que paracada0 <e<w < 1,0<7<t<T

y cada 0 < B < f3, aplicando nuevamente el teorema de interpolacién obtenemos

Rb\
[l

10%02 (1) = 0% (s )| 5o ) < €002 (5 8) = 0% (57 g (0.1 19702 (1) = 0%0s (s ) sy -

76



Cap. 4 Secc. 4.1

_B
1-5
0,

De nuevo, por lo probado en el apartado anterior, ||[0%v(-,t) — 8a1}$(-,7')HL2(

1 tiende a cero

cuando 7 — ¢, mientras que [|[0%v; (-, t) — 00y (-, T) estd acotada en cada intervalo com-

z
1 :
pacto contenido en (0, T]. Por lo tanto, podemos elegir 3 > % tal que 0%v, € C((0,T]; Hl[ic((), 1)).

O]

Para concluir esta seccién, aplicaremos el Lema 9-2, para establecer el siguiente resultado de
regularidad adicional, necesario para utilizar un principio del maximo, que nos permitira probar

existencia y unicidad de solucién al problema de Stefan fraccionario.

Corolario 7. Bajo las hipotesis del Lema 9, para cada o € (%, 1) existe [ > % tal que para todo
0 <e<w<1 se tiene que
Uy € C((Ov T]’ Ha+,8(57 w))

Demostracién. Por Lema 9-2, existe 8 > % tal que v € C((O,T];HHQJFB(O,I)). Luego, por

loc

Proposicion 10

[0z, 8) = ve (s Tl grass e wy < elloCst) = v Tl gisassey = 0, cuando t — 7.

4.1.6. Existencia de una solucion clasica al problema de frontera mévil

Demostraremos a continuacién un resultado de existencia y unicidad de solucién al problema
de frontera mévil (4.13), probando primero que la mild solution v obtenida en Teorema 13 es una

solucién de (4.18) y utilizando luego la relacién (4.15).

Teorema 15. Sean b > 0 y a € (%, 1). Supongamos que s satisface (4.14), y vy € 75(” donde
vo(z) = up(bz). Entonces, existe una tunica solucion u a (4.13) tal que u € C(Qs1), ut, %Dg‘u €
C(Qs1), y para todo t € (0,T], u(-,t) € AC[0,s(t)], ue(-, 1), %Dg‘u(-,t) € L?(0,s(t)). Ademds,

eriste > & tal que para todo t € (0,T] y 0 < e < w < s(t) resulta uy(-,t) € H* (e, w).

Demostracion. Sea v la mild solution de (4.18) dada por Teorema 13. Por hipétesis vy € Dq.
Entonces, por Teorema 13, v es Unica y v € C([O,T];ﬁa). Dado que v(-,t) € Dy para todo
t € [0,T], v satisface (4.18)-(i7). Por otro lado, por Lema 7, v verifica (4.18)-(7). Ademds, por
definicién de la familia G(t, o) y la regularidad de v se tiene que v(x,0) = vo(x). Por lo tanto, v

es una solucién de (4.18).
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Por otro lado, v tiene la regularidad dada por Lema 9 y Corolario 6. En particular, v €
C(]0,1] x [0,T7]). Adicionalmente, por Corolario 7 existe 5 > % tal que, para 0 < ¢ < w < 1,
Uy € C((OaT];Ha+ﬂ(€7w))'

Definamos u(z,t) = v (ﬁ, t). Entonces, u es solucién de (4.13). Teniendo en cuenta que v €
C([0,1]x[0,T7) y (4.14), se sigue que u € C(Qs 7). Por otro lado, dado que v, € C((0, T]; H* (e, w))
para todo 0 < € < w < 1, tenemos que ug(-,t) € H* P(e,w) para todo t € (0,T] y para
cada 0 < ¢ < w < s(t). Ademds, sabemos que v € C([0,T],D,). Entonces, deducimos que
u(-,t) € AC|0, s(t)] para todo t € [0, ].

Observemos que por Proposicién 11 tenemos que B%Dg‘v(',t) = 0%g(-,t) € L?*(0,1), para

todo t € (0,T]. Entonces, si definimos p = Ok

o (e D80) 020)

y por (4.14) deducimos que w(-,t), aazDO‘ (-,t) € L?(0,s(t)), para todo t € (0,T]. Ademés,

0
= D2 =
= Du(e, 1)

por Lema 9-2 tenemos que 8%v, € C((0,T); H.

loc

0%, € C((0,1) x (0,T7). Por lo tanto, 0%u, € C(Qs 1) y concluimos que B%Dgu,ut € C(Qs1)-

(0,1)), de donde, por Teorema 3 se sigue que

Probaremos ahora la unicidad de solucién. Sean u;, uz soluciones de (4.13) con la regularidad
dada en el teorema. Definimos u = u; — ug. Entonces, u es una solucién de (4.13) para ug = 0.
En consecuencia, si en la ecuacién (4.13)-(i) multiplicamos por u, integramos sobre @, para

0 <ty <T,y aplicamos el Teorema de Fubini, obtenemos

to to  ps(T) 9
/ / (x,7) - u(x,7)dedr — / / —DO‘ ,7) - u(z, 7)dedr =0
1 t() to
2/ / (z,7) del‘-l—/ / ——Da ,7) - u(z, 7)dedr =0 (4.76)
s 1(3:

1 (tO) 9 8 N
2/0 lu(z, to)| dw+/0 (—&CDx (‘,t),u(',t)> dr = 0.

De (4.9) deducimos que

(- e DBu0.0.0)) = calla O s (.17

H 5 (0,5(0)]

donde ¢, es una constante positiva que depende de «. Entonces,

1 [s(to) to o
0= / |U(xat0)‘2d1’+/ <—Da (1), u(-,t)) dr >0 (4.78)
2 0 0 ox
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1 s(to)
de donde 2/ lu(z, to)|*dz = 0. Por lo tanto, dado que u € C(Qs.1), se sigue que u(-, ty) = 0.
0
Siendo 0 < tg < T un numero arbitrario, resulta que u = 0, y luego u; = us.

O

4.1.7. Existencia de una solucion clasica al Problema de Stefan con condicion

de Dirichlet

Retomemos el problema de Stefan fraccionario, es decir,

(Z) Ut — %Dgu =0, en QS,T

(i7)  w(0,t) = 0,u(t,s(t)) =0, te(0,7),

(4.79)
(v31) u(z,0) = up(z) >0, 0<x<s(0)=0b,

(iv) s(t)=— xﬁh’sr(rz)i(Dgu)(x, t), te (0,7).

Observacién 22. Notemos que, de [26, Proposition 2.9/, si u es la solucion de (4.79) dada por
el Teorema 15 para una funcidn fija s, deducimos que DSu(-,t) € C(0,s(t)], para todo t € (0,T],
y luego 11’131) (DSu)(x,t) = DSu(s(t),t) estd bien definido para todo t € (0,T).

T—s(t)™

En esta seccién, hallaremos una solucién al problema (4.79) combinando un teorema de punto
fijo con las soluciones de (4.13) obtenidas en el Teorema 15 para cada s que verifique (4.14).
Previamente, necesitaremos establecer algunos resultados. Uno de ellos corresponde a un principio

del maximo para la ecuacién gobernante en (4.79). Comencemos con un lema auxiliar.

Lema 10. /26, Proposicion 2.9] Sea f : [0,L] — R absolutamente continua en [0, L]. Si existe
8> % tal que para todo € € (0,L), f € H*"B(e, L), entonces DS f es continua en (0, L] y

1. St f alcanza su mdzimo en xo € (0, L], entonces D f(xo) > 0. Ademds, si f no es constante

en [0, o], luego D2 f(xzo) > 0.

2. Si f alcanza su minimo en xg € (0.L], entonces DS f(xo) < 0. Ademds, si f no es constante

en [0, 9], luego D2 f(z0) < 0.
Continuamos con un resultado donde requerimos la regularidad obtenida en el Corolario 7.

Proposicién 20. [26, Proposicion 2.10] Sea « € (0,1), y f : [0, L] — R una funcion absoluta-
mente continua tal que existe B > % con f' € H*™B(e, L) para todo € > 0. Entonces d%Dg‘f es

continua en (0, L] y
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1. Si f alcanza un mdximo local en xo € (0, L) el cual es un mdzimo global en [0, zo], entonces

(L D2f)(z0) < 0. Mds ain, si f no es constante en [0, zo], entonces (4D f)(zg) < 0.

2. Si f alcanza un minimo local en x¢ € (0, L) el cual es un minimo global en [0, z¢], entonces

(%Dgf) (o) > 0. Mds atn, si f no es constante en [0, x|, entonces (%Dgf) (zg) > 0.

Demostracion. Veamos primero que %Dg f es continua en (0, L]. Para ello, tomemos z1,x €
(0, L). Supongamos que z1 < x (el caso = < x es andlogo). Notemos que paracada0 <e <y < L

se verifica que

r-a) (202 ) = 4 [w-prwas 1 [w-pree

- /f(y =) (p)dp + CZ, /j(y —p) [ (p) — f()]dp + f(e)y — &)

Denotemos 02 f(z) := F(ll_a) 4 *(x —p)~*f(p)dp. Entonces, para ¢ € (0,21) tenemos que

d d

%Dgf(x) - @Dgf(%)

+0(L— o) [02[f" = f(e)(w) = 02[f = f(e)@)| + [ ()] [(z1 — &)™ = (x — ) ™.

I'l—a)

<o [t @ p )]y

El primer término del lado derecho tiende a cero cuando z — x; puesto que la convergencia bajo
el signo integral es uniforme. Por Corolario 2 tenemos que
1 x

L= =) = 1“(1—04)/5 (@ —p)~°[f' = f(e)ldp € oH' P (e, L),
En consecuencia, deducimos que 02[f'— f'(¢)] € HP(e, L) < C|[e, L]. Por lo tanto, queda probada
la continuidad de %Dg‘f en (0,L).

A continuacién probaremos el apartado 1. El apartado 2 se demuestra de forma andloga.
Definimos g(z) := f(xo) — f(z). Notemos que, por los Sobolev embeddings ¢’ € C%7[e, L] para
y=a+ 08— % > « para todo € > 0. Entonces, para cada 0 < ¢ < z < zg podemos estimar como

sigue
|9'(2)] = |g'(z) — ¢'(w0)| < clz — wo|” (4.80)

|z — x0T (4.81)

x0 , c
r) < dp <

g()_/m !g(p)!p_,Hl

Teniendo en cuenta estas desigualdades, podemos derivar bajo el signo integral como sigue

(e029) ()= gy i 0 =0 0= g5 [ =
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y por (4.80) deducimos que el limite es cero. Aplicando integracién por partes vemos que

<ddeé"9> (o) = ‘ﬁ /0 (0= p) "9 (P)dp =

« ;
———— lim + +

9(p) azg® 'g(0) | ala+1) /IO(
M=) s G-+ T —a) | T(1-a) Jo

y por (4.81) el limite es cero, por lo que

d a o )
7Da — a—1 0
<d:v wg) (@0) = Fr—gy®” 90+ )
iDa (zg) > 0, de dond iDO‘ (x9) <0
7Dz g ] (xg) >0, de donde 7Dz o) < 0.
Miés atin, de la igualdad anterior, deducimos que si f no es constante en [0, xo| entonces
(L D2f) (z0) < O. O

Continuamos con un principio del extremo débil para la ecuacién de difusién fraccionaria.

Teorema 16. [26, Teorema 2.15] Sea u una solucion de la ecuacion

0
Up — %Dg‘u =f en Qsr

tal que u € C(Qs,1), ut, % Déu e C(Qs1) yul(-,t) € AC[0,s(t)] Vt € (0,t). Supongamos también

que s verifica (4.14) y u satisface la condicion de regularidad local
1
38 > 5 tal que, para cada t € (0,T) y cada 0 < e < w < s(t), uz(:,t) € Ho‘+6(€,w). (4.82)

Entonces u alcanza su mdzimo en OU's 7 si f <0, y u alcanza su minimo en OU's 7 si f >0,

donde OU's 7 denota la frontera parabdlica de Qs 1, dada por

0vs,r = 71 U2 Uns,
cony1 ={(0,t):0<t<T} v2={(2,0):0<2x<s(0)=0b} yy3={(s(t),t) : 0<t <T}.
Demostracion. Demostraremos la primera afirmacién por el absurdo. Supongamos que existe un
punto (zo,t0) € Qs \ s 1 tal que méxu = u(zg,ty) > gllﬂéxu := M. Dado € > 0, definimos
s, T

s, T
v(x,t) = (u(z,t) — M)e . Entonces, (zo,t) es el mdximo de v en Q51 y ademds

v(wo,to) = (u(zo,to) — M)e ' > 0.
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Por otro lado,

vy — gijv = —¢cv + fe,
ox
de donde
ve(xo,to) — 2ij?)(aco,tg) = —ev(zo,to) + fe° < 0. (4.83)

ox

Teniendo en cuenta que (x,tp) es un maximo, resulta que v(zg,tp) = 0 y por Proposicién 20

B%Dg‘v(:co,to) <0, de donde

0
7D§U(£C0, to) Z 0,

v (o, to) — o7

lo cual contradice (4.83), y por lo tanto u debe alcanzar su méximo en la frontera parabdlica.
Para ver que u alcanza su minimo en la frontera parabdlica si f > 0, basta con aplicar el caso

anterior a la funcién —u. O
Combinando el principio del maximo con el Lema 10, obtenemos los siguientes lemas.

Lema 11. /26, Proposicion 2.18] Sea u la solucion de (4.13) dada por el Teorema 15, para una
funcién fija s. Entonces (DSu)(s(t),t) < 0 para todo t € (0,T]. Ademds, si ug # 0, entonces para
todo t € (0,T], (DSu)(s(t),t) <O.

Demostracion. Por Teorema 16, u alcanza su minimo en la frontera parabdlica, por lo que u > 0.
Ademas, u alcanza su minimo en la frontera libre s, pues u(s(t),t) = 0. En consecuencia, la tesis

se sigue de Lema 10. O

Continuamos con resultados que establecen la no positividad de la derivada fraccionaria de

la solucién u en la frontera s.

Lema 12. /26, Lema 2.17] Sea u una solucion de (4.13)—(i) con la reqularidad dada en Teorema
15, y sea to € (0,T] tal que u(s(to),to) = 0 Entonces (DSu)(s(to),t0) <0 o u=0 en Qsy,-

Demostracion. Por el teorema 15 tenemos que

u(-,t) € AC|0, s(t)], para todos t € (0,77,

Uy (-, 1) € Ho P (e,w) para todos 0 < e < w < s(t),t € (0,T).

Ademas, u verifica la hipdtesis del Teorema 16, de donde alcanza su méximo y su minimo en

la frontera parabdlica. Puesto que ug(z) > 0 para todo z, el minimo de u es 0 y se alcanza en
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(s(t),t). Por lo tanto podemos aplicar el Lema 10, obteniendo que D%u(s(t),t) es continua en
(0,77, (DSu)(s(t),t) <0 para todo t € (0,T], y si u Z 0, (DSu)(s(t),t) <0 .

x

O

Lema 13. Sea u la solucion de (4.13) dada por el Teorema 15. Supongamos que s satisface

(4.14), y ug verifica

M
< < (0" — 2 b]. 4.84
donde M es la constante en (4.14). Entonces,
M
(Dg‘u)(s(t),t) > _77 te (07T)a (485)
Y
0% ulwt) € g () 2%, (0.1) en Q (1.86)
< u(z, _2F(1+a)5 z%), (x,t) en Qs .
Demostracion. Sea u la solucién de (4.13) dada por el Teorema 15. Definimos v(z, t) = ﬁw(sa(t)—

%),y w(z,t) = v(x,t) — u(x,t). Por hipétesis, u y v tienen la regularidad dada por el Teorema
16, por lo que w tiene la misma regularidad que u.

Por otro lado,

w(z,0) = v(z,0) — u(z,0) = 2I’(iw+oz)(ba —z%) —up(x) >0,
w(0,1) = v(0,1) — u(0, 1) = ﬂd‘ia)sa(t) >0,

y por (4.14),

0 o _ Mo e ran -

Por lo tanto, por Teorema 16, w > 0, de donde deducimos (4.86).
Observemos que

DE(s().1) = 3

(4.87)

Ademés, w(-,t) € H* (g, s(t)) para todo € € (0, s(t)), y w(-,t) alcanza su minimo en x = s(t).

Entonces, por Lema 10, DSw(s(t),t) < 0. Finalmente, teniendo en cuenta (4.87), deducimos que

D¢u(s(t),t) > Dov(s(t),t) = 5
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Para demostrar existencia de solucién al problema 4.79 por un teorema de punto fijo, haremos

uso de la siguiente condicién integral equivalente a (4.79)—(iv).

Proposicién 21. Sea (u,s) una solucion a (4.79) que tiene la reqularidad dada en Teorema 16.

Entonces, la condicion (4.79)—(iv) es equivalente a la siguiente condicion integral
b t s(t)
s2(t) = b* + 2/ zug(z)de — 2/ I'~u(s(r), 7)dr — 2/ zu(z, t)de. (4.88)
0 0 0

0 0<ax<h,
Demostracion. Supongamos que u satisface (4.79) y definamos h(x) = .

s7Hx) x>0

Luego, multiplicando la ecuacién (4.79)— (i) por x e integrando respecto a t en (h(z), t) obtenemos

t
zu(z,t) — zu(z, h(z)) = / I‘ﬁDgu(l’,T)dT
h(x) oz

Integrando dicha igualdad respecto de x en (0, s(t)), y luego aplicando el teorema de Fubini e

integrando por partes, deducimos que

s(t) s(t) s(t) pt 9
/ xu(w,t)dx—/ xu(x,h(x))dw—/ / x—D%u(z, 7)drdx
0 0 0 Jnw O

s(t) b t t st
/ xu(az,t)dx—/ zu(z,0)dx :/ s(t)Dgu(s(r), 7)dr —/ / D¢u(z, 7)dadr.
0 0 0 0o Jo

Por otro lado, de (2.12) resulta

[ euteae— [ a0z = [ stmpruisemar— [ 1oatsner @5

0

Recordemos que, por Observacién 22, la condicién (4.79)—(iv) viene dada por §(t) = —D%u(s(t), ).
Aplicando dicha igualdad en (4.89) obtenemos que

/OS(t) ru(z,t)dr — /Ob zu(z,0)dr = — /Ot s(m)i(r)dr - /t Iouls(r), rydr

0

o(t) b L1t v
/ f”“(%t)diﬁ—/ zu(z,0)dr = —/ 5 () T—/ I u(s(r),7)dr
0 0 0 2t 0

s(t) b 204) _ 12 t
/ xu(x,t)da:—/ zu(z,0)dxr = —L —/ IliaU(S(T),T)dT,

0 0 2 0

de donde se deduce la condicién (4.88).

Por el contrario, si suponemos que el par (u, s) verifica (4.13) y (4.88), derivando ambos lados

en (4.88), usando (4.13)—(74), y haciendo integracién por partes obtenemos
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s(t) s(t)
25(t)s(t) = =21 2/0 zug(z, t)de = =21 " %u(s(t),t) — 2/0 ac;ng‘u(x,t)d:c

= —2rty( 2< / D%u(z,t)d )

Luego, por (2.11),

25(t)§(t) = —2I' " %u(s(t),t) — 25(t) Dlu(s(t), ) + 2I' ~u(s(t), t)
(4.90)
— 25(t) D2u(s(t) 1),
de donde, por (4.14) se deduce (4.79)—(iv).

O]

A continuacién, queremos aplicar la Proposicién 21 para obtener un resultado de dependencia
monotona respecto de los datos para el problema (4.79). Para ello, necesitaremos el siguiente Lema

de Gronwall generalizado.

Lema 14. [9, Teorema 2.1] Sean p > q > 0, x(t) y h(t) funciones reales continuas no negativas
definidas en I = [0,00), y sea n(t) una funcion continua positiva no decreciente definida en I. Si

se cumple la siguiente desigualdad
t
aP(t) < nP(t) —l—/ h(s)x%(s)ds, Vtel,
0

entonces

2(t) < n(t) [Hpq 0 h(syn= =D (s)ds|, Vtel.

Teorema 17. Para i = 1,2, sean s; funciones tales que verifican (4.14) y u® las soluciones de
(4.13) dadas por el Teorema 15, correspondientes a s;, b; y uf). Si by < by y ucl] < u%, entonces

para cada t € [0,T] resulta s1(t) < sa(t).

Demostracion. Consideremos dos casos.

Caso 1: by < by, ul < ud y u} # ud en [0,b].

Supongamos que existe ¢ € [0, 7] tal que s1(t) > s2(t). Definimos tg = inf{t € [0,T] : s1(¢) =
s2(t)}. Por hipétesis, s1(0) = by < ba = s2(0) y s1, s2 son funciones continuas en [0, T]. Entonces,
to estd bien definido y tg > 0.

Por Teorema 16, la funcién v := ug — uy verifica que v > 0 en Qs, 1,. Ademas, por definicién

de to, s1(to) = s2(to), de donde v(s1(tp),to) = 0. Por lo tanto, por Lema 12 tenemos que v = 0
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en Qs, 1, 0 D2v(s(to),to) < 0. Por hipétesis, uj # u2, de donde v # 0. Entonces,
0> (ng)(s(to),to) = (Dg‘UQ)(S(to),to) - (Dgul)(s(t()),to) = Si(to) - S.Q(t()), (4.91)

y por lo tanto s1(tg) < Sa(tp). Por otro lado, de la definicién de ¢y, s1(t) < s2(t) para todo
t € [0,t0) v si(to) = sa(to), de donde $1(tp) > $2(to), lo cual contradice (4.91). Por lo tanto,

s1(t) < s2(t) para todo t € [0,T].

Caso 2: b; < b, u(l] < ug.
Queremos aplicar el caso 1. Para ello, consideremos d > 0, y ug una funcién suave en [0, by + ]
tal que
ug =0, en [bz + g7b2 +5] , ug > u%, en [0, by],

méx (ud(z) —ud(z)) =4, méx  ud(x) = 6.
x€[0,b2] xe[b27b2+g]

9. s5) la solucién a (4.79) correspondiente a los datos by + d y uf.

Denotemos por (u
Por Caso 1, tenemos que s1 < S5y S2 < s5. Ademés, por Proposicién 21 deducimos que
b2

ba+3
s2(t) — s3(t) = 20by + 6% + 2/ zud(z)dz + 2/ z(ud — ud)(z)dx
b 0

+ 2/0 [Il_au2(32(7'), T) — Il_au6(85(7), 7)|dr

s2(t) s5(t)
- 2/ z(u® —u?)(z, t)dz — 2/ aul (z,t)dz.
0 s2(t)

Por otro lado, por Teorema 16 tenemos que u® > 0, u® — u? > 0. Ademds, ||uf — U 150 (0,6) = 9,

y por lo tanto,

s3(t) — s3(t) < 20bg + 6% 46 <b25 + if) +b36 +2 /t[IlaZLQ(SQ(T), 7) — "0 (s5(7), 7)]dT.
0
(4.92)
Notemos que,

$207) 4 2(x, T w(x, T

B(7) i=I'"""u?(s3(7),7) — I'""u’ (s5(7), 7) < F(ll_ a) [/0 (32(7() - a);)oz - (32(7() - ;)adx
52(7) u®(z,7) B u®(z,7) .
e e e
y por (4.86) y Observacién 19,
Mo o M(by+ 06+ MT)®
OSU(S(J%T)Sm(S(s(T)*?ﬂ ) < T (1 + o)
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Ademés, sabemos que so < s;5 v u? < u°, por lo tanto

M(by + 6 + MT)®

2I(1 + a)T'(2 — @) (s5(7) = s2(7))" ™ (4.93)

B(71) <

Adicionalmente,
202(55(t) — s2(1)) < (s6(t) + 52(1))(36(t) — 52(1)) = 53(t) — 53(1).- (4.94)

Combinando (4.92), (4.93) y (4.94), obtenemos

by & & 52>+M(b2+5+MT)0‘

—s2(t) <O (14 o 4+ 5+ 5+ o
Sg(t) SQ(t)_6< + 2 +2b2+2+862 bQP(1+a)F(2—a)

/0 (55(7)—sa(r))\~dr. (4.95)

Podemos aplicar la desigualdad de Gronwall generalizada dada en Lema 14 con x(t) = s5(t) —
so(t), n(t) =06 (1 + %2 + % + % + %), h(t) = %, p=1yq=1-aq, al lado derecho

de (4.95). Entonces,

by & 5 &2
— < 1 = - — -
ss(t) — sa(t) < (5( + 5 + 5, + 5 + 8b2>
ol ( by & 5 &2 >1‘“ M(by + 6 + MT)"

e T R
T2t e, Brrareoa)

con lo cual

+om ot

by 6 5 &
2 " 2hy 2 8hy

s1(t) < ss(t) < s9(t)+ 9 <1 +

_ b 5 5 82\ M(by+ 5+ MT)° (4.96)
+ad™ <1+2+2b2+2+8b2) Tl + T2 —a)
Finalmente, haciendo § — 0, se sigue que
s1(t) < so(t), Vte[0,T].
O

De Teorema 15 y Teorema 17 se deduce el siguiente resultado de unicidad.

Corolario 8. Eziste a lo sumo una solucion a (4.79) en la clase de funciones que satisfacen las

hipotesis de regularidad del Teorema 15.

Demostracion. Sean (ui,s1), (uz, s2) soluciones a (4.79). Entonces, u;, us son soluciones a (4.13).
Puesto que s1(0) = s2(0) = by u1(z,0) = ua(x,0) = wup(x), por Teorema 17 se deduce que
s1 = sg. Por otro lado, por Teorema 15 existe una tnica solucién a (4.13) para una funcién s

dada. En consecuencia, u; = ug, y por lo tanto la solucién a (4.79) es tnica. O
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Finalmente, estamos en condiciones de probar el resultado principal de existencia y unicidad

de solucién al problema (4.79).

Teorema 18. Sean b,T > 0, o € (%,1), up € oH'T¥(0,b) con ug > 0 y up(0) = ug(b) =0, y

vo(z) = up(bx) tal que vy € D,. Ademds, supongamos que existe una constante positiva M tal
que,
(@) < 0 %), me 0,4, (4.97)
=M1 +a)

Entonces, erxiste una tnica solucion (u,s) al problema (4.79), tal que s € C%1([0,T]), 0 <
$(t) < M para todo t € (0,T), u € C(Qs1), ut,%Dgu € C(Qs1), y para todo t € (0,7,
u(-,t) € AC|0, s(t)], ut(-,t),a%Dg‘u(-,t) € L2(0,s(t)). Ademds, existe B > % tal que para todo
te(0,T) y0<e<w<s(t) resulta uy(-,t) € HY P (e, w).

Demostracion. Queremos aplicar el Teorema de punto fijo de Schauder. Para ello, haremos uso
de la condicion integral dada en Proposicion 21 para definir un operador P apropiado.

Consideremos el siguiente conjunto
¥ i={scC0,T]:0<s< M,s(0) =b}.

Notemos que ¥ es un subconjunto compacto y convexo del espacio de Banach C[0, 7] respecto

de la norma del méximo. Entonces, para cada s € ¥ definimos

(Ps)(t) = <b2 ) /O t Dgu(s(f),f)s(f)dff , (4.98)

donde u es la tnica solucién de (4.13) dada por Teorema 15.

Veamos que P : ¥ — X. Sea

H(t)=b* - 2/0 D¢u(s(1),7)s(T)dT.

Entonces H(0) = b? y por Lema 11 H'(t) > 0 para todo t > 0. Luego Ps esté bien definida y
de la regularidad de u deducimos que Ps es una funciéon continua. Por otro lado, de Lema 13

tenemos

0 < (Ps)(t) = 2Pz uls(t). Ost)

t
SET < (4.99)

M b
—(b+MT)<M €§T<—.
o 0T MD) <M ST < 5
Luego Ps € .

Nos falta probar que el operador P es continuo en la norma del maximo. Para ello, comencemos

por reescribir a Ps usando la relacién (4.89):

1/2

(Ps)(t) = (b* +2j(t)) (4.100)
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donde
b t s(t)
J(t) :/ xuo(x)dx—/ Ilo‘u(s(T),T)dT—/ zu(z,t)dz > 0. (4.101)
0 0 0

Definamos s1,52 € X ¥ Smin(t) := min{si(t), s2(t)}, Smaz(t) := max{si(t),s2(t)}, ¢ : [0,T] —
{1,2} con i(t) = 1 8i Spax(t) = s1(t) y i(t) = 2 en caso contrario, y sean uj, ug soluciones de (4.13)
dadas por el Teorema 15 correspondientes a $1 y s2 respectivamente, y v(x,t) := ui(x,t) —ua(z, t).

Entonces, v satisface

Z) vt - %ng = 07 en Qs'minyT
i) v(0,t) =0, te(0,7),
i) v(smin(t),t) = (=1 Oy (spmin(t),t) t € (0,T),
iv) wv(z,0) =0, 0<z<b.

Por Teorema 16, v alcanza su maximo y su minimo en la frontera parabdlica, por lo que,

max |v| < max |w;p (Smin(t), )],
T| ‘_tE[O,T]| z(t)( mm() )’

Smin»

y aplicando (4.86), obtenemos que

A < ——— ma T(t) — s§(t)]. 4.102
mix o] < greros i Js5(0) — s5(0) (4.102)

Observemos que, por (4.101),

(b2 + 2j1 ()2 > b.

En consecuencia, usando la estimacion real

d —c < L_r(d—c), para 0 < ¢ < d, (4.103)

resulta que

|(Ps2)(t) — (Ps1)(t)| = \(62 +2j2(1))"* = (0 + 2j1(t))1/2( < 2t = h M)

2b
1 . 1—
< 5 (/0 |1I" " Yuy(s1(7), 7) — I' "“ug(sa(1), 7)|dT (4.104)
s’min(t) Smaz(t)
+/ x!v(m,t)|dx+/ wui (v, t)dz
0 Smin ()
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Notemos que,

D(1 — )T %ug(sa(7), 7) — I' "%y (s1(7),7)| =

< /osmm St ) e =) (G =2~ G o7

M Smaz () s (1) — 2 Smin(T) |v(z, 7)]
Trita) /smm Gmac(r) — )7 /o Gmin(r) )"

M smin(T) N 1 1
Sortira ) ) =) <<smm<f> "2 o) = x)@) d
M /Smaz (1) S%w (7.) _ a
2F(1 + a) Smin(T) (Smaaz(T) - )a
M

Smin(T)
T ey i s (7) = 5(7) [ mintr) =)

+ dx

=: F1 + F> + Fj.

(4.105)

X
Smin(T)

Aplicando la sustituciéon w = en F1, y usando de nuevo (4.103), resulta que

M ! @ % (7)Y 1 _ 1 s (7
R = onrray ) (omas)” = oma(r)) <<smm<f> " wimin () (s (1) wsmmm)a) min{

~array [ ((2=0) ) (0w (220 ) o
< ety o oo (2 ) (1w (2 ) o

e A (s R RR = et B P

< ety [ et = (228 - 0) 20 -0 it
= 2Fgﬂj@)(smm(r) ~ Smin(7)) /0 "0t (1 - w) P dw

= 2FzﬂjOé)(sm(r) — Smin(7))B(a, 1 — @)

~ iy Bman() — smin( ) =

< Wﬁé’ﬁ s1(t) — sa(0)).

Por otro lado, por (4.14) y (4.103), es facil ver que F» y F3 en (4.105) estan acotados por

max |s1(t) — s2(t)| como sigue
mix [31(1) = 52(0)] como sigue.

M(b+ MT)«
Fy < i max t) — min t ;
S T ar(a) |$maz(t) — Smin(t)]
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M(b+ MT)—«
F: max t) — min t)|.
3—b1 a( —Oé)F( )tIEI?OT]’S () S ()’
Por lo tanto, si ¢ = méx { MF(21 _a), ;‘ffﬁﬁfg));(_:) }, tenemos
D1 — )| I ug(s2(7), 7) — I'™%uy (s1(7), 7)| < ¢ MEX |Smae(t) — Smin(t)], (4.106)

te[0,T

Aplicando (4.86), (4.102) y (4.106) a (4.104), obtenemos que

|(Ps2)(t) — (Ps1)(t)]

1 cT
<\ maz(t) — Smin(t
_b< (1—a)te[0T]|S (8) = Sman ()|
Obea 1 Smi"l(t) M Smaﬂc(t)
o171 1 maz(t) — Smin(l d _ @ t) — 29d
+2F(1 + ) te[OT]| (£) = Smin )|/0 vdz + 2T(1 + o) /smm(t) T(Spaz (t) — 2%)dw

< T dx [sman(®) — Smin(?)]
~ b \I'(1-0a) te[OT] mazx mn

aMb* b+ MT)?

MAX |Smaz(t) — Smin(t)] +

Ms00(t) Smaz(t) — 8mm<t)2>

40(1 + o) t€(0,T] 21(1 + «) 2
1 cT aMb* Y b+ MT)?  Ms%,,.(t) Smaz(t) + Smin(t)
=3 e maz(t) — Smin(t
= b <F(1—a) * 4T(1 + «) 2T (1 + a) 5 >tg}3>;]!8 (t) — Smin(t)|
Concluimos que, para C = 3 (F(fa) + aMbZ;(ll(Jb:;yT)Q 4 M(SIJ:(J\I/IJ;AF;;M)’

[(Ps1)(t) = (Ps2)(t)] < Ctgfggg] [s1(t) = s2(8)]-

Por lo tanto, P es continua en la norma del méximo, y por Teorema del punto fijo de Schauder
se obtiene que para T < 2, existe s € ¥ tal que Ps = s y el par (u, s) verifica (4.13) y (4.88).
Aplicando Proposicién 21 deducimos que (u, s) es una solucién de (4.79) y la unicidad se sigue
del Corolario 8. Por lo tanto, probamos el resultado para T" < %. Podemos extender el resultado
para T > % mediante un argumento estdndar, considerando un paso de tiempo de longitud
ﬁ y tomando como condicién inicial el valor de la solucién obtenida en el paso anterior en el
punto ﬁ. Luego, por Teorema 15, en cada paso la condicién inicial es lo suficientemente regular

0

como para repetir los argumentos del primer paso. Més precisamente, sea (u’,s”) la solucién a

(4.79) para T = y consideremos un nuevo problema dado por (4.79) con u(x) = u®(z, 127)

2M’ Y

st(0) = bt := 50 (W) > b. Entonces u} satisface la hipétesis (4.97) debido al Lema 13, y podemos

repetir el razonamiento anterior obteniendo una solucién (u',s!) al problema (4.79) en [0, ﬁ]

Notemos que de la Proposicién 21 s? y s! verifican tanto la condicién de Stefan (4.79)—(iv) como
1

las hipétesis del Corolario 8, por lo que las soluciones (u°,s%) y (u',s') coinciden en la regién

{0 <2 <s%t) =s'(t — 157), 127 <t < 527 }. Entonces, podemos afirmar que el par (u, s) dado
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s0(1), 0<t< & u®(x,t) 0<z<s(t),0<t< &
por s(t) = y u(z,t) =
b b b b b b

es una solucién a (4.79) en Q). » y tiene la regularidad dada en el enunciado.
'2M
Finalmente, repitiendo este argumento k veces de forma tal que ﬁk > T, podemos obtener

una solucion (u, s) en Qg para (4.79), definiendo s : [0,7] — R y u : Qs 7 — R como sigue

; b b b .
S(t) = S <t — ZW) , para t - <Z4]\4, (1 =+ 1)4]\4:| N 1 = 07 ,k
(z,t) = u’ t—'i ara x € [0,5(t)], te€ aa ('+1)i 1 =0,...k
ul\x, =1U x, ’L4M , para x , S s Z4M, 7 AM s 1 =0U,...,K.

4.2. Soluciones autosimilares para los problemas de Stefan frac-
cionarios en el espacio
El objetivo de esta seccién es obtener una soluciéon exacta a cada uno de los siguientes pro-

blemas:

Encontrar un par de funciones u: Qs — Ry s: [0,7] — R con cierta regularidad tales que

ug(x,t) = %Dgu(m,t) 0<z<s(t),0<t<T,

u(0,t) = Uy > Up, 0<t<T,

u(s(t),t) = Up 0<t<T, (4.107)
s(0) =0,

5(t) = —xiirg)_ D¢u(z,t) 0<t<T.

Encontrar un par de funciones w: Qs — Ry r: [0,T] — R con cierta regularidad tales que

wt(x,t):%Dgw(:c,t) O<z<r(t),0<t<T,

Dew(0T,t) = —got " Tha  0<t<T,

w(r(t),t) = gm < go 0<t<T, (4.108)
r(0) =0,
r(t)=— lim Dw(z,t) 0<t<T.

x—r(t)”

Como primer paso, buscaremos una solucién autosimilar general para la ecuacion de difusion

fraccionaria

u(x,t) = %D%u(w,t). (4.109)
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Luego, estableceremos algunas propiedades referentes a dicha solucién, y finalmente obtendre-
mos las soluciones exactas para cada problema aplicando las condiciones iniciales y de borde

correspondientes a cada uno de ellos.

4.2.1. Soluciones autosimilares de la ecuaciéon de difusiéon fraccionaria

Comencemos con la busqueda de una solucién autosimilar para la ecuacién (4.109) a través
del método de las variables de similitud [4, 24, 36].

Supongamos que u = u(z,t) es una solucién a (4.109) y definamos

un(z,t) = u (i;) (4.110)

parabe Ry A > 0.
Antes de proseguir, notemos que si u es solucién de (4.109) y no depende de t, entonces
u(z,t) = c1x® + cg, para c1,co € R. En consecuencia, omitiremos este caso en el siguiente

analisis.

Proposicién 22. Sea u = u(x,t) una funcion tal que uy Z 0. Luego, u es una solucion de (4.109)

en [0,b] x (0,T) si y solo si uy es una solucidn de (4.109) en [0, g] x (0, /\1%) conb=1+q.

Demostracion. Definamos la funcién uy(x,t): = u(Z,t) donde T =5 y t = % Entonces
0 1
aux(w,t) = ut*(x,f)ﬁ. (4.111)
0 1
— =uz(Z,t)—. 4.112
L ual, 1) = sl ) (1.112)
DSuy(z,t) = A= DSu(Z, t). (4.113)
y
9 Dfuy(x,t) = )\_O‘_l2 D&u(z,t) (4.114)
oxr " ’ o~ r '
Luego, de (4.111), (4.112) y (4.114) se sigue que
9 9 «@ _\y—b, = —a—1 9 o, (=
au,\(x,t) ~ % DSuy(x,t) = X ug(z,t) — A %Dju(z,f). (4.115)

En consecuencia, si u es una solucién de (4.109) en [0,b] x (0,T), entonces para todo (Z,t) €

[0, %] X (O, /\1%) resulta que
0
T
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Por lo tanto, para que %u,\(a:,t) — 8% D¢uy(z,t) =0, debe ser

0= NP2, 7y — S DRu(@, ) = (VO @ 1) i, ) — o Du(a )

= (A - Dug(z, D),

de donde, puesto que u; Z 0, deducimos que A'T*® —1 =0y por lo tanto b = 1 + a.
O

Si tomaramos A = tT+a podriamos tener una expresion de u) en funcién de u reduciendo el

problema a una sola variable. Esto nos indica que la relacién —5— juega un papel importante en

tT+a

la ecuacién (4.109) para la busqueda de soluciones autosimilares. En consecuencia, consideremos
una soluciéon de la forma

0(2) := u(z,t), (4.117)

donde z es la variable de similaridad definida como

PR ——— (4.118)
tTHa
Aplicando la regla de la cadena se sigue que
0 z
= t) = ——0'(2). .
() = ~ et () (4.119)
y realizando la sustitucién w = —4— obtenemos que
tI+a
1 z o’ 1
9 poyte = 2 / W) ) =12 pege, (4.120)
Ox Oz \I'(1—a) Jo ¢7+a(z —w)e t 0z
de donde
0 0 1] =z 0
= = — — D¢ = —— ! —D? . 4.121
0= grute.t) ~ - Diulet) =~ | 1o 0() + 5200 (4.121)

Luego, 0 verifica la siguiente ecuacién diferencial ordinaria fraccionaria:

Z O apiy
Tl () + 5, D) =0. (4.122)

Reciprocamente, si 6 es una solucién de (4.122), podemos realizar el camino inverso y obtener

que u es una solucién de (4.109). Mas precisamente:

Proposicién 23. La funcion u es una solucion autosimilar de la ecuacion (4.109) si y solo si la

funcidn 6 definida por (4.117) con z definida por (4.118), es una solucion de la ecuacion (4.122).
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En consecuencia, para hallar una solucién autosimilar de (4.109), busquemos una solucién a
(4.122). Haciendo la sustitucién o(z) = 6(z), y usando la Proposicién 2.13, convertimos (4.122)

en la siguiente ecuacion

z
1+«

o(2) + 8% (2) = 0. (4.123)

De [14, Ejemplo 4.3] sabemos que una solucién a (4.123) esta dada por
o(z) = z*7'E 1<>—c2} iiﬂiif (4.124)
altgl 1+ " 1+a) 7’
con ¢ € Ry ¢, dado por (2.4).
Por lo tanto,
wlte »(n+1)(1+a)-1

=A+B a-lp =A+B
o) =4+8 [ v +( T+a )d“’ ! Z T A e DT =T

es una solucién a la ecuacién (4.122) para A y B constantes reales arbitrarias.

Observacidén 23. 0 es una funcion absolutamente continua, ya que 6(z / 0 (w

Por lo tanto, por Proposicion 2.13, % D%6(z) = 0*(6')(z2).

En adelante denotaremos por

1 w1+a
Ua('U)) = wa Ea71+é71 <_1—i-04> . (4125)

Del desarrollo anterior, tenemos el siguiente resultado, referenta a soluciones autosimilares

para la ecuacién (4.109).

Proposicién 24. Para cada A, B € R, la funcion u: R(J)r x (0,T) = R definida por
z/t
u(x,t) = A+ B/ oq(w)dw. (4.126)
0

es una solucion a la ecuacion (4.109).

Demostracion. La demostracién es una consecuencia directa de la regla de la cadena, la Pro-

posicion 2.13, y la siguiente igualdad que se deriva del Teorema 2 para m = 1 + é, =1y

N o1 p1+a 1 N xl—&—oe
(@ {P Bait <—1+Q>D<$>:‘1+J Barda (_1+a> (4.127)

O]
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Observacioén 24. Otro camino para probar que (4.126) es una solucion de (4.109) es el siguiente.
Primero, observemos que

1)n 2+ (1+a)-1

_ o on(—
u(x,t) —A+Bn§_:0(1+

(n+1)(14+a)—1 "7

" [+ 1)(1+a) -1t T
donde la serie del lado derecho es absolutamente convergente sobre comjuntos compactos en
& x (0,T). Entonces, podemos intercambiar derivadas parciales y el operador DS con la se-

rie, obteniendo que

a B ()" T((n+1)(1+a)—1) i+
Drule,t) = BZ:: I+a)"T(n+ 1)1+ a) —«) twv

14+«

(4.128)

0 = cu(=1)n D((n+1)(1+a)—1) gn(i+a)-l

— DSu(z,t) =B . —

Oz ; (I+a)" ' T((n+1)(1+ ) — a) uitat
)

n n(l+a)—1
Cp— 1 X
=5 Z (14 o) t(nﬂﬁza)—l ‘
Entonces, si denotamos Cq .y, 1= (C{j;;) — C"&%&%gijﬁ);)l), tenemos que

o 1 = O DG+DA+a) ﬁ T((j+1)(1+a)) nl((n+1)(1+a)—1)

1+a) TG+ +a) + ) L T((+ D1 +a)+a) T((n+1)(1+a) —a)

<
I
<.

[N

S

_ 1 I((j+1)(1+a) [1_n(1+a)F(n(1+a)) I((n+1)(14a)-1) }
(I+a) A T((G+1)(A+a)+a) T(n(l4+a)+a) T((n+1)(1+a)— alfa)

7=1
1T DG+ +a)) {1_ T(n(l+a)+1) F(n(l%—a)—i—a)}
(1+a) e NG+1)(14+ o)+ ) (n(1+ alfa)+a)T'(n(l+a)+1)
n—2
L((j+ 1)1+ «)) B
1+a 13 T((j+1)(1+a)+ )[1_1]_0’ e i

(4.129)

El resultado (4.129) se cumple para todo n € N, por lo que la funcion u es una solucién de

(4.109).

Continuamos con diferentes expresiones para la derivada DY de la solucién autosimilar general

obtenida en la Proposicién 24, que seran utiles mas adelante.
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Proposicién 25. Siu es la solucion autosimilar dada en (4.126), entonces

D%u(x,t) = B <P(f‘) - i enoy (=D)L anire) ) (4.130)

n(l+ o)+l nti-gg

0 equivalente,

o Bt T+a [T/tTFe wlte
— D¢u(x,t) = =Bl (a)t” T+a + / w*E, 1 (—) dw. (4.131)
0 k) a7

1+« 14+«

Demostracion. Usando el hecho de que

Fn(14+a)) P(n(14+a«a)+1) 1 M((n+1)(1+a) —a)

Cn = Cp—1 = Cn—

I(n(l1+a)+a)

y reemplazando la expresién anterior en (4.128) obtenemos

o BT (a) )" T((n+ DA +a) —1)  an0Fe
— Dyu(z,t) = ———— BZ 1+a n+1)(1+01)—0<)tM

tite R

Cp 1 n—1 n(1+a)

(14 «) "+1 B e

= —BT(a)t Tia +BZ

Entonces

Cp 1 n 1 xn(l—i—a)

1
1 + a ”+1 tn—i—l—H—a

— D%u(z,t) = —BT (o)t Tra +BZ

o« Bt Tra o/itta d [ (-1t
— —BU(a)t T+ < Gl yn(ite) | g
(@) LT +a /0 dw ;::1 n(l+ a)” v v

i /z/tlm 3 _1)n nt1)(14+a) 14,
1+« (1+a)

— —BI(a)t T + ek

__a Bt Tra m/t wlte
= —Bl'(a)t” e 4+ T+ a /0 wo‘Ea’Hi1 <_1+a) dw

1I‘(n(l +a)+an(l+a) nl+a)T(n+1)(1+a)-1)’

O]

Para cerrar la presente seccién, probaremos que la funcién o, en la solucién autosimilar dada

en (4.125) es no negativa en R™, para lo cual haremos uso del principio del méximo dado en el

Teorema 16.

Proposicién 26. Sea a € (0,1). Entonces la funcion o, definida en (4.125) es una funcion no

negativa en RT.

Demostracion. Notemos que 0,(07) = 400 y 0, € CH(RT). Supongamos que existe zg > 0 tal

que 04(20) < 0. Entonces podemos afirmar que existe un “primer valor” ¢ > 0 para el cual

97



Cap. 4 Secc. 4.2

oa(c) = 0. Ademds, de [13, Lemma 5.2] sabemos que la funcién de variable compleja E, | 1 (2)
es una funcién entera, por lo que tiene raices aisladas y podemos elegir un § > 0 suficientemente

pequeno tal que o4(z) > 0 para z € (0,¢), 04(2) < 0 para z € (¢,c+ 4] y

c+6
/ oo(w)dw > 0. (4.132)
0
Sea 0 < € < 1y consideremos las funciones s°° y u° definidas por
s0(t) = (c+0)(t+ &)=, t>0, parate (0,T) (4.133)
y
x/(t+s)1/(1+"‘)
/ oq(w)dw
uf(2,t) = u(w,t +¢) = 22 s para ,0 <z < s50(t),0 <t <T, (4.134)
/ Oo(w)dw
0
donde u es la funcién definida en (4.126) para A = 0y B = ———1——— . Entonces, si

c+é
/ Oo(w)dw
0

consideramos la regién
Quesp={(z,1):0<z <s(t),0<t<T},
y su frontera parabdlica
Ngesp =71 U2 U3,

donde y; = {(0,t) : 0 <t < T}, v = {(2,0) : 0 <z < 559(0) = (C—G—CS)&H%} y 3 = {(s2°(1), 1) :

0 <t < T} (ver Figura 4.2), resulta que u® es una solucién al problema de frontera mévil

(1) up — %Dgu(x,t) =0, 0<z<s0(),0<t<T,
(i) w(0,) = 0, 0<t<T,
(i) u(s*0(t),t) =1, 0<t<T,
) (4.135)
/ oq(w)dw )
(i) u(x,0) = HL—2H >0, 0<x<s90)=(c+d)eTra.
/ Oo(w)dw
0
Ademaés,
ua(x t) _ 1 i Cn(_1>n x(n+1)(1+a)71
’ 1 n _ n4l——L1_
0 o o o (4.136)
- 1 ( ) Z (_1)n <$l+a)
/C+6ga(w)dw (t+€)1+a = (1+a) n+1)(1+a)—1] t+e
0
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Figura 4.2: Region Q4.5 7 y su frontera parabolica.

La serie de potencias en (4.136) es absolutamente convergente en @ Entonces, u® €
C(m) y u® € C®(Qqes 7). En particular, u®, satisface las hipétesis del Teorema 16, por lo
que alcanza su minimo y su maximo en la frontera parabdlica 0v,e.s 1, y por lo tanto u®(z,t) > 0
para todo (z,t) € Qg0 p- Para determinar el méaximo, analizamos el comportamiento de u® en
la frontera parabdlico como sigue.

Sea fi(z) := u®(x,t). Entonces,

T
Oq ((t+a)1/(1+a))

c+0
(t +£)1/0+a) / 0o ()
0

siendo f{(z) > 0 en (0,c(t 4+ &)/ A+ y fl(z) < 0 en (c(t 4+ &)Y+ (e + ) (t + )/ H)) por
definicién de ¢. Concluimos entonces que f; alcanza su maximo sobre [0, (¢ 4 8)(t 4+ &)Y/(1+2)] =
[0,55%(t)] en el punto z = c(t + €)1+, Ademds, fi(c(t + &)/ (1F0)) > f,(s59(t)).

Por otro lado, si denotamos por & = c(t + 5)1/ I+ podemos afirmar que

/C Oo(w)dw
fi&) = v (&, 1) = = 05—
/0 Oo(w)dw

y luego, u® alcanza su méximo en Qs 7 en cada punto (&, ), para todo t € [0, T]. En particular,

= us(gt’)t,) = ft’ (gt/)) Vt7t/ S [OuT]y

u® alcanza su méaximo en (§o,0) € 0v4e.s 7. Denotemos por A := u®(&;,t), para cada t € [0,7], y
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observemos que A = uf(&;,t) > uf((s50(t),t) = 1,Vt < T.

Consideremos ahora la funcion

1+o
v(z,t) =

I'(1 t
1+a+ (1+a)

y definamos
(2, 1) = uE (,1) + Ko(a, )
donde la constante k se especificarda mas adelante. Observemos que v y w: son soluciones de

(4.135)—(i), para cada k > 0, y ademds w;, verifica la hipdtesis del Teorema 16. Entonces,

mix w;, = mMax wy,. (4.137)
Qse,éﬂT a’Yss,éﬂﬂ

Finalmente, analizamos w¢, en la frontera parabdlica:

mix wh(z,0) < mix u(z,0)+xk mix v(z,0)

z€[0,55:9(0)] z€[0,55:9(0)] 2€[0,558 (0)]
= u (&, 0) + kv (55°(0),0) (4.138)
l+a

Adicionalmente, tenemos que

max w(x,t) > wi (&, 1)
z€[0,55:9(¢)] (4 139)
et +e) '

=A+k
14+«

+T(1+a)t|.

(C+5)1+a761+a

m > 0, se cumple que

Luego, tomando ¢y > ¢

ety +¢)
1+«

(c+ ) Toe

(1 to >
+(+O¢)0 I+ a

)

y por lo tanto, teniendo en cuenta (4.138) y (4.139) obtenemos:
mé ws(x,tg) > ma ws(x,0).
B T IR

€

5 no alcanza su maximo en ;.

y concluimos que w
Por otro lado, v(-,t) es una funcién estrictamente creciente para cada t fijo. Entonces, w$ no

alcanza su méaximo en 7.
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Por dltimo, podemos elegir £ de modo que verifique kK < (G +5)$f;_l)c(1i+alz)](T ) de donde

podemos afirmar que
c+ &)t +¢)
1+«
et +e)
1+«

we(s50(t),t) =1+k [( +T(1 +a)t]

<A—|—/1[ —i—I’(l—&—a)t} =wi (&, t), Vt<T,

y en consecuencia w;, no alcanza su maximo en ~3. Concluimos que wf, no alcanza su maximo en
la frontera parabdlica 07,:,s , lo que contradice la igualdad (4.137).

Esta contradiccién proviene de suponer que existe zg > 0 tal que o,(z) < 0, por lo que
oa(2) >0, Vz>0. (4.140)

O]

Como consecuencia inmediata del resultado anterior, tenemos el siguiente corolario.

Corolario 9. La funcion de Mittag-Leffler de tres paramétros involucrada en la solucion autosi-

milar (4.126) es no negativa, es decir,

1+a
Ea,1+§,1 (— f—i— a> >0 para todo x > 0. (4.141)

4.2.2. Solucion explicita para el problema de Stefan de una fase en espacio

fraccionario con una condicién de Dirichlet en la cara fija

Aplicaremos la solucién exacta general obtenida en la Proposicién 24 para obtener un re-
sultado de existencia y unicidad de solucion autosimilar para el siguiente problema de Stefan
fraccionario con condicién de Dirichlet:

i) Bu(z,t) - ZD%u(z,t) =0, 0<z<s(t),0<t<T,

(

(i)  u(0,t) = Uy > Up, 0<t<T,

(#) u(s(t),t) = Un, 0<t<T, (4.142)
(iv) s(0) =0,

(0)  &(t) = —(D%u)(s(t), 1), 0<t<T.

Por Proposicién 24, comencemos definiendo u como (4.126). Entonces u verifica (4.142)-(7).
Queremos determinar A y B en (4.126) de modo tal que u verifique las restantes condiciones
en (4.142). En consecuencia, de (4.142)—(ii), deducimos que A = Uy. Ademds, de la condicién

(4.142)—(i4i), tenemos
s(t)// 1+
w(s(t),8) = Up + B / oo (w)dw = Uy, (4.143)
0

101



Cap. 4 Secc. 4.2

Teniendo en cuenta que (4.143) debe verificarse para todo ¢t € (0,7"), deducimos que s debe ser

proporcional a tﬁ, es decir
s(t) = 57514%1, para algin £ e RT, ¢ € (0,7). (4.144)

Reemplazando (4.144) en (4.143) vemos que

— 7_5% — Un) (4.145)
fo oo (w)dw
Reemplazando ahora (4.131) en (4.142)(v), y derivando (4.144), obtenemos
£ o - t e ¢
t"Tte = —BI'(a)t” T+a + B / wog(w)dw
1 + « 1 + « 0
. (4.146)
_ BT pa)+ )+/E (w)d
=11 e a ; wog(w)dw
Combinando (4.145) y (4.146), hallamos la siguiente condicién
£
(W~ Un) (1@ +0) = [ wou(uian)
£ = : 0 . (4.147)
/ oo (w)dw
0
Por lo tanto, buscamos un nimero positivo & que verifique la siguiente ecuacién
x=Hy(z), x>0,
donde la funcién H,: R(J)r — R se define mediante la expresién:
W~ Un) (1@ +0) = [ woa(win)
H,(z) = - 0 : (4.148)
/ Oo(w)dw
0
Notemos que
lim | wog(w)dw =0, 1lim [ ou(w)dw=0T.
z\,0 0 z\0 0

Entonces H,(0T) = h’{‘% H,(z) = 400, pues (Up — Up,)I'(a) (14 @) > 0. Ademads, por Proposicién
x
26,

—(Up — Un)z0a(z) /0 " o (w)dw — (Uo — Unn) (F(a)(l ta)— /0 ' waa(w)dw) oo ()

</0 ol )2
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de donde H, es una funcién no creciente en [0, +00), y podemos afirmar que existe un tinico
¢ >0 tal que H(§) =¢&.

Del anélisis anterior se sigue el siguiente teorema.

Teorema 19. Una solucion explicita para el problema (4.142) estd dada por

- o)t/ (1+0)
ua(z,t) = Uy — M/ oq(w)dw. (4.149)
“ 0
/ oo (w)dw
0
sa(t) = €atTa, t € (0,T), (4.150)

donde &, € R es la tnica solucion de la ecuacion
Hy(z)==z, x>0, (4.151)

y la funcion H, estd definida por (4.148).

Observacion 25. Si tomamos a = 1 en (4.142), recuperamos el problema cldsico de Lamé-

Clapeyron-Stefan

@) Ju(zt) — Lulz,t) =0, 0<z<s(t),0<t<T,

(i)  u(0,t) = Uy > Upn, 0<t<T,

(iid)  u(s(t),t) = Up, 0<t<T, (4.152)
(iv) s(0) =0,

(v)  8(t) = —Zu(s(t),1), 0<t<T.

Por otro lado,

Entonces, el par

— (Uo — Un) @/t _ (Uo — Up) x
ui(x,t) := Uy — gloal(w)(hv/o o1(w)dw = Uy — e:f (%) erf (2\/7?) , (4.153)

0
si(t) ==&V, t € (0,T), (4.154)

es una solucién de (4.152) donde & € RT es la tnica solucidn de la ecuacion

Hi(z) =z, x>0, (4.155)
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con

[SIE]

x
_ _ —w?/4 2
(Uo — Un) (2 /0 we dw> - U, 9e—(%)
Z@erf (%) vm o erf (%)
En consecuencia, hemos recuperado la solucion cldsica de Lamé-Clapeyron-Stefan al problema

(4.152) dada en [17].

Hy(z) =

4.2.3. Solucién explicita para el problema de Stefan fraccionario en el espacio

con condicion de Neumann en el borde fijo

Considerando ahora el problema (4.108), es decir,

@) Zo(e,t) — 2D%(z, 1) =0, 0<z<s(t),0<t<T,
(i)  lim D%v(x,t) = —got Tra, 0<t<T,
x—07F
(iii) v(s(t),t) = gm < 90, 0<t<T, (4.156)
() 5(0)=0,
(U) S(t) = *(D%U)(S(t),t), 0<t< Ta

y procediendo como en la seccién anterior, obtendremos un resultado similar al Teorema 19.

Nuevamente, consideremos v definida por (4.126). Entonces, de (4.156)— (i) y (4.130), dedu-

cimos que B = —%, pues
lm Dev(et) = lim B | %) _ i enoa(=1)"" 2"\ BI(a)
a0t L 20+ ttha (14 o)t el g tTra
De la condicién (4.156)—(7ii), tenemos que
% s(t)/t1/(1Fe)
v(s(t),t) = A — 1_\(@)/ oo(w)dw = g (4.157)
0
por lo que s debe ser proporcional a tl%a, es decir,
s(t) = ntl%a, para algin n € RT, ¢ € (0,7). (4.158)
Entonces
A=gn+ 2 /77 o(w)dw (4.159)
I'(a) Jo

De la condicién (4.156)(v), (4.131) y (4.158) resulta que

__a __a t_l"%l n
t" Tra = got~ Tra — _90_ / wog(w)dw
0

1+« Ia) 1+«

=0t (1 ey /[ et
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0 equivalente

1= 9o <(1 +a) — I‘(loz) /017 waa(w)dw) , (4.160)

Por lo tanto, n debe verificar la siguiente ecuacién

r = Gu(z), x>0,
donde la funcién G, se define en ]R(J)r por la expresion:

Gal@) = g0 <(1 +a)— F(la) /0 waa(w)dw> . (4.161)

Adicionalmente, notemos que G, es continua en [0,400). De Proposicién 26 se deduce que G,
es una funcién decreciente. Ademas G4 (0) = go(1 + «) > 0.
Del andlisis anterior, concluimos que existe un tinico n € RT tal que = G4 (1), de donde se

sigue el siguiente teorema.

Teorema 20. Una solucion explicita para el problema (4.156) estd dada por

90 Na 1 w1+CM
o) = om iy [ B (g )

Jtt/ () 1+a
90 * a—1 w
2 E - d 4.162
I'(a) /0 v alt gl < 1 —|—a> v ( )
90 Mo o1 w1+0£
= LA E — d
9 P (a) /JC/tl/(1+a) R R ( 1+a)""
sa(t) = natTa, t e (0,T). (4.163)
donde no € RT es la 1inica solucién de la ecuacion
Guo(x) =2, x>0,
y la funcion G estd definida por (4.161).
Observacién 26. Para o =1 en (4.156), tenemos
@) Zo(a,t) — Lo(a,t) =0, 0<a<s(t),0<t<T,
.. , 9 . _1
(44) xlgé{r sev(x,t) = —got™2, 0<t<T,
(iii) v(s(t),t) = gm, 0<t<T, (4.164)
(i) s(0) =0,
(v)  $(t) = —Zu(s(t), 1), 0<t<T,
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Entonces, el par

. T 5) -1 (57|
) = gm + 'E —— | dw = gm + =) - )|, (4.165
vi(x,t) =g Qo/x/t%w 1,2,1( 2) w=4g goﬁ [67"f(2) erf 2\/7? ( )

sit)=mvt, te (0,T) (4.166)

es una solucion al problema de Lamé-Clapeyron-Stefan (4.164), donde m1 € RT es la tinica
solucion a la ecuacion

Gi(x) ==z, x>0, (4.167)

con
2

Gi(z) = go <2 —/ wcn(w)dw) = 29067(%) .
0
lo cual coincide con lo obtenido en [35, 30].

Para finalizar, analizamos la imposibilidad de obtener soluciones autosimilares no constantes

para el problema (4.156) con condicién de borde de tipo Neumann clésica.

Observacion 27. Consideremos el problema (4.156) cambiando la condicion (4.156) (i) por una

condicion de Neumann de la forma v, (0+,t) = g(t). Entonces, de (4.126) deducimos que

xafl o _:ClJra k
)= BI ). 4.168
vl t) = B kz_f’“<<1+a>t> (4.168)

Observemos que ¢, < 2 para todo k. Entonces, la serie en (4.168) es convergente para x < 1.
Ademds, para x =0, la serie es igual a 1. Por lo tanto, dado que o — 1 < 0, concluimos que

wli%h Vg (z,t) = —o0.

Por lo tanto, debe ser B = 0, y de la condicion de borde en s(t) deducimos que v(x,t) = gm
y s(t) = 0. Esto nos indica que para obtener soluciones interesantes, si estamos modelando el
flujo con una derivada de Caputo, entonces la condicion de Neumann también debe ser dada en

términos de la derivada de Caputo y no en términos cldsicos.
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Conclusiones

En esta tesis se estudiaron diversos problemas de Stefan. Por un lado, se obtuvieron soluciones
explicitas para un problema de aleaciones binaria con diferentes condiciones de borde. Adicional-
mente, se probaron desigualdades para el coeficiente asociado a la frontera libre. Por otro lado, se
realizo un estudio tedrico de un problema de Stefan fraccionario en el espacio, deduciendo resul-
tados de existencia, unicidad y regularidad de solucién para una condicién de tipo Dirichlet. Para
este tltimo caso, se desarrollaron varias herramientas necesarias como un principio del extremo
débil, una condicién integral equivalente a la condicién de Stefan fraccionaria, un resultado de
monotonia para la frontera libre, y estimaciones que relacionan normas en espacios de Sobolev
fraccionarios y espacios de interpolacion.

Finalmente, se obtuvieron soluciones exactas para el problema de Stefan fraccionario en el
espacio, representada en términos de las funciones de Mittag-Lefller de tres pardmetros para
condiciones de borde de tipo Dirichlet y Neumann fraccionaria.

Futuros trabajos

A partir de los resultados obtenidos en esta tesis, surgen varios caminos a seguir para profun-

dizar en los temas desarrollados.

1. El resultado de existencia y unicidad de solucién al problema de Stefan fraccionario en
el espacio se obtuvo para un valor de b estrictamente positivo, siendo dicha condicién
fundamental en el andlisis del problema. Siguiendo la linea de [26], se puede analizar la

existencia de solucion para el caso b = 0 como limite de las soluciones para valores de b > 0.

2. Analizar resultados y efectividad de esquemas numéricos aplicados a problemas de Stefan

fraccionario en el espacio.

107



Cap. 5 Secc. 5.0

3. Encontrar un operador en R™ que generalice a %DO‘ para el estudio de problemas de Stefan

fraccionario en el espacio en varias variables.

4. Comparar las soluciones obtenidas en [21] con las soluciones autosimilares para el problema

de Stefan fraccionario en el espacio.
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