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Resumen

La simulacién numérica de los tratamientos térmicos de metales requiere una precisa caracteriza-
cién de la curva del flujo de calor dependiente de la temperatura. Esta se determina, usualmente,
a partir de la medicion del enfriamiento en un ensayo de laboratorio y la posterior resolucién
del problema inverso. En este trabajo se desarrolla teéricamente y se implementa computacional-
mente un método para la resolucién del problema inverso de conduccién de calor utilizado para
determinar el flujo de calor superficial en probetas templadas por inmersién. La resolucién numé-
rica implementada permite caracterizar sistematicamente la transferencia de calor de los fluidos
refrigerantes utilizados en tratamiento térmicos. Se analizan tres casos, cuando la termocupla es
Unica y se ubica en el centro de la probeta, cuando la termocupla es tinica y se ubica fuera del cen-
tro, y cuando las termocuplas son multiples y se ubican fuera del centro.

Para la resolucién de los problemas inversos se desarrollé el método de reconstruccidon de tempe-
raturas, el cual consiste en reconstruir los campos de temperatura en toda la probeta a partir de los
enfriamientos medidos y las propiedades del material. Para esto se resuelve la ecuacion diferencial
del problema con esquemas en diferencias finitas. La principal caracteristica del método es que se
resuelve la ecuacidn diferencial del problema progresivamente, desde el centro hasta la superficie
de la probeta. En consecuencia, a diferencia de otros métodos, no intenta disminuir la diferencia
entre las curvas medidas y las calculadas. De esta manera, los flujos de calor se calculan en funcién
de los campos de temperatura reconstruidos. El método resulta sistematico, dado que no necesita
parametros de optimizacion, ajuste de curvas de curvas ni propuesta de funciones.

A suvez, la mayor ventaja del método es que dependiendo de los parametros numéricos utilizados
el problema puede resultar bien condicionado. En el caso de las probetas de multiples termocuplas,
el método también permite la determinacidn de la cinematica del frente de mojado, fenémeno del
cual depende el enfriamiento de la probeta.

La tesis se estructura con los tres casos de ubicacién de la termocupla desarrollados en capitulos
separados. Sumado al dltimo capitulo de verificacion y validacion de los resultados.

Palabras clave: Caracterizacion de la transferencia de calor; IHCP; Simulacion de temple; Probeta de

multiples termocuplas; Métodos de avance



Abstract

The numerical simulation of the heat transfer problem of the quenching process requires an ac-
curate characterization of the temperature-dependent heat flux. It is usually determined from
the measurement of cooling in a laboratory test and its subsequent resolution of the inverse pro-
blem. In this the author theoretically develop and computationally implement a method for sol-
ving the inverse heat conduction problem used to determine the surface heat flux in immersion
quenching probes. The implemented numerical resolution allows to systematically characterize
the heat transfer coefficient of the quenching fluid. Three cases are solved, when the thermocou-
ple is unique and is located in the center of the probe, when the thermocouple is unique and is not
centered, and when the thermocouples are multiple and are not centered.

To solve the inverse problem, the reconstruction temperature method was developed, which con-
sists of reconstructing the temperature field throughout the specimen from the measured cooling
and material properties. For this, the differential equation of the problem is solved with finite
differences schemes. The main characteristic of the method is that the differential equation of
the problem is solved progressively, from its centre to the surface. Consequently, unlike other
methods, it does not reduce the difference between the measured and calculated curves. In this
way, the heat fluxes are calculated based on the reconstructed temperature field. The method is
systematic, since it does not require parameters optimization, curve fitting or function proposals.
The greatest advantage of the method is that depending on the numerical parameters used, the pro-
blem can be well conditioned. In the case of multi-thermocouple probes, the method also allows
the determination of the the wetting front kinematics, a phenomenon on which the cooling of the
specimen depends.

The thesis is structured with the three cases in separate chapters. Added to that, in the last chapter,
the results are verified, and validated by comparing them with experimental results.

Keywords: Heat transfer characterization; IHCP; Quenching simulation; Multi-thermocople probe; Mar-
ching methods
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1. Introduccion

El tratamiento térmico de metales es una parte esencial de la cadena de produccién ya que la ma-
yoria de los productos son, al menos una vez, tratados térmicamente desde la materia prima hasta
el producto final (Simsir y Giir, ). A suvez, los tratamientos térmicos se pueden definir como
el proceso en el cual un material sélido se calienta y enfria en forma controlada con el objetivo de
cambiar la microestructura (estructura atdmica), y de esta manera obtener propiedades especifi-
cas (Dossett, ). La mayoria de los tratamientos térmicos implican una etapa de enfriamiento
directo mediante la aplicaciéon de un enfriamiento rapido o una etapa de enfriamiento indirecto
por conduccién en el interior del material (Simsir y Giir, ). Se los puede aplicar a todo el
componente (temple por inmersion), o solo en la superficie (templado por induccién) (Del Taglia
y Campatelli, ). Dado el alto valor econdémico de los componentes sometidos al templado, es
crucial que el el proceso este disefiado y controlado acertadamente. En los tratamientos térmicos
los materiales ceden calor al ambiente por conveccién y radiacidn, mientras que en el interior el
calor se conduce (Bergman y col., ).

Durante los tratamientos térmicos ocurren fendmenos multi-fisicos, y se los pueden clasificar en:
termofisicos, de fluidodinamica, de transferencia de calor, quimicos, de transformacion de fase y
de Tension-Deformacién (Hernandez-Morales, ). De todos modos la transferencia de calor
es el evento fisico impulsor, porque desencadena los otros procesos (Simsir y Giir, ).

El problema matematico de obtener las condiciones de contorno en funcién del enfriamiento lo-
cal de un punto, medido con una termocupla, se conoce como problema inverso de conduccién de
calor (IHCP) (Hernandez-Morales, ). Se llama inverso, o de ingenieria reversa a este problema

debido a la inversion en la secuencia causa-efecto (Felde y Szénasi, ).

1.1 Motivacion

De todos los fenémenos a tener en cuenta en la simulaciéon del temple, enumerados anteriormente,

resuelta primordial disponer de métodos sistematicos para resolver los problemas inversos pre-



1.2 Objetivos 2

viamente descriptos. A continuacidn se enumeran algunos de los mayores desafios que presentan

estos problemas y que motivan este trabajo de tesis:

1. Los problemas IHCP son problemas mal condicionados (ill-posed) (Beck y col., ). Ver
parrafo 2.1.

2. De la calidad del calculo de los HTC depende fuertemente la capacidad predictiva del mo-

delo computacional (Felde, ). Ver parrafo 2.1.

3. Enlos métodos inversos que requieren funciones de ajuste, la correcta seleccion de la fun-
cidn es esencial para alcanzar la precisa prediccion del proceso (Felde, ). Ver parrafo
2.1.

4. Se trata de un problema complejo, debido a que en los tratamientos térmicos el sélido esta
sometido a condiciones de contorno que son fuertemente no lineales, dado que el HTC
depende de la temperatura superficial, de la posicién y fendémenos méviles (Simsir, ).

Ver parrafo 2.2.

5. En la simulacién del temple las propiedades del material dependen de la temperatura, en
consecuencia los problemas son fuertemente no lineales (Hernandez-Morales, ). Ver

parrafo 2.3.

6. En los dltimos anos, son varios los autores que describen el fendmeno de transferencia de
calor dependiente no solo de la temperatura, sino también de la posicién. Esto implica que
el enfriamiento no es uniforme, por lo tanto, el flujo de calor en la direccidon longitudinal

no es nulo. Ver parrafo 2.3.

Los desafios enunciados motivan el desarrollo de nuevos métodos para la obtencién de los HTC
y los flujos de calor en la superficie de la probeta a partir del enfriamiento medido en una pro-
beta templada por inmersion. El modelo matematico debe ser no lineal, tanto para abarcar la no
linealidad de las propiedades del material como la curva de los flujos de calor. A su vez deben ser

sistematicos para que cualquier analista obtenga los mismos resultados.

1.2 Objetivos

El objetivo general es desarrollar una metodologia sistematica para caracterizar los coeficientes

del problema de transferencia de calor, asociados a los procesos de tratamiento térmico de pro-
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ductos metalurgicos.

Los objetivos especificos son tres:

1. Desarrollar algoritmos para la obtencién de las curvas HTC resolviendo el problema [HCP
en forma sistematica con un modelo unidimensional para lo cual no sea necesario proponer
funciones de ajuste. De esta manera, la precision en los resultados dependera solamente del
tamano de los incrementos espaciales y temporales de la discretizacion utilizada. Ademas,

la termocupla podria estar en el centro de la probeta o fuera de él.

2. Generalizar el modelo unidimensional al problema bidimensional de la probeta con multi-

ples termocuplas, buscando los mismos objetivos

3. Verificar numéricamente y validar empiricamente los modelos desarrollados.

Para la seleccion de estos objetivos se tuvo en cuenta el recurso humano y el equipamiento de la
Universidad, dado que estimamos que el principal aporte que se produce es en el ambito numérico.
Por otro lado, si bien el desarrollo es netamente numérico, gracias a la colaboracion con investiga-
dores de otras universidades y el acceso a bases de datos publicas, se cuenta con datos de ensayos

que permitieron tanto el estudio de casos reales como la validaciéon experimental.

1.3 Estructura de la memoria

En esta memoria se abordan tres problemas inversos de conduccién de calor. Los tres casos con-
sisten en obtener el flujo de calor en la superficie de la una probeta cilindrica templada por inmer-
sion, a partir de la medicién del enfriamiento con una o mas de una termocupla. La estructura es
la siguiente: luego de la discusion bibliografica (capitulo 2), se estudia el problema con una tnica
termocupla ubicada en el centro (capitulo 3). Seguidamente, se aborda el caso de la termocupla
ubicada fuera del centro de la probeta (capitulo 4). A continuacidn, se estudia el problema de las
probetas con multiples termocuplas (capitulo 5). Finalmente, se realiza el analisis de verificacion

y validacion del problema de multiples termocuplas (capitulo 6).



2. Discusion bibliografica

2.1 Problemas directos e inversos de conduccion

de calor

El proceso de resolucidn de un problema directo (DHCP) consiste en determinar las temperatu-
ras cuando las condiciones iniciales y de contorno son conocidas. La resolucién de un problema
inverso (IHCP) se basa en la busqueda de las condiciones de contorno cuando las propiedades tér-
micas son conocidas y se cuenta con la temperatura como funcién del tiempo en algunos puntos
seleccionados internos al cuerpo (Taler y Duda, )-

En los problemas de conduccién de calor, como para cualquier otra equacion diferencial, se co-
noce como condicién de contorno de Dirichlet a la condicidn de frontera en la que se impone el
valor de la temperatura, en cambio se conoce como condicién de contorno de Neumann cuando
se aplica una condicién de contorno dada por la derivada parcial de la temperatura respecto a una

coordenada espacial (Borthwick, ).

Problemas inversos de conduccidon de calor - IHCP

Existen muchos métodos para resolver los problemas [HCP, sin embargo, se los puede agrupar

segun la siguiente clasificacion:

« Métodos de funciones especificas (function specification methods)

Métodos de regularizacion (Regularization methods)

Métodos de regularizacion iterativa (Iterative regularization methods)

Inteligencia artificial (machine learning)
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+ Métodos de marcha (marching methods)

En esta seccidn se analizan Gnicamente los modelos matematicos que no consideran cambio de fa-
se, ya que en los ensayos de caracterizacion de la transferencia térmica asociada a los tratamientos
térmicos se utilizan probetas de acero inoxidable austenitico, y estos materiales no tienen cambio

de fase dentro del rango de temperaturas del ensayo.

Problemas unidimensionales

Métodos inversos basados en minimizar un funcional :

Uno de los métodos unidimensionales mas utilizados es el método de funciones especificadas (fun-
ction specification methods). E1 método consiste en asumir una forma funcional del flujo de calor
superficial con algunas constantes desconocidas. La curva de enfriamiento medida se utiliza para
estimar las constantes del funcional por medio del método de cuadrados minimos (Hernandez-
Morales, ) (Beck y col,, ). Usualmente se identifica este método por su autor, Beck. La
funcién de cuadros minimos S, para el caso de una sola termocupla, es la suma de las diferencias

entre las temperaturas medidas 1"y las calculadas Y/, esta dada por
E 2
S=> (V;,-T)", 2.1)
=1

siendo 7 es el nimero de temperaturas futuras utilizadas. Para obtener el valor del flujo de calor
que mejor ajusta a la temperatura calculada se deriva la funcién S respecto a los valores del flujo
de calor y se iguala a acero (Herndndez-Morales, )
oS
= =0 (2.2)
OqP
Otro método muy utilizados es el de regularizacion (Regularization methodos), consiste en agregar
un término al funcional que se minimiza llamado regularizador, a su vez incluye el parametro «

sobre el desconocimiento en errores de medicién y el flujo de calor en cada paso del calculo (g;)
(Beck y col, ):

S=3"(V,-T)’+ad (@) (2.3)
i=1 i=1

Similar al método de regularizacion, el método del regulador iterativo (Iterative regularization methods)
utiliza la técnica del gradiente conjugado para minimizar la diferencia entre las temperaturas me-

didas y las calculadas (Alifanov y col, ). Con este método también se minimiza el funcional
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S de la ecuacién 2.1, sin embargo no se utiliza el método de los cuadrados minimos, sino que se
utilizan distintas técnicas iterativas de optimizacién para minimizar el funcional.

Actualmente estos métodos se han desarrollado fuertemente gracias a la creciente capacidad de
célculo de las computadoras incorporando la optimizacion estocastica (Particle Swarm Optimisa-
tion - PSO) (Felde y Szénasi, ).

Recientemente se utilizo la inteligencia artificial (machine learning) con el método de redes neuro-
nales (Szénasi y Felde, ). Estos autores generaron una base de datos para entrenar los algorit-
mos (https://doi.org/10.5281/zenod0.3237781). El método es dos pasos. Como primera instancia
se genera azarosamente curvas H'TC mediante puntos de control y parametros adicionales para
definir la forma de cada segmento de la curva. Como segunda instancia, mediante el método de
los elementos finitos se simula el proceso de enfriando.

Felde analizé el desempeno de varios de los métodos basados en minimizar el funcional S. Paralo
cual, en lugar de efectuar mediciones con termocuplas para luego obtener la curva de flujo hizo lo
siguiente: Primero definid tres curvas hipotéticas de HTC. Segundo, calculé las temperaturas en
el centro de la probeta con método de los elementos finitos usando las como condicién convectiva
las curvas hipotéticas de HTC. Tercero, envi6 los enfriamientos calculados y las propiedades del
material a 5 investigadores (sin las curvas HTC), ubicados en América, Europa y Asia, para que
mediante la resolucion IHCP obtengan las curvas HTC con distintos métodos. Cuarto, compard
las curvas recibidas con las originales, para determinar cuales métodos son mas efectivos. Con el
estudio concluy¢ que la calidad del célculo de las funciones H'T'C depende fuertemente del modelo
computacional adoptado (Felde, ).

Por ejemplo, Narayan Prabhu al adaptar el método de Beck de optimizacién al problema unidi-
mensional de las probetas templadas por inmersidn, indica que se debe hacer una seleccién juiciosa
del niimero de temperaturas futuras a considerar, si se quiere obtener la verdadera representacion
de la naturaleza del problema. También indica que el correcto parametro de regularizacién dismi-
nuye el efecto del ruido en los datos de medicién (Prabhu y Ashish, ). Es decir, son dos los
parametros que se deben seleccionar correctamente para obtener un resultado fidedigno del fené-
meno, el parametro de regularizacion y el niimero de temperaturas futuras a calcular para obtener
cada valor temporal del flujo de calor.

Como segundo ejemplo, el método de optimizacion iterativa propuesto por Felde, propone fun-
ciones HTC poligonales dependientes del tiempo. Los puntos de la poligonal se optimizan bus-
cando cumplir una tolerancia entre las temperaturas medidas y las temperaturas calculadas con
los puntos de la poligonal (Felde y Réti, ). En consecuencia, la verdadera representacion del

fenémeno se logra si se selecciona la correcta cantidad de puntos en la poligonal y la tolerancia.


https://doi.org/10.5281/zenodo.3237781
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Métodos de marcha (Marching Methods) :

Los métodos de marcha, presentados originalmente en (D’Souza, ), toman la curva de enfria-
miento medida como el inicio, y avanzan por el dominio para reconstruir los campos de tempe-
ratura. En consecuencia, a diferencia de los otros métodos, no intentan minimizar las diferencias
que surgen de la comparacion de la curva de enfriamiento medido con el enfriamiento calculado.
En su presentacién original, D’Souza utiliza un esquema implicito, en diferencias finitas, para el
problema unidimensional lineal. Este método facilmente se inestabiliza producto de los errores
de medicidn, debido a que no utiliza regularizaciones (Elkins, ).

Existen multiples variaciones al método de D"Souza, ya que son innumerables las posibilidades
numéricas de resolver una ecuacion diferencial. Por ejemplo, Weber presentd un esquema similar
al D"Souza considerando la ecuacion de calor hiperbdlica con en esquema explicito centrado (We-
ber, ). Con el esquema de Raynaud, las temperaturas nodales se calculan promediando la esti-
macién considerando un instante posterior con la estimacion considerando un instante anterior
(Raynaud y Bransier, ). Por otro lado, Hensel presenta un método en el cual las temperaturas
y los flujos de calor se calculan para cada nodo resolviendo un sistema de ecuaciones con las tem-
peraturas y calores del nodo anterior (Hensel y Hills, ).

Carasso realiza un anélisis detallado de varios de estos esquemas y con experimentos numéricos
cuantifica las bondades de cada uno (Carasso, ). A su vez, Sassi presenta un esquema para
resolver el problema inverso avanzando en forma reversa con el tiempo (Sassi y Raynaud, ).
Recientemente, Li utiliza un esquema que utiliza las temperaturas futuras de varios incrementos

temporales (Liy col, )y (Liy Huang, )-

Modelos bidimensionales

Con el modelo de una dimensidn se obtiene la curva de flujo de calor en la superficie de la pro-
beta, o la curva HTC. Ambas se pueden expresar dependiente del tiempo o de la temperatura. El
modelo bidimensional agrega la dependencia con una coordenada espacial. Para su obtencién, se
debe utilizar el enfriamiento en mas de un punto de la probeta (probetas de multiples termocu-
plas). De esta manera, la resolucidn del problema [HCP se convierte en un problema transitorio
de dos coordenadas espaciales.

Para el caso genérico, Blanc escribié una guia para determinar todos los parametros del método
de las funciones especificas, para los problemas transitorios bidimensionales (Blanc y col., ).
Pourgholi desarroll6 el método de regularizacién de Tikhonov en casos lineales y planos (Pourgho-
liy col, ).

Para el problema de obtener los flujos de calor en probetas templadas de multiples termocuplas,

Felde utilizé un algoritmo de regularizacion iterativa, de tipo PSO (Felde y Szénasi, ). Kumar,
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a su vez, aplic6 el método de funciones especificas para obtener las curvas de flujo de calor en
forma individual para probetas de cuatro termocuplas (Kumar, ), método que luego fue im-
plementado por la empresa Thermet®Solutions para el desarrollo del software comercial inver-
Solver. Luego, Ramesh y Prabhu utilizaron este software comercial al resolver el problema inverso
en probetas con 7 termocuplas, obteniendo 8 curvas de flujo de calor (Ramesh y Prabhu, ).
Los métodos de marcha (marching methods) también pueden ser adaptados a problemas de mas de
una dimension. Taler extendid esta metodologia a problemas de dos dimensiones con el abordaje
del volumen de control (Taler y Zima, ). El autor evitd usar el método de las diferencias finitas
para evitar usar una grilla de puntos espaciales y temporales rigida. La mayor desventaja de esta
formulacion radica en que por cada nodo que se avanza se necesitan dos mediciones adicionales.
Es decir, si se quiere obtener el flujo de calor en tres posiciones y se utilizan tres nodos son nece-
sarias 7 termocuplas. En los problemas de multiples termocuplas que se estudian en esta tesis no
es posible fisicamente agregar una gran cantidad de termocuplas. La mayor cantidad utilizada por
algunos autores es 8.

Respecto a los tiempos de corrida, el método de regularizacion iterativa propuesto en (Hrnjica
y Behrem, ) necesita 25 minutos de tiempo de corrida. El mimo autor indica que versiones
anteriores de su c6digo las corridas podian requerir varias horas. De manera similar, el método
presentado en (Felde y Szénasi, ) requiere 0.56 horas implementado con una arquitectura
GPUj, 6.08 horas en con programacion de multiples procesadores y 22.5 horas de procesamiento

secuencial.

Modelos tridimensionales

Al caracterizar la transferencia de calor se utilizan probetas cilindricas. En los ensayos de labora-
torio se busca que el flujo sea uniforme en la posicién longitudinal. Esto se logra sumergiendo la
probeta verticalmente. También se busca que el frente de mojado avance en forma uniforme por la
probeta. En consecuencia, se aplica simetria de revolucion. En los casos que no se cumpla con esta
condicidn podria ser necesario utilizar modelos que consideren el flujo de calor en la direccién
Theta.

La resolucidn de los problemas tridimensionales es, evidentemente, de un grado de complejidad
mucho mayor a los bidimensionales. Duda propone, por ejemplo, simplificar el problema tridi-
mensional de obtener los flujos de calor en conexiones de canerias, con modelos bidimensionales
con simetria de revolucién (Duda, ).

Para los problemas de placas, Luo simplifica el problema tridimensional con un modelo simplifi-

cado de placas delgadas. Para la resolucién utiliza una método secuencial de dos etapas (Luo y col.,
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Problemas bien y mal condicionados

Los problemas de conduccion se calor se pueden clasificar en bien y mal condicionados (Hada-
mard, ). Se dice que un problema es bien condicionado (Well-Posed) si cumple las siguientes

condiciones (Grysa, ):

1. Existe solucion
2. La solucidn es tnica.

3. Lasolucion es estable con respecto a perturbaciones en los datos.

La tercera condicién se la puede redefinir de forma que la solucién sea continua con los datos de

entrada (Akrami y Erjaee, ).

Los problemas DHCP son bien condicionados porque cumplen las tres condiciones. Respecto a

estos problemas [HCP las condiciones de existencia y unicidad han sido demostradas en (Weber,
)y (Beck y col, ), respectivamente. Por otra parte, Beck demuestra que la condicién de

estabilidad no queda garantizada ya que una pequefia variacion en la curva de enfriamiento puede

generar una diferencia arbitrariamente grande en la temperatura superficial (Beck y col,, )Y

por lo tanto en su curva HTC.

2.2 Curvas de flujo de calor

Aspecto metalurgico

La extraccion de calor posee un rol fundamental en el proceso, dado que la evolucion térmica im-
plica una respuesta metaltrgica: Un enfriamiento lento previene la transformacion de austenita a
martensita, promoviendo la transformacion de austenita a ferrita, perlita o bainita. De todos mo-
dos, si el enfriamiento es muy rapido se puede producir distorsion en el material, o inclusive una
fisura. La composicién quimica del acero también es importante, la aleacion del acero favorece la

transformacién de martensita a costa de un mayor costo en la fabricacién (Hernandez-Morales,

)-
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Para un componente dado, la extraccién de calor en la etapa de enfriamiento depende del me-
dio templante (agua, aceite, soluciones acuosas de polimeros, o de gases como el aire o nitrégeno
presurizado), su temperatura y su grado de agitacién (Boyer y Cary, ). Para las soluciones
acuosas poliméricas, el tipo de polimero disuelto y su concentraciéon también debe ser considera-
do (Ramesh y Narayan Prabhu, ). Basicamente se utilizan dos estrategias para caracterizar el
medio templante: el poder templante y el poder de enfriamiento (Totten y col., ). La primera
estrategia consiste en medir la respuesta metaldrgica (usualmente la dureza obtenida), y la segun-
da consiste en estimar solo la capacidad de extraer calor. Esta dltima no considera la composiciéon

quimica del sélido templado.

Estadios del fluido templante

La transferencia de calor en presencia de ebullicién ocurre en muchas aplicaciones porque el calor
latente asociado con el cambio de fase de liquido a gas mejora la extraccion de calor (Ahangar Zo-
nouziy col., ). Los diferentes modos de ebullicion se clasifican segin la hidrodindmica de la
camara y la temperatura de funcionamiento del fluido con respecto a su punto de saturacion. Si el
liquido esta en reposo, el modo de ebullicién se denomina ebullicién estatica, mientras que en la
ebullicién por conveccién forzada, el liquido estd en movimiento debido a fuerzas externas; cabe
sefalar que la dindmica de las burbujas induce la mezcla cerca de la superficie de la pieza de prueba
en ambos modos. Por otro lado, el fluido en una aplicacién de transferencia de calor en ebullicién
puede estar saturado (el refrigerante se suministra a su temperatura de saturacion) o subenfriado
(la temperatura del refrigerante esta por debajo de su punto de ebullicién); este dltimo tiene la
ventaja de poder utilizar tanto el calor sensible como el latente (Lee y col., ).
Usualmente, la capacidad de extraccidn de calor de un fluido se caracteriza por el HTC (Simsir,
). Es bien conocido que fluidos templantes pasan por tres estadios: pelicula de vapor (ver zona
A de figura 2.1, nucleacién de burbujas (zona B) y conveccidn (zona C), por lo tanto, el HTC debe
ser considerado o como una funcién de la temperatura superficial del s6lido, o como una funcién

del tiempo, ver figura 2.2.

La forma de la curva de flujo de calor es indicativa de los varios mecanismos de enfriamiento que
ocurren durante el proceso de temple. En el estadio A, conocido como pelicula de vapor (Film Boi-
ling), es caracterizada por la formacion de una pelicula continua alrededor del metal (Totten y col.,

). Un flujo de calor bajo es observado en esta region porque el vapor actiia como un aislante y
el enfriamiento ocurre mayormente por radiacion a través de la pelicula de vapor. La temperatura

de la superficie no tiene una influencia significativa en el flujo de calor, en esa zona (Prabhu, ).
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Figura 2.1: Estadios del fluido como funcién de la temperatura superficial (Sanchez-Sarmiento y
Cavaliere, 2021).
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Figura 2.2: Estadios del fluido como funcién de la temperatura superficial (Sanchez-Sarmiento y
Cavaliere, 2021).

Luego del estadio A, ocurre el estadio B o zona de Nucleacién de Burbujas. La temperatura a la
que ocurre la transicidn entre las zonas A 'y B es conocida clasicamente como temperatura de Lei-
denfrost, en la cual la pared del s6lido entra en contacto con el fluido templante. Esta temperatura
es independiente de la temperatura inicial de la probeta (Totten y col.,, 1993).

El mecanismo de enfriamiento Nucleacién de burbujas se caracteriza por la fuerte conveccién que
genera un alta taza de enfriamiento y un elevado flujo de calor. Este mecanismo continuda hasta
que la temperatura superficial del sélido cae por debajo de la temperatura de ebullicidn del liqui-
do. La temperatura en la cual ocurre el valor maximo de la curva de flujo de calor se la conoce
como punto Fin de la ebullicion nucleada - Departure from Nucleate Boiling (DNB). En el estadio

C, mecanismos de conveccion, el flujo de calor absorvido por el fluido es mucho menor que en el
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estadio B (Prabhu, ).

En un proceso no estacionario, como el temple, el fendmeno local de Boiling es una funcién de
tiempo y la posicién a lo largo de la probeta. Este comportamiento implica un frente de avance,
frontera entre la pelicula de vapor y las burbujas. La evolucién del frente de avance debe ser ca-
racterizada cuidadosamente porque determina la evolucién del campo de temperaturas durante

el templado (Vergara-Hernandez y Herndndez-Morales, ).

Frente de mojado

El cambio entre los estadios A y B se conoce como el punto de Leidenfrost. Ya que este investiga-
dor describi6 el fenémeno de mojado en el afio 1750 y lo asocié con un valor tinico de temperatura
en la superficie del componente donde la pelicula de vapor es completamente estable (Leidenfrost,
). Por otro lado, en un proceso no estacionario, como es el proceso de temple, el fendmeno de
ebullicién local depende del tiempo y la posicion a lo largo de la superficie de la probeta (Kunzel
y col,, ). Este comportamiento produce el frente de mojado, definido como el punto limite en-
tre lazona en estadio A y lazona en estadio B. En consecuencia, la cinematica del frente de mojado
determina la evoluciéon de los campos de temperatura en el proceso de temple, en consecuencia
debe ser cuidadosamente caracterizado (Vergara-Hernandez y Hernandez-Morales, ).
La velocidad del frente de mojado depende del fluido, en aceites la velocidad es mayor que en so-
luciones acuosas (S. Behrem y Hrnjica, )-
Algunos autores han determinado el punto de Leidenfrost con la curvas de enfriamiento, utilizan-
do la interseccién de las regresiones lineales en el estadio de pelicula de vapor y la primera parte
de coleccion de burbujas (Landek y col,, ). El mismo punto también puede ser determinado
con el minimo de la derivada segunda de la curva de la temperatura respecto al tiempo (Filipovic

y col,, ).

2.3 Ensayos

Generalmente, los ensayos de laboratorio para evaluar la intensidad de enfriamiento de los liqui-

dos templantes son usados para (Liscic y Singer, ):

« Comparacién de la intensidad de enfriamiento en distintos tipos de fluidos.
« Testear que el efecto del fluido templante en uso es el deseado.

+ Control regular de las condiciones del fluido templante para evitar deterioros.
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+ Calculo de los HT'C en probetas cilindricas pequeiias.

Ensayos normalizados

La primera norma fue realizada por International Standart Organization es la ISO 1950, en ella
se describe que la probeta debe ser de 60mm de longitud, 12,5 mm de didmetro constituida por
INCONEL 600. La termocupla debe ser tipo K (NiCr/NiAl) de 1,5mm de didmetro, ubicada en
el centro de la probeta. A posterior se desarrollaron otras normativas considerando los casos de
probetas agitadas.

A continuacion se listan las normativas internacionales (H. M. Tensi y Liscic, ):

+ ISO Standard 9950: 1995—“Industrial Quenching Oils—Determination of Cooling Characteristics—
Nickel-Alloy Probe Test Method,” International Organization for Standardization [ISO], 1,
ch. de la Voie-Creuse, Case Postale 56, CH-1211 Geneva 20, Switzerland.

« ASTM D6200-01 (2007), “Standard Test Method for Determination of Cooling Characte-
ristics of Quench Oils by Cooling Curve Analysis,” ASTM International, 100 Barr Harbor
Drive, West Conshohocken, PA 19428-2959, USA.

+ ASTM D6482-06, “Standard Test Method for Determination of Cooling Characteristics of
Aqueous Polymer Quenchants by Cooling Curve Analysis with Agitation (Tensi Method),”
ASTM International, 100 Barr Harbor Drive, West Conshohocken, PA 19428-2959, USA.

+ ASTM D6549-06, “Standard Test Method for Determination of Cooling Characteristics of
Quenchants by Cooling Curve Analysis with Agitation (Drayton Unit),” ASTM Internatio-
nal, 100 Barr Harbor Drive, West Conshohocken, PA 19428- 2959, USA.

+ ASTM D6710-02 (2007), “Standard Guide for Evaluation of Hydrocarbon-Based Quench
Oil,” ASTM International, 100 Barr Harbor Drive, West Conshohocken, PA 19428-2959,
USA.

+ ASTM D6666-04 (2009), “Standard Guide for Evaluation of Aqueous Polymer Quenchants,”
100 Barr Harbor Drive, ASTM International, West Conshohocken, PA 19428-2959, USA.

Al analizar la capacidad de enfriamiento de un aceite, en un ensayo de laboratorio, no se puede
aplicar la conveccion forzada. En consecuencia, los resultados de laboratorio no pueden se trans-
feridos directamente al desempefio que esos aceites tendrian en piletas industriales (H. M. Tensiy

Lisc¢i¢, ).
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Reproducibilidad de los ensayos estandarizados

En los ensayos estandarizados, las probetas con cilindricas y su cara inferior es plana. Cruces-
Reséndes y Hernandez-Morales mostraron que la forma plana en la probeta no favorece la sime-
tria del flujo del fluido templante. Para esto proponen que las puntas sean cénicas o redondas, ya
que con estas los ensayos son mas reproducibles (Cruces-Reséndez y Hernandez-Morales, ).
Anteriormente se habia postulado que no existe una influencia entre la punta de la probeta y su
enfriamiento (Narazakiy col, ).

La mayoria de la probetas utilizadas se realizan con aleaciones resistentes a la oxidacién que per-
miten su uso continuo, pero producen una respuesta térmica que difiere de la del material al cual
se le quiere realizar el tratamiento térmico (Herndndez-Morales, ). Para sobrepasar esta difi-
cultad, el Center for Heat Treating Excellence (CHTE) produce probetas con una conexién roscada

para agregar la punta con el material de interés (Chaves y col., )-

No linealidad del problema inverso

La conduccién de calor en una probeta cilindrica de multiples termocuplas se considera un pro-
blema de simetria de revolucién. Su ley se suele expresar en coordenadas cilindricas, tanto para
problemas directos como inversos:

8_T<% E) kaz_T+%a_T+ 62_T:8_Tpc (24)
or \or r or? 0z 0z 022 ot P ’
Puede notarse que en los cuatro términos del lado izquierdo del igual, hay una dependencia con
la conductividad del material y de sus derivadas parciales espaciales.

A su vez, en el rango de temperaturas del ensayo de temple, la conductividad de los materiales
utilizados depende fuertemente de la temperatura. Y dado que en el ensayo de temple el material
se enfria bruscamente, se generan fuertes gradientes de temperatura, por lo tanto, los gradientes
de conductividad no pueden ser despreciados en una simulacidn realista. En la figura 2.3 se mues-
tra la conductividad (a) y la capacidad calorifica volumétrica (b) de los materiales mas utilizados,
INCONEL 600 y AISI 304 (Clark y Tye, )y (Kobasko, Marques y col,, ).

Probetas de multiples termocuplas

Utilizando el concepto de coeficientes de sensibilidad (sensitivity coefficient) es posible mostrar que

el mejor lugar para aplicar la termocupla es lo mas cerca posible del lugar donde se quiere obtener
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Figura 2.3: Propiedades del material: conductividad (a) y capacidad calorifica volumétrica (b)
(Clark y Tye, ) y (Kobasko, Marques y col., )

la condicién de contorno (Hernandez-Morales y col., ). En consecuencia, cada vez es mas ha-
bitual utilizar probetas fuera de las normalizadas para registrar las temperaturas fuera del centro.
Prof. Liscic fue el primero en utilizar probetas con més de una termocupla. El introdujo a la au-
diencia la probeta Liscic/Nanmac en 1988, constituida con acero inoxidable AISI 304. La probeta
de 50 mm de didmetro y 20 mm de longitud posee dos termocuplas, una ubicada a 1,5 mm de la
superficie y la otra en su centro (Kobasko y Liscic, ). La probeta fue desarrollada en colabora-
cién con American company Nanmac Corp., Holliston, MA (H. M. Tensi y Lisci¢, ). Luego Liscic
desarrollo otra probeta (Liscic/Petrofer probe) similar a la anterior pero con tres termocuplas, una
ubicada a 1 mm de la superficie, otra a 4,5 y la tercera en su centro (Liscic, ). Las dos probetas
se utilizan para calcular los flujos del calor a partir del gradiente térmico. Esta tltima al tener dos
mediciones cercanas a la superficie permite calcular el gradiente con mayor precision.

Tensiy Stich desarrollaron una probeta de 45 mm de longitud y 15 mm de didametro, de INCONEL
600, con una termocupla en el centro y tres termocuplas a 2 mm de la cara lateral. Las termocu-
plas laterales estdn ubicadas a 2, 15 y 30 mm de la cara inferior y la centrada a 22.5 mm (H. Tensiy
Stich, 1. La probeta es conocida como Tensi Probe y fue utilizada en varios trabajos (Kobasko,
Batista y col,, , Simencio Otero y col,, , entre otros).

Hernandes-Morales desarrollo la probeta de 12.7 mm de diametro y 55 mm de largo con punta
cdnica con cuatro termocuplas (Cruces-Reséndez y Hernandez-Morales, ). En este caso la
probeta es de acero inoxidable AISI 304. Una termocupla se ubica en el centro y otras tres a 2.38
mm de la cara lateral. La termocupla centrada y una de las laterales se ubica en la longitud media

de la probetas, las otras dos a 14mm, una en la zona superior y la otra en zona inferior.

'La cita no parece ser correcta, sin embargo asi se cité el mismo autor en (H. M. Tensi y Liscic, ). También
otros varios autores han usado esa cita, por ejemplo (Kobasko, Batista y col., )
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A su vez, Felde utiliza una probeta 100 mm de longitud y 50 mm de didametro constituida con
acero austenitico X8NiCrS18-9, producida por Stiftung Institut fiir Werkstofftechnik en Bremen,
Alemania. A la probeta se le aplicaron nueve termocuplas equiespaciadas ubicadas a 1 mm de la
cara lateral (Felde y col, ).

Por otro lado Behrem y Hrnjica utilizan tres probetas de AISI 304, de 25, 50 y 75 mm de didmetro
y 50, 150 y 225 mm de longitud. En ellas se introducen cuatro termocuplas, una centrada y las
otras tres a 1.5 mm de la cara lateral (S. Behrem y Hrnjica, ).

Ramesh y Prabhu utilizan una probeta de 12.5 mm de didmetro y 60 mm de longitud, de Inconel
600. En ella se aplicaron 8 termocuplas a 2 mm de la cara lateral, a diferentes posiciones longitu-

dinales (Ramesh y Narayan Prabhu, ).

2.4 Errores de medicidon

Los problemas [HCP son dificultosos porque son extremadamente sensibles a los errores de me-
dicion (Beck y col., ). A su vez, la suavidad en la curva de enfriamiento medida condicionada
la obtencidn fidedigna de la curva la curva HTC, ya que esta es muy sensible a los errores de me-
dicién y las pequenas perturbaciones en el registro del enfriamiento (Singer, ). Para evitar
la propagacién de los errores de medicion en las curvas HTC se utilizan dos alternativas, por un
lado se filtran las curvas medidas para suavizarlas, y por otro lado se utilizan métodos [HCP de
regularizacion (Gomez y col,, )

Felde y colaboradores analizaron las técnica de filtrado de Savitzky—Golay y la de Fourier en un
analisis comparativo. En el anélisis compararon las dos técnicas con la obtenida sin el filtrado.

Obtuvieron que la técnica Savitsky-Golay es la mas efectiva de las dos (Felde y col., ).



3. Problema inverso de conduccion
de calor de una dimension con la

termocupla centrada

En este capitulo se trata el problema clasico de caracterizar los coeficientes de transferencia tér-
mica, para lo cual se utiliza el enfriamiento medido con una termocupla ubicada en el centro de
la probeta. En la figura 3.1 se muestra la geometria de la probeta. Se define 1}, como el radio de la
probeta.

Tp

\_‘
! /_|

Thermocouple

(a) (b)

Probe

Figura 3.1: Geometria de la probeta con la termocupla centrada: corte longitudinal (a) y vista lateral

(b).

El método de reconstruccién de temperaturas consiste en reconstruir las temperaturas en toda la
probeta partiendo del enfriamiento medido en el centro de la probeta. Para esto se utiliza laley de
conduccién de calor con propiedades térmicas dependientes de la temperatura. Una vez obteni-
dos el campo de temperaturas transitorio se calcula el flujo de calor en la superficie de la probeta
ylos HTC.
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En la seccidn 3.1 se presenta el problema matemético con su ecuacién diferencial y condiciones
de contorno. En la seccién 3.2 se presentan algunos métodos numéricos utilizados para calcular
los campos de temperatura, resolviendo la ecuacidn diferencial de la conduccién de calor. En la
seccion 3.3 se indica cdmo se obtiene el flujo de calor y los HT'C una vez que se resolvid la ecuacion
diferencial. Luego, se muestran algunos ejemplos en la seccion 3.4. Los errores de los esquemas
presentados en este trabajo se analizan en la seccidn 3.5, su estabilidad numérica en la seccion 3.6.
Finalmente se analiza el buen condicionamiento del problema inverso al aplicar estos esquemas
(seccidén 3.7).

Este capitulo es una versién ampliamente desarrollada y revisada de dos articulos que se presenta-
ron en el VII Congreso de Matematica Aplicada, Computacional e Industrial MACI VII que tuvo
lugar en la ciudad de Rio Cuarto, Provincia de Cérdoba, durante noviembre del 2019. En el prime-
ro articulo se presentd la resolucion del problema directo, y el segundo se presentd la resoluciéon

del problema inverso. Las respectivas citas son:

o F.Sanchez-Sarmiento and M. A. Cavaliere, “Obtencion de los Coeficientes de Transferencia
Térmica del Temple con un Método Numérico parte I”, VII Congreso de Matemdtica Aplicada,
Computacional e Industrial MACI 7, no. 1 (November 2019):585-589.

« F.Sanchez-Sarmiento and M. A. Cavaliere, “Obtencién de los Coeficientes de Transferencia
Térmica del Temple con un Método Numérico parte II”, VII Congreso de Matemadtica Aplicada,
Computacional e Industrial MACI 7, no. 1 (November 2019):590-594.

3.1 Definicidn del problema

Sea el campo de temperatura de una probeta cilindrica una funcién de la posicion radial y del
tiempo:

T="T(r1), (3.1)

que responde a la ley de Fourier (Kakac y Yener, ), dada por:

Si se aplica el ler principio de la termodinamica a un sélido incompresible, se obtiene:

oT
V- (—g) = Epcp. (3.3)

En este capitulo se considera que la probeta es lo suficientemente delgada como para que el calor se

transfiera solo radialmente, por lo tanto, se desprecia el flujo de calor en la direccién longitudinal.
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También se considera la relacién constitutiva, conductividad del material (k), como funcién de
la temperatura debido a que para los aceros utilizados en estos ensayos (inconel 600 y AISI 304)
la conductividad varia un 80 % durante el enfriamiento (Kobasko, Marques y col., y Clark y
Tye, ), sumado a que, por la magnitud del flujo de calor, se generan fuertes gradientes térmicos
y en consecuencia gradientes de conductividad significativos que no deben ser despreciados. En
consecuencia, se utiliza la ley de conduccién de calor no lineal en coordenadas cilindricas, dada
por la siguiente ecuacidn diferencial en derivadas parciales:

or (0k  k 0*T 0T
o (ar tr) TR = e G4
donde 7 son las posiciones radiales desde el centro de la probeta hasta su radio, ), y ¢ el tiempo

en el cual transcurre el enfriamiento:

0<r<ry,
0<t.

(3.5)

Como se indicé anteriormente, en la seccién 2.1, el DHCP consiste en obtener la temperatura
en la probeta cuando se conoce la temperatura inicial, las propiedades térmicas del material y las
condiciones de contorno. Para el caso de la probeta con la termocupla centrada la condicién de
contorno corresponde a su pared exterior (r = ), ver figura 3.2 a. En cambio, el [HCP consiste
en obtener la condicién de contorno en la superficie, cuando se conoce la historia térmica en al
menos un punto interno. En este caso se conoce la curva del enfriamiento en el centro de la probeta

y se quiere encontrar la temperatura y el flujo de calor en la pared exterior, ver figura 3.2 b.

Al asumir la condicién de simetria de revolucidn el centro debe tener un flujo de calor nulo:

oT
= —k(T) = =0 3.6
q (1) 3, Pt (3.6)
se obtiene la condicién de contorno en el interior, dada por
oT
— =0. (3.7)
or r=0

En el centro de la probeta (r = 0) se aplican el enfriamiento medido con la termocupla:
T(0,t) =1T,,(t). (3.8)

Para resolver este problema se propone el método de reconstruccion de temperaturas, el cual con-
siste en reconstruir las temperaturas en toda la probeta usando la ecuacién 3.4, partiendo de las
ecuaciones 3.8 y 3.7 para luego calcular las curvas flujo de calor en la superficie y HTC con las

temperaturas de los ultimos nodos.



3.2 Algoritmos para la reconstruccion de temperaturas 20

tA + A
Boundary Unknown
Condition prd Boundary
Measured Condition
Cooling

curve

d

Null heat Null heat
flux flux

/ r r
Initial State a) ™ (b) ™

Figura 3.2: Dominios y condiciones de contorno del problema directo (a) y del problema inverso
(b) de conduccién de calor de la probeta con la termocupla centrada.

3.2 Algoritmos para la reconstruccion de

temperaturas

Los esquemas utilizados aqui para calcular las temperaturas surgen de reemplazar a las derivadas

parciales por los operadores en diferencias finitas de la ecuacién diferencial 3.4. Segun el caso, se

utilizan operadores de primero o segundo orden (Lapidus y Pinder, ):
P P
8_T ) Tin— T (3.9)
or 2Ar '
5y = ] : (3.10)
r Ar
P P
Ok _ k(T5) — k(T ) G3.11)
or Ar ’ '
p+1 P
p+1 p—l

Esquema Explicito Centrado

El método utilizado para el problema parabdlico se obtiene a partir de reemplazar los operadores

3.9 - 3.12 en la ecuacién diferencial 3.4. El esquema es conocido como Esquema Explicito Centra-
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do (EEC) (Marshall, ) o Aproximacion Clasica Explicita (Lapidus y Pinder, ), en el cual se
utilizan operadores centrados de segundo orden para la derivada espacial primera (ecuacién 3.9)
y para la derivada segunda (ecuacion 3.10), pero de primer orden para la derivada de la conduc-
tividad. Si se tomara un operador se segundo orden para la derivada parcial de la conductividad,
el esquema resultaria no lineal, para lo cual seria necesario un método iterativo para obtener ca-
da temperatura (Taler, ). Respecto a la derivada temporal, para generar el algoritmo EEC, se

utiliza el operador de primer orden, ecuacién 3.12, obteniéndose la siguiente expresion:

TP — T, (’f (77) —k (1}1) Lk (Tap>> ok (17) Tfa =217 + 17,
J

2Ar Ar r Ar?

p+1 D
I T
- At pcp)

despejando At y pc,, del lado derecho se obtiene

At (17, —17) (k@p) —k(174)

1)) Sl o e

pe,Ar VIt 2Ar * 2r pe, Ar?
_ qptl  pp
Se ordena el lado derecho de forma de agrupar el nimero de Fourier:
k(TF) At
F=—39/__ 3.14
° pcp,Ar? (3.14)

por lo que se obtiene:

E(TP) —k(T? A
rrza -z (U (Tp(> R ARG
J
= TP 1P,
Se agrupan los términos de las temperaturas nodales:
k(T?) —k(T?
F, (1 K 32>k (TP() ) %) TP | +(1—2F,) TV
! (3.15)

+ (1_’_1{3(1—?)—{—]{3(1—?}_1) _H) TP —ptl
2%k (Tf) 2r
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Con el objetivo de simplificar la notacion se definen los siguientes pesos que multiplican a las

temperaturas nodales:

ip=F, (1_ k(T]) =k (T]1) AT) |

u(T) 2
bp=1—2F,, (3.16)
o (1 M) R(TR) A
B 2k (T7) 2r )

con lo cual, la ecuacién 3.15 resulta:

+1
ij = CLETJI’L]_ + bETJp + CET]Z:L]_. (317)
Dado que la suma de los tres pesos es unitaria, ¢ se escribe como

Finalmente, se adopta el EEC como esquema DHCP con el cual se calcula la temperatura en un
nodo en un instante p + 1 como un promedio pesado de tres temperaturas de nodos vecinos. En
la figura 3.3 (a) se muestra graficamente que el calculo se efectia en forma explicita y centrada tal

como lo indica el nombre del esquema adoptado, y esta dado por:

+1
TV = apTy  +bpT) + (1—ap —bp) TP, . (3.19)
p+1 p+1
(p + 1™ time—» 7} (» + D" time—> 7}
t
pth time —» d ph time —»
v P
v, T v, T T

Figura 3.3: Molécula de calculo del método de Euler Explicito Centrado para el problema directo
(a) y para el problema inverso (b), las flechas indican el sentido del calculo

Para el calculo IHCP se despeja la temperatura T’ JP 1 con lo cual se calcula la temperatura de un
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nodo en funcién de las temperaturas de los nodos vecinos interiores con la temperatura futura de

uno de ellos, dado por

p+1 D D
j+1 - 1 _ _ b * .
ap E

En la figura 3.3 b se muestra la molécula de calculo del esquema, las flechas indican el sentido del
calculo para los dos problemas.
Las temperaturas en el primer nodo se obtienen evaluando la curva del enfriamiento medido en

la discretizacion temporal considerada,

Ty =T, (pAt). (3.21)

Las temperaturas del segundo se calculan con un esquema especifico, construido a partir de aplicar

la ecuacion 3.15 en el centro de la probeta junto con la condicién de flujo nulo (ecuacion 3.7),

obteniendo:
k(TP)—k(TP) Ar
F[1—220 L — TP+ (1-2F)TY
0( 2k (TY) 27~> 1+ o) To
k(TP)+k(TP)  Ar 1
1 0 L )ETP =T
+( * 2k (T7) 2r> ol 70
Al simplificar se obtiene:
2F, TP + (1 —2F,) TP = TP, (3.22)

Dejando del lado izquierdo el término con la temperatura del segundo nodo se obtiene:

2F, TP = TP 4 (2F, — 1) T, (3.23)

Finalmente, el operador de arranque resulta:

1 1
TP = TP 4 (1— TP, 3.24
L oop "0 - 2F ) 0 (3.24)
Esquema de Richardson
El esquema de Richardson (Lapidus y Pinder, ) surge en forma andloga al EEC pero utili-

zando el operador de segundo orden para la derivada parcial respecto al tiempo, ecuacién 3.13,y
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operando de la misma manera se obtiene:

T = TP 4+ F, (2—k<Tf>_k(Tf‘1> —H> T’

o1 (A T

(3.25)
P\ _ (TP
VF (2 F (1) — k(1) + _A:) 7,

Para simplificar la ecuacion se definen los siguientes pesos que multiplican a las temperaturas

i, (o AT )

nodales:

k(1) "
bp = —4F,, (3.26)
P\ _ k(TP
cp=F, (2 i g l (TZST]J + %) .
J

Dado que la suma de las tres variables nodales es nula, cg se escribe como:
Se obtiene el esquema de Richardson (figura 3.4 a) para el DHCP, dado por:

(3.28)

+1 —1

( th 4 T-p+1
p+ D" time—»0_'J

(/l t
pth time —» r

P P P
VA U
(p — D" time—> ij—l (» — D" time—> ij—l

(a) (b)

Figura 3.4: Molécula de calculo del método de Richardson para el problema directo (a) y para el
problema inverso (b), las flechas indican el sentido del célculo

Despejando TJP 1 de la ecuacion 3.28 se obtiene el algoritmo para el problema [HCP:

p+1 p—1 D D
ar + bR

Py= (3.29)
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En la figura 3.4 (b) se muestra la molécula del esquema, las flechas indican el sentido del célcu-
lo para los dos problemas. Similar a la ecuacién 3.24, el operador de arranque del esquema de
Richardson resulta: ) )

TP = — Pl gl b 3.30
1 4Fo 0 4Fo 0 + 0 ( )

Dado que el esquema de Richarson utiliza la tem-

peratura en un tiempo posterior y un tiempo ante-

rior no es posible reconstruir las temperaturas ini-

ciales en la superficie de la probeta. Entonces, se

define el tiempo de retardo como el tiempo en el

que se empieza a reconstruir la temperatura en la

cara exterior de la probeta. Dado que en la recons-

truccién de temperatura se necesita la temperatu- At

ra de un tiempo anterior, el tiempo de retardo (¢,,

CpAt

figura 3.5) es igual al producto de la cantidad de

t
elementos (C'g) por el incremento temporal (At): T I

Er

t. = CpAt. (3.31) jz0 j=Cg
Figura 3.5: Discretizacion, tiempo de retardo.

El mismo problema ocurre con los dos esquemas para la configuracion final, dado que los dos
utilizan la temperatura de un tiempo posterior. De todos modos, este problema se resuelve mante-
niendo el registro de temperaturas por unos instantes luego que el proceso de enfriamiento haya

concluido.

Comparacion con otras formulaciones

Los problemas inversos son llamados asi porque es inversa la secuencia causa-efecto (Felde y Szé-
nasi, ), dado que se determinan las causas que generaron las consecuencias. Por este motivo,
en un problema inverso, es més til calcular la temperatura de un nodo (causa) considerando la
temperatura futura del nodo vecino (consecuencia). A su vez, el uso de temperaturas futuras ayuda
a la estabilidad del esquema y disminuye el error (Beck y col., )y (Raynaud y Bransier, ).

Teniendo esto en cuenta, los dos esquemas presentados que pertenecen a la familia métodos de
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avance (marching methods), incluyen variaciones especificas. Comparando con el esquema presen-
tado en (D"Souza, ), que es la referencia mas antigua que se encontré de aplicacién alos [HCP
de estos métodos, aqui se parte del esquema explicito del problema directo mientras que D’Souza
parte del esquema implicito. Esto trae como consecuencia al resolver el problema inverso, que con
los esquemas formulados en esta tesis al calcular cada temperatura se utiliza la temperatura del no-
do vecino en un tiempo posterior, mientras que con el esquema de D’Souza se utiliza el tiempo
anterior.

Ademas, en esta formulacidn se tiene en cuenta la dependencia con la temperatura de las propieda-
des del material con lo cual se utiliza la ecuacién no lineal de conduccién de calor. Si bien D’ Souza
no tuvo en cuenta esta dependencia, otros autores resuelven la no linealidad utilizando un punto
fijo para calcular cada temperatura nodal (Taler, ). Aqui se prefirio resolver la no linealidad

calculando la derivada espacial de la conductividad con un esquema de ler orden.

3.3 Calculo de flujo de calory HTC

Luego de calcular las temperaturas en el interior de la probeta, se calcula el flujo de calor que
absorbe el fluido refrigerante, debido a que, en la frontera, el calor conducido es igual al calor

absorbido por el refrigerante,

T
0 () = kT 0) 5 (33

Numéricamente, el flujo de calor en la superficie de la probeta se calcula con los dltimos 3 nodos al
aplicar el operador derivada parcial en atraso para calcular el flujo de calor. Se utilizan tres nodos,
para mantener el orden cuadratico con la coordenada espacial (ver seccidn 3.5). Es decir, el flujo

de calor se calcula en cada instante p como:

STEp +AThy |~ Thy

¢ =k (Tp) oA (3.33)
De manera similar, el HTC esta dado por:
P P P P

2Ar T8, 1,
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3.4 Ejemplos

Se analizan tres ejemplos. En el primero de ellos, con un caso tedrico, se compara el desempeno de
los dos esquemas entre siy con otros métodos. En el segundo ejemplo se parte de un enfriamiento
medido para calcular la curva HTC del aceite de coco. El enfriamiento utilizado fue realizado por
investigadores de la Universidade de Sao Paulo, Escola de Engenharia de Sao Carlos. Con el tercer
ejemplo se muestra la propagacion del error de medicidn en las curvas de flujo de calor. En este
ultimo ejemplo se utilizaron enfriamientos realizados en un laboratorio por investigadores de la

Universidad Nacional Auténoma de México.

Ejemplo 1

En este ejemplo se resuelve con el método de reconstruccién de temperaturas, utilizando los es-
quemas EEC y de Richardson, uno de los casos tedricos de verificacion propuestos en (Felde, ).
Felde definié tres curvas hipotéticas de HT'C para utilizarlas como la condicién de contorno con-
vectiva del problema DHCP, que resolvié con el método de los elementos finitos. De esta manera,
calculd las temperaturas en el interior de la probeta que se hubiesen obtenido en un ensayo con
el refrigerante hipotético. Para esto utilizé un modelo con transferencia de calor transitorio con
simetria de calor de una dimensién.

En los modelos el autor utilizé la geometria de las probetas normalizadas ISO 9950, probetas ci-
lindricas de 12,5 mm de didmetro, con la temperatura inicial de 860°C, enfriadas con el fluido

hipotético a 0°C. Las propiedades térmicas consideradas se indican en la tabla 3.1.

Tabla 3.1: Propiedades térmicas consideradas para este ejemplo (Felde, ).
Temperature| Heat Conduction | Specific Heat
°C] W /m?] (W /m°C
20 14.9 310
100 15.9 352
200 17.3 394
300 19 444
400 20.5 468
500 22.1 486
600 239 502
700 25.7 519
800 27.5 536
900 29 578
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Figura 3.6: Curvas HTC hipotética (a) y enfriamiento obtenido con la curva hipotética (b) (Felde,

)

Luego, envid los enfriamientos y las propiedades del material a 5 investigadores (sin las curvas
HTC), ubicados en América, Europa y Asia, para que mediante la resoluciéon [HCP obtengan cur-
vas HT'C, cada uno con su método. Entre los métodos utilizados por los investigadores se destaca
el de regularizacion de Beck y el de regularizacion iterativa. Finalmente, el autor compard las cur-
vas recibidas con las originales, para determinar cuéles métodos son mas efectivos. No colaboré en
ese trabajo, sin embargo, luego de su publicacién, también a mi me envié los mismo enfriamientos
que en su momento envié a los otros investigadores.

El enfriamiento utilizado aqui como dato de ingreso para la resolucién del problema inverso se
muestra en la figura 3.6 (a), corresponde a la curva H'T'C hipotética mostrada en la figura 3.6 (b).
En la Figura 3.7 se muestran las curvas HTC obtenidas con el método de reconstruccién de tem-
peraturas, utilizando el EEC (a) y el esquema de Richardson (b). En las dos corridas se utilizaron

31 nodos (Ar = 0.21mm), y un incremento temporal At de 0.1 segundos. En la figura 3.8 se

muestran las curvas obtenidas por los otros investigadores y recopiladas en dicho trabajo.

Comparando estos resultados (figura 3.7), con los resultados obtenidos con otros métodos (figura
3.8), se puede notar que los resultados obtenidos con este método, con cualquier de los dos esque-
mas, tienen un acuerdo muy satisfactorio con las curvas hipotéticas. Al contrario, otros métodos
muestran un bajo nivel de acuerdo. Sin embargo, el método que mejor concuerda con los resulta-

dos obtenidos aqui corresponde al método basado en programacion lineal y detallado en (Felde y
Réti, ).



3.4 Ejemplos 29

= EEC == Hipothetical Richardson Hipothetical

6000
5000
4000
3000

2000

HTC [W/m2°C]

1000

0 10 20 30 0 10 20 30

Time [s] Time [s]

Figura 3.7: Curvas HT'C obtenidas con el algoritmo de Euler Explicito Centrado (a) y con el algo-
ritmo de Richardson (b).
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Figura 3.8: Curvas HTC obtenidas con otros métodos (Felde, 2016)

Ejemplo 2

En el 2do ejemplo se calcula la curva HTC del aceite de coco, para lo cual se utiliza el enfriamiento
medido por la investigadora Carlos Simencio de la Universidade de Sao Paulo, Escola de Engenha-
ria de Sdo Carlos. Las especificaciones y resultados del ensayo de laboratorio fueron publicados
en (Simencio Otero y col,, 2018). George Totten, coautor del articulo, me compartié los resultados
experimentales, utilizados aqui como datos de entrada.

El ensayo consiste en sumergir la probeta con temperatura inicial de 847°C, en aceite de coco a
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60°C. La probeta es de Inconel 600 tiene un diametro de 15 mm. Se consideraron las propiedades
del material dependientes de la temperatura (Clark y Tye, ).

Se realizaron dos corridas, en la primera se utilizé el EEC, y en la segunda el esquema de Ri-
chardson. En las dos corridas se utilizé un incremento temporal At de 0,125s. Los resultados se
muestran en la figura 3.9, obtenidos con el EEC (a) y con el esquema de Richardson (b). En la
figura también se agregé la curva obtenida por Kobasco (Kobasko, Batista y col., ), cuyo en-
friamiento corresponde a una probeta del mismo material, fluido refrigerante y temperatura de

fluido, pero con una probeta de 12,5 mm de didmetro.

e EEC ¢ Kobasco et al. Richardson & Kobasco et al.
2500
L J
4
2000 .0’ ¢ R
o) *
2 1500 . ¢
L 4
= . ®,
2 I * X
o 1000 oot ¢,
* 500 ¢ K
PS * *
0 L 2
300 500 700 900 300 500 700 900
Temperature [°C] Temperature [°C]
(a) (b)

Figura 3.9: Curvas HTC del aceite de coco obtenidas con el método de reconstruccién de tempe-
raturas, utilizando el esquema explicito centrado (a) y el esquema de Richardson (b), junto con los
resultados de otro autor (Kobasko, Batista y col,, )

Comparando las dos curvas obtenidas con el método de reconstruccion de temperaturas, figura
3.9 (a) y (b), puede notarse que resultados obtenidos con los dos esquemas son muy similares, con
la diferencia que el valor maximo de H'T'C obtenido con el esquema de Richardson es ligeramente
superior al del EEC. También puede notarse que los puntos de Leidenfrost son coincidentes en-
tre los dos métodos (660 °C) y con los resultados referenciados (Kobasko, Batista y col., ), lo

mismo que sus valores criticos (530 °C).
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Ejemplo 3

En este ejemplo se utilizan como datos de ingreso curvas de enfriamiento con y sin un filtrado
previo. Como se indicé en la seccién 2.4, hay dos practicas habituales para evitar la propagacién
de los errores de medicién. Una es suavizar las curvas medidas con técnicas de filtrado, la otra es
utilizar métodos [HCP de regularizacion. El método presentado aqui no es un método de regula-
rizacion, por lo tanto, siguiendo las practicas habituales, deberia aplicarse un filtrado previo. Con
este ejemplo se pretende mostrar como responde el algoritmo si se omite el filtrado previo.

Se utilizaron curvas generadas en la Universidad Auténoma de México que fueron enviadas gen-
tilmente por Roberto Cruces-Resendes. En los dos ensayos se utilizé como refrigerante agua recir-
culada con caudales de 20 y 60 litros por minutos. En la figura 3.10 se muestran las curvas de tasas
del enfriamiento original y del enfriamiento con el filtrado. Corresponden a probetas cilindricas
de AISI 304 con un didmetro de 12.7 mm.

200
= Filtred data 20 lpm
Original data 20 lpm
150
= Filtred data 60 lpm
S — QOriginal data 60 Ipm /\
&~ 100
Q
s
i
0 \
£ 50 \\\
(@] ‘\\
o S,
O -~ Y NNV o R o Y
0
5 10 15 20 25 30
-50
Time [s]

Figura 3.10: Curvas de tasa de enfriamiento con y sin filtrado.
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En la figura 3.11 se muestran las curvas de flujo de calor calculadas utilizando el EEC con los da-

tos originales y los datos filtrados de los dos ensayos. En la figura 3.12 se muestran los resultados

utilizando el esquema de Richardson.
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Figura 3.11: Resultados de flujo de calor obtenidos con el EEC utilizando las curvas originales y
las curvas filtradas.
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Figura 3.12: Resultados de flujo de calor obtenidos con el esquema de Richardson utilizando las
curvas originales y las curvas filtradas.

En la figura 3.13 se muestran cdmo se suavizan las curvas de flujo de calor si se aumenta el incre-
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mento temporal a 0.3 s. Al comparar los dos esquemas, se nota las curvas resultan mas suavizadas

con el EEC que con el esquema de Richardson.
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Figura 3.13: Comparacion de los resultados con los dos esquemas al utilizar curvas sin filtro y un
incremento temporal mayor al de la figura 3.12.
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3.5 Errores

Para analizar el orden de los esquemas se realiza una serie de Taylor para cada una de las tempe-

raturas nodales involucradas en el algoritmo:

oT 02T A2 93T A3

TP =P+ S S S O (A, (3.35)
TPt =TP %—Tm + %Z Aztz — %?;Z Agg +0(AtY), (3.36)
TP = Tp + aa—TAr ?;Z A27~2 + gjg AgS + 0 (Art), (3.37)
SRR N

Esquema Explicito Centrado

Se reemplazan las series de Taylor (ecuaciones 3.35, 3.37 y 3.38) en el esquema inverso EEC (ecua-
cién 3.20), obteniéndose
oT pc, | 0*°T At pc 0°T  9T1 03T Ar?
OF vey | LA 2% a2y~ 2T OT1, 0T A
ot k(Ty)  ot2 2 k(T}) a2 " orr | ord 6r

+ O (A?). (3.39)

Dado que del lado izquierdo de la ecuacién 3.39 la menor potencia a la que esta elevado At es 1,
entonces se dice que el método es de primer orden con el tiempo. En cambio, del lado derecho
del igual, la menor potencia a la que esta elevado Ar es 2, entonces se dice que el método es de
segundo orden para la posicidn radial. Esto era esperable, dado que para las derivadas parciales en
r se utilizaron operadores cuadraticos, y para la derivada parcial en ¢ se utilizé un operador lineal.
Como se verd mas adelante con la figura 3.14, el orden en 7 no se ve afectado por haber utilizado

la derivada de la conductividad en primer orden.

Esquema de Richardson

De manera analoga al caso anterior, se reemplazan las series de Taylor (ecuaciones 3.35 a 3.38) en

el operador inverso del esquema de Richardson, ecuacion 3.29, obteniéndose

or 5 9°T p 0T 1 93T Ar?
5P + O (At?) = k(T )8 5 +k<TJ’>EQ_r+ (T} )ar3 =

En este caso se obtiene que la menor potencia a la estan elevados los incrementos At y Ar es 2,

+ O (At*). (3.40)

en consecuencia, el algoritmo es de orden 2 para el tiempo y para la posicion. Esto también era

esperable, dado que en todas las derivadas parciales se utilizaron operadores cuadraticos.
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3.6 Estabilidad numérica

Problemas directos

La ecuacién diferencial que describe el comportamiento de la temperatura en estos problemas,
ecuacidn 3.4, es una ecuacidn diferencial de tipo parabdlico que puede ser descripta genéricamente

como:

ou ou 0%u

La estabilidad de la ecuacién en problemas directos resueltos con EEC es analizada en (Menéndez,
) y (Marshall, ). Los incrementos temporales minimos posibles deben satisfacer las dos

condiciones siguientes:

A 2

At < %7 (3.42)
2D

At < . (3.43)

La constantes U y D de la ecuacion 3.41 resultan:

ok k
v + v
U= —%, (3.44)
P
D= i (3.45)
pCp

Finalmente, se reemplazan las constantes D y U en las condiciones de estabilidad (inecuaciones
3.42 'y 3.43) para obtener las condiciones de estabilidad del DHCP 1D con simetria de revolucién
con la resolucién EEC:

F, < (3.46)

Y

At < L (3.47)

D)

El esquema de Richardson, en los problemas DHCP, no presenta una condicién de estabilidad,

N | —

dado que es incondicionalmente inestable [Lapidus y Pinder, 1.
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Problemas inversos

Elkins mostré que al utilizar un operador inverso similar a los utilizados aqui, para un problema
plano, con un malla gruesa se obtiene un resultado impreciso pero estable y en contraparte, si
la malla es refinada mas alla de su valor 6ptimo la prediccion inversa se vuelve inestable (Elkins,
). Beck enuncia el mismo problema con su método secuencial (Beck y col., ).
Similar al planteo de Elkins, a modo de determinar empiricamente los parametros numéricos que
determinan la estabilidad se realiz6 el modelo de un calentamiento de una probeta de 12 mm de ra-
dio con un flujo de calor en la superficie de 1IMW. Se simplificé la dependencia de las propiedades
del material, modelizando la conductividad y la capacidad volumétrica especifica (pc,,) mediante
una relacién lineal con la temperatura. La simplificacion se realizé de manera que no sean estas las

que generen la inestabilidad dado que para los materiales utilizados en este ensayo su dependen-

cia con la temperatura puede no ser suave [Clark y Tye, ]. Las propiedades utilizadas resultan:
k(T) =11+ 13T (3.48)

- 900"’ '
pc,(T) = 3.5310° + 1.8 10°T.. (3.49)

Partiendo de una temperatura inicial uniforme de 0°C se calcularon las temperaturas de la pro-
beta con el sistema ANSYS, version R2, utilizando simetria de revolucién y una malla construida
con un tamano caracteristico de 0,2mm. Luego, para el calculo inverso, los resultados obtenidos
con ANSYS se tomaron como datos de entrada para ser ingresados como curvas de calentamiento
en el primer y el segundo nodo y mediante los dos esquemas presentados se reconstruyeron las
temperaturas en el resto de los nodos, para determinar la temperatura superficial a los 6 segundos.
Para hacer este analisis se utilizaron las temperaturas de los dos primeros nodos dado que se quie-
re analizar el desempeno de los operadores inversos, evitando que estos se vean influenciados por

los operadores de arranque de los segundos nodos.

Se realizaron multiples corridas del problema [HCP los dos esquemas utilizando un mismo incre-
mento espacial (Ar = 0, 4mm), disminuyendo el incremento temporal desde los 0, 4s. Se observa
que con el esquema EEC el comportamiento de la temperatura calculada en un punto y un tiempo
especifico es aproximadamente lineal con el incremento temporal (ver figura 3.14 a), y para el es-
quema de Richardson el comportamiento es aproximadamente cuadratico (ver figura 3.14 b). Este
resultado era esperable, dado que se demostré que el método de EEC es lineal con el incremento
temporal y el de Richardson es cuadratico. Para los dos esquemas existe un incremento temporal
tal que si este se continta achicando las temperaturas calculadas tienen un comportamiento erra-

tico. En consecuencia, se define como incremento temporal critico al minimo dentro del periodo
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Figura 3.14: Incrementos temporales criticos en problemas inversos: Esquemas EEC (a) y de Ri-
chardson (b) con Ar = 0, 4mm en la posicion r = 6mm del centro en el instante ¢ = 6s.

estable, caso opuesto a los problemas DHCP en los cuales del incremento temporal critico es el
valor maximo. En la figura 3.14 se muestran los incrementos temporales criticos con un punto

rojo, obteniéndose 0.03s para el EEC y 0.04s para el esquema de Richardson.
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Figura 3.15: Estabilidad de los esquemas EEC y Richardson en problemas inversos: Tamano de
incremento temporal critico (a) y Nimero de Fourier (b) determinados a partir de la temperatura
calculada a 6 mm del centro a los 6 s.

Luego se repitid el analisis anterior considerando los incrementos espaciales de 0.2, 0.3, 0.4, 0.5.
0.6,0.75, 1 y 1.2 mm. Los incrementos temporales criticos obtenidos se muestran en la figura 3.15

a) para los dos esquemas utilizados. En ambos casos se obtiene un periodo en el que crecen con
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el incremento espacial y un segundo periodo en el cual se mantiene constante. En la figura 3.15
b) puede verse el nimero de Fourier critico como una funcién del incremento espacial y puede

notarse que no existe un periodo en el que sea constante.
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Figura 3.16: Estabilidad del EEC en el problema directo: Tamano del incrementos temporal critico
(a) y Numero de Fourier (b) en funcién del incremento espacial.

Con este analisis empirico puede notarse que la estabilidad de los esquemas analizados se com-
porta de forma distinta segtin estos sean utilizados en un problema directo o inverso. En el caso
del esquema EEC se observa que en los [HCP presenta un comportamiento estable mientras el
incremento temporal sea mayor que un minimo mientras que en los DHCP debe ser menor que
un incremento temporal maximo (inecuaciones 3.46 y 3.47). Para comparar la estabilidad de los
dos problemas, se grafican la condicidn de estabilidad (inecuaciones 3.46 y 3.47) en la figura 3.16,
cono el solo fin de hacer la comparacién se utilizé un incremento espacial al radio de la probeta.
Comparando las figuras 3.15 (a) y 3.16 (a) se observa que las curvas, aunque tiene valores distintos,
sus formas son similares, las dos tienen un periodo creciente y otro constante. También puede
notarse que la estabilidad no se garantiza a partir de un nimero de Fourier, como en el caso EEC
para el problema directo.

Con respecto al esquema de Richardson en los IHCP muestra una region de estabilidad con un
comportamiento similar al EEC mientras que en los DHCP es incondicionalmente inestable (La-

pidus y Pinder, ).
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3.7 Sobre el condicionamiento del problema

inverso

Como se present6 en la seccion 2.1, siguiendo al planteo de Akrami, se dice que un problema esta

bien condicionado (well-posed) si cumple las siguientes condiciones (Akrami y Erjaee, ):

1. Existe solucion.
2. La solucidn es tnica.

3. La solucién resulta continua con los datos del problema.

En caso de no cumplirse alguna de las condiciones se considera al problema como mal condicio-
nado (ill-posed).
A continuacidn, se analizan las condiciones para determinar si con el método de reconstruccién
de temperaturas el problema inverso esta bien o mal condicionado.
El problema inverso presentado en este capitulo consiste en obtener las condiciones de contorno
en la superficie de la probeta cuando se parte de las temperaturas medidas en el centro de la pro-
beta. Las condiciones de contorno en la frontera pueden ser tanto las temperaturas (Condicién
de Dirichlet) o los flujos de calor (Condicién de Neumann). Por simplicidad, en esta seccién se
consideran propiedades del material constantes (problema lineal).
Los pesos que multiplican a las temperaturas nodales (ec. 3.16) se reducen a funciones del niimero
de Fourier (ec. 3.14), dadas por:

b=1-2F,, (3.50)
25 —1

% (3.51)

Clj = FO
Si se aplican las mediciones a las temperaturas nodales de los primeros nodos, se obtiene:

T8 = Tm?. (3.52)

Se aplican los operadores de arranque para calcular las temperaturas del segundo nodo:

1 1
TP = (1 — — | TmP + —TmPTL. 3.53
i ( 2fo> met gy T 39
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El resto de las temperaturas nodales se calculan con el operador EEC (ec. 3.20):

p+1 D P
e Tj — Clej,l — ij

— 3.54
J+l l—aj—b ( )

Para obtener la relacién entre los datos del problema (temperaturas medidas en el centro de la
probeta), y las temperaturas superficiales, se asignan valores al subindice j desde 1 en adelante.
Haciendo los reemplazos correspondientes se ordenan los datos de entrada (I'm?) y las tempe-
raturas superficiales segtin la cantidad de nodos utilizados en la discretizacion de la probeta. Por

ejemplo, si se utilizan dos nodos, la temperatura superficial para cada instante p resulta:

2F,—1 1
0 = —ImP + TmP T, (3.55)

o o

Si se utilizan 3 nodos, la temperatura superficial para cada instante p resulta:

_2F,—1
- 2F

o

1 1
Ty TmP + —TmP*1 + 3?Tmpﬂ. (3.56)

2F,

o o

Con 4 nodos, la temperatura superficial resulta:

3 2

qp _ 30k —T9FG +48F, —8 T9F2 — 96F, + 24 Tt

3 30F3 30F3 (3.57)
48F, — 24 8 '
=m0 T pmpt2 4 = pm,mpt3
303 " Tagmst "
Se define la representacién matricial:

Ts” =G Tm. (3.58)

La matriz GG resulta una matriz cuadrada de tamano C Nx(C' N, donde C'N esla cantidad de nodos
utilizados en la corrida. Esta matriz resulta una funcién de la cantidad de nodos y del nimero de

Fourier (ec. 3.14). Para los casos de hasta 4 nodos, la matriz G resulta:

1 0 0 0
2F, —1 1 0 0
2F, 2F,
G = 1 —4F, + 3F? —2+4F, 1 0 . (3.59)
3F2 3F2 3F2
30F3 —79F3 + 48F,—8 T9F2 —96F, +24 48F,—24 8

3013 3013 30F3  30F3
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En el apéndice C se analiza la matriz G con algunos casos particulares, F,, = 0.1, F,, = 0.8,
F, =1y F, = 10 considerando hasta 18 nodos. Puede notarse que, en todos los casos, la suma
de las componentes de cada fila es 1, lo que implica que la temperatura superficial es un promedio
pesado de las temperaturas medidas. También se puede notar que con nimeros de Fourier relati-
vamente grandes (£}, = 10) las componentes de la matriz G son muy pequefas y decrecen con
la cantidad de nodos utilizados. En contraposicién con valores pequenos del nimero de Fourier
(F, = 0.1), las componentes de la matriz adquieren valores muy elevados. En casos intermedios
(F, = 0.8), si bien con pocos nodos las componentes son relativamente pequenas, en el orden de
la décima, a medida que se aumentan los nodos las componentes resultan en el orden de mil.

Al realizar este analisis se comprueban las tres condiciones del buen condicionamiento del pro-
blema, ya que la solucidon existe, es tinica y continua con los datos del problema. La solucién es
continua ya que se demostrd que las temperaturas superficiales son un promedio pesado de las
temperaturas. Sin embargo, dependiendo del nimero de Fourier, en algunos casos se obtiene una
dependencia extremadamente fuerte con los datos. Esto implica que pequeios errores en las me-
diciones generan muy fuerte cambios en las temperaturas superficiales, dando lugar a la inestabi-
lidad numérica.

Finalmente, se concluye que el problema [HCP puede estar bien condicionado, dependiendo los
parametros de la discretizacion y las propiedades del material, mediante el nimero de Fourier. A
su vez, si bien el problema puede estar bien condicionado al avanzar algunos nodos, puede resul-
tar mal condicionado en posiciones mas alejadas del centro de la probeta. Esta conclusiéon es muy
relevante ya que en diversos articulos de bibliografia se indica que los problemas [HCP son proble-

mas mal condicionados (Beck y col,, ), (Hernandez-Morales, ), (Shen, ), (Dowding y
Beck, ).



4. Problema inverso de conduccion
de calor de una dimension con la

termocupla descentrada

En este capitulo se trata el problema de caracterizar los coeficientes de transferencia térmica, uti-
lizando el enfriamiento medido con una termocupla ubicada fuera del centro de la probeta cilin-
drica, ver figura 4.1. Se define r;, como el radio de la probeta y r,,, como la posicion radial donde

su ubica la termocupla.

8710 7 _P

Thermocouple

(a) (b)

Probe

Figura 4.1: Geometria de la probeta, corte longitudinal (a) y vista lateral (b). El radio de la probeta
es 1, y la posicién radial de termocupla es 7.

Los algoritmos utilizados en el capitulo anterior posibilitan obtener la temperatura en un nodo
cuando se conoce la historia térmica de dos nodos anteriores. En consecuencia, al primer nodo,
correspondiente al centro de la probeta, se le aplica la historia del enfriamiento medido con la
termocupla, y al segundo nodo se le calcula la historia térmica considerando la condicién de con-

torno de flujo nulo del centro. En este caso, al estar la termocupla fuera del centro no se puede
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aplicar dicha condicidn de borde al punto de la medicién. Entonces, es necesario analizar la zona
anterior a la posicion de la termocupla en forma separada del resto. En consecuencia, se definen
dos zonas, la interior a la posicion de la termocupla denominada "zona cilindrica”, y la exterior a

la posicion de la termocupla, "zona tubular”, ver figura 4.2.

t A
A Unknown
Cylindrical Boundary
zone Condition
(DHCP
solution) Mea.sured
Cooling
curve
;\Ilull heat Q
ux Tubular zone
(IHCP solution)
/ r
Initial State Tm o

Figura 4.2: Dominios y condiciones de contorno del problema directo (zona cilindrica) y del pro-
blema inverso de conduccién de calor de la probeta con la termocupla descentrada (zona tubular).

De esta manera, al calcular las temperaturas en la zona cilindrica, se utiliza como condiciones de
contorno el enfriamiento medido (condicién de Dirichlet) y la condicidn de flujo nulo en el centro.
En consecuencia, el problema de calcular las temperaturas de la zona cilindrica resulta ser DHCP.
A continuacidn, similar al planteo del capitulo anterior, se resuelve el problema [HCP de calcular
las temperaturas en la zona tubular aplicando la curva del enfriamiento medido al primer nodo.
Para el segundo nodo se utiliza un operador de arranque que considera el flujo de calor calculado
en la frontera de la zona cilindrica. Para los nodos siguiente se utilizan los esquemas EEC 6 de Ri-
chardson. Finalmente, se calcula la curva de flujo de calor en la superficie de la probeta y la curva

HTC con las temperaturas de la zona tubular.
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4.1 Definicion del problema matematico

Zona cilindrica

Sea el campo de temperatura de la zona cilindrica una funcién de la posicién radial y del tiempo:
Te=Tc(r,t). (4.1)

Aplicando los mismos principios y leyes del capitulo anterior, se obtiene la misma ecuacién dife-

rencial en término de las derivadas parciales:

JT'c (811: k:) kQQTc JT'c 4.2)
S _ — —_— = ———0C... .
or \or r or2 at Pp

Siendo el dominio las posiciones radiales hasta la posicion de la termocupla (r,,,), y el tiempo en

el que transcurre el enfriamiento:

0<r<r,,
0<t.

(4.3)

El centro de la probeta resulta un punto de flujo de calor nulo, dada la condicién de simetria de

revoluciodn: 5T
C

= —k(Te) — = 0. 4.4

q (Tc) 1 (4.4)

Debido a que la conductividad del material no es nula, se obtiene la condicién de contorno en el

interior:

0T c

r=0

Y la historia térmica en la posicién radial (r = 7,,,) esta dada por la medicién realizada con la

termocupla.

Te(r,,,t)="T,,(t). (4.6)

Una vez resuelta la ecuacion diferencial 4.2 con las condiciones de contorno 4.5 y 4.6, se calcula
la curva de flujo de calor en la posicién de la termocupla derivando el campo de temperaturas con

respecto a la posicion:
oTc(t,r)

o (4.7)

am (t) = —]C(TC)
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Zona tubular

Sea el campo de temperatura de la zona tubular una funcién de la posicién radial y del tiempo:
Tt = Tt(r,t). (4.8)

La ecuacidn diferencial que rige este problema es la misma que para la zona cilindrica:

oTt <8k: k:) kath oT't (49)

— | =+ - = ——pC,. .
or \or " r oz~ ot

En este caso, el dominio esta comprendido por las posiciones radiales desde la posicion de la ter-

mocupla (r,,), hasta el radio exterior de la probeta (1)), y el tiempo en el que transcurre el enfria-

miento:
T < T < T

0<t.

(4.10)

Aplicando la curva del enfriamiento medido como condicién de contorno de tipo Dirichlet en la

posicién de la termocupla, se obtiene:
Tt(r,,,t) =T,,(t). (4.11)

Y aplicando la curva de flujo de calor 4.7 como condicién de contorno de Neumman en la posicién

de la termocupla, se obtiene:

oT't
t)=—k(T,,) — 4.12
inlt) = —H(T) G| @12)
Se obtiene la condicién de contorno de Neumann en la posicion de la termocupla:
oTt G (t)
- = — . 4.13
or ly—p. —k(Tt) (“.13)

Una vez resuelto el problema de obtener el campo de temperatura transitorio, se calcula la curva
de flujo de calor que absorbe el fluido templante derivando el campo de temperaturas con respecto
ala posicién:

aT't(t,r)

q(t) = —k(Tt) —-

(4.14)

4.2 Resolucidon numérica

Como se discutid en la seccién 3.6, la convergencia numérica no estd igualmente garantizada para

los problemas DHCP y [HCP, entonces, si se utilizan incrementos espaciales similares en las dos
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zonas, en la zona cilindrica se debe utilizar un incremento temporal mucho menor que en la zona

tubular. En consecuencia, el tiempo se discretiza con los siguientes arreglos (figura 4.3)::
tcP = pAt,, (4.15)

tP = pAt,. (4.16)

0 — .
Ar, J = CEc

T j=0

Figura 4.3: Discretizacion utilizada.

Zona cilindrica

El problema de obtener las temperaturas en la zona cilindrica, al ser DHCP puede resolverse con
método de las diferencias finitas, de los elementos finitos o de los voliumenes finitos. Aqui se utili-
zan las diferencias finitas por simplicidad, para mantener el esquema con la zona tubular.
La condicién de contorno de flujo nulo 4.5 en el centro de la probeta se utiliza para calcular el
primer nodo de esta zona. Se aplica el operador derivada primera en adelanto:

or _ —3TJP+4TP —T?

gL J+1 J+2 _
or 2Ar 0, (417)

obteniéndose: : .
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Las temperaturas en el ltimo nodo de esta zona surgen de aplicar la curva medida:

To =T, (1Pt (4.19)

Debido a que no se puede utilizar el esquema de Richardson en un DHCP por su inestabilidad, en

la zona cilindrica se usa inicamente el EEC, dado por:

Tf“ = apT? { + 0T +(1—ag —bp) T (4.20)

J+1-

Enla tabla 4.1 se resumen los algoritmos utilizados para calcular las temperaturas en esta zona.

Tabla 4.1: Algoritmos para calcular las temperaturas ij 1 en la zona cilindrica dependiendo del
nodo j.

‘ j ‘ ijﬂ _ ‘
j=0 | 4TP /3 —TEV3 |
| 0<j<cpe | agT) | +bgT) +(1—ap—bg)T},, |
[j=cp. | T |

Finalmente, se calcula el flujo de calor en la posicién de la termocupla mediante la ecuacién 4.7 de

igual manera que en el capitulo anterior, con la ecuacién 3.33:

_3T§c + 4Tgc—l _ Tgc—Z
2Ar '

gm =k (Tg,) (4.21)

Interpolando el arreglo del tiempo en la zona tubular (tc) con el arreglo del calor para la zona de

la termocupla (g,,,) se obtiene la funcién flujo de calor en el punto de medicidn:

G (1) = spline (Lc, gy ) - (4.22)

Zona tubular

La resolucion de la zona tubular es idéntica a la de la probeta con la termocupla centrada (seccién
3.2, con la tnica diferencia que para el segundo nodo las temperaturas deben calcularse conside-

rando el flujo de calor calculado en la frontera de la zona cilindrica.
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La aplicacién del enfriamiento medido (ecuacién 4.11) resulta:
T =T, (pAt). (4.23)

Al aplicar la condicion de contorno del calor en el primer nodo (j = 0) entre las dos zonas (ecua-
cidn 4.7) se utiliza un operador derivada primera centrado (ecuacién 3.9), por lo que se agrega un
nodo para una posicion fuera del dominio (nodo ficticio j = —1), que luego se elimina utilizando

el operador EEC para el primer nodo. La condicién de contorno resulta:

TP — TP

At) = —k(TP)L—=1 4.24
G (PA) = —K(TJ) (@24

Para simplificar la notacién define la variable nodal 3 como:

2 At)A
k(1)
Por lo que la ecuacién 4.24 resulta:

T, =TV = pP. (4.26)

Para poder eliminar la temperatura nodal del nodo ficticio, 7 1 se utiliza el esquema EEC, ecua-
cién 3.20, aplicado al primer nodo, j = 0, obteniéndose:
p+1 P p
_ Ty —agT?, —bgTy

TP = . 427
1 ]_—CLE—bE ( )

Al operar se obtiene:
TP — b TP
TP ep p _ 20 E10
1+ - =

4.28
1—CLE—bE o ( )

]_—CLE—bE '

Las ecuaciones 4.26 y 4.28 definen un sistema de ecuaciones, que al resolverlo se obtiene el opera-
dor de arranque del algoritmo de EEC, utilizado para calcular la temperatura del 2do nodo de la

zona tubular:

TP —apBP —bpTl

TP =
! 1—bg

(4.29)

Respecto al algoritmo de Richardson se opera de manera analoga, utilizando su operador, ecuacién

3.29, obteniéndose el operador de arranque:

TP TP RBP4 bRTY

TP =
1 bR

(4.30)
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Notar que para los dos operadores de arranque (ecuaciones 4.29 y 4.29) los coeficientes ap y ap
implican una derivada de la conductividad. Como las derivadas se calculan con mas de un nodo,
se obtiene una ecuacién no lineal, dado que no se puede despejar la temperatura del 2do nodo, Tf .
La no linealidad se puede resolver con el método del punto fijo.

Enla tabla 4.2 se resumen los esquemas utilizados para calcular las temperaturas de la zona tubu-
lar. Se indican los esquemas EEC y de Richardson, para el primer nodo (j = 0), para el segundo

(j = 1), y para los siguientes.

Tabla 4.2: Algoritmos para calcular las temperaturas TJP "1 en la zona tubular dependiendo del
método utilizado y del nodo ;.

‘ J ‘ EEC TJPH = ‘ Richardson T]p+1 = ‘
| j=0 | T, (ttP11) | T, (1P |
P TP —appP —bpTP | TP 4 TP ap P + bR TE
1—bg b
1<j<ep Ty —apTyy = bpTy | TP 4 T+ agT]y + bRT]
l—ap—0bg arp +bp

Por tltimo, se calcula el flujo de calor en la superficie de la probeta (ecuacion 4.14):

—3TP, +4T%,  — TP,
g =k (Th,) —L¢ Zitr L Bi2 (4.31)

4.3 Ejemplos

1er Ejemplo

Se utiliza un ejemplo similar al primer ejemplo del capitulo anterior (seccién 3.4). En este se uti-
liza una curva de HTC de referencia, con la cual mediante el método de los elementos finitos
resolviendo el problema DHCP se calculé el enfriamiento. Luego, con el enfriamiento calculado
en un punto fuera del centro, resolviendo el problema [HCP se reconstruyeron las temperaturas

y se calculé la curva HTC analizando 5 casos de parametros numéricos. De esta manera, a modo
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de verificacion, se compara la curva calculada con la original. La curva se obtuvo del sitio web del
Liquid Quechant Database, https://lqd.ifhtse.org/, de la International Federation for Heat Treatment
and Surface Engineering. La curva H'T'C utilizada se muestra en la figura 4.4 y sus datos se enume-

ran en la tabla 4.3.

‘ Institucién ‘ University of Zagreb ‘
‘ Laboratorio ‘ Quenching Research Center ‘
‘ Pais ‘ Croacia ‘ 3000
‘ Producto ‘ Aceite de canola ‘ o 2500
. s S 2000
‘ Tipo de Probeta ‘ Lisci¢ ‘ £
S 1500
‘ Temperatura de fluido ‘ 60 °C ‘ o 1000
[
sz . . T
‘ Fecha de medicion ‘ 15 de junio del 2015 ‘ 200
0
| Agitacién | moderada | 150 250 350 450 550 650 750 850

Surface Temperature [°C]

Tabla 4.3: Datos del la curva HTC utilizada, obtenidos
de Liquid Quechant Database, de la International Federa-
tion for Heat Treatment and Surface Engineering Figura 4.4: Curva HTC utilizada.

ime: 10,

51072021 17:M

421,75 Max
4124
403,04
393,69
384,34
374,08
365,63 -
356,28 X
346,93 0 0,003 ()

337,57 Min 0,0015

Figura 4.5: Resultados Ansys. A: Transient Thermal.

Se realiz6 un modelo axial-simétrico transitorio de elementos finitos en el sistema ANSYS 2020
R2 con el médulo MECHANICAL. Se modelizé una probeta de 15 mm de didmetroy 1 mm de lon-
gitud constituida por el material INCONEL 600, cuya propiedades son las mismas del ler ejemplo
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Surface r=6 [mm] Centre

900
800
700
600
500
400
300
200
100

Cooling Curve [°C]

0 10 20 30 40

Time [s]

Figura 4.6: Enfriamientos obtenidos con el modelo de elementos finitos mediante el software
ANSYS 2020 R2.

del capitulo 3, ver cuadro 3.1, al cual se le agregé la condicién frontera en la superficie exterior
mediante el flujo convectivo dado por la curva de HTC. Debido a que a que no se consideraron
flujos de calor en las caras transversales de la probeta, y que el flujo de calor en la cara exterior
es uniforme, el flujo de calor en la direccién del eje de la probeta resulta nulo, lo que equivale
al problema de una dimension. La malla de elementos finitos se construy¢ utilizando elementos
cuadraticos rectangulares con una longitud caracteristica de 0,1 mm, por lo que se obtienen 2389
nodos y 740 elementos. En la figura 4.5 se muestran las temperaturas obtenidas en el instante 10
s,y en la figura 4.6 se muestran las curvas de enfriamiento obtenidas en la superficie, en el centro
y en un punto intermedio, a los 6 mm del centro.

Para verificar la metodologia presentada en este capitulo, se considerd el enfriamiento a 6 mm del
centro como el punto en el cual se hubiera medido el enfriamiento en el ensayo de laboratorio, si

la curva del fluido refrigerante hubiese sido la referenciada (figura 4.4).

En el primer caso analizado se busca reconstruir la curva original de HTC con el menor error
posible. En la zona cilindrica se utilizaron 30 nodos (Ar = 0, 21mm). A su vez, para garantizar
la estabilidad numérica del problema DHCP (ver seccién 3.6) se utiliz6 un tamafio de incremento
temporal de 0,002 s. En la zona tubular se utilizaron 90 nodos (Ar = 0,017mm) y un tamafo
de incremento temporal de 0,125 s. En la figura 4.7 se observan las curvas de HT'C obtenidas con
los dos métodos. En la curva de obtenida con el algoritmo de Richardson se observa que empieza

aregistrarse en los 672°C, dado que su tiempo de retardo resulta en 2,5s, ver ecuacién 3.3 1.

Se realizaron 4 corridas adicionales con distintas mallas (ver tabla 4.4), a fin de analizar la influen-
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Figura 4.7: Curva HTC obtenida mediante el método de reconstruccién de temperaturas, utilizan-

do los dos algoritmos y el enfriamiento calculado con ANSYS. En la figura se compara la curva

HTC original con las calculadas.

Tabla 4.4: Corridas realizadas con distintos pardmetros numéricos.

Zona Cilindrica

Zona Tubular

Caso Al ‘ Ar Al ‘ Ar Descripcion
0,21mm 0,079mm | Intensién de obtener los mejores resul-

Pri 0,002 0,125 .

Trmero S (30 nodos) S (20 nodos) | tados posibles.

1,49 0,079 s

Segundo | 0,02s 5 n;;l;ls) 0,125s (20 n:cﬁ)ns) Malla pobre en la zona cilindrica.

Tercero | 0,002s 0,21mm 0,125s 0,38mm Incre.,mento espacial de la zona tubular
(30 nodos) (5 nodos) | relativamente grande.

Cuarto | 0,002s 0,21mm 0,01s 0,079mm Incre.,mento tempora{ delazona tubular
(30 nodos) (20 nodos) | relativamente pequeno.

. 0,21mm 0,079mm | Incremento temporal de la zona tubular
t 0,002 0,5 .
Quinto s (30 nodos) S (20 nodos) | relativamente grande.

cia de los parametros numéricos. En el segundo caso se disminuyd la cantidad de nodos de la zona

cilindrica y se aument6 el tamafio del incremento temporal (At = 0,02s y Ar = 1,49mm),

manteniendo la discretizacion de la zona tubular con el primer caso. En la figura 4.8 (a) se observa

que con los dos esquemas se obtienen curvas similares a la original y a la del primer caso, lo que

indica que no es necesario utilizar una malla muy precisa en la zona cilindrica, dado que no mejora

significativamente los resultados y requiere mayor tiempo de calculo. A su vez, se puede notar que

la curva obtenida utilizando el esquema de Richardson empieza en la misma temperatura que la

del primer caso, debido a que esta solo depende de los parametros de la zona tubular, que no se

modificaron en este caso.

En los siguientes casos se variaron los parametros de la zona tubular. En el 3er caso, se utilizé una
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malla pobre de 5 nodos (Ar = 0, 38mm). Ver figura 4.8 (b), puede notarse que el desempenio del

esquema de Richardson es mejor que el de esquema EEC.

original ==———EEC = Richardson —original e=———EEC = Richardson

3000
2500
2000
1500

1000

HTC [W/m2°C]

500

0
300 400 500 600 700 800 300 400 500 600 700 800

(a) Superficial Temperature [°C] (b) Superficial Temperature [°C]

Figura 4.8: Influencia de la discretizaciéon con los dos esquemas. En el caso 2 (a) se utilizé una malla
pobre y un incremento temporal grande en la zona cilindrica. En el caso 3 (b) se utilizé una malla
pobre en la zona tubular.

En los casos 4 y 5 se analiz6 el resultado con incrementos pequenos y grandes respectivamente.
Utilizando un incremento temporal de At = 0,01s (ver figura 4.9 a) se observa un ruido muy
similar en las dos curvas. El ruido indica la inestabilidad numérica. De todos modos, el desempefio
del esquema de Richardson es mejor que el EEC. Al utilizar un incremento temporal de At = 0, 5s
puede notarse que la curva obtenida con EEC pierde precisién. Con el algoritmo de Richardson,

el tiempo de retardo es tan prolongado que la curva empieza demasiado tarde.

2do Ejemplo

En este ejemplo se analiza el aceite vegetal de coco (coconut 0il) y el aceite comercial Houghto-
Quench 100, mismo caso al utilizado en el segundo ejemplo del capitulo anterior, secciéon 3.4,
pero aqui se utilizan los enfriamientos medidos con las termocuplas fuera del centro. Se analiza
también el aceite comercial H100, un aceite convencional de tipo "lento”. En los dos casos se parte
de los enfriamientos obtenidos en (Simencio Otero y col, ) con probetas de multiples ter-
mocuplas, de tipo Tensi. Las probetas utilizadas son cilindricas de 15 mm de diametros y 45 mm

de longitud. Las termocuplas son 4 y se ubicaron a 2, 15, 22,5 y 30 mm desde la cara inferior y a
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original e====EEC == Richardson —original e==——EEC == Richardson
3500
3000
O’ 2500
E 2000
E 1500
o
k- 1000
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0
300 400 500 600 700 800 300 400 500 600 700 800
(a) Superficial Temperature [°C] (b) Superficial Temperature [°C]

Figura 4.9: Influencia del tamafio del incremento temporal en la zona tubular en los dos esque-
mas. En el caso 4 (a) se utilizé un At relativamente pequefio, y en el caso 5 (b) se utilizé un At
relativamente grande.

5,5mm del centro, salvo la ubicada a 22,5 mm que esta centrada. En la figura 4.10 se muestran las

tasas de enfriamiento obtenidas con los enfriamientos de las 4 termocuplas.

2mm 15mm = = = 22,5 mm (center) 30 mm
90
80
@ 70
£, 60
[}
E 50 7
40
£ =~
Tg 30
8 20
10
0
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Figura 4.10: Tasa de enfriamiento de las curvas de temperatura utilizadas como entrada del calculo,
obtenidas con aceite de coco (a) y con el aceite comercial H100 (b).

En la reconstruccion de temperaturas de la zona cilindrica se utilizé el incremento temporal de
0,002 sy 30 nodos. En la zona tubular se utilizé el incremento temporal de 0,025 s y 40 nodos
con la corrida del método EEC y 20 nodos con método de Richardson. Se utilizé un incremento

temporal mayor con el esquema de Richardson para disminuir el tiempo de retardo.
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Figura 4.11: Curva HTC del aceite comercial H100 como funcién de la temperatura (a) y como
funcién del tiempo (b).
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Figura 4.12: Curva HTC del aceite de coco como funcidn de la temperatura (a) y como funcién del
tiempo (b).

Enla curva HTC del aceite H100 como funcidn del tiempo (ver figura 4.11 a) puede notarse que los
maximos en los puntos sucesivos ocurren en tiempos sucesivos, lo que indica que las nucleacién
de burbujas es un proceso que va ascendiendo desde la punta de la probeta. No ocurre el mismo
fendémeno con el enfriamiento debido al aceite de coco (ver figura 4.12 a) dado que de las cuatro

curvas, salvo la inferior, las tres restantes tienen el maximo de la curva HTC en el mismo momen-
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to lo que indica que la nucleacién de burbujas se origina en el extremo inferior de la probeta pero
luego se uniformiza. En las curvas de tasa de enfriamiento representadas como funcién de la tem-
peratura (figuras 4.11 by 4.12 b) puede notarse que las cuatro curvas son sensiblemente distintas,
lo que implica que considerar el problema uniforme genera un error significativo. Por tal motivo,
en los dias que corren son varios los centros de investigacion en los cuales se utiliza un modelo
bidimensional para el problema [HCP. El problema bidimensional se analiza en el capitulo 5, pa-
ra lo cual es necesario modelizar las curvas de las tasas de enfriamiento como una funcién de la
posicion longitudinal, para lo cual se presentan dos modelos. En el primero modelo se utiliza un
modelo que considera el fendmeno del avance del frente de mojado (capitulo 5.3), describiendo
casos como el aceite de H100. El segundo modelo no implica un fenémeno fisico (capitulo 5.4),
ya que las tasas de enfriamiento para puntos intermedios a los de las mediciones se obtienen me-
diante una interpolacién. Finalmente, con el segundo modelo se pueden analizar casos como el

del aceite de coco, por ejemplo.



5. Problema inverso de conduccion

de calor de dos dimensiones

En este capitulo se trata el problema moderno de caracterizar los HT'C utilizando los enfriamien-
tos medidos con multiples termocuplas ubicadas fuera del centro la probeta teniendo en cuenta la
posicién longitudinal de cada una de ellas. Como se indicé en la seccidon 2.3, existen diversos tipos

de probetas de multiples termocuplas. En la figura 5.1 se presenta su geometria en forma genérica:

Tp

- 7,

p—

__________________ P (")
A
Thermocouple 0 /T Tm
Thermocouple 1

Probe Thermocouple n

(a) (b)

Figura 5.1: Geometria de la probeta de multiples termocuplas, corte longitudinal (a) y vista lateral
(b). El radio de la probeta es 7, y la posicion radial de las termocuplas es r,,.

A diferencia del planteo presentado en el capitulo 4, aqui se considera el flujo de calor en la direc-
cién del eje de la probeta, por lo tanto las temperaturas resultan un campo transitorio en los ejes
ry z, lo que significa una resolucién transitoria bidimensional.

Enla seccién 5.1 se define el problema matematico que implica la obtencién de los HTC en estas
probetas. En la seccion 5.2 se presentan el método de la reconstruccion de temperaturas, aplicado
a este problema, detallando sus pasos. Se presentan dos modelos para obtener los enfriamientos
en todos los nodos de la superficie de medicidn utilizando como datos los enfriamientos medidos

en algunos puntos, secciones 5.3y 5.4. En la seccién 5.5 se presenta la resolucién de la zona cilin-
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drica. En la seccién 5.6 se presenta la resolucion de la zona tubular. A continuacidn, en la seccién
5.7 se presenta la determinacidn del frente de mojado. Finalmente, en la seccién 5.8, se presentan
tres ejemplos.

Algunos de los resultados presentados en este capitulo fueron publicados en:

F. B. Sanchez-Sarmiento and M. A. Cavaliere, “Numerical Calculation of the
Heat Transfer Coefficients in Multi-Thermocouple Probes by the Reconstruc-
tion Temperature Method, "Materials Performance and Characterization 10, no. 1
(2021): 1-23. https://doi.org/lO.1520/MPC20200144.

También se envid el siguiente trabajo al International Journal of heat and Mass Transfer, al momento

de finalizar esta tesis, el articulo se encuentra en una cuarta revision:

F.B. Sanchez-Sarmiento, R. Cruces-Resendez, M. A. Cavaliere and B. Hernandez-
Morales, "Numerical modeling and experimental validation of the wetting front
dynamics using the Reconstruction Temperature Method”

Sin embargo, aqui se presenta una formulacién mas elaborada y detallada.

5.1 Definicion del problema

Sea el campo de temperaturas de la probeta una funcién de la posicidn radial, de la posicién lon-

gitudinal y del tiempo:

T="T(r,z1). (5.1)

Al aplicar la Ley de Fourier (ecuacion 3.2) y el primer principio de la termodinamica (ecuacion 3.3)

y considerando que en la probeta puede transferirse el calor también en direccién longitudinal se

L9 (1Y, 0Ty or -
ror " or 0z \ 0z _pcpat' '

obtiene:

Al utilizar la relacion constitutiva (k) dependiente de la temperatura, se obtiene la ley de conduc-

cidén de calor no lineal en coordenadas cilindricas, como una ecuacién diferencial en derivadas
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parciales:

oT (8k+k> k82T+8k8T+ 0°T  OT 53)
— =+ - —_—  —— — = —pc .
or \or r or? 0z 0z 072 at P

donde 7 son las posiciones radiales desde el centro de la probeta hasta su radio (rp), zla posiciones
longitudinales medidas desde la punta inferior de la probeta, en toda su longitud cilindrica (z,,) y

t el tiempo en el cual transcurre el enfriamiento. Por lo, tanto el dominio esta dado por:

0<7‘<rp,
0<z< 2, (5.4)
0<t.

En el ensayo se determina el enfriamiento en algunos puntos, tantos puntos como termocuplas
haya (c):
T(Tm,zz',t> =Tmz(t),Z=0,,CT—1 (55)

Como se demostrd anteriormente (ecuacion 3.7), la condicién de flujo nulo el centro de la probeta
implica que la derivada parcial de la temperatura respecto a la posicion radial es nula en el centro

de la probeta:
oT

or

=0. (5.6)

r=0
Similar al caso de la probeta descentrada, en la zona tubular (ecuacién 4.1), el flujo de calor implica
una condicidn de contorno de tipo Neumann de la derivada parcial respecto a la posicion radial:

a_T
or

_qr(t,2)
= _Lk<T). (5.7)

r=r,

De igual modo, los flujos de calor en la superficie inferior (gg) y en la superficie superior (¢7)

implican condiciones de contorno de tipo Neumann, en la derivada parcial respecto a la posiciéon

longitudinal:
oT QB<ta Z>
- = 5.
0z z=0 _k<T) , 8
oT QT<t7T)
- = i 5.9
9z |.. = —k(I) >9)

En el caso general, el flujo de calor en la caras laterales es una funcién de la posicién longitudinal

y del tiempo, y el flujo de calor en la cara inferior y en la cara superior es funcién de la posicion
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radial y del tiempo. Sin embargo, dado que las probetas son mucho mas finas que largas, se suele
considerar al flujo de calor en la cara inferior y en la superior como funciones inicamente del
tiempo (Fried y col.,, 2019).

El problema de multiples termocuplas consiste en obtener las condiciones de contorno en las 3
superficies de la probeta cilindrica cuando se conoce el estado inicial y las curvas del enfriamiento
medidas con las termocuplas. En la figura 5.2 se esquematiza el dominio del campo de temperatu-
ras, las condiciones de contorno y la inica condicién de contorno conocida, las cuatro rectas en

colores representan los enfriamientos medidos que son los valores conocidos de las temperaturas.

tA
z
Measured
Cooling
curves Unknown
- Top
Initial State Boundary
Null heat flux Condition
Boundary ~
Condition Unknown
Lateral
Boundary
Condition
Unknown
Bottom
Boundary
Condition

Figura 5.2: Dominio del problema de la probeta de multiples termocuplas, su condicién inicial y
las condiciones contorno (conocidas y desconocidas). Las cuatro rectas en colores representan los
enfriamientos medidos que son los valores conocidos de las temperaturas

Este problema, a diferencia del problema en que la termocupla es Gnica, matematicamente tiene
mas de una solucién, porque distintas combinaciones de flujos de calor en las tres caras pueden
generar los enfriamientos medidos. Sin embargo, con los modelos utilizados para calcular las tem-

peraturas en la superficie de medicidn se restringen los grados de libertad, obteniendo una tnica

solucion para cada caso.
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5.2 Meétodo de reconstruccion de temperaturas

La propuesta metodolégica para resolver el problema inverso consiste en reconstruir los campos
de temperatura a partir de los enfriamientos medidos, la ley de conduccién y las propiedades tér-
micas, de alli su nombre, Método de Reconstrucciéon de Temperaturas (Temperature Reconstruction
Method). Una vez obtenido el campo de temperatura transitorio, se calcula el flujo de calor en la
cara de la probeta.

Por la naturaleza de la ecuacion diferencial del caso analizado anteriormente (eq. 3.5), la evolucién
temporal de las temperaturas esta controlada tanto por sus derivadas parciales espaciales prime-
ras como segundas. Es decir, al reconstruir las temperaturas en un nodo no alcanza con conocer la
temperatura nodal en un nodo anterior, se requieren dos temperaturas nodales (eq. 3.20), o bien,
la temperatura en el nodo anterior y su flujo de calor (eq. 4.29). Esto se debe a que para calcular una
derivada parcial se requieren dos temperaturas nodales, y para la derivada segunda son necesarias
tres temperaturas nodales, como minimo.

Aqui se sigue un procedimiento estructurado en forma similar al problema de la termocupla des-
centrada. Se calculan los flujos de calor con las dltimas temperaturas nodales de la zona tubular.
Para que sea posible reconstruir las temperaturas en la zona tubular es necesario contar con el
flujo de calor conducido en la superficie de medicidn, por lo tanto, previamente al calculo de la
zona tubular, se calcula el campo transitorio de temperatura en la zona cilindrica.

Entonces, se presenta el método de reconstruccion de temperaturas para probetas de multiples

termocuplas cuyos pasos se representan en la figura 5.3 y se enumeran de la siguiente forma:

1. Modelado del enfriamiento en la superficie de medicién a partir de los enfriamientos me-

didos con las termocuplas. Ver secciones 5.3 y 5.4.

2. Calculo del campo transitorio de temperatura en la zona cilindrica con el algoritmo DHCP,
usando como condicién de Dirichlet el enfriamiento modelado en la superficie de medicion
y las condiciones de contorno de Neumman en el centro de la probeta y las caras superior

e inferior. Ver seccidén 5.5.

3. Calculo del campo transitorio de temperaturas en la zona cilindrica con los algoritmos
[HCP usando el enfriamiento modelado y el calor calculado conducido en la superficie de

medicion. Ver seccién 5.6.

4. Calculo del flujo de calor convectivo en la superficie de la probeta y el HT'C. Resolucién ya

presentada para la probeta con la termocupla centrada en la seccién 3.3.

5. Calculo de los campos transitorios de temperatura en toda la probeta con el algoritmo

DHCP usando como condicién de contorno el flujo de calor calculado en la superficie de la
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Figura 5.3: Pasos del método de reconstruccion de temperaturas: superficies (a) y zonas (b).

probeta, para realizar la verificacidn. Y estimacion del error comparando los enfriamientos
calculados en las posiciones de la termocuplas y sus respectivas mediciones. Ver capitulo
6.1.

Si es relevante la cinematica del frente de mojado, se calcula luego de obtener los flujos de calor

en la superficie de la probeta. Ver seccién 5.7.

5.3 Superficie de medicion: Modelo de avance de

frente de mojado

En esta seccidn se propone un modelo para determinar los enfriamientos de todos los puntos de
la superficie de medicién utilizando las curvas de enfriamiento medidas en algunos puntos. Este
modelo aplica si la duracion del estadio de pelicula de vapor aumenta junto con la distancia longi-
tudinal medida desde la punta de la probeta. lo que indica que hay un frente de mojado avanzando

desde la cara inferior subiendo por la probeta. Un ejemplo de este caso es el aceite H100, analizado
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en la seccion 4.3.

Se toma, como caso de estudio, el enfriamiento de una probeta con punta cdnica realizado por in-
vestigadores de la Universidad Nacional Auténoma de México. Los resultados del ensayo, tomados
aqui como punto de partida, no han sido publicados y se obtuvieron de igual manera que en otro
trabajo de los mismos autores (Cruces-Reséndez y Hernandez-Morales, 2020). Cruces-Reséndes
y Hernandez-Morales realizaron dos ensayos, en los cuales la probeta se enfrié con agua recircu-
lada a 20 y 60 litros por minuto. Adicionalmente, en la seccidn 5.8 se analiza el caso del aceite

comercial H100.
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Figura 5.4: Avance de frente de mojado: Fotos del ensayo para los instantes 5.6 (a), 9.9 (b) y 14.2 (¢
segundos; y enfriamientos calculados para la superficie de la probeta (d), lineas de puntos corres-
ponden al estadio de pelicula de vapor y linea llena para los estadios de nucleacién de burbujas y
conveccién natural; las rectas negras indican los instantes fotografiados.

En los ensayos se observa que luego que la probeta se sumerge, en los instantes iniciales del en-
friamiento, se forma una pelicula de vapor a lo largo de toda la probeta (ver figura 5.4 a). A su vez,
el frente de mojado se origina en la punta de la probeta y con el transcurso del tiempo el frente
de mojado se desplaza en forma ascendente por la probeta, ver figura 5.4 (b) y (c). En la figura 5.4
(d) se grafican las curvas de enfriamiento calculadas para la superficie de la probeta a partir de las
mediciones con las termocuplas. Las tres curvas corresponden a las distintas posiciones longitudi-
nales medidas. En las curvas se indica con linea de puntos el estadio correspondiente a la pelicula
de vapory con linea llena para los estadios de nucleacién de burbujas y conveccidn. Se puede notar
que durante el estadio de pelicula de vapor el enfriamiento es practicamente uniforme, y a medida

que el frente de mojado llega a cada posicion el enfriamiento se acelera fuertemente.
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La propuesta del modelo del frente de mojado radica en analizar separadamente los estadios del
enfriamiento, considerando que el estadio de nucleacién de burbujas se inicia a medida que el
frente de mojado avanza. El modelo surge como inspiracién de la propagaciéon de una onda por
un medio. La intencién del modelo es determinar el enfriamiento en los puntos donde no se reali-
z6 la medicidén de manera compatible con el fendmeno fisico del avance de frente de mojado.

La tasa de enfriamiento para cada estadio se obtiene con una interpolacién spline. La posicién
del frente de mojado se determina con los puntos de Leidenfrost calculados con las derivadas
temporales de cada curva. La tasa de enfriamiento resulta una funcién del par posicién-tiempo.
Dependiendo del estadio en el que se encuentra el par, se determina su tasa de enfriamiento co-
rrespondiente. Finalmente, en cada posicion se integra la tasa de enfriamiento para obtener su
curva de enfriamiento.

En la figura 5.5 se muestran las curvas de enfriamiento utilizadas como caso de estudio, para los
casos de 20 Ipm (a) y 60 Ipm (b).
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Figura 5.5: Curvas de enfriamiento medidas: (a) 20 Ipm y (b) 60 Ipm.

Discretizacion de la coordenada z

Para los calculos de las zonas tubulares y cilindricas se debe discretizar la posicién longitudinal,

coordenada z segun la cantidad de nodos utilizados (c,, ), por lo tanto el arreglo de la posicién
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longitudinal esta dado por:

0
Az
2Az , (5.10)

N
I

_(an - 1) AZ_
donde el incremento de la posicién longitudinal (Az) se calcula segtn la longitud de la probeta

(zp) y la cantidad de nodos utilizados (c,, ,):

Az = P (5.11)

Zmo

2z = mlo (5.12)

“m(cp—1)

donde ¢ es la cantidad de termocuplas utilizadas en el ensayo.

Tasa de enfriamiento

La tasa de enfriamiento, C, en los puntos de medicién puede ser calculada con el operador centra-
do de diferencias finitas. Se utiliza el subindice i para indicar el nimero de medicién y el superin-
dice p para el paso de tiempo. Este tltimo va desde O hasta la cantidad de incrementos temporales

que se hayan guardado en la medicién menos uno (¢;; — 1):

oT
C=— (5.13)
Tp—l _Tp—i—l
CF ="t — 1 =0, cp—Lip=1,,cy— 1. (5.14)

¢ 2At

Para el primer incremento temporal se utiliza el operador en adelanto de 2do orden:

00— —3T) + 4T} —T?
' 2At ’
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Se define al arreglo de la tasa de enfriamiento (C@) para una medicién i como:

ey
g = Czl (5.16)
coin!
Se define al arreglo de la tasa de enfriamiento (CP) para un instante p como:
cr=lch ot .och . (5.17)

Puntos Leindenfrost y MCR

La temperatura de Leidenfrost indica el fin del régimen de pelicula de vapor para dar comienzo
a la transicién con el régimen de nucleacién de burbujas, por lo tanto, el tiempo de Leidenfrost
es el instante correspondiente a dicha temperatura. El fendmeno de Leidenfrost puede definirse
tanto en la curva de tasas de enfriamiento (Hernindez-Morales, )y (Totten y col,, ), co-
mo con en la curva de flujo de calor de la superficie. Aqui se determina el tiempo de Leidenfrost
en la superficie de medicidn con la tasa de enfriamiento medido y el tiempo de Leidenfrost en la
superficie de la probeta con el flujo de calor superficial.

Durante el régimen de pelicula de vapor la temperatura no tiene significativa influenciaen el HTC
(Prabhu, ), consecuentemente el flujo de calor es practicamente constante (ver figura 2.1 en
la zona de pelicula de vapor) y por lo tanto la tasa de enfriamiento también es practicamente cons-
tante, lo que implica que su derivada temporal (derivada segunda de la curva de enfriamiento con
respecto al tiempo cambiada de signo) tiene un cambio abrupto cuando el estadio de pelicula de
vapor finaliza. Como se vera en los ejemplos el instante en que la derivada de la tasa de enfriamien-
to alcance los 15 °C'/s? permite la determinacién del punto de Leidenfrost. La derivada segunda
de la curva de enfriamiento con respecto al tiempo también puede ser calculada con el esquema

en diferencias finitas centrado, dado por:

. _qp=L  opp _ pptl
o +At2% P (5.18)

El punto de Leidenfrost en la superficie de medicién (¢ 7, 5 5) se obtiene como el primer instante en
el que la derivada segunda de la tasa de enfriamiento con respecto al tiempo alcanza los 15°C'/s2,
en los instantes anteriores a su maximo absoluto, ver figura 5.6 (a) para el caso del ensayo a 20 Ipm
y en (b) con 60 Ipm:

trars; = min(tP) : C¥ > 15°C /2. (5.19)



5.3 Superficie de medicién: Modelo de avance de frente de mojado 67

Otros autores determinan el punto de Leidenfrost con la derivada segunda de la temperatura de

manera similar a la presentada aqui (Sabariman y Specht, 2018).
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Figura 5.6: Puntos de Leidenfrost obtenidos en los ensayos a 20 Ipm (a) y 60 Ipm (b).

Es conveniente que en la interpolacion de la tasa de enfriamiento sus Tasa de enfriamiento maxi-
ma - Maximun cooling rate (MCR) estén alineadas, dentro del estadio de nucleacién de burbujas

(seccion 5.3), por lo tanto se determinan en cada curva:

trcr; = tP: Cf = max(C;). (5.20)

El valor maximo de la tasa de enfriamiento proviene del maximo de la curva de flujo de calor,
conocido como DNB. El intervalo entre los puntos de Leidenfrost y DINB se conoce transicién de
vapor (Prabhu, 2016) y es una sub etapa de la etapa B - Nucleacién de Burbujas (ver figuras 2.1y
2.2). Paralograr que los puntos MCR estén alineados se calculan los tiempos de transicion (At,,.),

para luego corregir los puntos de Leidenfrost:

Attr:mam (tMCRZ_tLMSrL> ,iZO,...,CT—l. (521)

Se calculan los puntos de Leidenfrost para la superficie de medicion corregidos (¢ s Si/) y se
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obtienen sus correspondientes incrementos temporales (p; ;) para curva medida:
tpms; =tvcr; — Aty (5.22)

prLi =p:pAt =t pg, (5.23)

Una vez que se obtuvo el punto de Leidenfrost para cada curva medida, se obtiene la funcién del
punto de Leidenfrost para las posiciones donde no hay una termocupla con una interpolacién
lineal, lo que implica la consideracién de un frente de avance con velocidad constante entre las

posiciones de las termocuplas:
t; (z) = interpolation (zm, tLMS/> : (5.24)

En la interpolaciéon de los puntos de Leidenfrost se permite extrapolar para posiciones anteriores
y posteriores, porque se considera que el frente de avance llega con velocidad constante "aguas

arriba” y continua "aguas abajo” de donde se ubicaron las termocuplas.

Estadio de pelicula de vapor

La tasa de enfriamiento se obtiene con una interpolacién doble, considerando las curvas de en-
friamiento como funciones del tiempo y de la posiciéon. Por lo tanto, se debe utilizar un eje comin
para el tiempo para las distintas curvas de tasa de enfriamiento. Como se dijo anteriormente, la
duracidn del estadio de pelicula de vapor crece con la posicién longitudinal en la probeta, debido
al avance del frente de mojado. Para utilizar un eje temporal comun en cada una de las curvas se
adimensionaliza el eje temporal con los tiempos de Leidenfrost de cada curva, definiendo el eje
temporal adimensional t. Cada curva tiene su arreglo temporal ZZ cuyas componentes son:
w 1P

'[;7; :r7i:07"'7CT_17p:0""’pLj' (525)
Li

La tasa de enfriamiento resulta una funcién del tiempo adimensional y de la posicion (f 7). Esta
se define como la interpolacidn de las curvas de cada medicidn con sus respectivos ejes temporales
y sus posiciones:

fre (E, z) = interpolation (Z, Zrns @) (5.26)

donde ¢ es un unico arreglo, comun a todas las mediciones y C la matriz que tiene en cada colum-
na la curva de tasa de enfriamiento de cada medicién construida para el arreglo . Los detalles de

cémo se construye el arreglo ¢, y la matriz C),, se indican en el apéndice A.
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Estadio de nucleacién de burbujas

Se definen el tiempo sincronizado y su correspondiente tasa de enfriamiento de manera que todas
las curvas medidas tengan el maximo en el mismo instante. Con esta sincronizacion también se
logra que empiecen en el estadio de nucleacion de burbujas. Estos dos objetivos se logran restan-
dole el tiempo de Leidenfrost corregido con tal fin. A cada curva le corresponde un eje temporal

sincronizado, l?i, y su correspondiente tasa de enfriamiento C);, dados por:
'E,IZ =P — tL,L',i = O, cery Cp — ]_,p =DPrLi»Cit — 1, (527)

CP = cPPLi, (5.28)

(3

De esta manera, las curvas obtenidas de tasa de enfriamiento en el estadio de nucleacién de bur-
bujas resultan practicamente semejantes tanto para el caso del ensayo a 20 Ipm (fig. 5.7 a) como
para el de 60 Ipm (fig. 5.7 b).

—7 = 8MM 7 = 25MM =z =42mm —7 = 8MM 7 = 25MM ez =42mm
250
—. 200
<L
&
I 150
o
& 100
©
o
© 50
0
0 2 4 6 8 0 2 4 6
MCR synchronized Time [s] MCR syncronized Time [s]
(a) (b)

Figura 5.7: Tasas de enfriamiento del estadio de Nucleaciéon de Burbujas como funcién del tiempo
sincronizado obtenidas con los ensayos a 20 Ipm (a) y 60 Ipm (b). El criterio de sincronizacion es
la maxima tasa de enfriamiento (MCR - Maximum cooling rate).

Los arreglos temporales de cada medicion y sus respectivas tasas de enfriamiento resultan de dis-
tinta longitud para cada medicidn, ya que empiezan en su punto de Leidenfrost y terminan cuan-

do se termina la medicion. Para calcular las tasas de enfriamiento en puntos distintos a los de las
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termocuplas se utiliza una interpolacion. Y dado que las interpolaciones dobles necesitan tener
un Unico eje temporal, se utiliza el arreglo temporal de la tltima medicién, chil. Por lo tanto,
se construye la matriz C'nb de manera que todas tengan la misma longitud.?utiliza el dltimo
arreglo temporal porque es el mas corto. El hecho de desestimar el final de las curvas no tiene
consecuencia significativa, ya en los ensayos se suele mantener la recopilacién de temperaturas
cuando el enfriamiento ha terminado, por lo tanto, los Gltimos instantes no son significativos. La

matriz utilizada en la interpolacién resulta:

r PLo PrL1 PL(ep-1) 7
Cy ] CcT—l
prot+l prit+l PLicp—1+l
Cnb = Co < w Copo . (5.29)
Cit—1=Pr(cp—1)TPL0 Cit—1=Dr(cp—1)tPL1 cip—1
LCo G ST O

Similar al estadio de pelicula de vapor, la tasa de enfriamiento en el estadio de nucleacién de bur-
bujas, fx g, resulta una funcién del tiempo y de la posicion. Se utiliza la interpolacién de cada

curva con sus respectivos ejes temporales sincronizados y sus posiciones:

nB (f, z) = interpolation (ch_l,z_m, %) . (5.30)

La interpolacion se realiza con una la funcién ad-hoc indicada en en el apéndice B.

Enfriamientos en la superficie de medicion

Con las curvas interpolantes definidas previamente frp y fn g para los dos estadios se define
la funcién tasa de enfriamiento global, fg,,, como una funcién de la posicién longitudinal y del
tiempo. La funcién resulta ser partida, de manera que dependiendo de la posicion y el tiempo
utilice la funcién interpolante que corresponda. Por lo tanto, si para la posicién dada el tiempo es
menor que su respectivo tiempo de Leindenfrost, el fluido se encuentra en el estadio de pelicula de
vapor y por lo tanto se usa la funcién fr g, en el caso contrario el fluido se encuentra en el estadio
de nucleacién de burbujas por lo que se debe utilizar la funcién fy p. A su vez, en la funcién
frp se utiliza el tiempo adimensionalizado, por lo que se lo divide por su respectivo tiempo de
Leidenfrost. En la funcién f g se utiliza el tiempo sincronizado, por lo tanto, se le debe restar su

respectivo tiempo de Leidenfrost:

t<tr(z2) frB (tfﬁvz)

. (5.31)
t>tr(2) fnp(t—1tr(2),2)

C:fSM(taz> =
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Finalmente, la curva de enfriamiento para cada nodo de la superficie de medicién, T'sm, se cal-
cula como un problema de ecuaciones diferenciales con valores iniciales, utilizando el método
de Runge Kutta de cuarto orden (Burden y Faires, 2015). El subindice n indica la posicion de la

coordenada z: )

6

donde las constantes del método, K, Ko, K5y K, se deben calcular en cada instante temporal.

p+1

Tsmh'™ = Tsmh, + At (K, + 2Ky +2K5 + K,), (5.32)

Y estan dadas por:
Ky = fop (TPH 2,) (5.33)
Ky =Kz = fsu (T”“ + %, zn) : (5.34)
Ky = fon (TP + Aty 2,) - (5.35)

Estos enfriamientos se utilizan como condiciones de contorno de Dirichlet en el calculo de la zona
cilindrica y como arranque en la zona de tubular, en cada caso se debe utilizar su respectivo At,

ya que usualmente no se utiliza el mismo.

—7=0 e—=2 z=4 =6 z=8 z=10 z=12 z=14 z=16
z=17 z=19 z=21 7=23 cmm—7=75 =27 7=29 e—1z=31 z=33
z=34 z=36 z=38 z=40 z=42 z=44 z=46 z=48 z=50
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Figura 5.8: Enfriamientos obtenidos en la superficie de medicion para el ensayo a 20 Ipm. Las
lineas gruesas son las medidas, utilizadas como datos de ingreso para calcular a las demas.

Siguiendo el caso de estudio, se obtienen las curvas de enfriamiento en la superficie de medicién
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Figura 5.9: Enfriamientos obtenidos en la superficie de medicién para el ensayo a 60 lpm. Las
lineas gruesas son las medidas, utilizadas como datos de ingreso para calcular a las demas.

para los ensayos a 20 Ipm (figura 5.8) y a 60 Ipm (figura 5.9). Se puede notar que el objetivo estable-
cido con este modelo fue cumplido: las curvas calculadas presentan una transicién suave entre las
curvas medidas compatibles con el fendémeno del avance de mojado. El mismo comportamiento lo
presentan las curvas de los puntos "aguas arriba” del frente de mojado (z < 8mm)y “aguas abajo”
(z > 42mm). A su vez, para puntos intermedios se obtienen curvas intermedias, lo que habla del

buen desempefio del modelo.

Condiciones de contorno en las caras superior e inferior

Al calcular los enfriamientos en toda la superficie de medicidn, se impone indirectamente un flujo
de calor en la direccién longitudinal en toda la superficie. Inclusive en sus extremos, la intersec-
ciones entre la superficie de medicién con la cara superior (z = z,,;7 = 1,,,) y con la cara inferior
(z = 0;7 = r,,). Motivo por el cual se considera que esos flujos son uniformes en estas caras, pero
dependientes del tiempo. Por lo tanto, se calculan las curvas de flujo de calor en cara superior (¢7)
y en la cara inferior (¢5) con enfriamientos obtenidos para la superficie de medicién (Ecs. 5.8 y

5.9) y luego se aplican tanto en la zona tubular como en la zona cilindrica:

8_T
0z ’

z=0;r="r,,

qp(t) = —k(T) (5.36)
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oT
qr(t) = —k(T) 5 (5.37)
z Z=2pi =T
La derivada parcial se calcula con un operador derivada de 2do orden obteniendo:
—3Tsmf +4T'smY — T'sm}
q% =—k (Tsmg) SA, , (5.38)
3Tsmb, .. — 4Tsm? + Tsm?

20z

Enlafigura 5.10 se muestran las curvas de calor en las caras superior en inferior como una funcién
del tiempo, siguiendo el mismo par de ejemplos analizados. Es de esperar que en la cara inferior
el flujo de calor sea negativo, lo que indica que la derivada parcial de la temperatura respecto a
la posicidn en z es positiva, debido a que la probeta se esta enfriando motivado por el fluido re-
frigerante. De todos modos, se observan flujos positivos a partir los 15 segundos para el ensayo a
20 Ipmy 7 segundos para el caso de 60 I[pm. Aunque este resultado indica un error del modelo, el
error no es significativo porque para esos instantes la probeta se encuentra a menos de 100°C en
la cara inferior, correspondiendo al final del enfriamiento. La cara superior de la probeta (z = 2,,)
no esta en contacto con el fluido refrigerante, sino con lo bornes de conexién por lo que no es de

esperar una curva de flujo de calor con valores también negativos.
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Figura 5.10: Flujos de calor en las caras superior e inferior, ensayo de 20 Ipm (a) y 60 Ipm (b).
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5.4 Superficie de medicion: Modelo de

interpolacion de las tasas de enfriamiento

El modelo de interpolacién de las tasas de enfriamiento es mas general que el modelo de avance
de frente de mojado presentado en la seccidn 5.3, ya que puede aplicarse en casos en los que no
puedan definirse los puntos de Leindenfrost en las curvas medidas. Dado que no siempre se gene-
ra la pelicula de vapor en toda la superficie (caso del aceite de coco, ejemplo 4.3).

Las tasas de enfriamiento de las mediciones (eq. 5.16) se interpolan con los enfriamientos de cada
medicién. Entonces, se definen las funciones Q como una familia de funciones correspondien-
tes a cada termocupla. Cada una de ellas resulta una funcién de la temperatura que devuelve su

correspondiente tasa de enfriamiento:

J1,:(T) = interpolacion(g, g) (5.40)

Luego, para obtener la tasa de enfriamiento como un campo escalar de la temperatura y la posicion,
se define fx como la interpolacion de las funciones f, con las posiciones de las termocuplas. Aqui
también se utiliza la interpolacion doble definida descripta en el apéndice B:

[5(T, z) = interpolation(z,,, f4(T)). (5.41)

Las historias térmicas de la superficie de medicién se calculan con las tasas de enfriamiento, utili-
zando el método de Runge Kutta de orden 4. Las constantes del método se deben calcular en cada

instante temporal y son las siguientes:

a = f5 (TP, 2,), (5.42)
4o = f5 (Tp+1 + Q1/27 Zn) ) (543)
a3 = f5 (TP +q9/2,2,) (5.44)
gy = f5 (TP + g3, 2,), (5.45)
1
TsmP™ = TsmP, + EAt (@1 +2q5 + 2935+ q4) - (5.46)

Estos enfriamientos se utilizan como condiciones de contorno de Dirichlet en el calculo de la zona
cilindrica y como arranque en la zona tubular, en cada caso se debe utilizar su respectivo At, ya

que usualmente no se utiliza el mismo.
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5.5 Zona tubular - DHCP 2D

Configuracion inicial

Usualmente se utiliza una temperatura inicial uniforme (Felde y col,, ), sin embargo, dado
que con esta metodologia, las temperaturas en la superficie se calculan mediante la resolucion del
problema de valores iniciales de la ecuacion diferencial (eq. 5.13), es necesario partir de las condi-
ciones iniciales correctas.

A partir de las temperaturas iniciales de las mediciones, se interpola con la funcién descripta en el

apéndice B, con lo cual se las considera solo funcién de la coordenada z.

Evolucion temporal

De manera analoga al planteo de la seccién 3.2, la ecuacién 5.2 se resuelve con el método de di-
ferencias finitas. A diferencia de la seccién 3.2, aqui se considera el flujo de calor en la direccién
longitudinal de la probeta. Las ecuaciones 3.9 a 3.13 se expresan considerando que el problema
es en dos dimensiones espaciales y se agrega la derivada parcial de la temperatura respecto a z,

obteniendo:

p P
T _ Tivin—Tjoam

ar o 5.47
or 2Ar ’ (5.47)
9°T ~ T]PJrl,n o ZT;'j,n + ijfl,n
- o ! , (5.48)
or Ar
P P
or Ar ’ '
a_T ~ Tf,n-&-l B Tﬁn—l (5.50)
0z 2Az ’ )
62T -~ Tﬁn+1 o QTJI'?n + Tj;'[jnfl
g : : (5.51)
0z Az
ok _ k?(ij,nH) - k<ij,n—1) (5.52)
0z 2Ar ’ ’
or _TPR 1P
9L L lim " gm (5.53)
ot At ’
1 p—1
or TV, —T!
9L L lgm  Tgn (5.54)

ot 2At
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El ntimero de Fourier se define para las dos componentes espaciales, r (Fp,.) yz (Fp.,):

k(T? At
or = ) 5 (5.55)
peyAr
k(TP At
Fo, = % (5.56)
pepAz

Esquema Explicito Centrado - EEC

En forma analoga alos esquemas uni-
dimensional, el esquema EEC bidi-
mensional permite calcular la tempe-

ratura en un nodo en funcién de la

temperatura del mismo nodo y sus

vecinos en el instante anterior. En la

figura 5.11 se muestra la molécula de

calculo, los nodos en celeste corres-

ponden al instante p, y el nodo en ver-
de pertenece al instante p + 1. Debi-

do a que el esquema resulta un pro-
Figura 5.11: Esquema EEC para el problema 2D DHCP (Ec.

medio pesado, la suma de los pesos es
5.57).

unitaria. El esquema esta dado por:
p+1 _ P P p P P
T; . =apapTj_y, +bpapTj,, 1+ cpapTj,, +dpapTiiy , +erpapTj i1, (5:57)

donde los pesos se calculan con los dos nimeros de Fourier usando la propiedades térmicas eva-

P .
luadas en Tj,n'

CR(TE) R (T ) Ar)

wir)
v = o 1 Uzl )
cpap = 1 — 2Fp, — 2Fp,, (5.59)
dpap IQ».(1+-k<TﬁzlE;;S§ﬁi”J +¢§;>.

k(] 0) —k (Tfn—l)) ‘

4k(7ﬁn)
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Esquema de Richardson

Con el esquema de Richardson se utiliza el operador derivada temporal de 2do orden (Ec. 5.54).
Por lo tanto, al calcular la temperatura en un nodo se utiliza la temperatura del nodo en el instante
anterior junto con el de la vecinas, pero también se considera la temperatura del mismo nodo en

dos instantes previos. El esquema de Richardson en este problema bidimensional resulta:

p+1 _ pp—1 D P D D D
15, =1Tj, +arapT; 4, +brepTj,, 1+ crapT}, +dropTjiy,, T €rapTj i1

(5.59)
Siendo las variables nodales:
E(TP ) —k (TP
arap = Fo, (2 - ( Jm]z (Tp () = n> %) ,
7,n
B(Tf 1) =k (T s)
brop = Fo. (2— J n;{: (ij’n> Jn-l ) )
cpop = —4Fp, —4Fp,, (5.60)
D) _ p
drap = For (2 + i <T‘7’nlz (Tl; ()Tj_l’n) %) )
7,n
p — p
erap = Fo. (2 + i (Tj’n;f)(Tf ST]’”J ) .
7,n

Puede notarse con excepcién del peso € gy, los demas resultan el doble que las del EEC. De to-
dos modos, el esquema de Richarson no se utiliza en un procedimiento DHCP porque es inestable,

como se comento anteriormente.
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5.6 Zona cilindrica - IHCP 2D

Esquema Explicito Centrado - EEC

Para el calculo [HCP se despeja la tem-

peratura 77 del esquema directo (Ec.

Jj+1,n

5.57), con lo cual se calcula la temperatu- Tt

(p + D" time ————»

ra de un nodo en funcidén de las tempera-

turas de los nodos vecinos interiores con

la temperatura futura de uno de ellos. En

la figura 5.12 se muestra la molécula de

calculo, las flechas indican el sentido del /
calculo. Dado que la sumatoria de los pe- (@ — D" time — o

sos es unitaria se escribe d 9y en funcién
delos otros pesos (Ec. 5.58), obteniendo el
EEC inverso para problemas bidimensio-

Figura 5.12: Esquema EEC para el problema 2D [HCP
nal con simetria de revolucién:

il ) (Ec. 5.61).
- 17, —apepTjy , —bpapT), 1 — cp2pT}, — em2pT) e+l
+1,n
J l—agsp —bgap — Cpap — €m2p

(5.61)

Para aplicar el flujo de calor conducido entre las dos zonas, ecuacién 5.7 se calcula la temperatura
en los segundos nodos de la zona tubular con un esquema ad-hoc, llamado de arranque, de la misma
manera que se hizo en la seccién 4.2. Las ecuaciones 4.24 y 4.25 se reescriben al considerar la

discretizacién de la coordenada z:

Tn =10
;N —1,n
m (DAL, nAz) = _k(T(Z)),n>T’ (5.62)
2 At,nAz)Ar
g = Zm (pk@g ) JAr _ T — TP (5.63)
N7
La temperatura del nodo ficticio resulta:
™, =8+ 17, (5.64)

Finalmente el esquema de arranque para el esquema EEC esta dado por:

p+1 D D P D
» I, —amepbn —beapTy,, 1 — cpapTh,, —€c2nTh nia
I = % . (5.65)
—Og2p —Cg2p — €E2D
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Esquema de Richardson

Con el esquema de Richardson, al utilizarlo en el problema inverso, se calcula la temperatura de
un nodo considerando también la temperatura futura del nodo vecino, lo que permite calcular la

derivada temporal con mayor precisién. La molécula de calculo puede verse en la figura 5.13.

p+1
(p + D" time —> @ /"

Figura 5.13: Esquema de Richardson para el problema 2D [HCP (Ec. 5.66).

La sumatoria de las variables nodales del esquema de Richardson resulta igual a cero, por lo tanto,

se despeja el valor de d gy [ para obtener la siguiente expresion:

p—1  pp+1
o _ Lin —Tin

P P P P
+apapTi_y, +0r2pT; 1+ cr2D Ty + 2T pa
Jj+l,n — '

arop +brop + Crop + €RaD
(5.66)

El esquema de arranque para calcular los segundos nodos de la zona tubular esta dado por:

p—1 p+1 D D D D
16, —T6, +ar2pPn+0brapTh, 1+ cropTy , + €r2pT; i1

(5.67)
brop + Cr2D + €R2D

P _
Tl,n -

5.7 Determinacion del frente de mojado

Los tiempos DINB se obtienen buscando el instante del maximo valor de la curva de flujo de ca-
lor superficial (Sabariman y Specht, ). De esta manera, se obtiene un punto DNB para cada

posicion de la discretizacion de z, denotado como tpy g :
tpng, =17+ qn = maz(gy)- (5.68)

Los puntos de Leindenfrost en la cara superficial de la probeta (¢, ;, ;) se obtienen sustrayendo el

periodo de transicion (eq. 5.21) a los tiempos DNB:

tLLFn - tDNBn - Att,,,. (569)
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5.8 Ejemplos

Se presentan tres ejemplos, en el primero se continda con el caso del agua recirculada, luego se

determina el flujo de calor del aceite comercial H100 y, por dltimo, se calcula el flujo de calor del

aceite de coco.

Ejemplo 1: Enfriamiento con agua recirculada

Se continua con el ejemplo de agua recirculada a 20lpm, caso de estudio de la seccién 5.3. En la
corrida se utilizaron 51 nodos longitudinales (Az = 1mm), 8 nodos radiales en la zona cilindrica
(Ar. = 0,567mm) y 8 nodos radiales en la zona tubular (Ar; = 0, 34mm).

Por la discretizacién longitudinal utilizada se obtiene una curva de flujo en la cara lateral cada
un milimetro. Los flujos de calor obtenidos se muestran con un grafico de superficie en la figu-
ra 5.14. En la figura 5.15 se muestran algunas curvas obtenidas, las curvas correspondientes a las
posiciones longitudinales de las termocuplas se grafican con una linea gruesa. En las dos figuras

se muestran los resultados obtenidos utilizando el esquema EEC. Puede notarse que las curvas

transicionan en forma suave.

2.7
2.4
2.1 1
1.8
1.5 A
1.2~
0.9
0.6
0.3
0.0

N
u

Heat Flux [MW/s2]

Figura 5.14: Flujo de calor obtenido con el esquema EEC.
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Figura 5.15: Curvas de flujo de calor en la cara lateral.

Con la misma discretizacion se realizé una corrida utilizando el esquema de Richardson, obte-
niendo curvas muy similares con los dos esquemas (ver seccidon 5.16). Sin embargo, se nota que
con el esquema de EEC resulta como una suavizacion del esquema de Richardson, dado que este

esquema copia mejor las curvas.

Finalmente, se analiza el efecto de haber considerado el flujo de calor en la direccién longitudinal,
por lo que se realizé una corrida adicional utilizando en la zona tubular el modelo unidimensional
con el esquema de Richardson (seccion 4.2). Comparando los resultados del flujo de calor radiales
en tres posiciones (fig. 5.17) puede notarse que a 8 mm de la punta los modelos difieren significa-
tivamente, pero en posiciones superiores los dos modelos generan resultados muy similares. En
la misma figura también se grafican los flujos de calor longitudinales. Puede notarse con los resul-
tados del modelo bidimensional, para las curvas de 8mm, que el flujo longitudinal esta en el orden
del radial (60%), sin embargo, para las posiciones de 25 y 42mm el flujo longitudinal es mucho
menor que el radial (43% y 35%). Por lo tanto, se nota que la hipétesis del flujo radial es acertada
a partir de la zona media de la probeta y que para posiciones inferiores es necesario considerar
también el flujo de calor longitudinal para obtener resultados precisos, por lo menos para este ca-

so analizado.
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Figura 5.16: Comparacion de resultados con los dos esquemas en algunos puntos.
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Figura 5.17: Comparacién de resultados con los dos modelos, flujos de calor radiales y longitudi-
nales.

Con este ejemplo se realiza la verificacién del método, presentada en la seccién 6.1, y la validacidn,

presentada en la seccién 6.2.
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Ejemplo 2: Enfriamiento con Aceite comercial H100

Se continda el ejemplo de la seccion 4.3, correspondiente al aceite comercial H100, resuelto ante-
riormente con el modelo de termocupla centrada unidimensional. Aqui se utilizan con los mismos
datos de entrada. Se modelizé la probeta de 35 mm, con 36 nodos longitudinales (Az = 1mm),
8 nodos radiales en la zona cilindrica (Ar, = 0,78mm) y 8 nodos radiales en la zona tubular
(Ar, = 0,29mm). Con los resultados obtenidos, utilizando el esquema EEC (fig 5.18) puede
notarse el fendémeno de avance del frente de mojado, dado que los méximos en el flujo de calor
ocurren en tiempos posteriores para posiciones longitudinales superiores. También se nota que la
transicion entre las curvas de cada posicion es suave. Los resultados con el esquema de Richardson

son muy similares.

z=7 z=9 z=10 z=11 z=13 z=15 z=17 z=19
z=21 z2=22 =24 2=26 =28 z=30 z=32

1,8E+06
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1,0E+06

8,0E+05

6,0E+05

Surface Heat flux [W/m2]

4,0E+05

2,0E+05

0,0E+00

Time [s]

Figura 5.18: Curvas de flujo de calor en la cara lateral con el aceite H100, modelo 2D.

Para comprar los resultados con los modelos unidimensional y bidimensional se define la diferen-

cia media en el flujo de calor radial como la siguiente funcién de z:

t
fwio|q2D<t, Z) - Q1D(t, Z)|dt

DM(z) = y

(5.70)
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Figura 5.19: Flujo de calor obtenido con el esquema EEC, gréafico de superficie.

Puede notarse que los maximos flujos de calor radial ocurren en la zona inferior de la probeta (Fig.
5.20 a), como era de esperar, por el efecto de la punta. De manera semejante, los modelos unidi-
mensional y bidimensional discrepan significativamente en la zona inferior, y conforme los flujos

de calor longitudinales disminuyen, la diferencia entre los modelos disminuye (Fig. 5.20 b).
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3 ® GE) >
- C 0,6
=] ® 8 100
£ 04 ° g
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Figura 5.20: Comparacion de modelos, maximo flujo de calor longitudinal (a) y diferencia media
en el flujo de calor radial entre los modelos 1D y 2D.
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Ejemplo 3: Enfriamiento con Aceite de coco

Se continda con el ejemplo presentado en la seccidn 4.3, correspondiente al enfriamiento logrado
con el aceite de coco (coconut oil). Anteriormente fue analizada la probeta considerando en forma
independiente el enfriamiento de cada termocupla, ya que en ese capitulo se considera que el flujo
de calor ocurre solamente en la direcciéon radial. Partiendo de los mismos datos, aqui se conside-
ra el flujo de calor en las dos direcciones. En la superficie de medicion se utilizan el modelo de
interpolacion. En la figura 5.21 (izquierda) se muestran los enfriamientos obtenidos en el ensayo
con las termocuplas ubicadas a 2mm, 15mm y 30mm de la cara inferior de la probeta, utilizados
en este ejemplo como datos de entrada. En la figura 5.21 (derecha) se muestran las temperaturas
contra las tasas de enfriamiento. Estas tltimas curvas son las utilizadas en la interpolacién para

obtener las tasas de enfriamiento en cualquier otro punto de la superficie de medicion.

—7 = 2MM =z =15mm z=30mm —7 = MM =z =15mm z=30mm

900
800
700
600
500
400
300

Temperature [°C]

0 10 20 30 40 O 30 60 90
Time [s] Cooling rate [°C/S]

Figura 5.21: Curvas de entrada: enfriamientos en funcién del tiempo (izquierda) y en funcién de
su tasa de enfriamiento (derecha).

Con los datos anteriores se realizd la corrida para obtener los campos de temperatura transitorios
en las dos zonas, y luego el campo de flujo de calor, representado en la figura 5.22. Puede notarse

que este campo resulta suave, consecuencia de las bondades del método.

Enlafigura 5.23 se muestran los flujos de calor como funciones de la temperatura en las posiciones
longitudinales de las termocuplas y en dos posiciones intermedias. Puede notarse que las curvas
dependen fuertemente de la posicion: Salvo la curva a 22mm, el resto presenta las tres etapas bien
marcadas (ver figura 2.1), pero sus puntos caracteristicos varian significativamente. Por ejemplo,
el fendmeno de Leidenfrost ocurre en entre los 650°C y los 726°C, y los flujos de calor criticos
ocurren entre los 1,6 y los 8, 5M W /52,
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Figura 5.22: Flujo de calor del aceite de coco obtenido con el esquema EEC, grafico de superficie.
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Figura 5.23: Flujo de calor del aceite de coco obtenido con el esquema EEC, grafico de superficie.

En la seccidn 6.1 se continua con la verificacién de estos resultados.



6.

Verificacion y Validacion

El proceso de Verificacion y Validacion (V&V)
de los modelos y cédigos utilizados en la tesis
se realiz6 siguiendo los lineamientos de Guide
for Verification and Validation in Computational
Solid Mechanics (ASME, ).

Segun esta guia el proceso V&V comienzay ter-
mina en la modelizacién y en los modelos. Pa-
ra el modelo computacional se busca verificar
y validar que las predicciones realizadas se en-
cuentren dentro del dominio propio del mode-
lo. Hay tres tipos de modelos involucrados que
van desde lo general a lo especifico. El esque-
ma logico se muestra en la figura 6.1. El mas
general es el modelo conceptual, luego el mo-
delo matematico, para finalizar en el modelo
computacional.

Laverificacion consiste en determinar si el mo-

Conceptual
9 Model )

!

(" Mathematical )
9 Mcidel )
(" Numerical

 Algorithm )

v
([ code )

Parameter

Physical \J
Parameter v

Discretization

)

Computational
Model
Figura 6.1: Camino de modelo conceptual a mo-
delo computacional (ASME, ).

delo computacional representa en forma precisa el modelo matematico y sus soluciones. Por otro

lado, la validacidn es el proceso en el cual se determina con qué grado el modelo es una representa-

cién certera del mundo real desde la perspectiva del modelo. La diferencia entre la verificacion y

la validacién se resume en aceptar que la verificacion se encuentra en el dominio de la matematica,

y la validacién en el dominio de la fisica (Schwer, ).

El modo por el cual la matematica y la fisica interactian se representa en la figura 6.2. Luego de la

seleccién del modelo conceptual, el proceso V&V tiene dos caminos, el camino izquierdo contiene

la modelizacién de los elementos y el camino derecho contiene el testeo de los elementos fisicos

(experimentos) (ASME, ).
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Figura 6.2: Actividades y resultados de Verificacidon y Validacion (ASME, ).

Con la verificacion se proponen dos objetivos principales, el primero es verificar el cédigo imple-
mentado, buscando errores de programacion o de ldgica. El segundo objetivo consiste en deter-

minar los errores numéricos producto de la discretizacion de variables (Schwer, ).
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Los errores de programacién fueron subsanados en un largo proceso de depuracion del cédigo.
La comparacién de los resultados con otros métodos fue crucial para lograr este fin. En el desa-
rrollo del problema de la probeta con la termocupla centrada (capitulo 3), con el primer ejemplo
(seccion 3.4) se verificd que el cédigo implementado para ese problema no posee errores de pro-
gramacion porque los resultados arrojados son mas precisos que los obtenidos con otros métodos.
En el segundo ejemplo del mismo capitulo se obtiene una curva de flujo de calor muy similar a la
reportada en bibliografia por otros autores. Asi mismo, los errores numéricos de los dos esquemas
para la resolucién del problema [HCP de una dimensién fueron analizados en la seccién 3.5.
Respecto al problema de la termocupla descentrada (capitulo 4) puede notarse, con el primer ejem-
plo (seccidn 4.3), que los errores de programacion fueron subsanados, porque se obtiene la curva
HTC prevista. En el mismo ejemplo se utilizan cuatro conjuntos de parametros numéricos para
determinar los errores numéricos obtenidos en cada caso.

En este capitulo se presenta la verificacién del problema de la probeta de multiples termocuplas.
El propésito del procedimiento de validacién es la estimacion de la precisiéon del modelo matema-
tico para variables de validacion especificas (E¢a y col., ). La validacién consiste en disefiar
y realizar ensayos con este objetivo expresamente. Asi mismo, la comparacién de los resultados
del ensayo con los resultados numéricos cuantifica en qué grado el modelo representa de forma

certera el mundo real.
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6.1 Verificacion

La verificaciéon del [HCP consiste en realizar corridas DHCP aplicando como condiciones de con-
torno los resultados del [HCP. De esta manera, se comparan los enfriamientos calculados con los
enfriamientos utilizados como dato de ingreso del IHCP. En la figura 6.3 se representa las con-
diciones de contorno aplicadas, en la superficie lateral de la probeta se aplican las temperaturas,
condicion de Dirichlet, en la cara superior y en la cara inferior se aplican los flujos de calor, que

implican condiciones de Neumann (ecs. 5.8 y 5.9).

tA .
Calculated cooling
curves to compare z
Initial State Top
Boundary
Condition
Null heat flux to validate
Boundary ~({
Condition Dirichlet
Boundary
Condition
to validate
Bottom
Boundary
Condition
to validate

Z1

Figura 6.3: Verificacion del IHCP para probetas de multiples termocuplas. Se indican las condi-
ciones de contorno a validar, comparando los enfriamientos calculados con las curvas medidas,
utilizadas como datos de entrada.

El estado inicial de la zona tubular (z < z,,,) se aplica como fue indicado en el capitulo anterior,

seccion 5.5. En la zona tubular se aplica la configuracién inicial obtenida en el [HCP con el esque-
ma EEC.
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Modelo de avance de frente de mojado

Para verificar el modelo bidimensional considerando el modelo de frente de mojado, se define la
funcién Tasa de enfriamiento medida, C'my; (), para la termocupla i como funcién del tiempo. Se
utiliza la interpolacion lineal de los arreglos tasas de enfriamiento, C'; (ec. 5.16) con un arreglo que
contiene los instantes de la curva medida (tm): B

Cm;(T) = interpolacion(tm, C;). (6.1)

De manera similar se define la funcion tasa de enfriamiento calculada, C'c;(t). Se interpolan los
resultados de la corrida de verificacién de manera de obtener los enfriamientos en la posicién de
la termocupla ¢, también como funcién del tiempo. En este caso se utiliza la interpolacién spline
ctbica con la funcién interp 1d del paquete interpolate de la libreria Scipy para la programacion en
Python.

El grado de acuerdo entre las curvas medidas y calculadas se cuantifica con la Diferencia Media
Relativa - Mean Relative Difference (MRD), la Diferencia Media Absoluta - Mean Absolute Diffe-
rence (MAD) y el Error Estandar - Standard Error (SE). En estas métricas de error se comparan

las curvas medidas y las calculadas cada un segundo durante los segundos mas relevantes del en-

friamiento:
ty
1 Cci(n) — Cmy;(n)
MRD, = = n;o ) , (6.2)
MAD, = Z 1Cec;(n m;(n)] (6.3)
ty—to y=
L (Cei(n) — Cmy(n))?
SE; = | > (6.4)
n=tg tf B tO
Aceite H100

Se retoma el ejemplo de la seccidn 5.8, correspondiente al enfriamiento con aceite comercial H100,
alos efectos de realizar la primera verificacion del IHCP. En el ejemplo se parti6 de la medicion del
enfriamiento en tres puntos interiores de la probeta. En esta corrida corrida se utilizaron 10 nodos
radiales (Ar = 0.68mm) y 36 nodos longitudinales (Az = 1mm) y un incremento temporal de

0.002s. En la figura 6.4 se muestran con una linea continua las curvas medidas y de las curvas
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calculadas se muestran algunos puntos.

100

Calculated 2 mm
Calculated 15 mm
A Calculated 30 mm

Measured 2 mm

Cooling rate [°C/s]

Measured 15 mm

Measured 30 mm

Time [s]

Figura 6.4: Verificacion: Comparacion entre los enfriamientos medidos y los calculados conside-
rando los resultados para el aceite comercial H100.

En la figura 6.5 se muestra solamente el enfriamiento de la termocupla inferior. En este caso la
curva medida y la calculada se grafican con una linea continua. Puede notarse que el grado de
acuerdo es muy bueno, salvo en la zona del maximo, donde alcanzan una diferencia de 2°C'/s,

aproximadamente.

Los resultados de MRD, MAD y SE se muestran en la tabla 6.1. Puede notarse que el nivel de
acuerdo entre las dos curvas es alto, por lo que se verifican los resultados de flujo de calor. Aqui

se nota que la diferencia en el maximo es puntual, ya que la MAD es mucho menor.

Tabla 6.1: Criterio de verificacion al analizar los resultados obtenidos para el aceite H100, compa-
racion de los enfriamientos en las posiciones de la tres termocuplas.

| z[mm] | MRD [.107] | MAD | SE |

| 2 | 5.9 | 0.19 | 025 |
\ 15 \ 4.1 \ 0.17 \ 0.33 \
\ 30 \ 45 \ 0.20 \ 0.47 \
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Figura 6.5: Verificacidn: detalle de la figura 6.4, pico de los enfriamientos en z = 2mm, zona
donde las diferencias de las curvas son maximas.

Agua recirculada

Se continua con la verificacién del par de ensayos considerados casos de estudios de la seccién
5.3, modelo de avance de frente de mojado. Se analiz6 el enfriamiento de probetas de multiples
termocuplas en la cuales se releva el enfriamiento con tres termocuplas ubicadas fuera del centro,
en posiciones longitudinales distintas. El ensayo consiste en enfriar las probetas con una tempe-
ratura inicial de 840°C' con agua recirculada, en un caso con un caudal de 20 Ipm (velocidad de
agua 0.2 m/s) y 60 Ipm (velocidad 0.6 m/s).

En esta corrida se utilizaron 10 nodos radiales (Ar = 0.57mm)y 51 nodos longitudinales (Az =
1mm) y un incremento temporal de 0.002s. En la tabla 6.2 se muestran los resultados obtenidos
para la MRD, la MAD y el SE. Se obtienen diferencias entre las curvas medidas y las calculadas
muy similares a las del caso de aceite comercial H100. En estos dos casos el grado de acuerdo
también es muy alto, error porcentual medio menor al 0,4%. En la figura 6.6 se muestran con una

linea continua las curvas medidas y de las curvas calculadas se muestran algunos puntos.
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Tabla 6.2: Criterio de verificacidn al analizar los resultados obtenidos para el agua recirculada con
los ensayos a 20 y 60 Ipm, comparacién de los enfriamientos en las posiciones de la tres termocu-
plas.

Test | z[mm] | MRD [.1073] | MAD [.107!] | SE[.107] |

2 2.5 1.6 2.7
20lpm | ¢4 2.1 13 23
30 1.3 0.8 2.1
2 3.1 1.9 3.7
60lpm | ;5 3.2 2.1 3.7
30 2.8 24 5.1
B Calculated 8 mm Calculated 25 mm A Calculated 42 mm
Measured 8 mm Measured 25 mm Measured 42 mm
250
- 200
S~
S
o 150
©
2 100
E
O 50

0 3 6 9 12 15 18

Time [s] Time [s]

Figura 6.6: Verificacion: Comparacion entre los enfriamientos medidos y los calculados conside-
rando los resultados para el agua recirculada a 20 y 60 Ipm.

Modelo interpolacion de las tasas de enfriamiento

Para verificar el modelo bidimensional considerando el modelo de frente de mojado, se define la
funcion Tasa de enfriamiento medida, C'm,(7T"), para la termocupla i como funcién de la tempe-
ratura. Aqui se utiliza la temperatura como variable, debido a que esta es la variable principal del
modelo de interpolacidn. Se utiliza la interpolacién lineal de los arreglos tasas de enfriamiento,

C; (ec. 5.16) con sus respectivos enfriamientos medidos, 7;:

Cm;(T') = interpolacion(T;, C;). (6.5)
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De manera similar se define la funcion tasa de enfriamiento calculada, C'c;(T"). Se interpolan los
resultados de la corrida de verificacién de manera de obtener los enfriamientos en la posicién de
la termocupla 7, también como funcién de la temperatura.

Se comparan las curvas calculadas y las medidas con la MRD, la MIAD y el, evaluando las curvas

cada un °C en la zona mas relevante del enfriamiento:

TS

MRD; = 7= i T nZT CCi(@ﬂ; (%m(n) , (6.6)
R
MAD; = T n; |Ce;(n) — Cmy(n)], (6.7)
55, = | 3 (Caalm) = Cmya))’ 68)
’ n=T; T, =T,

Aceite de coco

Se utilizan los resultados del ejemplo realizado con el aceite de coco (seccidon 5.8). En esta corrida

se utilizaron 10 nodos radiales (Ar = 0.68mm) y 36 nodos longitudinales (Az = 1mm)y un
incremento temporal de 0.002s.

B Calculated 2 mm
& Calculated 15 mm
Calculated 30 mm

Measured 2 mm

Cooling rate [°C/s]

Measured 15 mm

Measured 30 mm

450 500 550 600 650 700 750 800 850

Temperature [°C]

Figura 6.7: Verificacion de los resultados obtenidos en el ejemplo 5.8.

En la tabla 6.1 se muestran los resultados obtenidos para la MIRD, la MAD y el SE. En ellos se
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compara la tasa de enfriamiento medido con el calculado. Se nota un alto nivel de acuerdo para
los enfriamientos de las tres termocuplas. Al graficar las curvas no se nota diferencia entre ellas.
En la figura 6.7 se muestran con una linea continua las curvas medidas y de las curvas calculadas

se muestran algunos puntos.

Tabla 6.3: Criterio de verificacion al analizar los resultados obtenidos para el aceite de coco.

| z[mm] | MRD [.107#] | MAD [.10~2] | SE[.107?] |
| 2 | 4.7 | 3.3 | 3.9 |
15 |74 | 3.1 | 4.55 |
130 |72 | 25 | 3.6 |

Estos resultados son rotundamente mejores que los ya presentados en (Sanchez-Sarmiento y Ca-
valiere, ), los errores MIRD, MAD y SE resultan en un orden de magnitud menor. La mejoria
se debe a cambios en la implementacién del método numérico, ya que los parametros numéricos
utilizados en los dos casos son similares. A su vez, también son superiores a los obtenidos con el

modelo de avance de frente de mojado.

6.2 Validacion

Los flujos de calor como funciones de la posicion y del tiempo permiten la obtencién de los pun-
tos de Leidenfrost, y estos coinciden con el instante final del estadio de pelicula de vapor. Por lo
tanto, los flujos de calor permiten la obtencién del frente de mojado. A su vez, el frente de mo-
jado también se lo puede obtener experimentalmente, siguiendo su posicion en el video filmado
del ensayo, técnica conocida como video tracking. En consecuencia, comparar la posiciéon de los
puntos de Leidenfrost obtenidos numéricamente con la posicion del frente de mojado obtenida
experimentalmente permite validar el modelo. La posicién experimental del frente de mojado la
determind el Prof. Roberto Cruces Reséndez en la Universidad Nacional Auténoma de México.

Como en la verificacién, como criterio de aceptacidn entre las curvas, en este caso la curva calcu-
lada, con la relevada experimentalmente, se utilizan la MIRD, la MAD y el. En ellos se comparan

los tiempos de Leidenfrost calculados en cada posicion de la superficie de lateral de la probeta con
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la curva experimental:

1 &
MRD = o n;) tLor, — w(z,)|, (6.9)
1 &
n 2
s t .
SE=4|>" ( LLF"n w(zn)) . 6.11)
n=0 s

donde la funcién w(z) es la curva relevada que devuelve el tiempo en el que pasa el frente de mo-

jado, como una funcién de la posicion.

Agua recirculada

Luego de la verificacidn, se validan los resultados obtenidos en la seccién 5.8 para el enfriamien-
to con agua recirculada a 20 y a 60 Ilpm. En la figura 6.8 se grafican con linea continua la curva
relevada experimentalmente de la posicion del frente mojado. En la misma figura, con triangulos,
se indican los tiempos de Leidenfrost obtenidos numéricamente para cada coordenada de la dis-
cretizacion z. Puede notarse que el grado de acuerdo entre la curva experimental y los resultados
numéricos es muy alto. También puede notarse que para para el ensayo a 20 Ilpm los puntos de
Leidentrost se anticipan 0,3 segundos en promedio. Sin embargo, para el ensayo a 60 Ipm en las
zonas bajas y altas los resultados numéricos adelantan a los valores experimentales, y en la zona

media de la probeta los resultados numéricos son levemente posteriores a los experimentales.

Se calcularon los valores de MIRD, MAD y SE para cuantificar el nivel de concordancia entre los
resultados numéricos y los experimentales (tabla 6.4, modelo IHCP 2D). También se agregaron los
resultados obtenidos con el modelo unidimensional para la zona tubular, detallado en el capitulo
4. Puede notarse que considerar el flujo de calor longitudinal (modelo 2D) mejora fuertemente los
resultados, ya que las diferencias disminuyen aproximadamente a la mitad. Para este modelo la

diferencia absoluta media es menor a los 0.3s, y la relativa es menor al 3%.
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Figura 6.8: Validacion a partir del frente de mojado, puntos de Leidenfrost obtenidos numérica-
mente y la posicion del frente mojado obtenida experimentalmente con el rastreo del video del
ensayo. Ensayos con caudal de agua a 20 y 60 Ipm.

Tabla 6.4: Validacién: Cuantificacion del nivel de concordancia entre los resultados numéricos y
los experimentales.

THCP model | Test | MRD [.1072] | MAD [.10~!] | SE[.107] |

2 . .
D Olpm | 5 5.3 5.4
60 lpm | 4 2.0 2.1
. 201pm | 2.6 2.8 3.0
601lpm | 1.9 1.0 1.2

Los resultados también pueden ser validados comparando fotografias del ensayo con los resulta-
dos de flujo de calor para el instante de la fotografia, debido a que la secuencia de los estadios del
refrigerante corresponde a los cambios en el HTC (H. M. Tensi y Liscic, ). En este caso se
utiliza el flujo de calor, ya que la curva de HT'C no suele ser representativa del agua. La figura 6.9
muestra, en la izquierda, una fotografia capturada del video con la filmacién del ensayo. En la de-
recha de la misma figura se muestra un grafico de los flujos de calor obtenidos numéricamente. El
eje posicidn del grafico fue hecho coincidir con las posiciones de la probeta en la fotografia. Este
fenémeno fue descripto esquematicamente en (Kiinzel, ), ver figura 6.10. Con estos resulta-
dos se obtienen curvas obtenidas numéricamente con las mismas caracteristicas a las previstas

esquematicamente por Kunzel hace 36 anos.
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Figura 6.9: Validacion: en la izquierda una fotografia capturada del video con la filmacién del
ensayo. En la derecha un grafico de los flujos de calor obtenidos numéricamente. El eje posicion
del grafico fue hecho coincidir con las posiciones de la probeta en la fotografia.
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Figura 6.10: Representacidon esquematica de los estadios de fluido refrigerante con su respectivo
HTC (Kiinzel, 1986) citado en (H. M. Tensi y Liscic, 2010).

En la figura 6.11 se muestran cuatro fotos secuenciales del ensayo a 20 Ipm de ensayo con sus
respectivos flujos de calor. En la figura 6.12 se muestra lo respectivo al ensayo con caudal a 60 lpm.
En estas figuras también se hicieron coincidir los ejes posicion de los graficos con las posiciones
de la probeta en la fotografia.
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Figura 6.11: Validacién: Fotografias del ensayo a 20 Ipm en los instantes 8.3, 10.4, 12.4y 14.0 [s] y

los gréficos de los flujos de calor con los ejes de posicién en concordancia con las posiciones en la
fotografia. Las lineas rojas y verdes indican la posicién de las termocuplas.



6.2 Validacion 101

Heat Flux Curve
@® Maximun heat flux
@ Leidenfrost Point

e Heat Flux Curve
@® Maximun heat flux
@ Leidenfrost Point

m | - Zone A
T 335 : T 335
E B £
c 5 [ S 25
:g = 2 Zone B
8 2
a 16.5 Zone B & 165

Zone C
S 2
0

o
N
N

Heat Flux [MW/m?2
t =4,5][s]

Heat Flux [MW/m?2]
t =5,7[s]

e Heat Flux Curve
@® Maximun heat flux
@ Leidenfrost Point

e Heat Flux Curve
@® Maximun heat flux

40,
@z

40,
T

Zone B
335

335

B B
£ £ 7=
§ 2 5§ 2 7
o 16.5 o 16.5 E >
|
& e
0 0 2 4
Heat Flux [MW/m Heat Flux [MW/m?2]
t=71[s] t =8,8[s]

Figura 6.12: Validacién: Fotografias del ensayo a 60 Ipm en los instantes 4.5, 5.7, 7.1y 8.8 [s] y los
graficos de los flujos de calor con los ejes de posiciéon en concordancia con las posiciones en la
fotografia. Las lineas rojas y verdes indican la posicién de las termocuplas.



7. Conclusion

En esta tesis se ha desarrollado una metodologia sistematica para la resolucién numérica de los
problemas inversos de conduccién de calor, cuyos objetivos son la obtencién de las curvas de flujo
de calor de los refrigerantes para probetas cilindricas templadas por inmersion. En estos proble-
mas se cuenta con la medicidn de la curva del enfriamiento, realizada con termocuplas, ubicadas
en por lo menos un punto interior a la probeta. Se analizaron en forma separada los casos en los
cuales la termocupla es Unica y se ubica en el centro (capitulo tercero), la termocupla es unica y
se ubica fuera del centro (capitulo cuarto), y las termocuplas son mas de dos y se ubican fuera del
centro (capitulo quinto).

Para la resolucion de los problemas inversos se desarroll6 una variante de los métodos de avance
(marching methods), denominado método de reconstruccion de temperaturas (Reconstruction Tempe-
rature Method). Se lo llama asi al método porque consiste en reconstruir los campos de temperatura
en toda la probeta a partir de los enfriamientos medidos y las propiedades del material. Para esto
se resuelve la ecuacidon diferencial del problema con esquemas en diferencias finitas. La principal
caracteristica del método es que se resuelve la ecuacion diferencial del problema progresivamente,
desde el centro hasta la superficie de la probeta. En consecuencia, a diferencia de otros métodos,
no intenta disminuir la diferencia entre las curvas medidas y las calculadas. De esta manera, los
flujos de calor se calculan en funcién de los campos de temperatura reconstruidos. Se utiliza una
variante del métodos de avance (marching methods) a los efectos de obtener una resolucion siste-
matica. Si bien la desventaja de estos métodos es la inestabilidad numérica que puede ocurrir, el
autor describe como puede analizarse el entorno de los parametros numéricos para obtener una
solucion estable.

En el 3er capitulo se analiza el problema de la probeta con la termocupla centrada. Se presentan
dos esquemas inversos que surgen de reutilizar esquemas que fueron definidos por otros auto-
res para problemas directos, el esquema explicito centrado (EEC) y el esquema de Richardson. Al
analizar el error de los esquemas con los incrementos espaciales y temporales se observa que el
esquema EEC es de 2do orden con la variable espacial y de ler orden con la variable temporal.

En cambio, el esquema de Richardson es de 2do orden para las dos variables. Analizando la esta-
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bilidad numérica, se obtiene que para los dos existe un incremento temporal critico de forma tal
que si se utiliza un paso temporal menor que este la solucién se vuelve inestable. Por el contrario,
no existe un incremento espacial critico, ya que este puede achicarse sin limite, por lo tanto, la
estabilidad de estos esquemas, aplicados en problemas inversos, no sigue las mismas condiciones
que en los problemas directos. A su vez, el incremento temporal critico depende de la posicion y
del incremento espacial.

La conclusiéon mas relevante del capitulo es que los métodos presentados para el problema inverso
pueden ser bien condicionados. Para lograr el buen condicionamiento se debe cumplir una rela-
cién entre el didmetro de la probeta y el numero de Fourier que resulta de las propiedades del
material y los pardmetros numéricos utilizados en la discretizacion. Esta conclusién contradice a
varios articulos citados, en los cuales se indica que los problemas inversos de conduccién de calor
son mal condicionados de por si.

Por la naturaleza de la ecuacidn diferencial de la conduccidn de calor con simetria de revolucion,
la evolucién temporal de las temperaturas esta controlada tanto por sus derivadas parciales espa-
ciales primeras como segundas. Entonces, al reconstruir las temperaturas en un nodo no alcanza
con conocer la temperatura nodal en un nodo anterior, se requieren dos temperaturas nodales, o
bien, la temperatura en el nodo anterior y su flujo de calor. Esto se debe a que para calcular una
derivada parcial se requieren dos temperaturas nodales, y para la derivada segunda son necesarias
tres temperaturas nodales, como minimo.

También, en el tercer capitulo, se compara el desempefio del método de reconstruccién de tem-
peraturas con otros varios métodos, siguiendo un ejemplo de literatura. Puede notarse que los
resultados obtenidos con estos dos esquemas tienen un acuerdo muy satisfactorio con las cur-
vas hipotéticas, mientras que otros métodos muestran un bajo nivel de acuerdo. En el segundo
ejemplo del capitulo se analiza el poder de enfriamiento del aceite de coco, para lo cual se utilizan
resultados de medicidn obtenidos por investigadores de la Universidad de Sao Carlos. Se obtienen
resultados muy similares con los dos esquemas, sin embargo, la curva HT'C resulta ser levemente
superior con el esquema de Richardson. Y comparando con una curva de literatura, también se
obtienen resultados similares, coincidiendo la temperatura de Leidenfrost y la temperatura del
méximo HTC.

Para los capitulos cuatro y cinco, se define como superficie de medicion a la superficie definida
por las posiciones radiales de las termocuplas, ya que todas estan ubicadas a igual distancia del
eje central. Se define como zona cilindrica a la porcién de la probeta interior a la superficie de
medicién. Y se define como zona tubular a la porcidn de la probeta comprendida entre la posiciéon
radial de la termocupla y la superficie lateral de la probeta. Por otro lado, la medicién del enfria-
miento con la termocupla brinda la temperatura nodal necesaria para empezar la reconstruccién

en la zona tubular, pero como también es necesario el flujo de calor, se calculan previamente las
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temperaturas en la zona cilindrica, y con estas se calcula el flujo de calor en la superficie de medi-
cién. Es decir, las temperaturas en la zona cilindrica se calculan con los esquemas directos, ya que
en esta zona se conocen las condiciones de contorno en su frontera. Y las temperaturas en la zona
tubular se calculan con los esquemas inversos. Finalmente, se calculan los flujos de calor con las
temperaturas de la zona tubular.

En el cuarto capitulo, analizando distintos parametros numéricos se concluye que usar una malla
pobre (5 elementos) en la zona tubular no repercute significativamente en la curva de flujo de calor
superficial. Este resultado permite disminuir significativamente los tiempos de ejecucion, ya que,
si se quiere usar mas de 20 elementos, el tamafo del incremento temporal debe disminuirse signifi-
cativamente, generando corridas que requieren mayor tiempo de corrida. Al analizar la influencia
de la cantidad de nodos en la zona tubular se observa que no afectan a los dos esquemas por igual.
Utilizar una malla pobre en la zona tubular no afecta significativamente los resultados cuando se
utiliza en el esquema de Richardson, en contraposicién al utilizar el esquema explicito centrado, si
se nota una disminucién en el desempeno del método. Al analizar el desempefio con el tamaiio del
incremento temporal en la zona tubular se observa que al usar incrementos temporales pequefios
(menores a 0.05 segundos) se obtienen las curvas de flujo de calor con ruido numérico producto
de la inestabilidad. Al utilizar un incremento temporal grande (mayor a 0.3s), el desempeno del
método disminuye fuertemente.

De los casos analizados de probetas de multiples termocuplas, puede notarse que algunas curvas
de flujos de calor o HTC responden mejor a ser descriptas con la temperatura y otras con el tiem-
po. Esto ocurre debido a que el fendmeno de Boiling algunas veces es uniforme y otras veces no.
En el caso del aceite de coco puede notarse que en las curvas de HTC si se las describe como fun-
ciones del tiempo, los maximos en las posiciones longitudinales z = 15, 22.5, 30mm ocurren en
un momento posterior al maximo correspondiente a la curva de z = 2mm. A su vez, en todas las
posiciones puede notarse una zona de pelicula de vapor inicial. Es decir, se observa que la pelicula
de vapor se origina en toda la superficie, sin embargo, primero se originan las burbujas en la zona
inferior y luego se uniformiza el fenémeno de Boiling en el resto de la probeta. Haciendo el mismo
andlisis para el aceite comercial H100 y el agua recirculada, puede notarse que el fendmeno de
Boiling se inicia en la zona inferior de la probeta y luego se desplaza suavemente a lo largo de la
probeta. Para estos casos se define el frente de mojado, como la posicion limite entre la zona con
pelicula de vapor y la zona con nucleacidon de burbujas, que resulta ser una funcién del tiempo.
Al resolver el problema de multiples termocuplas considerando el flujo de calor longitudinal es
necesario contar con el enfriamiento de todos los puntos de la superficie de medicién. Sin embar-
go, con las mediciones de las termocuplas se determina el enfriamiento en solo algunos puntos,
por lo tanto, en el capitulo quinto se modela el enfriamiento en la superficie de medicién con un

modelo de frente de mojado, para los casos en los cuales se puede definir. Para los casos que no se
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puede definir el frente de mojado, se utiliza una interpolacién doble de la tasa de enfriamiento en
funcién de la posicidn y la temperatura. Debido a que en estos casos el fenémeno de enfriamiento
se describe mejor si lo considera una funcién de la temperatura.

El modelo de frente de mojado, utilizado para modelar los enfriamientos en la superficie de me-
dicidn resulta efectivo. Puede notarse con las curvas de enfriamiento en funcidn del tiempo, que
para posiciones intermedias a las de las termocuplas, las curvas resultas intermedias a las medidas.
El hecho de modelizar la superficie de medicién permite, a diferencia de otros métodos, obtener
una curva de flujo de calor por cada punto de la discretizacidn utilizada. En los casos analizados
se utilizan 50 y 30 elementos, dependiendo de la longitud de la probeta, por lo tanto, se obtienen
51y 31 curvas.

En los problemas bidimensionales los dos esquemas presentados brindan resultados muy simila-
res. Sin embargo, con el de Richardson se obtienen maximos mayores y minimos menores que
con el EEC. Debido a que el esquema de Richardson es un orden superior en la variable temporal
obtiene un mejor desempeno. En consecuencia, reproduce mejor las irregularidades de las curvas.
En los ejemplos de probetas con multiples termocuplas puede notarse que el flujo de calor en la
direccién radial es mayor que en la direccidn longitudinal, salvo en la zona inferior de la probeta
donde los flujos son del mismo orden. A su vez el flujo longitudinal maximo decrece en la medida
que nos alejamos de la punta de la probeta.

El método de reconstruccion de temperaturas, aplicado al problema de probetas de multiples ter-
mocuplas tiene como mayor beneficio que se obtiene una curva de flujo de calor para cada posicién
de la discretizacion utilizada, siendo un valor tipico el incremento espacial Az de Imm, y depen-
diendo del tamano de la probeta se obtienen mas de 30 curvas. Con los otros métodos presentados
en la discusion bibliografica se obtienen los flujos de calor con una cantidad de curvas que a lo su-
mo supera en una unidad a la cantidad de termocuplas. Esto muestra la virtud de haber realizado
los dos modelos en la superficie de medicidon.

A su vez el escaso tiempo para realizar cada corrida es un beneficio caracteristico de este método.
Las corridas presentadas aqui se realizaron en una computadora de escritorio, con un procesa-
dor Intel(R) Core(TM) i5, CPU @ 1.60GHz 2.10 GHz. Por ejemplo, para el caso de la termocupla
centrada, utilizando 400 pasos de célculo y 20 nodos la corrida se realiza en 4 segundos. Para el
caso de la termocupla descentrada, utilizando 4000 pasos de célculo en la zona cilindricay 319
en la zona tubular, con 15 nodos en las dos zonas, la corrida se realiza en 14 segundos. Y para el
caso de la termocupla con multiples termocuplas, se utilizaron 4000 pasos para la zona cilindrica,
y 200 para la zona tubular, 15 nodos radiales en cada zona y 30 nodos longitudinales en las dos
zonas, y la corrida se realiz6 en 10 minutos. Estos tiempos de corrida son mucho menores que los
requeridos por otros métodos, indicados en la discusién bibliografica.

En el sexto capitulo se presenta la verificacion y la validacién del problema bidimensional de las
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probetas con multiples termocuplas. Por verificacién (dominio de la matematica), se entiende al
proceso en cual se analiza si el modelo computacional representa en forma precisa al modelo ma-
tematico y sus soluciones. Por validaciéon (dominio de la fisica) se entiende al proceso en el cual
se determina con qué grado el modelo es una representacion certera del mundo real. Por lo tanto,
para la verificacidn se utilizaron los resultados del problema inverso como condicién de contorno
del problema directo, para determinar con qué error se obtienen las curvas medidas. Por lo tanto,
se utilizaron los flujos de calor como funciones de la posicién longitudinal y del tiempo, o de la
posicion longitudinal y la temperatura, segtin el modelo utilizado. En la verificacidn se analizaron
tres casos, para el modelo de frente de mojado se analizaron los resultados del aceite comercial
H100 y del agua recirculada, y para el modelo de interpolacién se utilizaron los resultados del
aceite de coco. En los tres casos los errores son practicamente despreciables: el error medio relati-
vo oscila entre 1.1073 y 6.10 ™2 en los modelos de frente de mojado y entre 5.10~4y 7.10™* con
el modelo de interpolacién.

La validacién se realiza comparando la posicion del frente de avance, numéricamente obtenido
mediante los puntos de Leidenfrost en la superficie de la probeta, con las posiciones obtenidas
experimentalmente con el seguimiento del frente de mojado en el video. De esta manera se valida
el método numérico para el problema [HCP de la probeta de multiples termocuplas, y las propie-
dades térmicas utilizadas.

En los dos casos analizados en la validacién se observa un alto nivel de acuerdo entre los resulta-
dos experimentales y los numéricos. Esto se debe a que el error medio es menor al 5.10~2, de esta

manera se valida el modelo utilizado.
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A. Interpolacion en Pelicula de

Vapor

En este apéndice se desarrolla la funcién fr 5 utilizada en la seccién 5.3. La dificultad radica en
que los pares de arreglos %Z y C; tiene un tamano distinto para cada medicién, y que para hacer
la interpolacién doble se debe contar la matriz C; con todas sus columnas de la misma longitud.
Entonces, a la curva de cada medicién se le define una funcién interpolante que luego se evaltia

en el Gnico eje temporal adimesionalizado para construir la matriz C'pv.

fpvi = interpolation(t;, fC\;) (A.1)

El eje adminsionalizado se define de manera que sea equiespaciado y que vaya entre cero y uno. El
valor de n py, debe seleccionarse de manera que sea la interpolacion resulte suave. De esta manera,

las componentes del arreglo resultan:

La matriz matriz C'pv para utilizar en la interpolacién se obtiene al evaluar las funciones fpy, en

cada valor del arreglo temporal adimensionalizado. Cada columna corresponde una termocupla

distinta: . . .
fPVO(E()) fPVl(li()) fPV(chl)qO)
Cpo = fPVQ(tl) fPV'l(t:l) fPV(cT.fl)@l) (A3)
Frvo@PV) ey (Emev) fPV(cT—l)(ZnPV>

Por tltimo, con el eje adimensionalizado (Z), el arreglo de las posiciones de las termocuplas (zm)
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y la matriz C'pv se define la funcién interpolante f . Esta devuelve el valor de la tasa de enfria-

miento como funcién del tiempo adimensional y de la posicién en su coordenada z:

fre (f, z) = interpolation (Z, Zm C’pv) (A.4)

La interpolacién se realiza con una la funcién ad-hoc indicada en el apéndice B.



B. Interpolacidn polindmica

En este apéndice se desarrolla la formulacién
de la interpolacion polinémica utilizada en al-
gunas secciones. El objetivo es contar una in-
terpolacidon que permita calcular la tasa de en-
friamiento, o la temperatura, dependiendo el
caso y que sea compatible con la ecuacion de
conduccion de calor (Ec. 5.2). Ya que si se uti-
liza una interpolacién lineal la discontinuidad
de en la derivada primera en los puntos de in-
terpolacidén no es compatible con el uso de los
operadores en diferencias finitas, para la ecua-
cién de conduccién de calor. Por otro lado, la
cantidad de puntos utilizados con informacién
es por lo general 3, y esa cantidad no permi-
te utilizar una interpolacién 2D de mayor or-
den al lineal con la funcién interp2d de scipy en
python. En consecuencia, fue necesario definir
una funcién interpolante ad-hoc que se utiliz6
en distintas oportunidades para la resolucién
del problema en 2D.

En la figura B.1 se muestra un ejemplo de la
interpolacion obtenida con su derivada. Puede

notarse que se obtiene una derivada continua

250
230
__ 210
N
*= 190
170
(a)
150
0 10 20 30 40
Ejez
10
8
6
4
ONy)
G
0
20 10 20 0 40
(b) -4
-6
Eje z

Figura B.1: Interpolacién polinémica: Funcién

interpolante (a) y su derivada (b).

y derivable dentro del intervalo comprendido por los datos.
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La funcién interpolacién adoptada resulta:

z < 2 , fo(t) ,
£t 2) = Zo <z< 21 ap(t)(z— 20)2 +ay(t) (2 — Zo)3 + fo(t) (B.1)
21 <z2<zy by(t)(2—22)" +b1(t) (2 —22)" + falt
Z > 29 fa(t),

donde fj, f1 v fo son funciones del tiempo o de la temperatura, o valores constantes (por ejemplo
las condiciones iniciales, seccidn 5.5), dependiendo el caso. En los casos en que estas sean funcio-
nes, también seran funciones ag , ay, by y by .

Con la funcién elegida la funcién se obtiene la interpolacién en 2, y 25, sumada a la derivada nula

es los mismo puntos. Se agregan las siguientes 4 condiciones adicionales:

1. Lainterpolacién en z; para el intervalo z, < z < 2;.
2. Lainterpolacién en z; para el intervalo 2y < z < 25.
3. En z; la derivada primera es continua.

4. En zq la derivada segunda es continua.

La primera condicién implica:
2 3
f(z1:t) = ag (21 — 20)" + a1 (21 — 29)” + 9o = f1 (1) (B.2)

Por lo que se obtiene la ecuacién del sistema de ecuaciones:

(21 — 2’0)2 ag + (21 — Z0)3 ay = f1(t) — fo(t) (B.3)

La segunda condicién implica:

f(z1,t) = by (21 — 29)° by (21— 20)° + fot) = f1(1) (B.4)

Por lo que se obtiene la ecuacién del sistema de ecuaciones:

(21 — 22>2 bo + (21 — 22)3 by = f1(t) — fa(t) (B.5)

La tercera condicién implica:

2aq (21 — 7o) + 3ay (21 — 29)” = 2bg (21 — 23) + 3by (2 — 25)” (B.6)



1
2
3
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Por lo que se obtiene la ecuacién del sistema de ecuaciones:

2aq (21 — zg) + 3aq (21 — 20)2 —2bg (21 — 29) — 3by (21 — 22)2 =0 (B.7)
La cuarta condicién implica:
2a4 + 6aq (27 — zg) = 2by + 6b; (27 — 25) (B.8)
Por lo que se obtiene la ecuacidn del sistema de ecuaciones:
ag+3(z1 —2g9)a; —by—3(2; —29)b; =0 (B.9)

Con las ecuaciones B.3, B.5, B.7 y B.9 se obtiene el siguiente sistema de ecuaciones a resolver:

(21— 2)° (21— 2)° 0 0 ag (t) fi() = fo(t)
2(21—2) 3(21—2) —2(z1—2) —3(2—2) ap(t) | _| 0

1 3 (21 — 2g) —1 —3 (21 — 29) bo (1) 0

0 0 (21— 2)° (21— 2)° by (%) f1(t) — fo(t)

El c6digo implementando en Python es:

import numpy as np
def CRInterpolacionPolinomica(z1,z2,z3,fCR1,fCR2,fCR3):
def h(t,z):
AD=[(z2-21)*%*2,(2z2-21)*%*3,0,0]
Al=[2*(z2-21),3%(22-21)*%2,-2%(22-23),-3*(22-23)*%2]
A2=[1,3%(z2-21),-1,-3%(z2-23)]
A3=[0,0,(z2-23)*%2,(z2-23)**3]
A=[A0,A1,A2,A3]
b=[fCR2(t)-fCR1(t),0,0,fCR2(t)-fCR3(t)]
[al1,a2,b1,b2]=np.matmul(np.linalg.inv(A),b)
if z<=z1:
return(fCR1(t))
if z>z1 and z<z2:
return(alx(z-z1)**2+a2*(z-z1)**3+fCR1(t))
if z>=z2 and z<z3:
return(bilx(z-z3)**2+b2*(z-23)**3+fCR3(t))
if z>=z3:
return(fCR3(t))
return (h)

Listado B.1: Cédigo en Python de la funcién interpolacién polindmica implementada.



C. Matriz G

En este apéndice se desarrolla la creacion de la matriz G (ec. 3.58), utilizada para analizar el con-
dicionamiento del problema correspondiente a la termocupla centrada (seccion 3.58).

En dicha seccién se indicaba que las temperaturas del segundo nodo se calculan mediante:

oF —1 1
TP =29 __~Tmp Tmpt1 C.1
1 o L T o tm €1

o o

Los pesos del esquema en este problema lineal resultan:

b=1-—2F, (C2)

2j —1
a; = - (C.3)
J 2]

Las temperaturas de los nodos siguientes se calculan aplicando valores de 7 mayores que 1 al si-

guientes esquema:

p+1 D D
J+1 1 — aj — b ’

En particular, para el segundo nodo se reemplaza el esquema en 7 = 1:

TP TmP — bTP

TP = C.5
2 1—a1—b ( )

Se reemplazan las temperaturas nodales del primer nodo (operador de arranque, eq. C.1), para los

instantes py p + 1:

2F, — 1 1 2F, —1

— 1
oF, TmPtt + Q—FOTmPJr2 —ayT'mP — b;—FOTmp — b2 OTmpJrl co

TP =



~ w %) —
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Al agrupar las temperaturas nodales en el numerador se obtiene:

1 2F, —1 1 2F, —1
TmP+2 + ( . —b ) TmpPH1 (—b . — al) TmP

2F, 2F, 2F, 2F,
Tp — o o o o C.7
2 1-— a — b ( )
Se multiplica el numerador y denominador por 2F:
— TmP*2 + (2F, — 1 —b) TmP*! (b (2F, — 1) — 2F,ay) Tm? )
2 .

(1—a, — b)2F,

Al reemplazar el valor de los pesos a; y b, se obtiene:

1
TmP*? 4 (2F, — 1 — (1= 2F,)) Tm?*! (‘ (1~ 2F) 25— 1~ 2F0§Fo> o

TQP: 1 1F 1—2F )| 2F
( _5 o_< - o)) o (C9)

Al simplificar se obtiene:

TmPT2 4+ (4F, —2) TmP™ + (3F2 —4F, + 1) Tm?
3F2

T2p = (C.10)

Finalmente, la temperatura del 3er nodo, en el instante p resulta un promedio pesado de las tem-

peratura medidas en los instantes p,p + 1y p + 2:

3F%2 —4F +1 A4F —2 1
TP = —2° o TmP o TmP TmP C.11
2 3F2 Mt Rpr T gt €11

El resto de la funciones para calcular las temperaturas nodales al utilizar hasta 18 nodos se deter-
mind con un cddigo en Python, utilizando la libreria de funciones simbdlicas sympy. Con el cédigo
se evalud la matriz G con los nimeros F,, = 0.1, F,, = 0.8, F,, = 1y F,, = 10. Las matrices
obtenidas se muestran en la figuras C.1 y C.2.

El c6digo implementando en Python es:

from sympy import *

def G(i,T,F): #Matriz G
f=T[0O][1i]
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p=[1]

p.append(f.subs([(F0,F),(T0, 1), (T1, @), (T2, 0), (T3, @), (T4, 0), (
15, 0), (T6, 0), (77, @), (T8, @), (79, @), (710, @), (T11, @), (T12,
e), (113, o), (714, @), (715, @), (T16, @), (T17, 0), (T18, @)]))
p.append(f.subs([(F0,F),(T0, @), (T2, 1), (T2, @), (T3, @), (T4, 0), (
T5, 0), (T6, 0), (T7, 0), (T8, @), (19, 0), (Ti0, 0), (112, 0), (T12,
0), (113, o), (714, @), (T15, @), (T16, @), (T17, @), (T18, 0)1))
p.append(f.subs([(F0,F),(T0, @), (T1, 0), (T2, 1), (T3, @), (T4, @), (
15, @), (16, @), (T7, @), (T8, @), (T9, @), (T10, @), (T11, @), (T12,
0), (113, o), (T14, o), (715, @), (T16, @), (T17, @), (T18, 0)]))
p.append(f.subs([(F0,F),(TO, @), (T1, @), (T2, @), (T3, 1), (T4, 0), (
75, 0), (16, 0), (77, 0), (78, 0), (79, @), (T10, @), (T11, @), (T12,
e), (113, o), (T14, @), (715, @), (T16, @), (T17, @), (T18, @)]))
p.append(f.subs([(F0,F),(T0, @), (T1, @), (T2, @), (T3, @), (T4, 1), (
T5, 0), (T6, 0), (T7, 0), (T8, @), (19, 0), (Ti0, 0), (T11, 0), (T12,
0), (113, o), (714, @), (T15, @), (T16, @), (T17, @), (T18, 0)1))
p.append(f.subs([(F0,F),(T0, 0), (T1, ©), (T2, @), (T3, 0), (T4, @), (
15, 1), (16, @), (T7, @), (T8, @), (T9, @), (T10, @), (T11, @), (T12,
0), (113, o), (714, o), (715, @), (T16, @), (T17, @), (T18, 0)]))
p.append(f.subs([(F0,F),(T0, @), (T1, @), (T2, 0), (T3, @), (T4, 0), (
175, 0), (16, 1), (77, ©), (T8, 0), (79, @), (T10, @), (T11, @), (T12,
e), (113, o), (714, @), (715, @), (T16, @), (T17, @), (T18, @)]))
p.append(f.subs([(F0,F),(T0, @), (T1, @), (T2, @), (T3, @), (T4, 0), (
T5, 0), (T6, 0), (T7, 1), (T8, 0), (19, 0), (Ti0, 0), (T11, 0), (T12,
0), (113, o), (714, @), (T15, @), (T16, @), (T17, @), (T18, 0)1))
p.append(f.subs([(F0,F),(T0, @), (T1, ©), (T2, @), (T3, 0), (T4, @), (
15, 0), (16, @), (T7, @), (T8, 1), (T9, @), (T10, @), (T11, @), (T12,
0), (113, o), (714, o), (715, @), (T16, @), (T17, @), (T18, 0)]))
p.append(f.subs([(F0,F),(T0, @), (T1, @), (T2, 0), (T3, @), (T4, 0), (
175, 0), (16, 0), (77, ©), (T8, 0), (79, 1), (T10, @), (T11, @), (T12,
e), (113, o), (714, @), (715, @), (T16, @), (T17, @), (T18, @)]))
p.append(f.subs([(F0,F),(To, @), (T2, @), (T2, @), (T3, 0), (T4, @), (
T5, 0), (T6, 0), (T7, 0), (T8, 0), (19, 0), (Ti0, 1), (T11, 0), (T12,
0), (113, o), (714, @), (T15, @), (T16, @), (T17, @), (T18, 0)1))
p.append(f.subs([(F0,F),(TO, 0), (T1, ©), (T2, @), (T3, 0), (T4, @), (
15, @), (16, @), (T7, @), (T8, @), (T9, @), (T10, @), (T11, 1), (T12,
0), (113, o), (714, @), (715, @), (T16, @), (T17, @), (T18, 0)]))
p.append(f.subs([(F0,F),(T0, @), (T1, @), (T2, 0), (T3, @), (T4, 0), (
75, 0), (16, 0), (77, 0), (T8, 0), (79, @), (T10, @), (T11, @), (T12,
1), (113, ), (T14, @), (T15, @), (T16, @), (T17, @), (T18, 0)]))
p.append(f.subs([(F0,F),(To, @), (T1, 0), (T2, 0), (T3, 0), (T4, @), (
T5, 0), (T6, 0), (T7, 0), (T8, 0), (19, 0), (T10, 0), (T11, 0), (T12,
0), (113, 1), (714, @), (T15, @), (T16, @), (T17, @), (T18, 0)1))
p.append(f.subs([(F0,F),(T0O, 0), (T1, 0), (T2, @), (T3, 0), (T4, @), (
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75, 0), (T6, @), (77, ©), (T8, @), (79, @), (T10, @), (T11, @), (T12,
0), (113, o), (714, 1), (715, 0), (T16, 0), (T17, @), (T18, 0)]1))

p.append(f.subs([(F0,F),(T0, @), (T1, @), (T2, @), (T3, @), (T4, @), (

75, 0), (76, 0), (77, 0), (T8, 0), (19, @), (T10, @), (T11, 0), (T12,
0), (113, o), (T14, @), (715, 1), (T16, 0), (T17, @), (T18, 0)]1))

p.append(f.subs([(F0,F),(T0, ©), (T1, @), (T2, 0), (T3, @), (T4, 0), (

15, 0), (76, @), (77, 0), (78, @), (T9, @), (T10, @), (T11, @), (T12,

p.append(f.subs([(Fo,F),(T0, 0), (T1, @), (T2, @), (T3, 0), (T4, 0), (

75, 0), (T6, @), (77, ©), (T8, @), (79, @), (Ti0, @), (T11, @), (T12,
0), (113, o), (T14, @), (715, 0), (T16, 0), (T17, 1), (T18, @)1))

p.append(f.subs([(F0,F),(T0, @), (T1, @), (T2, @), (T3, @), (T4, @), (

75, 0), (16, 0), (77, 0), (T8, @), (19, @), (T10, 0), (T11, 0), (T12,
0), (113, @), (T14, @), (715, 0), (T16, @), (T17, @), (T18, 1)]1))

return p

7 t="F0"

CN=19

for i in range(CN):

t=t+" T"+str(i)

Fo,T0,T1,T2,T3,T4,T5, T6, T7, T8, T9, Ti0, T11, T12, T13, Ti4, T15, T16,
T17, T18=symbols(t,real=True)

=
.append([T0]) #Primer nodo, datos
.append([T1])
.append([T2])
.append([T3])
.append([T4])
.append([T5])
.append([T6])
.append([T7])
.append([T8]1)
.append([T9])
.append([T10])
.append([T11])
.append([T12])
.append([T13])
.append([T14])
.append([T15])
.append([T16])
.append([T17])
.append([T18])
for p in range(CN-1): #Segundo nodo, operador arranque

e e e e T e e e e e e e e A e .

[]
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Tlpl.append(T[p+1]1[0@]/(2%F0)+T[p]l[0]*x(1-1/(2%F0)))
a=[1]
a.append(0)
for i in range(1,CN+1): #Coeficientes a EEC
a.append(FO*(2%i-1)/(2%1))
b=1-2%FQ #Coeficientes b EEC

for i in range(1,CN): #Calculo operadores
for p in range(CN-i-1):
Tlpl.append(factor(T[p+1]1[il-ali]l*T[plli-1]1-b*T[pl[il)/(1-a[i]l-b))

5 F=0.8#Se modifica esta linea segln el nimero de Fourier que se quiera

evaluar.
for i in range(19):
print(G(i,T,F)) #Muestra por pantalla la matriz G.

Listado C.1: Cddigo en Python para la construccién y evaluacion de la matriz G.
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F=0.1
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-4.00E+00| 5.00E+00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2.10E+01|-5.33E+01| 3.33E+01 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-1.32E+02| 5.06E+02|-6.40E+02] 2.67E+02 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
8.90E+02|-4.57E+03| 8.70E+03|-7.31E+03| 2.29E+03 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-6.23E+03| 4.00E+04|-1.02E+05] 1.29E+05]-8.13E+04| 2.03E+04 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4.46E+04|-3.44E+05| 1.10E+06|-1.86E+06| 1.76E+06|-8.87E+05| 1.85E+05 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-3.24E+05| 2.92E+06|-1.12E+07| 2.38E+07|-3.01E+07| 2.28E+07|-9.55E+06| 1.70E+06 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2.38E+06|-2.45E+07| 1.10E+08]-2.80E+08| 4.45E+08|-4.51E+08| 2.84E+08|-1.02E+08| 1.59E+07 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-1.76E+07| 2.04E+08|-1.05E+09] 3.12E+09]-5.96E+09| 7.56E+09|-6.37E+09| 3.44E+09{-1.08E+09] 1.50E+08 0 0 0 0 0 0 0 0
1.31E+08|-1.69E+09| 9.78E+09]-3.33E+10] 7.44E+10|-1.13E+11| 1.20E+11|-8.63E+10| 4.07E+10|-1.14E+10]| 1.42E+09 0 0 0 0 0 0 0
-9.86E+08| 1.40E+10|-8.97E+10| 3.44E+11|-8.79E+11| 1.57E+12|-1.99E+12| 1.79E+12{-1.13E+12] 4.74E+11]-1.19E+11| 1.35E+10 0 0 0 0 0 0
7.42E+09|-1.15E+11| 8.11E+11|-3.46E+12| 9.95E+12|-2.03E+13| 3.01E+13|-3.27E+13| 2.58E+13|-1.44E+13| 5.45E+12|-1.24E+12| 1.29E+11 0 0 0 0 0
-5.61E+10| 9.40E+11|-7.25E+12| 3.41E+13|-1.09E+14| 2.50E+14|-4.24E+14| 5.38E+14[-5.11E+14] 3.58E+14|-1.80E+14| 6.18E+13|-1.29E+13| 1.24E+12 0 0 0 0
4.25E+11|-7.67E+12| 6.41E+13|-3.29E+14] 1.16E+15|-2.95E+15| 5.64E+15|-8.19E+15| 9.09E+15|-7.66E+15| 4.83E+15|-2.21E+15| 6.94E+14|-1.34E+14] 1.19E+13 0 0 0
-3.23E+12| 6.25E+13|-5.63E+14| 3.13E+15|-1.20E+16| 3.38E+16|-7.17E+16| 1.17E+17|-1.49E+17| 1.47E+17]-1.11E+17| 6.37E+16|-2.67E+16| 7.74E+15]-1.38E+15| 1.15E+14 0 0
2.46E+13|-5.08E+14| 4.90E+15]-2.94E+16| 1.22E+17|-3.75E+17| 8.77E+17|-1.59E+18| 2.28E+18|-2.57E+18| 2.27E+18|-1.57E+18| 8.22E+17|-3.18E+17| 8.56E+16|-1.43E+16] 1.12E+15 0
-1.88E+14| 4.12E+15(-4.24E+16| 2.72E+17|-1.22E+18| 4.06E+18|-1.04E+19| 2.08E+19|-3.30E+19| 4.19E+19|-4.24E+19| 3.41E+19|-2.15E+19| 1.04E+19|-3.75E+18| 9.41E+17]-1.47E+17| 1.08E+16

F=0.8
1 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
3.75E-01| 6.25E-01 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-1.46E-01| 6.25E-01] 5.21E-01 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-3.13E-01| -1.46E-01] 9.38E-01] 5.21E-01 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-9.67E-02| -8.75E-01| 7.44E-02| 1.34E+00| 5.58E-01 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1.79E-01] -5.77E-01]-1.65E+00] 5.70E-01] 1.86E+00| 6.20E-01 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2.01E-01| 5.25E-01]-1.84E+00|-2.58E+00| 1.46E+00| 2.54E+00| 7.05E-01 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-1.20E-02| 1.08E+00| 7.28E-01]-4.40E+00]-3.54E+00| 2.92E+00{ 3.41E+00] 8.13E-01 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-1.83E-01| 2.90E-01] 3.37E+00| 9.37E-03]|-8.88E+00|-4.29E+00| 5.18E+00| 4.55E+00| 9.48E-01 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-1.18E-01{ -9.67E-01| 2.08E+00| 7.85E+00]-3.13E+00|-1.60E+01|-4.41E+00| 8.59E+00| 6.03E+00] 1.12E+00 0 0 0 0 0 0 0 0
7.93E-02]-1.09E+00]-2.68E+00| 8.03E+00| 1.50E+01|-1.13E+01|-2.68E+01]-3.19E+00| 1.36E+01| 7.93E+00| 1.32E+00 0 0 0 0 0 0 0
1.64E-01| 1.93E-01]-5.09E+00|-4.56E+00| 2.31E+01| 2.44E+01|-2.85E+01|-4.19E+01| 4.76E-01| 2.09E+01| 1.04E+01| 1.57E+00 0 0 0 0 0 0
4.50E-02| 1.33E+00| -9.70E-01]-1.67E+01|-2.58E+00| 5.54E+01| 3.31E+01|-6.13E+01|-6.22E+01] 8.29E+00| 3.12E+01| 1.35E+01| 1.88E+00 0 0 0 0 0
-1.18E-01| 8.31E-01] 5.58E+00]-8.99E+00]-4.32E+01| 1.44E+01| 1.17E+02| 3.41E+01|-1.19E+02|-8.79E+01| 2.28E+01| 4.57E+01| 1.76E+01| 2.26E+00 0 0 0 0
-1.27E-01| -7.70E-01| 5.93E+00| 1.57E+01|-3.96E+01|-9.29E+01| 7.09E+01| 2.22E+02| 1.29E+01|-2.14E+02]-1.18E+02| 4.80E+01| 6.60E+01| 2.28E+01| 2.72E+00 0 0 0
1.81E-02|-1.48E+00|-1.83E+00| 2.69E+01| 3.04E+01|-1.28E+02|-1.69E+02| 2.14E+02| 3.88E+02|-5.77E+01|-3.65E+02|-1.50E+02] 8.93E+01| 9.41E+01| 2.95E+01| 3.28E+00 0 0
1.32E-01] -3.35E-01|-8.67E+00| 2.62E+00| 9.16E+01] 3.05E+01|-3.45E+02]-2.57E+02| 5.28E+02| 6.27E+02|-2.24E+02|-5.96E+02|-1.79E+02| 1.55E+02| 1.33E+02| 3.81E+01| 3.97E+00 0
7.90E-02| 1.31E+00(-4.99E+00|-3.38E+01| 4.12E+01| 2.54E+02|-5.46E+01]|-8.06E+02|-2.91E+02| 1.15E+03| 9.40E+02|-5.64E+02]-9.36E+02|-1.92E+02| 2.57E+02| 1.85E+02| 4.90E+01| 4.81E+00

1€T.

de Four

’

umero

Matriz G evaluadas con 4 valores del n

Figura C.1
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F=1
1.00E+00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
5.00E-01| 5.00E-01 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
0.00E+00| 6.67E-01| 3.33E-01 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-3.00€-01| 2.33E-01| 8.00E-01| 2.67E-01 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-2.57€-01| -5.33E-01| 6.48E-01| 9.14E-01] 2.29E-01 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4.76E-03| -8.84E-01| -5.21E-01 1.18E+00[ 1.02E+00| 2.03E-01 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2.15E-01| -3.63E-01|-1.81E+00| -1.48E-01[ 1.81E+00| 1.11E+00| 1.85E-01 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
1.94E-01| 6.11E-01|-1.56E+00|-2.80E+00| 6.75E-01| 2.52E+00[ 1.196+00| 1.70E-01 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-4.86E-03| 1.07E+00| 6.78E-01|-3.95E+00|-3.56E+00| 2.02E+00| 3.31E+00| 1.27E+00| 1.59E-01 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-1.76€-01| 4.60E-01[ 3.02E+00] -6.03E-01|-7.66E+00|-3.67E+00| 3.96E+00| 4.16E+00| 1.35E+00| 1.50E-01 0 0 0 0 0 0 0 0
-1.62E-01| -6.85E-01[ 2.69E+00| 5.82E+00|-4.64E+00|-1.25E+01[-2.68E+00| 6.56E+00| 5.08E+00| 1.42E+00| 1.42E-01 0 0 0 0 0 0 0
4.58E-03|-1.22E+00| -8.23E-01 8.65E+00| 8.05E+00|-1.30E+01|-1.81E+01 -6.93E-02| 9.86E+00| 6.05E+00| 1.49E+00| 1.35E-01 0 0 0 0 0 0
1.53E-01 -5.40E-01|-4.41E+00| 2.17E+00| 2.02E+01 6.67E+00-2.73E+01|-2.33E+01| 4.73E+00| 1.39E+01| 7.08E+00[ 1.55€+00] 1.29€-01 0 0 0 0 0
1.426-01( 7.53E-01|-4.00E+00|-1.01E+01| 1.41E+01[ 3.78E+01[-3.20E+00|-4.86E+01|-2.69E+01| 1.23E+01[ 1.88E+01| 8.16E+00|1.61E+00| 1.24E-01 0 0 0 0
-4.29€-03| 1.36E+00| 9.62E-01|-1.56E+01|-1.49E+01| 4.38E+01[ 5.86E+01[-2.82E+01|-7.71E+01]-2.70E+01| 2.34E+01| 2.45€+01]9.29E+00]1.67E+00] 1.19€-01 0 0 0
-1.37€-01| 6.10E-01| 5.97E+00|-4.72E+00|-4.26E+01|-7.29E+00| 1.02E+02| 7.46E+01|-7.66E+01|-1.12E+02|-2.09E+01 3.87E+01[3.11E+01|1.05€+01{1.73E+00| 1.15E-01 0 0
-1.28€-01| -8.16E-01[ 5.46E+00| 1.58E+01|-3.18E+01-8.92E+01 3.67E+01[ 1.97E+02| 7.01E+01|-1.57E+02|-1.50E+02-5.71E+00(5.89E+01|3.87E+01[1.17E+01|1.79E+00] 1.12E-01 0
4.02€-03[-1.49E+00|-1.10E+00| 2.51E+01] 2.44E+01]-1.11E+02]-1.47E+02] 1.57€+02] 3.31€+02] 2.07E+01]-2.79E+02]-1.88E+02[2.236+01[8.48E+01[4.73E+01]1.30E+01[1.84E+00] 1.08E-01
F=10

1.00E+00 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
9.50E-01| 5.00E-02 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
8.70-01| 1.27€-01| 3.33E-03 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
7.52E-01| 2.32E-01| 1.52E-02| 2.67E-04 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
6.04E-01| 3.52€-01[ 4.23E-02| 1.74E-03| 2.29E-05 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
4.356-01| 4.68E-01| 9.09-02| 6.48E-03 1.93E-04| 2.03E-06 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
2.57€-01| 5.59€-01| 1.65E-01| 1.80E-02| 9.04E-04| 2.11E-05| 1.85E-07 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
8.25E-02| 6.09E-01| 2.64E-01| 4.14E-02| 3.09E-03| 1.19€-04| 2.27E-06| 1.70E-08 0 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-7.62E-02| 6.03E-01| 3.82E-01| 8.24E-02| 8.55E-03| 4.80E-04| 1.49E-05| 2.42E-07| 1.59E-09 0 0 0 0 0 0 0 0 0
-2.09€-01| 5.34E-01( 5.07E-01| 1.47E-01] 2.03€-02| 1.56E-03| 6.99E-05| 1.82E-06| 2.56E-08| 1.50E-10 0 0 0 0 0 0 0 0
-3.08E-01| 4.01E-01| 6.21E-01| 2.38E-01| 4.28E-02| 4.30E-03| 2.60E-04| 9.69E-06] 2.17E-07| 2.70E-09| 1.42E-11 0 0 0 0 0 0 0
-3.68€-01| 2.14E-01[ 7.04E-01| 3.58E-01| 8.18E-02| 1.05E-02| 8.17E-04| 4.07E-05| 1.29E-06| 2.54E-08| 2.82E-10[ 1.35E-12 0 0 0 0 0 0
-3.88E-01| -1.296-02| 7.32E-01| 5.00E-01| 1.44E-01| 2.29€-02| 2.256-03| 1.43E-04| 6.04E-06| 1.67E-07| 2.93E-09| 2.95E-11| 1.29E-13 0 0 0 0 0
-3.69€-01 -2.58E-01| 6.87E-01| 6.53E-01| 2.35E-01| 4.60E-02| 5.55E-03| 4.40E-04] 2.36E-05| 8.62E-07| 2.12E-08| 3.34E-10[3.06E-12| 1.24E-14 0 0 0 0
-3.16E-01 -4.95E-01| 5.54E-01| 7.98E-01| 3.60E-01| 8.55E-02| 1.25E-02| 1.21E-03| 7.99E-05| 3.69€-06| 1.196-07| 2.62E-09]3.77E-11] 3.18E-13] 1.19€-15 0 0 0
-2.36E-01 -6.98E-01| 3.296-01| 9.09E-01| 5.18E-01| 1.49€-01| 2.60E-02| 3.01E-03| 2.41E-04| 1.37€-05| 5.55E-07| 1.60E-08[3.19E-10| 4.21E-12 3.29€-14| 1.15E-16 0 0
-1.38E-01| -8.44E-01| 1.89E-02| 9.57E-01| 7.04E-01| 2.44E-01f 5.056-02| 6.92E-03| 6.60E-04| 4.50E-05| 2.23E-06| 8.07E-08|2.10E-09) 3.84E-11| 4.67E-13| 3.39€-15 1.12€-17 0
-3.31€-02| -9.136-01] -3.56E-01] 9.11E-01] 9.04E-01] 3.78E-01] 9.236-02] 1.48E-02] 1.66E-03] 1.34E-04] 7.96E-06] 3.50E-07]1.14€-08] 2.70E-10] 4.55€-12] 5.14E-14] 3.50€-16[ 1.08E-18

,

inuacién.

ler, cont

de Four

’

umero

Matriz G evaluadas con 4 valores del n

Figura C.2
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