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Resumen: Se estudia un problema de transferencia de energı́a térmica en un cuerpo multicapa unidimensional,
considerando difusión, advección, generación o pérdida de calor interna linealmente dependiente de la temperatura en
cada capa, ası́ como generación de calor debido a fuentes externas. Adicionalmente, se toma en cuenta la resistencia
térmica de contacto en las interfaces entre cada par de materiales. El problema se modela matemáticamente y se
derivan soluciones analı́ticas explı́citas utilizando técnicas de Fourier. También se formula un esquema de diferencias
finitas convergente para simular casos especı́ficos.

Palabras clave: transferencia de calor, materiales multicapa, resistencia térmica.
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1. INTRODUCCIÓN

La transferencia de masa y/o calor en materiales multicapa tiene muchas aplicaciones de interés. Por
ejemplo: crecimiento de tumores cerebrales, problemas microelectrónicos, liberación de fármacos en stents,
la permeabilidad de la piel, la humedad en tejidos compuestos, determinación de contaminación en medios
porosos, la emisión de gases de efecto invernadero, celdas de iones de litio y técnicas de limpieza de lana.

La literatura sobre problemas de transporte en materiales multicapa es extensa [3, 4], pero carece de
generalidad. La mayorı́a de los artı́culos citados se centran únicamente en la difusión, descuidando otros
procesos de transferencia térmica. Además, muchos no consideran la resistencia de contacto térmico en las
interfaces entre cada par de materiales. Para estudiar problemas más realistas, es esencial comprender los
procesos térmicos completos, lo que implica analizar la influencia de las fuentes de generación de calor
externas, los términos disipativos y la resistencia de contacto térmico.

2. MODELADO MATEMÁTICO

El escenario implica la transferencia transitoria de energı́a térmica en un cuerpo multicapa (M capas)
unidimensional. Se supone que cada capa es homogénea e isótropa. Además, se considera que la ganancia o
pérdida de calor dentro de cada capa es proporcional a la temperatura local, junto con la advección impulsada
por un flujo de fluido unidimensional. También se supone la generación de calor a partir de fuentes externas.
Se desprecian los fenómenos de fuga térmica y la transferencia de calor por radiación.

La longitud total del cuerpo multicapa se denota por L. La interfaz entre los materialesm-ésimo ym+1-
ésimo se encuentra en la posición lm param = 1, . . . ,M−1, donde 0 < lm < L. En la Figura 1, se muestra
un diagrama de referencia.

El fenómeno de transporte se modela con una ecuación de conservación de energı́a transitoria que repre-
senta un equilibrio entre difusión, advección, ganancia o pérdida de calor interno y generación de calor a
partir de fuentes externas. Se suponen condiciones generales de contorno convectivo en los lı́mites izquier-
do y derecho, respectivamente. Adicionalmente, se considera igualdad de flujo térmico y salto térmico de
temperatura en cada interfaz. Finalmente, se supone conocida la distribución inicial de temperaturas.
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Figura 1: Esquema general del problema de interés.

El problema descripto se puede modelar con el siguiente sistema de ecuaciones:




∂Tm
∂t = αm

∂2Tm
∂x2
− βm ∂Tm

∂x + νm Tm + sm, (x, t) ∈ (lm−1, lm)× R+,

κ1
∂T1
∂x = h1 T1 + ρ1C1β1 T1, x = 0, t ∈ R+,

κM
∂TM
∂x = −hM TM + ρMCMβM TM , x = L, t ∈ R+,

Tm+1 = Tm +Rm
∂Tm
∂x , x = lm, t ∈ R+,

κm+1
∂Tm+1

∂x − ρm+1Cm+1βm+1Tm+1 = κm
∂Tm
∂x − ρmCmβmTm, x = lm, t ∈ R+,

Tm = Tm,0, x ∈ [lm−1, lm] , t = 0,

(1)

el subı́ndice en (1) denota la m-ésima capa del material, donde x y t representan las variables espacial y
temporal, respectivamente. Las funciones Tm = Tm(x, t) representan la temperatura relativa a la tempera-
tura ambiente en la m-ésima capa en la posición x y el tiempo t. El coeficiente αm denota la difusividad
térmica del material en cada capa, βm representa la velocidad de flujo y νm corresponde al coeficiente que
relaciona la tasa de generación o pérdida de calor interno con la temperatura local. Las funciones diferencia-
bles sm = sm(x, t) modelan una fuente de calor externa que actúa sobre el cuerpo. Además, κm, hm, ρm y
Cm (para m = 1, ...,M ) denotan: el coeficiente de conductividad térmica, el coeficiente de transferencia de
calor por convección, la densidad y el calor especı́fico a presión constante para cada capa, respectivamente.
El parámetro Rm denota el valor de la resistencia de contacto térmico de la m-ésima interfaz.

3. SOLUCIÓN ANALÍTICA

El problema de interés dado por el sistema (1), se puede adimensionalizar a partir de las siguientes va-
riables adimensionales: y = x

L , l̄m = lm
L , R̄m = Rm

L , τ = αM
L2 t, θm = Tm

Tr
, ᾱm = αm

αM
, Pem = L

αM
βm,

ν̄m = L2

αM
νm, s̄m = L2

Tr αM
sm, κ̄m = κm

κM
, Bi1 = L

κM
h1, BiM = L

κM
hM ; donde Tr es cualquier tempera-

tura de referencia y Pe, Bi representan los números adimensionales de Péclet y Biot, respectivamente. Se
aplica este cambio de variables en el sistema (1) y se obtiene:





∂θm
∂τ = ᾱm

∂2θm
∂y2
− Pem ∂θm

∂y + ν̄m θm + s̄m, (y, τ) ∈ (l̄m−1, l̄m)× R+,

∂θ1
∂y = Bi1

∗ θ1, y = 0, τ ∈ R+,

∂θM
∂y = BiM

∗ θM , y = 1, τ ∈ R+,

θm+1 = θm + R̄m
∂θm
∂y , y = l̄m, τ ∈ R+,

∂θm+1

∂y = γm θm + σm
∂θm
∂y , y = l̄m, τ ∈ R+,

θm = θm,0(y), y ∈
[
l̄m−1, l̄m

]
, τ = 0,

(2)

donde Bi1∗ = Pe1
ᾱ1

+ Bi1
κ̄1

, BiM ∗ = PeM − BiM , γm = Pem+1

ᾱm+1
− Pem

ᾱm

κ̄m
κ̄m+1

, σm = κ̄m
κ̄m+1

+ R̄m
Pem+1

ᾱm+1
.

Con la finalidad de eliminar los términos advectivos se introduce el siguiente cambio de variables:

θm(y, τ) = exp (χm y) Θm(y, τ), (y, τ) ∈ [l̄m−1, l̄m]× R+, con χm =
Pem
2 ᾱm

. (3)
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Se aplica este cambio de variables en el sistema (2) y para los siguientes parámetros ψm = ν̄m− ᾱmχ2
m,

ŝm(y, τ) = s̄m(y, τ) exp (−χm y), B̄i1 = Bi1
∗ − χ1, B̄iM = BiM

∗ − χM , ϕm = ξm δm , µm = ξm R̄m ,
φm = ξm

(
σm − R̄m χm+1

)
, ηm = ξm (γm + σm χm − δm χm+1), ξm = exp

(
l̄m (χm − χm+1)

)
, δm =

1 + R̄m χm, Θm,0(y) = θm,0(y) exp (−χm y); se obtiene:





∂Θm
∂τ (y, τ) = ᾱm

∂2Θm
∂y2

(y, τ) + ψmΘm(y, τ) + ŝm(y, τ), (y, τ) ∈ (l̄m−1, l̄m)× R+,
∂Θ1
∂y (y, τ) = B̄i1Θ1(y, τ), y = 0, τ ∈ R+,

∂ΘM
∂y (y, τ) = B̄iM ΘM (y, τ), y = 1, τ ∈ R+,

Θm+1(y, τ) = ϕmΘm(y, τ) + µm
∂Θm
∂y (y, τ), y = l̄m, τ ∈ R+,

∂Θm+1

∂y (y, τ) = ηmΘm(y, τ) + φm
∂Θm
∂y (y, τ), y = l̄m, τ ∈ R+,

Θm(y, τ) = Θm,0(y), y ∈
[
l̄m−1, l̄m

]
, τ = 0.

(4)

El sistema (4) se resuelve utilizando separación de variables y técnicas de Fourier. Esto da lugar a:

Θm(y, τ) =

∞∑

n=1

Ām,n(τ) fm,n(y), (y, τ) ∈ [l̄m−1, l̄m]× R+, (5)

donde fm,n(y) = Am,n cos(ωm,n y) +Bm,n sin(ωm,n y) con A1,n = 1, B1,n = B̄i1
ω1,n

y

Am+1,n =
sin(ωm,n l̄m)

cos(ωm+1,n l̄m)
(ϕmBm,n − µm ωm,nAm,n)

+
cos(ωm,n l̄m)

cos(ωm+1,n l̄m)
(ϕmAm,n + µm ωm,nBm,n)− tan(ωm+1,n l̄m)Bm+1,n

(6)

Bm+1,n =sin(ωm+1,n l̄m)
[
sin(ωm,n l̄m) (ϕmBm,n − µm ωm,nAm,n)

]

+sin(ωm+1,n l̄m)
[
cos(ωm,n l̄m) (ϕmAm,n + µm ωm,nBm,n)

]

+
cos(ωm+1,n l̄m)

ωm+1,n

[
sin(ωm,n l̄m) (ηmBm,n − φm ωm,nAm,n)

]

+
cos(ωm+1,n l̄m)

ωm+1,n

[
cos(ωm,n l̄m) (ηmAm,n + φm ωm,nBm,n)

]
.

(7)

Los parámetros ωm,n son los autovalores espaciales que se definen según:

ωm,n = ωm,n(λn) =

√
λ2n + ψm
ᾱm

=

√
λ2n + ν̄m − ᾱmχ2

m

ᾱm
=

√
λ2n + ν̄m − Pe2m

4ᾱm

ᾱm
, (8)

donde λn representan los autovalores temporales y son las infinitas soluciones de:

tan(ωM,n(λn)) =
ωM,n(λn)BM,n − B̄iM AM,n

B̄iM BM,n + ωM,n(λn)AM,n
. (9)

Las funciones temporales Ām,n(τ) se obtienen de:

Ām,n(τ) = exp
(
(ψm − ᾱm ω2

m,n) τ
) [
Kn +

∫ τ

0
Sm,n(s) exp

(
(ᾱm ω

2
m,n − ψm) s

)
ds

]
, (10)

donde

Sm,n(τ) =

∫ l̄m

l̄m−1

ŝm(y, τ) fm,n(y) dy

∫ l̄m

l̄m−1

[fm,n(y)]
2 dy

con ŝm(y, τ) =
∞∑

n=1

Sm,n(τ) fm,n(y). (11)
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Por último, la sucesión Kn se determina por:

Kn =

M∑

m=1

Ψm

ᾱm

∫ l̄m

l̄m−1

Θm,0(y) fm,n(y) dy

M∑

m=1

Ψm

ᾱm

∫ l̄m

l̄m−1

[fm,n(y)]
2 dy

con Ψm =
1

m−1∏

i=1

(φi ϕi − ηi µi)
. (12)

4. SOLUCIÓN NUMÉRICA

Se propone un método explı́cito de diferencias finitas de segundo orden hacia adelante en el tiempo y
centrado en el espacio donde ∆x = 0, 01m, ∆t = 0, 1 s son los pasos de discretización espacial y temporal.

Ejemplo 1 Se simula el proceso de transferencia para un cuerpo de Ni− Al − Cu− Ag, los parámetros
térmicos se toman de [1] y los coeficientes de transferencia de calor por convección se calculan según [2].
Además, se consideran: M = 4, L = 1m , l1 = 0,25m, l2 = 0,50m, l3 = 0,75m, t∞ = 72000 s = 20h,
β1 = β2 = β3 = β4 = 0,02m/s , ν1 = ν2 = ν3 = ν4 = −0,0001 1/s, R1 = R2 = R3 = 0,1m,
T1,0(x) = T2,0(x) = T3,0(x) = T4,0(x) = 0. La fuente de generación de calor s(x, t) para t ∈ [0, t∞] y
m = 1, 2, 3, 4 está dada por:

s(x, t) = sm(x, t) =
(M +m)

◦C
m2 s

t2∞
(x− lm−1) (x− lm) t (t− t∞), x ∈ [lm−1, lm], (13)

Figura 2: Distribución de temperatura para Ni−Al − Cu−Ag

En la Figura 2 se observa el perfil espacio-temporal de temperatura. Se muestran las discontinuidades
de temperatura debidas al salto térmico en l1 = 0, 25m, l2 = 0, 50m y l3 = 0, 75m. Además, se puede
ver que la temperatura máxima de cada capa se alcanza en t = 10h, lo que está directamente relacionado
con la naturaleza de la fuente térmica. Por otro lado, se ve claramente que la temperatura alcanzada por la
primera capa es menor que la alcanzada por la segunda capa, la temperatura de la segunda capa es menor
que la de la tercera, y la temperatura de la tercera capa es menor que la temperatura alcanzada por la última
capa. Esto se debe a que la plata es un material más conductivo y difusivo que el cobre, que a su vez es más
conductivo y difusivo que el aluminio, que es más conductivo y difusivo que el nı́quel. Estos resultados son
consistentes con la fı́sica del problema.
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