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Resumen: Se estudia un problema de transferencia de energia térmica en un cuerpo multicapa unidimensional,
considerando difusién, adveccidn, generacion o pérdida de calor interna linealmente dependiente de la temperatura en
cada capa, asi como generacién de calor debido a fuentes externas. Adicionalmente, se toma en cuenta la resistencia
térmica de contacto en las interfaces entre cada par de materiales. El problema se modela matemdaticamente y se
derivan soluciones analiticas explicitas utilizando técnicas de Fourier. También se formula un esquema de diferencias
finitas convergente para simular casos especificos.
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1. INTRODUCCION

La transferencia de masa y/o calor en materiales multicapa tiene muchas aplicaciones de interés. Por
ejemplo: crecimiento de tumores cerebrales, problemas microelectronicos, liberacion de fairmacos en stents,
la permeabilidad de la piel, la humedad en tejidos compuestos, determinacién de contaminacién en medios
porosos, la emision de gases de efecto invernadero, celdas de iones de litio y técnicas de limpieza de lana.

La literatura sobre problemas de transporte en materiales multicapa es extensa [3, 4], pero carece de
generalidad. La mayoria de los articulos citados se centran Unicamente en la difusion, descuidando otros
procesos de transferencia térmica. Ademas, muchos no consideran la resistencia de contacto térmico en las
interfaces entre cada par de materiales. Para estudiar problemas mds realistas, es esencial comprender los
procesos térmicos completos, lo que implica analizar la influencia de las fuentes de generacion de calor
externas, los términos disipativos y la resistencia de contacto térmico.

2. MODELADO MATEMATICO

El escenario implica la transferencia transitoria de energia térmica en un cuerpo multicapa (M capas)
unidimensional. Se supone que cada capa es homogénea e is6tropa. Ademads, se considera que la ganancia o
pérdida de calor dentro de cada capa es proporcional a la temperatura local, junto con la adveccién impulsada
por un flujo de fluido unidimensional. También se supone la generacién de calor a partir de fuentes externas.
Se desprecian los fendmenos de fuga térmica y la transferencia de calor por radiacién.

La longitud total del cuerpo multicapa se denota por L. La interfaz entre los materiales m-ésimo y m 4 1-
ésimo se encuentra en la posicién l,,, param = 1,..., M —1,donde 0 < l,,, < L. Enla Figura 1, se muestra
un diagrama de referencia.

El fendmeno de transporte se modela con una ecuacién de conservacion de energia transitoria que repre-
senta un equilibrio entre difusién, adveccion, ganancia o pérdida de calor interno y generacién de calor a
partir de fuentes externas. Se suponen condiciones generales de contorno convectivo en los limites izquier-
do y derecho, respectivamente. Adicionalmente, se considera igualdad de flujo térmico y salto térmico de
temperatura en cada interfaz. Finalmente, se supone conocida la distribucién inicial de temperaturas.
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Figura 1: Esquema general del problema de interés.

El problema descripto se puede modelar con el siguiente sistema de ecuaciones:

0% = ot I — B B + Vi Ton + 51m,y (@,8) € (1, lm) x RY,

K1 aaTl _h1T1+0101/51T1, r=0, teRT,

ka2 = —has Tar + puCoa Bar T, x=1L, teR", |
Tm+1:Tm+Rm%L;n, x:lmat6R+7 o
Km+1 8Tg;+l = Pm+1Cm+1Bm+1Tm+1 = km 8;;? pmCmBmTm, T =ln,t€ R,

Tm = 4m,0, T e [lm_l,lm] s t= 0,

el subindice en (1) denota la m-ésima capa del material, donde = y ¢ representan las variables espacial y
temporal, respectivamente. Las funciones 7,,, = T),(x,t) representan la temperatura relativa a la tempera-
tura ambiente en la m-ésima capa en la posicién x y el tiempo ¢. El coeficiente v, denota la difusividad
térmica del material en cada capa, 3, representa la velocidad de flujo y v, corresponde al coeficiente que
relaciona la tasa de generacién o pérdida de calor interno con la temperatura local. Las funciones diferencia-
bles s,, = sm(x,t) modelan una fuente de calor externa que actda sobre el cuerpo. Ademas, Ky Py P ¥
Cy, (param = 1, ..., M) denotan: el coeficiente de conductividad térmica, el coeficiente de transferencia de
calor por conveccion, la densidad y el calor especifico a presion constante para cada capa, respectivamente.
El pardmetro R, denota el valor de la resistencia de contacto térmico de la m-ésima interfaz.

3. SOLUCION ANALITICA

El problema de interés dado por el sistema (1), se puede adlmenswnahzar a partlr de las siguientes va-

riables adimensionales: y = ¥ lm = lL , Ry = RL T = aM t, Hm = T Qo = aM , Pe,, = L Bm,
_ o 2 o L2 _ _ Km
Um = g7 Vms Sm = 7o g0 Sms Fm = 2%, , Bi1 = v L py, BzM =g L_pr; donde T, es cualquier tempera

tura de referencia y Pe, Bi representan los nimeros adimensionales de Péclet y Biot, respectivamente. Se
aplica este cambio de variables en el sistema (1) y se obtiene:

889% = 8857” P@m % + Um em + Sms (Z/ﬂ’) € (l_m—lvl_m) X R+7
Gi = Biy* 0y, y=0,71€eR",
80
T@IIVI:BZM O, y:1,T€R+, )
= 00, -
9m+1:0m+Rm867? y_lmaTe]R+a
89m m — 7
T;—l:f}/mem—‘ro-m%a y_lmaT€R+a
em == em,O(y)v y 6 [lm—h lm] b T = 07
s ok P61 B’L1 .k _ . _ Pe7n+l _ Pen, Em _ _Em D Pe7n+l
donde Bi o + R1 » Binm . 7.P6M BZ.M’ ’ym_i Om41 Qm_ Rm41’ U"f T Rme+l + B Om41 *
Con la finalidad de eliminar los términos advectivos se introduce el siguiente cambio de variables:
Pe,,

Om(y,7) =exp (Xm¥) Om(y,7), (¥, 7) € [ln—1,lm] X RY, con xp = 3)

2 m
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Se aplica este cambio de variables en el sistema (2) y para los siguientes pardmetros v, = U, — ame,
Sm(y, ) = 5m(y, 7) exp (= xm ¥), Bir = Bir* = x1, Bisg = Bine™ — XM b = Em Om s ftm = Em R,

¥Pm = Em (Um - Rm Xm+1) =&m ('Vm +0m Xm — Om Xm-l-l) Em = exp (l (Xm Xm—i-l))’ Om =
14+ Ry Xm»> Omo(y) = 6m70(y) exp (—Xm y); se obtiene:
20 (y,7) = Qn TP (4. 7) + Y Oy 7) + 3y, 7, (4,7) € (o1, n) X RY,
3@1 (y,7) = Bi1 ©1(y, 7). y=0,7€R",
66M(?J7 ) -B_ZM @M<y77_)7 y= ]-7 TGRJF; (4)
Om+1(Y,7) = ¢m Om(y, 7) + tim 6®m (y,7), Y =lm, 7 €RT,
B (Y, 7) = M Oy, ) + 8@m<y, 7). y=ln, T €RY,
Om (ya ) - Gm,O(y)7 ye [lmflalm] , 7=0.
El sistema (4) se resuelve utilizando separacién de variables y técnicas de Fourier. Esto da lugar a:
ZAmn ) fmn(¥), (4, 7) € [lm—1,1m] x RT, (5)
donde fr, n(y) = Amn coS(WmnY) + Bmpsin(wmn,y) con Ay, =1, By, = fﬁl y
i l,
Am—i—l,n = M (d)m Bm,n — Mm Wm,n Am,n)
cos(Wm+1,n lm) ©)
M (‘Zsm m,n + Hm Wm,n Bm,n) - tan(("-)7rz+1,n l_m) Bm+1,n
cos(Wm+1,n lm)
Bm+1 n — Sln(wm+1 I, ) [ (Wmm im) (¢m Bmm — Hm Wmn Am,n)]
+ Sln(wm—H l_ ) [ (Wm n l_m) ((/J)m Am,n + tm Wm,n Bm,n)]
cos(Wimt1.m L, .
+ (w +11 m) [Sln(wm nlm) (m B — ©m Wimn,n Am,n)} (N
m+1,n
cos(w l, -
(Wmt1,n lm) [cos(wmm L) (Mm Ao + ©m Wi n an)] .
Wm+1,n
Los parametros wy, 5, son los autovalores espaciales que se definen segiin:
2
A2 A2 + Dy — G2 N2+ Oy — o
Wmn = Wm,n(An) — \/'n,j_’(mn — \/ n + Vyn_ Om X, — \/ n 7 40m , (8)
Om Om Om
donde \,, representan los autovalores temporales y son las infinitas soluciones de:
An) Barn — Biy A
tan(iongn (M) = L) Batn = Biat Zate ©)

BZM BM,n + wM,n(An) AM,TL '

Las funciones temporales A,, ,(7) se obtienen de:

A (1) = exp ((wm — am w?nn) 7-) [Kn + /OT Sm.n(s) exp ((@m wfmn

donde ;
/ S, 7) Frun () dy N
Smn(T) = lm_lf con S, (y ZS n
[ Ut =
m—1

—Ym)s) ds|,  (10)

7) fmn(y). (11)
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Por dltimo, la sucesiéon K, se determina por:

M U I
2 g | Omo®) fmaly)dy :
K, m:lM m-1_ con Wy, = — (12)
Uy, [ 5
Z? - @) dy 11 Cei b = mia)
m=1 " Jlm-1 i=1

4. SOLUCION NUMERICA

Se propone un método explicito de diferencias finitas de segundo orden hacia adelante en el tiempo y
centrado en el espacio donde Ax = 0,01 m, At = 0, 1 s son los pasos de discretizacion espacial y temporal.

Ejemplo 1 Se simula el proceso de transferencia para un cuerpo de Ni — Al — Cu — Ag, los pardmetros
térmicos se toman de [1] y los coeficientes de transferencia de calor por conveccion se calculan segiin [2].
Ademds, se consideran: M =4, L =1m,1l; =0,25m, lo = 0,50m, I3 = 0,75m, toc = 72000 s = 20 h,
61 = 52 = Bg = 54 = 0,0Qm/s , V1 = Vg = V3 = Vg = —0,0001 1/8, R1 = RQ = R3 = O,lm,
Tio(z) = Top(x) = T30(x) = Tao(x) = 0. La fuente de generacion de calor s(x,t) parat € [0,tx0] y
m =1,2,3,4 estd dada por:

(M 4 m)—$

3

2S5 (g —lpe1) (@ — L) E(E—too)s 2 € [Lnet, L], (13)

20

En la Figura 2 se observa el perfil espacio-temporal de temperatura. Se muestran las discontinuidades
de temperatura debidas al salto térmico en I} = 0,25m, Iy = 0,50m y I3 = 0,75 m. Ademds, se puede
ver que la temperatura maxima de cada capa se alcanza en ¢ = 10 h, lo que estd directamente relacionado
con la naturaleza de la fuente térmica. Por otro lado, se ve claramente que la temperatura alcanzada por la
primera capa es menor que la alcanzada por la segunda capa, la temperatura de la segunda capa es menor
que la de la tercera, y la temperatura de la tercera capa es menor que la temperatura alcanzada por la dltima
capa. Esto se debe a que la plata es un material mas conductivo y difusivo que el cobre, que a su vez es més
conductivo y difusivo que el aluminio, que es mds conductivo y difusivo que el niquel. Estos resultados son
consistentes con la fisica del problema.

s(z,t) = sp(z,t) =

150
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T(x.t)

20
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10
t(h)
Figura 2: Distribucién de temperatura para Ni — Al — Cu — Ag
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