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Resumen: En este trabajo se estudia el problema de identificacién del término fuente en una ecuacién parabélica
completa, a partir de mediciones ruidosas tomadas en un tiempo fijo arbitrario. La solucién resulta ser inestable, por
eso se introduce un operador de regularizacion. Se brinda una regla para el pardmetro de estabilizacidn y una cota para
el error cometido en la estimacién. Un ejemplo numérico ilustra la efectividad del enfoque.

Palabras clave: ecuacién parabélica completa, problema inverso y mal planteado, operador de regularizacion.
2000 AMS Subject Classification: 58J35 - 80A23 - 35R25 - 47A52.

1. INTRODUCCION

El problema de la determinacién de fuentes tiene aplicaciones en la conduccion de calor [8], [9], la
identificacion de fisuras [12], la teorfa electromagnética [2], la prospeccidn geofisica [1] y la deteccion de
contaminantes [7], entre otros. La identificacién de la fuente suele ser un problema mal planteado en el
sentido de Hadamard [5] ya que la solucién no depende continuamente de los datos. Los métodos de regu-
larizacidén juegan un papel importante en la estimacién de soluciones inestables. Los mds utilizados son el
método de regularizacion iterativa [6], el método simplificado de regularizacion de Tikhonov [4], el método
de regularizacién modificado [8],[9],[10], el truncamiento de Fourier [3] y el método de mollifications [11].
Aqui se introduce un nuevo enfoque para la ecuacion parabdlica completa. Se proporciona una regla para la
seleccidn del parametro de regularizacion y se obtiene una cota para el error de estimacidn. Finalmente se
incluye un ejemplo numérico.

2. MARCO MATEMATICO

Se considera la estimacion de la fuente f en una ecuacion parabdlica completa a partir de una funcién de
datos ruidosos medidos en un instante de tiempo genérico %,

ut(a:vt) = C¥2AU(.’E,t) - ﬁ ' V(u(:c,t)) - "}/U(JI,t) + f(:l?), T < Rna > 07
u(z,t) = 0, xR, t=0, (1)
u(x, t) = y(x), xeR™ t=1ty>0.
donde u : R x RT U {0} — R; a?,v,tp € RT;3 € R™"; A, V denotan a los operadores Laplaciano
y Nabla, respectivamente y “ - ” representa el producto interno usual en R™. Se supone que u(-,t), f(-) €

L?(R™) son desconocidas, y que y € L?(R™) se puede medir con cierto nivel de ruido, es decir, la funcién
de datos y. € L?(R") satisface

Y = YellL2@mny <6, 0<e<en, )

donde €) representa el nivel mdximo de ruido. El problema parabdlico (1) se puede reescribir en el espacio
de frecuencias usando la transformada de Fourier n-dimensional y su solucién estd dada por (ver [10])

1— e_Q(g)t P

et = —q O FO=2©iE), R >0, 3)
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~

donde f(-),y(-) denotan la transformada de Fourier n-dimensional de la fuente y los datos, respectivamente,
& es la variable en frecuencia y

Q
d(g) = 1_;%)(5)“), siendo (&) = a? HEH2 +:8-£&+~ €C. “)

Luego, la antitransformada de Fourier n-dimensional se aplica a la expresion (3) para obtener la solucién.
Denotemos f. a la fuente obtenida a partir de los datos ruidosos y.. La ecuacién (3) lleva a

(&) = D(&)7e(€). (5)

De las ecuaciones (3) y (5) se deduce ||f — fe|| = [ ®(€)(@(€) — 7:(&))]| = |2(€)[[17(€) — Fe(€)I|- De (4)
se observa que si ||€|| — oo entonces |®(&)| — oo. Por lo tanto, |®(&)| amplifica las componentes de alta

frecuencia del error de los datos. Esto puede conducir a un error significativo en la estimacién de la fuente,
por lo tanto el problema estd mal planteado en el sentido de Hadamard [5].

3. SOLUCION REGULARIZADA

Una estrategia de regularizacién para el problema de determinacién de fuentes consiste en proponer una
familia de operadores lineales y acotados R que satisfagan: 1im_,o+ Ry\7(€) = ®(€)y(§),Vy € L2(R™).
Se considera Ry : L?(R™) — L?(R™) con A € R, definido por

N o) S 2
R = ) Yy € L*(R"), 6
WIE) = e U(é) ye L7 (R") (6)
donde A es el parametro de regularizacion y la funcién exponencial se introdujo con fines de estabilizacién.
Dado que R) estd acotadoy Ry — ® cuando A\ — 07, la familia { Ry, A} s una estrategia de regularizacion
convergente para ¢ [3]. Luego, la transformada n-dimensional de la fuente se puede aproximar a partir de:

Ton(©) = Br©) 7€) = —©) 5 e, @

N2 lglP/a

Finalmente, se aplica la antitransformada de Fourier n-dimensional y se obtiene una expresion analitica para
la fuente que depende de los datos, del nivel de ruido y del pardmetro de regularizacidon. La fuente estimada

viene dada por:

1 \" ; ) R

@) = (=) [ ot e aeae ®
R’ﬂ

4. ANALISIS DE ERRORES

En esta seccion, se deriva una expresion analitica para una cota del error de estimacién de la fuente.

Lemal Para w € C tal que Re(w) > 0 se verifica ll—éw

jae(w)- Por otro lado, la funcion

— l—e
%, 0<z<l,
fiRT =R flz)=q17¢ v satisface f(x) < 2.
o LS7,
Prueba. Ver [10]. O

Lema 2 La funcion f : RT — R, f(x) =

_Tr
ar?+b

- 1
satisface f(z) < svmg Para a, b > 0. Por otro lado, se

2
verifica g(z) = =%~ <1, Va > 0.

T

Prueba. Es inmediata utilizando analisis en un variable. |

Lema3 Para(0 < A < 1yp > 0, se tienen las siguientes desigualdades:

52
(1 — ef?) eA?e?/4

IN

sup |(1 4+ 62)_p/2 (1 — e_/\2€2/4>’ < max{\%, N}, sup

4
- 9)
¢eR ¢eR A2
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Prueba. Ver [11]. O

Teorema 1 Para o?,v,tg >0, 3, €R" y 0 < X\ < 1 se tiene

o(€) 8 + V7Bl L 5
W S ﬁM, donde M = 2\/7 max *, (6] +’}/ . (10)
. )2 2
Prueba. Usando ecuaciones (4) se sigue que A?h(gﬁl il (0‘21"Ellﬁ(jgé;ﬁ;;ﬂyi! & . Bajo el Lema 1, se
—e

®(£) |0 ||€]2+iB-E+9] —22||g|12/4

2EI2/4| = 1 _o—(a2]€l? 0 ©

Caso 1: 0 < (a?||€]|? + v)to < 1. Ulilizando los Lemas 1,2,3 y la desigualdad triangular se obtiene

®(¢) [0® JI€]* + 7 + B €il (o [I€]* + ) to
el€lP3/4] = (1 = e=(@2l€lP+)t0) (e(IEPN)/4Y (a2 ||€]2 + ) to
o _lo® IEI" +v+B-&il g2 1—eler
(e(||€H2>\2)/4 (a2 H£H2 Yt ) 1 o€’ ||€H2

obtiene Abhora se consideran dos posibles casos.

(11

<8<1+ 8] €] )1—6 e _ 8 1 v7lBls
A2\t (@2 [IE° +y)to/  lIEN? At 2t0y/a?y
Caso 2: (a?||€]|? + 7)to > 1. Ulilizando los Lemas 1,2,3 y la desigualdad triangular se obtiene

?(¢) 02 ||¢]> +~v + 8- &
ellEPX2/4| = (1 — e~ (a2 &P+ to) (ell€I*X2/4)

8 [a?]g]* (1 — el 1—e—"€2>< 81 1¢] )
< + 14— 2Lsl 12
V( €I T o2 €7+ (12)

. ﬁuﬂnm] |
2 Y

< —(a?+7)

5

O

Teorema 2 (Cota del error de estimacion) Se considera el problema inverso de determinar f en (1). Sea
fex la solucion regularizada definida en (8). Supongamos que f estd acotada en norma HP(R™), para
algiin valor 0 < p < ooy es decir, = (fgn [F12(1 + [|€]|?)Pd€)Y/? < C. Entonces, si se elige

A = (e/en) /P12, se tiene
1£(@) = fer(@)l| < mésc{ (e/ea) P2, (e/ers /"D | (O + BerrM). (13)

Prueba. Teniendo en cuenta que f estd acotada en norma HP se sigue que

~ d(E) ~ ( A2|e||2> (1+ €))% p ( AQsz)
F&) = =5z ¥ = || f€) (1—e" 5 ) — =55 (| < s +1€%)? o)
o ( ‘ ( (1+ €12 ||s||eR( |
(14)
Usando la desigualdad de Parseval, la desigualdad triangular, la inecuacion (14), el Lema 3 y el Teorema 1,
5@~ fr@)l = 7€)~ For @) = | 7€) ~ =hii@)|| + | -msie) — Font®)
e 4 e 4
) 8
< mdx {N% X7 C o sup vﬁgf“ 15(8) = (&)l < méx {X*, A"} O+ 5 M (15)
= mdx {A\*, W} C+8M N epr < méx { A%, N} C+8M méx {\*,\P} ey
= méx {\%, N} (C + 8ey M) = méx {(e/eM)2/<p+2>, (¢/enr)?! <P+2>} (C + 8eprM).
O
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Ejemplo 1 Se considera el problema (1) con o> = 1, 8 = (0,0), v = 1, tg = 0,4, ¢ = 0,05. Los

1 )5/13

pardmetros usados para la regularizacion son p = 0,6, ey = 1,05y A = (ﬁ . La fuente a estimar es:

10+ —vy, —-10<x <0, 0<y <10+,
10+ x4y, —-10< 2 <0, —10—x <y <0,

flz,y) =< 10 —x —y, 0 <z <10, 0<y<10—z,
10 —x 4y, 0<z <10, —10+2<y <0,
0, en otro caso.

N N
= 54
e
&
=
W

0+

10 b 10
5 0 5
0
5 -5
10 -10
T Yy

Figura 1: Fuentes, sin regularizar (izquierda); regularizada con p = 0, 6 (derecha) para € = 0, 05.

El ejemplo presentado muestra un buen desempefio de la técnica de regularizacion, resultando en una esti-
macién mas precisa.
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