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Aplicada, Escuela de Ciencia y Tecnologı́a, Universidad Nacional de San Martı́n, 25 de mayo y Francia, B1650 San
Martı́n, Buenos Aires, Argentina, drubio@unsam.edu.ar

△Facultad de Ingenierı́a, Universidad de Buenos Aires, Av. Paseo Colón 850, C1063ACV CABA, Argentina,
mariainestro@gmail.com

Resumen: En este trabajo se estudia el problema de identificación del término fuente en una ecuación parabólica
completa, a partir de mediciones ruidosas tomadas en un tiempo fijo arbitrario. La solución resulta ser inestable, por
eso se introduce un operador de regularización. Se brinda una regla para el parámetro de estabilización y una cota para
el error cometido en la estimación. Un ejemplo numérico ilustra la efectividad del enfoque.
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1. INTRODUCCIÓN

El problema de la determinación de fuentes tiene aplicaciones en la conducción de calor [8], [9], la
identificación de fisuras [12], la teorı́a electromagnética [2], la prospección geofı́sica [1] y la detección de
contaminantes [7], entre otros. La identificación de la fuente suele ser un problema mal planteado en el
sentido de Hadamard [5] ya que la solución no depende continuamente de los datos. Los métodos de regu-
larización juegan un papel importante en la estimación de soluciones inestables. Los más utilizados son el
método de regularización iterativa [6], el método simplificado de regularización de Tikhonov [4], el método
de regularización modificado [8],[9],[10], el truncamiento de Fourier [3] y el método de mollifications [11].
Aquı́ se introduce un nuevo enfoque para la ecuación parabólica completa. Se proporciona una regla para la
selección del parámetro de regularización y se obtiene una cota para el error de estimación. Finalmente se
incluye un ejemplo numérico.

2. MARCO MATEMÁTICO

Se considera la estimación de la fuente f en una ecuación parabólica completa a partir de una función de
datos ruidosos medidos en un instante de tiempo genérico t0,





ut(x, t) = α2∆u(x, t)− β · ∇(u(x, t))− γu(x, t) + f(x), x ∈ Rn, t > 0,

u(x, t) = 0, x ∈ Rn, t = 0,

u(x, t) = y(x), x ∈ Rn, t = t0 > 0.

(1)

donde u : Rn × R+ ∪ {0} −→ R; α2, γ, t0 ∈ R+;β ∈ Rn; ∆, ∇ denotan a los operadores Laplaciano
y Nabla, respectivamente y “ · ” representa el producto interno usual en Rn. Se supone que u(·, t), f(·) ∈
L2(Rn) son desconocidas, y que y ∈ L2(Rn) se puede medir con cierto nivel de ruido, es decir, la función
de datos yϵ ∈ L2(Rn) satisface

||y − yϵ||L2(Rn) ≤ ϵ, 0 < ϵ ≤ ϵM , (2)

donde ϵM representa el nivel máximo de ruido. El problema parabólico (1) se puede reescribir en el espacio
de frecuencias usando la transformada de Fourier n-dimensional y su solución está dada por (ver [10])

û(ξ, t) =
1− e−Ω(ξ) t

Ω(ξ)
f̂(ξ), f̂(ξ) = Φ(ξ)ŷ(ξ), ξ ∈ Rn, t > 0, (3)
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donde f̂(·), ŷ(·) denotan la transformada de Fourier n-dimensional de la fuente y los datos, respectivamente,
ξ es la variable en frecuencia y

Φ(ξ) =
Ω(ξ)

1− e−Ω(ξ)t0
, siendo Ω(ξ) = α2 ∥ξ∥2 + iβ · ξ + γ ∈ C. (4)

Luego, la antitransformada de Fourier n-dimensional se aplica a la expresión (3) para obtener la solución.
Denotemos fϵ a la fuente obtenida a partir de los datos ruidosos yϵ. La ecuación (3) lleva a

f̂ϵ(ξ) = Φ(ξ)ŷϵ(ξ). (5)

De las ecuaciones (3) y (5) se deduce ∥f̂ − f̂ϵ∥ = ∥Φ(ξ)(ŷ(ξ) − ŷϵ(ξ))∥ = |Φ(ξ)|∥ŷ(ξ) − ŷϵ(ξ)∥. De (4)
se observa que si ∥ξ∥ → ∞ entonces |Φ(ξ)| → ∞. Por lo tanto, |Φ(ξ)| amplifica las componentes de alta
frecuencia del error de los datos. Esto puede conducir a un error significativo en la estimación de la fuente,
por lo tanto el problema está mal planteado en el sentido de Hadamard [5].

3. SOLUCIÓN REGULARIZADA

Una estrategia de regularización para el problema de determinación de fuentes consiste en proponer una
familia de operadores lineales y acotados Rλ que satisfagan: ĺımλ→0+ Rλŷ(ξ) = Φ(ξ)ŷ(ξ),∀ŷ ∈ L2(Rn).
Se considera Rλ : L2(Rn)→ L2(Rn) con λ ∈ R+, definido por

Rλŷ(ξ) :=
Φ(ξ)

eλ2 ∥ξ∥
2/4

ŷ(ξ), ∀ŷ ∈ L2(Rn), (6)

donde λ es el parámetro de regularización y la función exponencial se introdujo con fines de estabilización.
Dado queRλ está acotado yRλ → Φ cuando λ→ 0+, la familia {Rλ, λ} es una estrategia de regularización
convergente para Φ [3]. Luego, la transformada n-dimensional de la fuente se puede aproximar a partir de:

f̂ϵ,λ(ξ) = Rλ(ξ) ŷϵ(ξ) =
Φ(ξ)

eλ2 ∥ξ∥
2/4

ŷϵ(ξ). (7)

Finalmente, se aplica la antitransformada de Fourier n-dimensional y se obtiene una expresión analı́tica para
la fuente que depende de los datos, del nivel de ruido y del parámetro de regularización. La fuente estimada
viene dada por:

fϵ,λ(x) =

(
1√
2π

)n ∫

Rn

eiξ·x
Φ(ξ)

eλ2 ∥ξ∥2/4
ŷϵ(ξ)dξ. (8)

4. ANÁLISIS DE ERRORES

En esta sección, se deriva una expresión analı́tica para una cota del error de estimación de la fuente.

Lema 1 Para ω ∈ C tal que Re(ω) > 0 se verifica
∣∣∣ 1
1−e−ω

∣∣∣ ≤ 1
1−e−Re(ω) . Por otro lado, la función

f : R+ → R, f(x) =

{
x

1−e−x , 0 < x < 1,
1

1−e−x , 1 ≤ x,
satisface f(x) ≤ 2.

Prueba. Ver [10]. □

Lema 2 La función f : R+ → R, f(x) = x
ax2+b

satisface f(x) ≤ 1
2
√
ab

para a, b > 0. Por otro lado, se

verifica g(x) = 1−e−x2

x2
< 1, ∀x > 0.

Prueba. Es inmediata utilizando análisis en un variable. □

Lema 3 Para 0 < λ < 1 y p > 0, se tienen las siguientes desigualdades:

sup
ξ∈R

∣∣∣(1 + ξ2)−p/2
(
1− e−λ

2ξ2/4
)∣∣∣ ≤ máx{λ2, λp}, sup

ξ∈R

∣∣∣∣∣
ξ2(

1− eξ2
)
eλ2ξ2/4

∣∣∣∣∣ ≤
4

λ2
. (9)
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Prueba. Ver [11]. □

Teorema 1 Para α2, γ, t0 > 0, β, ξ ∈ Rn y 0 < λ < 1 se tiene
∣∣∣∣

Φ(ξ)

eλ2∥ξ∥2/4

∣∣∣∣ ≤
8

λ2
M, donde M =

[
1 +

√
n∥β∥∞
2
√
α2γ

]
máx

{
1

t0
, α2 + γ

}
. (10)

Prueba. Usando ecuaciones (4) se sigue que
∣∣∣ Φ(ξ)

eλ
2∥ξ∥2/4

∣∣∣ =
∣∣∣∣
(α2∥ξ∥2+iβ·ξ+γ)e−λ2∥ξ∥2/4

1−e−(α2∥ξ∥2+iβ·ξ+γ)t0

∣∣∣∣ . Bajo el Lema 1, se

obtiene
∣∣∣ Φ(ξ)

eλ
2∥ξ∥2/4

∣∣∣ ≤ |α2∥ξ∥2+iβ·ξ+γ|
1−e−(α2∥ξ∥2+γ)t0

e−λ
2∥ξ∥2/4. Ahora se consideran dos posibles casos.

Caso 1: 0 < (α2∥ξ∥2 + γ)t0 < 1. Ulilizando los Lemas 1,2,3 y la desigualdad triangular se obtiene
∣∣∣∣

Φ(ξ)

e∥ξ∥
2λ2/4

∣∣∣∣ ≤
|α2 ∥ξ∥2 + γ + β · ξ i| (α2 ∥ξ∥2 + γ) t0

(1− e−(α2∥ξ∥2+γ) t0) (e(∥ξ∥
2λ2)/4) (α2 ∥ξ∥2 + γ) t0

< 2

(
|α2 ∥ξ∥2 + γ + β · ξ i|

(e(∥ξ∥
2λ2)/4 (α2 ∥ξ∥2 + γ) t0

)
∥ξ∥2

1− e−∥ξ∥2
1− e−∥ξ∥2

∥ξ∥2

<
8

λ2

(
1

t0
+

|β| |ξ|
(α2 ∥ξ∥2 + γ) t0

)
1− e−∥ξ∥2

∥ξ∥2
<

8

λ2

[
1

t0
+

√
n ∥β∥∞

2 t0
√
α2 γ

]
.

(11)

Caso 2: (α2∥ξ∥2 + γ)t0 ≥ 1. Ulilizando los Lemas 1,2,3 y la desigualdad triangular se obtiene
∣∣∣∣

Φ(ξ)

e∥ξ∥
2λ2/4

∣∣∣∣ ≤
|α2 ∥ξ∥2 + γ + β · ξ i|

(1− e−(α2∥ξ∥2+γ) t0)(e∥ξ∥
2λ2/4)

<
8

λ2

(
α2 ∥ξ∥2 (1− e−∥ξ∥2)

∥ξ∥2
+ γ

1− e−∥ξ∥2

∥ξ∥2

)(
1 +

|β| |ξ|
α2 ∥ξ∥2 + γ

)

<
8

λ2
(α2 + γ)

[
1 +

√
n ∥β∥∞
2
√
α2 γ

]
.

(12)

□

Teorema 2 (Cota del error de estimación) Se considera el problema inverso de determinar f en (1). Sea
fϵ,λ la solución regularizada definida en (8). Supongamos que f está acotada en norma Hp(Rn), para
algún valor 0 < p < ∞; es decir, ∥f∥Hp(Rn) := (

∫
Rn |f̂ |2(1 + ∥ξ∥2)pdξ)1/2 < C. Entonces, si se elige

λ = (ϵ/ϵM )1/p+2, se tiene

∥f(x)− fϵ,λ(x)∥ ≤ máx
{
(ϵ/ϵM )2/(p+2), (ϵ/ϵM )p/(p+2)

}
(C + 8ϵMM) . (13)

Prueba. Teniendo en cuenta que f está acotada en norma Hp se sigue que
∥∥∥∥∥f̂(ξ)−

Φ(ξ)

e
λ2∥ξ∥2

4

ŷ(ξ)

∥∥∥∥∥ =

∥∥∥∥∥f̂(ξ)
(
1− e

−λ2∥ξ∥2
4

)
(1 + ∥ξ∥2) p

2

(1 + ∥ξ∥2) p
2

∥∥∥∥∥ ≤ sup
∥ξ∥∈R

(1 + ∥ξ∥2) p
2

(
1− e

−λ2∥ξ∥2
4

)
C.

(14)
Usando la desigualdad de Parseval, la desigualdad triangular, la inecuación (14), el Lema 3 y el Teorema 1,

∥f(x)− fϵ,λ(x)∥ =
∥∥∥f̂(ξ)− f̂ϵ,λ(ξ)

∥∥∥ =

∥∥∥∥∥f̂(ξ)−
Φ(ξ)

e
λ2∥ξ∥2

4

ŷ(ξ)

∥∥∥∥∥+
∥∥∥∥∥

Φ(ξ)

e
λ2∥ξ∥2

4

ŷ(ξ)− f̂ϵ,λ(ξ)
∥∥∥∥∥

≤ máx
{
λ2, λp

}
C + sup

ξ∈R

∣∣∣∣
Φ(ξ)

eλ2∥ξ∥/4

∣∣∣∣ ∥ŷ(ξ)− ŷϵ(ξ)∥ ≤ máx
{
λ2, λp

}
C +

8

λ2
Mϵ

= máx
{
λ2, λp

}
C + 8M λp ϵM ≤ máx

{
λ2, λp

}
C + 8M máx

{
λ2, λp

}
ϵM

= máx
{
λ2, λp

}
(C + 8 ϵM M) = máx

{
(ϵ/ϵM )2/(p+2), (ϵ/ϵM )p/(p+2)

}
(C + 8ϵMM) .

(15)

□
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Ejemplo 1 Se considera el problema (1) con α2 = 1, β = (0, 0), ν = 1, t0 = 0, 4, ϵ = 0, 05. Los
parámetros usados para la regularización son p = 0, 6, ϵM = 1, 05 y λ =

(
1
21

)5/13. La fuente a estimar es:

f(x, y) =





10 + x− y, −10 ≤ x ≤ 0, 0 ≤ y ≤ 10 + x,

10 + x+ y, −10 ≤ x ≤ 0, −10− x ≤ y ≤ 0,

10− x− y, 0 ≤ x ≤ 10, 0 ≤ y ≤ 10− x,
10− x+ y, 0 ≤ x ≤ 10, −10 + x ≤ y ≤ 0,

0, en otro caso.

Figura 1: Fuentes, sin regularizar (izquierda); regularizada con p = 0, 6 (derecha) para ϵ = 0, 05.

El ejemplo presentado muestra un buen desempeño de la técnica de regularización, resultando en una esti-
mación más precisa.
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