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Resumen:

En este trabajo se estudia el proceso de transferencia de calor estacionario a lo largo de una barra totalmente
aislada en su superficie lateral de didmetro despreciable, compuesta por n tramos consecutivos de materiales diferentes
perfectamente unidos. En el extremo izquierdo se impone una condicién de Dirichlet que representa una fuente de
temperatura constante y en el otro extremo una condicidon de Robin que modela la disipacién de calor por conveccion.
Se consideran las ecuaciones que modelan el problema y se obtiene una expresion analitica para la temperatura en
cada punto de la barra. Ejemplos numéricos son incluidos para ilustar las ideas utilizadas.
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1. INTRODUCCION

Los problemas de transferencia de calor en materiales multicapa o con interfaz s6lido-sélido han sido
muy estudiados en los dltimos afios debido a las multiples y diferentes aplicaciones que se ha encontrado en
la ciencia y la ingenieria [4]. Estos problemas tienen aplicaciones directas en distintas industrias, entre las
mads importantes, la metaldrgica [6], la tecnoldgica y electrénica [2], la automotriz [5], 1a aeroespacial y la
aviacion [1].

El avance de la tecnologia requiere materiales con propiedades térmicas, eléctricas, magnéticas, acusticas
y Opticas particulares, debido a eso se han estudiado las propiedades en la interfaz de diferentes combina-
ciones de materiales. Entre las diferentes propiedades en la interfaz, las que resultan de mayor interés en
la bibliografia son: la tensién, la adhesion, la resistencia térmica, la corrosién, la conductividad eléctrica y
conductividad térmica, entre otras.

En este trabajo se obtiene la solucidn analitica del problema estacionario de transferencia de calor en una
barra compuesta por n tramos consecutivos de materiales diferentes, homogéneos e isétropos perfectamente
unidos. La temperatura en el borde izquierdo de la barra estd a temperatura constante y el borde derecho
queda libre permitiendo el fendmeno de conveccion.

El proceso de transferencia con las mismas caracteristicas considerando dos materiales y una interfaz fue
tratado en [8]. En este trabajo se generaliza ese problema a n interfaces.

2. PROBLEMA CON DOS INTERFACES

Con la finalidad de simplificar la comprensién del resultado, se considera, antes de tratar el problema
con n interfaces, la transferencia de calor en una barra con tres materiales y dos interfaces.

Se denota por u; [°C] a la temperatura de la seccion izquierda de la barra, us [°C] a la temperatura de
la seccién media de la barra, us [°C| a la temperatura de la seccién derecha de la barra, F' [°C] al valor de
la fuente puntual en = = 0, K1, k2 y k3 [W/m°C] a las conductividades térmicas de cada material, 75, [°C]|
a la temperatura ambiente, h [W/°Cm?] al coeficiente de transferencia de calor por conveccion, L [m] a la
longitud de la barra, [; [m] a la posicion de la interfaz entre el material de la izquierda y el del centro y Iy
[m] a la posicion de la interfaz entre el material del centro y el de la derecha.
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El problema de interés, en este caso, se modela mediante el siguiente sistema de ecuaciones

uf(z) =0, 0<x<ly,

uly(z) =0, h <z <ly,

uy(z) =0, lo <z <L,

ui(z) = F, =0,

u1 () = uz(z), z =1, M
ug(x) = uz(x), x = lg,

ki) (z) = kaub(x), x =1y,

rous(x) = Kaus(x), x = lg,

raus(x) = —h(us(x) — Ty,), x=1L.

El siguiente resultado brinda la solucién analitica para el problema con dos interfaces.

Lema 1 Sean k1, ko, k3, Ty, F, h,l1,lo, L € R" tal que F > T, y L > ly > ly. Entonces la solucién del
sistema (1) viene dada por,

(z) = F + Cx, 0<z<l, )
s F+§[<1—) ’“4, I <z <l 3)
K2
u3<x)=F+<{h(1 >+zz<—“>+’“x], I <z <L, “
K2 ) K3 K3
donde

F —Ta K1 lllﬂ 1 1 l2l€1 1 1 K1
= _ [ T = I 5
C LCO ’ con CO hL + L (Hl /€2> + L </€2 H3> + R3 ( )

Prueba. Dado que las derivadas segundas de las funciones u; con ¢ = 1,2, 3 se anulan, se propone como
solucién u; = b; + a;x, donde las constantes a; y b; se determinan mediante las condiciones de las distintas
interfaces y de borde. Se utilizan dichas condiciones y se obtiene el siguiente sistema

by =F.

b1 + a1ly = ba + azly,

bs + aslo = b3 + aslo,

R1a1 = K202,

(6)

K202 = K3a3,
K3a3 = —h(bg + asl — Ta).

El sistema (6) es lineal de orden 6 x 6. Se lo resuelve mediante cualquier método apropiado y se obtiene
(2)-(5) tal como se queria probar. U

3. PROBLEMA CON n INTERFACES

Se considera ahora el problema con n interfaces y n+1 materiales. Se denota por u; [°C] a la temperatura
de la seccién correspondiente al i-ésimo material de la barra comenzando desde la izquierda, k; [W/m°C]|
a la conductividad térmica del i-ésimo material y /; [m] a la posicion de la i-ésima interfaz (i = 1,2, ..., n).

Este problema se modela mediante la siguiente familia de sistemas de ecuaciones

(u!(z) =0, Ll <z <l i=1,2,....,n+1,

ui(x) = F, x =0,

ui(x) = w1 (x), T =1, 1=1,2,...,n, @)
ki () = Kip1ug (1), x =1, 1=1,2,...,n,

Fn1tn 1 (2) = —h(upt1(z) — Ta), r=L.
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El siguiente resultado brinda la solucién analitica para el problema con n interfaces. A efectos de homoge-
neizar las notaciones, se consideralp = 0y l,+1 = L.

Teorema 1 Sean r; coni = 1,2,..n+ 1, l;coni = 1,2,...,n, Ty, Fh,L € R tal que F > T, y
L >1; >1;_1paratodoi = 2,...,n. Entonces la solucion del sistema (7) viene dada por,

ui(x) = b; + a;x, lii1 <xz<l, 1=1,2,...,n+1, (8)
donde
by = F,
- La
a] = — <0,
Lo
Kj . (9)
bi+1 =b;+la; [1-— , 1=1,2,..,n,
o Kit+1
a1 = - a; <0, 1=1,2,...,n,
Ri+1

donde (y estd dado por:
n+1
K1 k1l —1li—1

- hil; . Ki L
=1

o > 0.

Prueba. Dado que las derivadas segundas de las funciones u; con¢ = 1,2, ...,n + 1 se anulan, se propone
como solucion u; = b; + a;x. Donde las constantes a; y b; se determinan mediante las condiciones de las
distintas interfaces y de borde. Se utilizan dichas condiciones y se obtiene el siguiente sistema

by = F,
bi—l—l :b2+ll<a2 _ai—i-l)v 7‘: 1,2,...,71, (10)
KiG; = Kit1Git1, 1=1,2,....n,
bny1 =To — a1 (L + %) .
Observando que a; = :—;’_ai paratodo? =1,2,...,n 4 1, el sistema (10) se puede reescribir
by = F,
bit1 :bi—f—lial(%— 521-1)’ 1=1,2,...,n,
. (11)
RiQ; = Ri+1Q5+1, 1= 1, 2, ey 1,
bn+1 = Ta - alﬁl (H/nL+l + %) .
Se reemplaza de manera recursiva a by = F en bo, by en bs, ..., b, en b, 11 y se obtiene (9) tal como se
queria demostrar. U

4. EJEMPLOS

Ejemplo 1 A manera de ejemplo se consideran barras de distintos materiales con diferente cantidad de
interfaces. Los datos utilizados para la realizacion de los ejemplos son: L = 1m, F' = 100°C, T, = 25°C.
El coeficiente de transferencia de calor h se determina para cada combinacion de materiales segiin las
ecuaciones (9)-(11) de [7]. Para ello, se supuso que el fluido disipativo es aire y que la barra tiene un
didmetro de 1cm. Las conductividades térmicas de los diferentes materiales fueron tomados en promedio
de [3] y se agrupan en el cuadro 1.

En el grafico de la izquierda de la Figura 1 se puede visualizar los perfiles de temperatura para diferentes
materiales considerando dos interfaces (I3 = 0,4m,ls = 0,7m). Se aprecia que para el caso Ni-Cu-Ag la
segunda interfaz es casi imperceptible, lo mismo ocurre con la primera interfaz en el caso Fe-Ni-Ag. Esto se
debe a que las conductividades térmicas del cobre y la plata son similares como también lo son la del hierro
y la del niquel.
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En el grafico de la derecha de la Figura 1 se puede visualizar los perfiles de temperatura para diferentes

materiales considerando tres interfaces (I = 0,2m,ly = 0,5m,ls = 0,8 m). Las dos configuraciones de
materiales elegidas hacen que en este caso se aprecien bien las tres interfaces.

Materiales Plomo Hierro Niquel Aluminio Cobre Plata
Simbolo Pb Fe Ni Al Cu Ag
K [W/m°C] 35 73 90 204 386 419

Tabla 1: Conductividad térmica de diferentes materiales.

Perfiles estacionarios de temperatura Perfiles estacionarios de temperatura

100 . 100 = '
\ Fe-Al-Pb Fe-Al-Pb-Ag
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~__ 98 [
o 96 e = o7t e
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1Y s 95
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93
90 f
92+
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Figura 1: Perfil de temperatura para diferentes materiales. Con dos interfaces (izquierda) y tres interfaces (derecha).

5.

CONCLUSIONES

Se considera un proceso de transferencia de calor estacionario en una barra constituida por n materiales

diferentes en contacto, perfectamente unidos, con condiciones de borde apropiadas. Se obtiene una expresién
analitica para la temperatura en cualquier punto de la barra. Ejemplos numéricos muestran la consistencia
de la solucion.
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