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†Centro de Matemática Aplicada, Escuela de Ciencia y Tecnologı́a, Universidad Nacional de San Martı́n, 25 de
Mayo y Francia, B1650 San Martı́n, Buenos Aires, Argentina, diana.rubio@unsam.edu.ar

‡Instituto de Ciencias e Instituto del Desarrollo Humano, Universidad Nacional de General Sarmiento, Juan Marı́a
Gutiérrez 1150, B1613 Los Polvorines, Buenos Aires, Argentina, guilleungs@yahoo.com.ar
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Resumen:
En este trabajo se estudia el proceso de transferencia de calor estacionario a lo largo de una barra totalmente

aislada en su superficie lateral de diámetro despreciable, compuesta por n tramos consecutivos de materiales diferentes
perfectamente unidos. En el extremo izquierdo se impone una condición de Dirichlet que representa una fuente de
temperatura constante y en el otro extremo una condición de Robin que modela la disipación de calor por convección.
Se consideran las ecuaciones que modelan el problema y se obtiene una expresión analı́tica para la temperatura en
cada punto de la barra. Ejemplos numéricos son incluidos para ilustar las ideas utilizadas.
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1. INTRODUCCIÓN

Los problemas de transferencia de calor en materiales multicapa o con interfaz sólido-sólido han sido
muy estudiados en los últimos años debido a las múltiples y diferentes aplicaciones que se ha encontrado en
la ciencia y la ingenierı́a [4]. Estos problemas tienen aplicaciones directas en distintas industrias, entre las
más importantes, la metalúrgica [6], la tecnológica y electrónica [2], la automotriz [5], la aeroespacial y la
aviación [1].

El avance de la tecnologı́a requiere materiales con propiedades térmicas, eléctricas, magnéticas, acústicas
y ópticas particulares, debido a eso se han estudiado las propiedades en la interfaz de diferentes combina-
ciones de materiales. Entre las diferentes propiedades en la interfaz, las que resultan de mayor interés en
la bibliografı́a son: la tensión, la adhesión, la resistencia térmica, la corrosión, la conductividad eléctrica y
conductividad térmica, entre otras.

En este trabajo se obtiene la solución analı́tica del problema estacionario de transferencia de calor en una
barra compuesta por n tramos consecutivos de materiales diferentes, homogéneos e isótropos perfectamente
unidos. La temperatura en el borde izquierdo de la barra está a temperatura constante y el borde derecho
queda libre permitiendo el fenómeno de convección.

El proceso de transferencia con las mismas caracterı́sticas considerando dos materiales y una interfaz fue
tratado en [8]. En este trabajo se generaliza ese problema a n interfaces.

2. PROBLEMA CON DOS INTERFACES

Con la finalidad de simplificar la comprensión del resultado, se considera, antes de tratar el problema
con n interfaces, la transferencia de calor en una barra con tres materiales y dos interfaces.

Se denota por u1 [◦C] a la temperatura de la sección izquierda de la barra, u2 [◦C] a la temperatura de
la sección media de la barra, u3 [◦C] a la temperatura de la sección derecha de la barra, F [◦C] al valor de
la fuente puntual en x = 0, κ1, κ2 y κ3 [W/m◦C] a las conductividades térmicas de cada material, Ta [◦C]
a la temperatura ambiente, h [W/◦Cm2] al coeficiente de transferencia de calor por convección, L [m] a la
longitud de la barra, l1 [m] a la posición de la interfaz entre el material de la izquierda y el del centro y l2
[m] a la posición de la interfaz entre el material del centro y el de la derecha.
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El problema de interés, en este caso, se modela mediante el siguiente sistema de ecuaciones




u′′1(x) = 0, 0 < x < l1,

u′′2(x) = 0, l1 < x < l2,

u′′3(x) = 0, l2 < x < L,

u1(x) = F, x = 0,

u1(x) = u2(x), x = l1,

u2(x) = u3(x), x = l2,

κ1u
′
1(x) = κ2u

′
2(x), x = l1,

κ2u
′
2(x) = κ3u

′
3(x), x = l2,

κ3u
′
3(x) = −h(u3(x)− Ta), x = L.

(1)

El siguiente resultado brinda la solución analı́tica para el problema con dos interfaces.

Lema 1 Sean κ1, κ2, κ3, Ta, F, h, l1, l2, L ∈ R+ tal que F > Ta y L > l2 > l1. Entonces la solución del
sistema (1) viene dada por,

u1(x) = F + ζx, 0 < x ≤ l1, (2)

u2(x) = F + ζ

[
l1

(
1− κ1

κ2

)
+
κ1
κ2
x

]
, l1 < x ≤ l2. (3)

u3(x) = F + ζ

[
l1

(
1− κ1

κ2

)
+ l2

(
κ1
κ2
− κ1
κ3

)
+
κ1
κ3
x

]
, l2 < x ≤ L, (4)

donde

ζ = −F − Ta
Lζ0

, con ζ0 =
κ1
hL

+
l1κ1
L

(
1

κ1
− 1

κ2

)
+
l2κ1
L

(
1

κ2
− 1

κ3

)
+
κ1
κ3
. (5)

Prueba. Dado que las derivadas segundas de las funciones ui con i = 1, 2, 3 se anulan, se propone como
solución ui = bi + aix, donde las constantes ai y bi se determinan mediante las condiciones de las distintas
interfaces y de borde. Se utilizan dichas condiciones y se obtiene el siguiente sistema





b1 = F,

b1 + a1l1 = b2 + a2l1,

b2 + a2l2 = b3 + a3l2,

κ1a1 = κ2a2,

κ2a2 = κ3a3,

κ3a3 = −h(b3 + a3L− Ta).

(6)

El sistema (6) es lineal de orden 6 × 6. Se lo resuelve mediante cualquier método apropiado y se obtiene
(2)-(5) tal como se querı́a probar. �

3. PROBLEMA CON n INTERFACES

Se considera ahora el problema con n interfaces y n+1 materiales. Se denota por ui [◦C] a la temperatura
de la sección correspondiente al i-ésimo material de la barra comenzando desde la izquierda, κi [W/m◦C]
a la conductividad térmica del i-ésimo material y li [m] a la posición de la i-ésima interfaz (i = 1, 2, ..., n).

Este problema se modela mediante la siguiente familia de sistemas de ecuaciones




u′′i (x) = 0, li−1 < x < li, i = 1, 2, ..., n+ 1,

u1(x) = F, x = 0,

ui(x) = ui+1(x), x = li, i = 1, 2, ..., n,

κiu
′
i(x) = κi+1u

′
i+1(x), x = li, i = 1, 2, ..., n,

κn+1u
′
n+1(x) = −h(un+1(x)− Ta), x = L.

(7)
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El siguiente resultado brinda la solución analı́tica para el problema con n interfaces. A efectos de homoge-
neizar las notaciones, se considera l0 = 0 y ln+1 = L.

Teorema 1 Sean κi con i = 1, 2, ..., n + 1, li con i = 1, 2, ..., n, Ta, F, h, L ∈ R+ tal que F > Ta y
L > li > li−1 para todo i = 2, ..., n. Entonces la solución del sistema (7) viene dada por,

ui(x) = bi + aix, li−1 < x < li, i = 1, 2, ..., n+ 1, (8)

donde 



b1 = F,

a1 = −
F − Ta
Lζ0

< 0,

bi+1 = bi + liai

(
1− κi

κi+1

)
, i = 1, 2, ..., n,

ai+1 =
κi
κi+1

ai < 0, i = 1, 2, ..., n,

(9)

donde ζ0 está dado por:

ζ0 =
κ1
hL

+

n+1∑

i=1

κ1
κi

li − li−1
L

> 0.

Prueba. Dado que las derivadas segundas de las funciones ui con i = 1, 2, ..., n+ 1 se anulan, se propone
como solución ui = bi + aix. Donde las constantes ai y bi se determinan mediante las condiciones de las
distintas interfaces y de borde. Se utilizan dichas condiciones y se obtiene el siguiente sistema





b1 = F,

bi+1 = bi + li(ai − ai+1), i = 1, 2, ..., n,

κiai = κi+1ai+1, i = 1, 2, ..., n,

bn+1 = Ta − an+1

(
L+ κn+1

h

)
.

(10)

Observando que aj = κi
κj
ai para todo i = 1, 2, ..., n+ 1, el sistema (10) se puede reescribir





b1 = F,

bi+1 = bi + lia1(
κ1
κi
− κ1

κi+1
), i = 1, 2, ..., n,

κiai = κi+1ai+1, i = 1, 2, ..., n,

bn+1 = Ta − a1κ1
(

L
κn+1

+ 1
h

)
.

(11)

Se reemplaza de manera recursiva a b1 = F en b2, b2 en b3, ... , bn en bn+1 y se obtiene (9) tal como se
querı́a demostrar. �

4. EJEMPLOS

Ejemplo 1 A manera de ejemplo se consideran barras de distintos materiales con diferente cantidad de
interfaces. Los datos utilizados para la realización de los ejemplos son:L = 1m, F = 100 ◦C, Ta = 25 ◦C.
El coeficiente de transferencia de calor h se determina para cada combinación de materiales según las
ecuaciones (9)-(11) de [7]. Para ello, se supuso que el fluido disipativo es aire y que la barra tiene un
diámetro de 1cm. Las conductividades térmicas de los diferentes materiales fueron tomados en promedio
de [3] y se agrupan en el cuadro 1.

En el gráfico de la izquierda de la Figura 1 se puede visualizar los perfiles de temperatura para diferentes
materiales considerando dos interfaces (l1 = 0, 4m, l2 = 0, 7m). Se aprecia que para el caso Ni-Cu-Ag la
segunda interfaz es casi imperceptible, lo mismo ocurre con la primera interfaz en el caso Fe-Ni-Ag. Esto se
debe a que las conductividades térmicas del cobre y la plata son similares como también lo son la del hierro
y la del niquel.
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En el gráfico de la derecha de la Figura 1 se puede visualizar los perfiles de temperatura para diferentes
materiales considerando tres interfaces (l1 = 0, 2m, l2 = 0, 5m, l2 = 0, 8m). Las dos configuraciones de
materiales elegidas hacen que en este caso se aprecien bien las tres interfaces.

Materiales Plomo Hierro Niquel Aluminio Cobre Plata

Sı́mbolo Pb Fe Ni Al Cu Ag

κ [W/m◦C] 35 73 90 204 386 419

Tabla 1: Conductividad térmica de diferentes materiales.
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Figura 1: Perfil de temperatura para diferentes materiales. Con dos interfaces (izquierda) y tres interfaces (derecha).

5. CONCLUSIONES

Se considera un proceso de transferencia de calor estacionario en una barra constituida por n materiales
diferentes en contacto, perfectamente unidos, con condiciones de borde apropiadas. Se obtiene una expresión
analı́tica para la temperatura en cualquier punto de la barra. Ejemplos numéricos muestran la consistencia
de la solución.
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