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�Departamento de Matemática, Facultad de Ciencias Empresariales, Universidad Austral, Paraguay 1950,
S2000FZF Rosario, Santa Fe, Argentina. DTarzia@austral.edu.ar

∗Consejo Nacional de Investigaciones Cientı́ficas y Técnicas de Argentina, Godoy Cruz 2290, C1425FQB Ciudad
Autónoma de Buenos Aires, Argentina.

Resumen:
El objetivo del trabajo es el de determinar los dos materiales desconocidos que componen una barra con interfaz

sólido-sólido. Se considera un caso estacionario de transferencia de calor a lo largo de una barra totalmente aislada
en su superficie lateral de diámetro despreciable compuesta por dos tramos consecutivos de materiales diferentes.
En el extremo izquierdo se impone una condición de Dirichlet que representa una fuente de temperatura constante
y en el otro extremo una condición de Robin que modela la disipación de calor por convección. Se estiman los
coeficientes de conductividad térmica de ambos sólidos con dos sobre-condiciones diferentes: a) dos mediciones
ruidosas de temperatura (una en la interfaz y la otra en el extremo derecho) y b) con una medición de temperatura
en la interfaz y otra medición de flujo de calor en el borde derecho de la barra. Se dan dos ejemplos numéricos que
ilustran las ideas utilizadas.

Palabras clave: transferencia de calor, identificación de parámetros.
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1. INTRODUCCIÓN

Los problemas de transferencia de calor en materiales multicapa o con interfaz sólido-sólido han sido
muy estudiados en los últimos años debido a las múltiples y diferentes aplicaciones que se ha encontrado en
la ciencia y la ingenierı́a [4]. Estos problemas tienen aplicaciones directas en distintas industrias, entre las
más importantes, la metalúrgica [10], la tecnológica y electrónica [2], la automotriz [5], la aeroespacial y la
aviación [1].

La estimación de la conductividad térmica fue ampliamente abordada bajo diversos enfoques. Fue estu-
diada bajo técnicas numéricas de problemas inversos, ver por ejemplo [6],[9]. En [7] se realizó la estimación
bajo condiciones particulares utilizando el método de gradiente conjugado. En [9] se utilizó el método de
diferencias finitas con la misma finalidad. Por su parte en [14] se propone un modelo inverso lineal pa-
ra estimar la dependencia con la temperatura de la conductividad térmica y en [15] se realiza lo mismo
mediante la utilización de métodos iterativos. Otras estrategias interesantes de estimación pueden verse en
[11],[12]. Problemas particulares de estimación de la conductividad térmica que tienen en cuenta medios
multidimensionales, medios no homogéneos y cambios de fase se abordan en [3],[7],[8].

En este trabajo se estudia la estimación simultánea de las conductividades térmicas de una barra de
diámetro despreciable y longitud conocida totalmente aislada compuesta por dos materiales perfectamente
unidos con una fuente de temperatura constante en el borde izquierdo y con disipación por convección en
el borde derecho. Se propone la estimación de los dos parámetros a partir de dos sobre-condiciones: a) dos
mediciones de temperatura, una en la interfaz y otra en el borde derecho de la barra; b) de las mediciones de
temperatura en la interfaz y del flujo de calor en el borde derecho.

2. PROBLEMA DIRECTO

Se estudia el problema estacionario de transferencia de calor de una barra de longitud L [m] y diámetro
d [m] totalmente aislada en su superficie lateral. Debido a que L >> d, se supone que la conducción es
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unidimensional. Además, se considera que la barra está construida con dos tramos de materiales homogéneos
e isótropos perfectamente unidos. El primer tramo de la barra construida tiene una longitud l [m] con 0 <
l < L, por lo que en el segundo tramo tiene una longitud de L−l. El borde izquierdo se encuentra controlado
por una fuente puntual a temperatura constante y el borde derecho queda libre permitiendo el proceso de
convección.

La Figura 1 representa esquemáticamente el problema de estudio

Figura 1: Esquema del Problema con Interfaz.

El problema de interés se modela mediante el siguiente sistema de ecuaciones diferenciales ordinarias y
condiciones de contorno:





u′′(x) = 0, 0 < x < l,

u′′(x) = 0, l < x < L,

u(x) = F, x = 0,

u(x−) = u(x+), x = l,

κ1u
′(x−) = κ2u

′(x+), x = l,

κ2u
′(x) = −h(u(x)− Ta), x = L,

(1)

donde u [◦C] es la temperatura de la barra, F [◦C] es el valor de la fuente puntual en x = 0, κ1 y κ2
[W/m◦C] son las conductividades térmicas de los materiales que componen la barra, Ta [◦C] representa la
temperatura ambiente, h [W/◦Cm2] es el coeficiente de transferencia de calor por convección y

u(l−) = ĺım
x→l−

u(x), u(l+) = ĺım
x→l+

u(x).

Lema 1 Sean κ1, κ2, Ta, F, h, l, L ∈ R+ tal que F > Ta y L > l > 0. Entonces la solución del sistema (1)
viene dada por,

u(x) =





F +
κ2h(Ta − F )

κ1κ2 + κ1hL+ (κ2 − κ1)hl
x, 0 < x ≤ l,

F +
l(κ2 − κ1)(Ta − F )h

κ1κ2 + κ1hL+ (κ2 − κ1)hl
+

κ1h(Ta − F )

κ1κ2 + κ1hL+ (κ2 − κ1)hl
x, l < x ≤ L.

(2)

Prueba. Detalles de la demostración y ejemplos numéricos pueden verse en [13]. �

3. PROBLEMA INVERSO (ESTIMACIÓN DE LAS CONDUCTIVIDADES TÉRMICAS)
3.1. ESTIMACIÓN A PARTIR DE DOS MEDICIONES DE TEMPERATURA

El siguiente resultado indica cómo estimar las conductividades térmicas κ1, κ2 a partir de una medición
de temperatura T1 en la interfaz y otra T2 en el borde derecho de la barra.

Teorema 1 Sean Ta, F, h, L, T1, T2 ∈ R+ tal que F > Ta, T1 y T2 las temperaturas medidas en x = l y
x = L respectivamente, que satisfacen Ta < T2 < T1 < F . Entonces la estimación de κ1 y κ2 viene dada
por

κ̂1 = hl
T2 − Ta
F − T1

, κ̂2 = h(L− l)T2 − Ta
T1 − T2

. (3)

Prueba. De la ecuación (2) se obtiene una expresión para los datos T1, T2 que dependen de los parámetros
a estimar
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T1 = F +
κ̂2h(Ta − F )

κ̂1κ̂2 + κ̂1hL+ (κ̂2 − κ̂1)hl
l, (4)

T2 = F +
l(κ̂2 − κ̂1)(Ta − F )h

κ̂1κ̂2 + κ̂1hL+ (κ̂2 − κ̂1)hl
+

κ̂1h(Ta − F )

κ̂1κ̂2 + κ̂1hL+ (κ̂2 − κ̂1)hl
L. (5)

De las ecuaciones (4) y (5) se despejan κ̂1 y κ̂2 con lo que se obtiene (3). �

3.2. ESTIMACIÓN A PARTIR DE UNA MEDICIÓN DE TEMPERATURA Y OTRA DE FLUJO

El siguiente resultado indica cómo estimar las conductividades térmicas κ1, κ2 a partir de una medición
de temperatura T1 en la interfaz y una medición de flujo térmico q en el borde derecho de la barra.

Teorema 2 Sean Ta, F, h, L, T1, q ∈ R+ tal que F > Ta, T1 es la temperatura medida en x = l y q es el
flujo medido en x = L, que satisfacen Ta < T1 < F y 0 < q < h(T1 − Ta). Entonces la estimación de κ1
y κ2 viene dada por

κ̂1 =
ql

F − T1
, κ̂2 =

h(L− l)
h
q (T1 − Ta)− 1

. (6)

Prueba. De la ecuación (2) se obtiene una expresión para los datos T1, q que dependen de los parámetros a
estimar

T1 = F +
κ̂2h(Ta − F )

κ̂1κ̂2 + κ̂1hL+ (κ̂2 − κ̂1)hl
l, (7)

q = −κ2u′(L) =
ˆ−κ2κ1h(Ta − F )

κ̂1κ̂2 + κ̂1hL+ (κ̂2 − κ̂1)hl
L. (8)

De las ecuaciones (7) y (8) se despejan κ̂1 y κ̂2 con lo que se obtiene (6). �

4. EJEMPLO DE APLICACIÓN

En este trabajo no se realizan mediciones experimentales, los datos se obtienen a partir de la solución del
problema directo a la que se le agrega ruido para simular numéricamente las temperaturas medidas.

Ejemplo 1 Se considera la estimación de las conductividades térmicas para una barra de Plomo-Hierro.
Los datos utilizados son: L = 10m, l = 4m, d = 0, 01m, F = 100 ◦C, Ta = 25 ◦C, h = 10W/◦Cm2.
Para los valores exactos de conductividades térmicas (κPb = 35W/m◦C, κFe = 73W/m◦C) las tempe-
raturas en la interfaz y en el borde son: u(l) = 71, 08 ◦C y u(L) = 50, 30 ◦C.

La siguiente tabla muestra los valores obtenidos para los parámetros estimados utilizando distintos va-
lores de temperatura T1 y T2 cercanos a los valores exactos. Los resultados muestran, para la configuración
utilizada, un error de a lo sumo 4 % en la estimación de κ1 y del 2 % en la estimación de κ2.

T1[
◦C] 70,5 70,6 70,7 70,8 70,9 71 71,1 71,2 71,3

T2[
◦C] 49,8 49,9 50 50,1 50,2 50,3 50,4 50,5 50,6

κ̂1[W/m
◦C] 33,62 33,87 34,12 34,38 34,63 34,89 35,15 35,41 35,67

κ̂2[W/m
◦C] 71,88 72,17 72,46 72,75 73,04 73,33 73,62 73,91 74,20

|κ1 − κ̂1|/κ1 0,0392 0,0320 0,0248 0,0176 0,0103 0,0029 0,0044 0,0119 0,0194
|κ2 − κ̂2|/κ2 0,0152 0,0113 0,0073 0,0033 0,0005 0,0044 0,0085 0,0125 0,0164

Tabla 1: Ejemplo 1: Estimación y errores relativos de κ̂1 y κ̂2 para distintos valores de T1 y T2.

Ejemplo 2 Se considera, nuevamente, la estimación de las conductividades térmicas para una barra de
Plomo-Hierro. Los datos utilizados son los mismos que en el Ejemplo 1. Para los valores exactos de
conductividades térmicas, la temperatura en la interfaz y el flujo en el borde son: u(l) = 71, 08 ◦C y
q = 292, 97W/m2.
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La siguiente tabla muestra los valores obtenidos para los parámetros estimados utilizando distintos
valores de temperatura T1 y de flujo q cercanos a los valores exactos. Los resultados muestran, para la
configuración utilizada, un error de a lo sumo 2 % en la estimación de κ1 y del 3 % en la estimación de κ2.

T1[
◦C] 70,5 70,6 70,7 70,8 70,9 71 71,1 71,2 71,3

q[W/m2] 252,92 252,93 252,94 252,95 252,96 252,97 252,98 252,99 253,00
κ̂1[W/m

◦C] 34,29 34,41 34,53 34,65 34,77 34,89 35,01 35,13 35,26
κ̂2[W/m

◦C] 75,09 74,73 74,37 74,01 73,66 73,31 72,96 72,62 72,28
|κ1 − κ̂1|/κ1 0,0201 0,0167 0,0134 0,0099 0,0065 0,0030 0,0004 0,0039 0,0074
|κ2 − κ̂2|/κ2 0,0287 0,0237 0,0188 0,0139 0,0090 0,0043 0,0004 0,0051 0,0098

Tabla 2: Ejemplo 2: Estimación y errores relativos de κ̂1 y κ̂2 para distintos valores de T1 y q.

5. CONCLUSIONES

Se considera un proceso de transferencia de calor estacionario en una barra constituida por dos mate-
riales diferentes en contacto con condiciones de borde apropiadas. Mediante dos mediciones ruidosas de
temperatura y considerando una medición ruidosa de temperatura y otra de flujo, se estiman las conductivi-
dades térmicas de los materiales y con ello se determina la composición de la barra. El ejemplo numérico
estudiado indica que ambos métodos propuestos podrı́an resultar de utilidad para identificar los materiales
con los que está construida la barra.
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