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PREFACIO

Dado el notable desarrollo que el tema ha experimentado en los ultimos anos (ver
Anexo 1), el Departamento de Malemalica de la Facullad de Ciencias Empresariales
de la Universidad Austral y el Programa de Matematica Pura y Aplicada de Rosario,
PROMAR (CONICET—-UNR), que se desarrolla en el [nstilulo de Malematica "Beppo
Levi” de la Facultad de Ciencias Fxactas, Ingenieria y Agrimensura de la Universidad
Nacional de Rosario, emprendieron, a través de los proyectos de investigacion y
desarrollo "Aplicaciones de Problemas de Frontera Libre” y ”"Problemas de Frontera
Libre de la Fisica Malematica”™, la organizacion del interdisciplinario V Seminario
sobre Problemas de Frontera Libre y sus Aplicaciones, realizado en la ciudad de

Rosario (Argentina) durante el periodo del 19 al 21 de diciemibre de 1994.

Esta quinla edicion se realizo en memoria del Profesor Julio Esteban Bouillet,
destacado investigador en el area de Ecuaciones Diferenciales, recientemente
desaparecido, quien fuera miembro del Comité Organizador y colaborador entusiasta

de estos Serninarios desde sus comienzos.

El Comité Organizador estuvo compuesto por J. E. BOUILLET (IAM y UBA,
Buenos Aires), E.A. GARCIA (CNEA, Buenos Aires), D.A. TARZIA (UA y
PROMAR, Rosario) (Coordinador) y L. T. VILLA (UNSa, Salta).

La Secretaria estuvo a cargo de L.R. BERRONE, A. BRIOZZO (Coordinadora).,‘
G.G. GARGUICHEVICH, P.R. MARANGUNIC, M.F. NATALE, E. SANTILLAN
MARCUS y M.C. SANZIEL.

Este Seminario ha sido realizado, en parte, gracias a subsidios que a tal efecto
otorgaron la Fundacion Antorchas, la Fundacion J. Prats y el CONICET. Ademas, se

contd con el auspicio del Comité Argentino de Transferencia de Calor y Materia

(CAMAT).

Ademas colaboraron las siguientes entidades : CIDCA (C1C—-CONICET-UNLP),
La Plata; CNEA (sede (Constituyentes), Buenos Aires: FAMAF (UNC), Cérdoba;
FCEFQ (UNRC), Rio Cuarto; FCEyN (UBA), Buenos Aires; IAM (CONICET),


http:f:xact.as

Buenos Aires; IFLYSIB (UNLP—-CONICET-CIC); INENCO (CONICET-UNSa),
Salta; INIQUI (CONICET—-UNSa), Salta. En el Seminario participaron 37 personas

provenientes de 8 ciudades argentinas (ver Anexo II — Lista de Participantes).

Los objetivos del Serninario fueron :
1) Gestar un encuentro bianual/trianual de las personas y grupos de investigacion que
trabajan en problemas de frontera libre y temas conexos, en particular, en el problema
de Stefan (cambio de fase), a fin de provocar una ulil interaccion entre los misinos.
2) Despertar el interés y promover el acercamiento de jovenes graduados en
Matematica, Fisica, Ingenieria Quimica y ramas afines y, de esta manera, contribuir a
la formacion de recursos humanos, no limitando el encuentro solo a una reunion de

especialistas que se comunican las Gltimas novedades en la materia.

Esta quinta edicion del Seminario estuvo constituida por conferencias sobre
aspectos basicos del tema y conferencias referidas a las aplicaciones (ver Anexo
- 1IT-Programa). En afios sucesivos, los temas versaran sobre aspectos mas especificos y
‘complejos, ya sea desde un punto de vista tedrico o numérico (no tratados en
Seminarios anteriores) y los principios teoricos iran paulatinamente dando lugar a las
aplicaciones. Se preve la realizacion de una mesa redonda donde se invitara a
industriales de distintas areas para que expongan sobre los problemas no resueltos en

sus respectivas empresas.

Para finalizar, quiero dejar constancia de mi sincero agradecimiento a los
investigadores encargados de la redaccion de estas notas como asimismo a todas
aquellas personas e Instituciones que de una manera u otra han colaborado para el

exito del Seminario.

Domingo Alberto TARZIA
Compilador

Rosario, Marzo 1995.



ANEXO 1
PROBLEMAS DE FRONTERA LIBRE

Los problemas de frontera libre son aquellos problemas de contoruo donde
interviene ademas una incognita (la "frontera libre”) que separa dos o mas regiones, y
sobre la cual se conocen datos que dependen del modelo analizado. Segun el namero de
dimensiones del espacio, en lugar de una superficie de separacion se podra tener una

curva o un numero finito de puntos.

Un ejemplo tipico es el problema de Stefan (o probleina de cambio de fase), que
estudia la temperatura en el espacio ocupado por dos fases de un cuerpo, generalmente
una fase solida y una liquida (por ej. hielo y agua en procesos de fﬁsién o
solidificacion). Las funciones que representan las temperaturas de las dos fases
satisfacen las correspondientes ecuaciones del calor. Sobre la superficie de separacion,
que puede variar en el tiempo y que se encuentra a temperatura constante, se impone
una condicion adicional que surge del principio de conservacion de la energia. El interes
y la dificultad del problema se debe a la presencia de dicha frontera libre, cuya

determinacion es de fundamental iimnportancia en la practica.

Otros ejemplos son :
e problemas de hidraulica, por ej. el del dique poroso, donde una superficie
desconocida separa la zona seca de la zona humeda;
e el problema del obstaculo, donde hay una zona de contacto entre el obstaculo y la
configuracion de equilibrio de la cuerda o membrana elastica;
e problemas de difusion-reaccion gas-solido en Ingenieria Quimica, donde la
superficie incognita separa la region del solido ya atacada de la todavia no atacada;
e problemas de elasto-visco-plasticidad, problemas térmicos con pared semi-
permeable, semiconductores bajo una union P-N, problemas en medios porosos,

problemas de mecanica de los fluidos, etc.

Entre las multiples aplicaciones de estos problemas se pueden encionar



electropintura; envenenamiento y regeneracion de catalizadores; combustion de sélidos;
solidificacion de aleaciones binarias; soldadura de metales; colada continua del acero;
“congelaciéon de alimentos en la industria frigorifica; almacenamiento de energia térmica
de origen solar por cambio de [ase; oxidacion del zirconio y [usion del dioxido de
uranio en reactores nucleares, en caso de accidentes; procesos de ablacién térnica;
difusion-cousumo de oxigeno en tejidos vivos, para el tralamiento medico de (umores
mediante la aplicaciéon de radiaciones; probleinas de control optimo ligados a procesos
con cambio de [fase; solidificacion de suelos hiunedos; derretimiento de glaciares;

‘crecimiento de raices de cultivo; etc.

_ El avance considerable que ée ha obtenido en el desarrollo tedrico de estos temas a
nivel nacional, y sus variadas aplicaciones industriales que se encuentran en etapa
inicial, illlphlsal'_()ll la realizacion de este V Seminario, prosiguiendo la linea de los ya
concretados 1 y II Seininario sobre el Problema de Stefan y sus Aplicaciones (Rosario,
4-8/7/83 y 13—17/10/86, respectivamente) y 111 y IV Seminario sobre Problemas de
Frontera Libre y sus Aplicaciones (Rosario, 11-15/10/1988 y 14 -—18/12/1992,
resliectii'allleilte). El material correspondiente a los cuatro Seminarios anteriores ha
sido publicado en la coleccion CUADERNOS del Instituto de Matematica ~Beppo
Levi”, nameros 11, 12, 13, 14, 17, 18, 23 y 24.
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ANEXO III
PROGRAMA DEL SEMINARIO

Lunes 19 de Diciembre

e L. T. Villa — H. Quiroga, " Modelos de frontera libre en transforinaciones
fluido — solido — reactivo ™. ,

e E. A. Garcia, ” Método de frontera movil para simular la oxidacién de circonio a la
temperatura de fusionamiento de un reactor nuclear de potencia®.

e C. V. Turner, ” El problema de Stefan a una fase para un liquido sobrenfriado con
una condicion convectiva en el borde fijo™.

e P. R. Marangunic, " El problema de Stefan simetrico a dos fases con sobre-
enfriamiento ™. ' o

Martes 20 de Diciembre

e D. A. Tarzia, ” Comportamiento asintético en el problema de Stefan a una fase con
una condicién convectiva en el borde fijo”.

e A. C. Briozzo, ” Soluciones exactas en problemas de frontera libre con coeficiente de
difusion no lineal .

e J. 1. Etcheverry, ” Sobre un meétodo numerico para resolver un problema de
contorno para uy = a Uyy . ,

e L. R. Berrone, ”Minimo de funciones armonicas en dominios convexos con
condiciones mixtas de contorno ~. ,

e R. M. Mascheroni, ” Dos problemas de frontera libre acoplados: solidificacion con
simultanea sublimacién ™. '

e A. M. Gonzalez, ” Determinacion de coeficientes termicos en .materiales semi-
infinitos con zona pastosa ™. ' "

e M. C. Sanziel, ”Analisis numerico de problemas de Stefan con fuente de energia
interna”. |

e D. A. Tarzia, ” Sobre el caso estacionario del problema de Stefan-Signorini con
condiciones mixtas de contorno”.
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UN PROBLEMA DE FRONTERA
LIBRE DE LA TEORIA DE COMBUSTION I

C. LEDERMAN Y N. WOLANSKI

1. Introduccién.

Es nuestro proposito en estas notas presentar un modelo matematico de
propagacion de llamas laminares que se deduce a partir de una serie de sim-
plificaciones aplicables a este tipo de problemas de combustion. En esta
presentacion seguiremos la exposicién de Buckmaster y Ludford en [BL2].

Una caracteristica de estos procesos es que admiten ondas viajeras, es decir
perfiles que viajan en el tiempo sin deformarse, a velocidad constante respecto
del medio. Comentaremos en consecuencia los resultados conocidos respecto
de la existencia y comportamiento de estas ondas, particularmente en el caso
multidimensional. Uno de los problemas naturales es el de la estabilidad de
estas ondas viajeras. Presentaremos aqui los ultimos resultados conocidos en
este sentido. |

Finalmente trataremos el problema asintdtico que se obtiene al considerar
grandes energias de activacion. En la segunda parte de esta exposiciéon (cfr.
[LW]), presentaremos resultados relacionados con la existencia, regularidad y
comportamiento asintético de este problema de frontera libre. En particular
comentaremos los resultados que hemos obtenido respecto de la estabilidad
de las ondas viajeras (cfr. [CLWI1]). Por otro lado, hemos estudiado la

Parcialmente financiado por la Universidad de Buenos Aires mediante el subsidio EX117.
La Dra. Wolanski es miembro del CONICET.



generalizacion a dos fases de este problema de frontera libre, que no habia sido
tratado previamente en la literatura (cfr. [(CLW2]). En [LW] comentaremos
sobre los resultados que hemos obtenido para este problema.

2. Presentacidon del modelo.

En este trabajo nos limitaremos a presentar en forma sintética las ecua-
ciones que gobiernan fenémenos de combustién cuya formulacién mateméatica
es relativamente simple. Para ello hay ciertas suposiciones sobre el fenémeno
en cuestién como numeros de Mach pequenos que hacen que estas ecua-
ciones no puedan describir, por ejemplo, detonaciones. Sin embargo han
sido consideradas adecuadas para describir lo que se conocen como ondas de
deflagracion.

Seguiremos aqui la presentacion de Buckmaster y Ludford en [BL2]. Para
una exposicion mas extensiva de los modelos de combustién referimos al
lector interesado a los libros [BL1] y [B].

Supondremos que la mayor parte de la mezcla consiste de un compuesto
inerte (por ejemplo, nitrégeno). Las propiedades de este compuesto son las
que determinan las de la mezcla (por ejemplo, viscosidad, calor especifico).
Los componentes reactantes y sus productos estdin muy diluidos en este
“bano” inerte. De modo que en las ecuaciones de conservacion de masa
y moinento se toman la densidad y velocidad de la mezcla como si fuera un
soOlo compuesto. Del mismo modo, se considera una séla ecuacion para el
balance de energia, aunque considerando el calor liberado por las reacciones
quimicas.

Para simplificar el modelo se hacen las siguientes observaciones. Como
en los problemas que se consideran las temperaturas son muy altas respecto
de las velocidades (estas consideraciones excluyen por supuesto el caso de
detonaciones), un nimero de Mach caracteristico es muy pequeno. Esto per-
mite observar que la presién involucrada en el balance térmico es el término
principal de la descomposicion asintdtica con respecto al numero de Mach,
mientras que la presién involucrada en la conservacién de momento es el
término de orden 1. Por lo tanto, las pequenas variaciones espaciales de
presién que dan lugar a las bajas velocidades pueden suponerse como pre-
sentes Unicamente en este término. Es decir, se reemplaza la presion por un
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par de presiones independientes una para cada ecuacion y, para el halance
de energia supondremos presion constante.

Por otro lado, la inica forma significativa de energia es la térmica (también
debido a las bajas velocidades). Del mismo modo la transformacion de ener-
gla cinética en energia térmica por disipacion en el medio viscoso también
se considera despreciable. Considerando asimismo al calor especifico y a la
densidad del medio como constantes, se encuentra la siguiente ecuacion para -
la temperatura T

DT
2.1 — -V . (AVT) =
(2.1) PC D (AVT) =gq
donde ¢ es el calor liberado por unidad de volumen de fluido por la reaccién
quimica. Discutiremos la forma de g mas adelante. .

La velocidad que aparece en la derivada total se obtiene de las ecuaciones
de conservacion de masa y de momento que han quedado desacopladas de
esta ecuacion por las consideraciones sobre la presion antes descriptas.

Consideremos ahora los componentes individuales de la mezcla. Para
hacer la exposicién mas sencilla supondremos que estamos en la presencia
de una reaccion de un paso, con un combustible y un oxidante que conside-
raremos en forma conjunta como un compuesto diluido en el bano inerte, De
modo que sdlo debemos considerar el comportamiento de Y, la fracciéon de
masa de este compuesto, es decir, pY es la densidad de masa del compuesto.
Conservacion de masa da lugar a la ecuacion,

DY
Dt

donde v es la razén de produccion de masa del compuesto por unidad de
volumen. Para esta cantidad se tiene la siguiente relacién,

-V (uVY) =7

v =—mk(T)p"Y? (= —mw)

donde v y é son constantes positivas, w es la velocidad de la reacciéon, y m
es la masa molecular del compuesto. La constante k(T') esta dada por una
ley empirica conocida como Ley de Arrhenius, a saber,

k = BT®e¥r



donde B,a y FE son constantes positivas. E se conoce como energia de

activacion.

- Finalmente, el calor liberado q es proporcional a la velocidad de reaccion.
Es decir,

q=Qu
con @ > 0.

Pasando a variables adimensionales se obtiene el sistema,

Du
Ppr ~Au=1
Dv 1

donde £ = fE es el llamado mimero de Lewis, y @ = Dv’ex.

Si suponemos que la reaccion tiene lugar sélo para temperaturas cercanas
a una cierta temperatura, digamos 1, debemos cambiar la expresion de 2, a
saber,

Q:{ 0 u<fou>1

{
Dvlew—v f<u<l

De modo que uno supone dado un campo de velocidades V' compatible
con las ecuaciones de conservacion de masa y momento (en particular, al
suponer la aproximacion de densidad constante se debe tener divV = 0).
(u,v) deben ser solucion de

%+V-vu—Au=v5f(u)

WV Vo zAv= -t fu)

(22)

donde f(u) es una funcién con soporte en 1 > u > 6, con 0 < 8 < 1, regular
parau < 1lycon f'(17) > 0.

A estas ecuaciones se le agregan condiciones de contorno. Una situacion
natural es aquella en la que el gas se encuentra en un cilindro. Supongarnos
que el eje del cilindro tiene por direccidn el eje x. Escribamos los puntos del



cilindro como (z,y) donde y € X, la seccién transversal del mismo. En este
caso es natural tener un campo de velocidades paralelo al eje z: V = (a(y),0)
y condicién de contorno en las paredes del cilindro

@(1‘ y,t) =0 yekX

6
g(w,y,t) =0 yeX

(2.3)

La primer ecuacion en (2.3) proviene de suponer una frontera adiabatica.
Cuando el nimero de Lewis £ es 1, Z = u + v es solucién de

%f— +a(y)Z; —-AZ =0

YA
——(w y,t)=0 ye&X

Esta ecuacidén es mas sencilla de resolver pues no tiene término de reaccién.
Una vez hallada la solucién Z se tiene la relacién v = Z — u que puede
reemplazarse en el término de reaccién de la primer ecuacién en (2.2). De
esta manera se obtiene una ecuacién de reaccién difusién para wu.

En particular si inicialmente Z = 1, se tendrd v = 1 — u. En este caso el
sistema (2.2) se reduce a la ecuacién

%% + a(y)uy — Au = p(u)

(9u
ov

(2.4)
(r,y,t) =0 yex

donde, si consideramos a § = 1, (u) = (1 — u)® f(u) tiene soporte en [6, 1],
es regular para u < 1, es globalmente Lipschitz y satisface 3'(1) < 0.

La ventaja del caso Z constante cs que el término de reaccién no depend(
de (x,y,t), es solo funcion de u. - :



3. Ondas viajeras.

Si buscamos una situacion compatible con la presencia de una llama avan-
zando en el cilindro, es natural suponer que en un extremo del cilindro la com-
bustion haya finalizado y el combustible se haya terminado (en este modelo
la combustidn finaliza sélo cuando no hay mas combustible), mientras que en
el otro extremo no ha comenzado la combustion y la fraccion de combustible
es 1. Es decir esperamos que se satisfaga la condicion

lim v(r,y,t)=1, lim u(z,y,t)=0
— 00 r——00 )

xr—
(3.1) S -
: t) = T =
A z:ll’rq*r_lcov(a:,y, )=0, xll’r_{loou(r,y,t) 1
Supongamos que tenemos una onda viajera, es decir u = u(zr + ct,y),

v = v(z + ct,y) representa un perfil que se mueve en el tiempo a velocidad
constante en la direccion del eje del cilindro. En este caso el sistema (2.2)
con las condiciones de contorno (2.3) y (3.1) se convierte en:

[ (c+ a(y))uy, — Au=vf(u)
(c + aly))os — Ao = —vf(u)

Ou
—_— 1) =
. ay(w,y,) 0 yeX
. y Ov |
— ty=0 )
ay(ﬂf,y, ) y €
lim v(z,y,t) =1, lim u(z,y,t)=0

lim vu(z,y,t) =0, lim u(z,y,t)=1
z—-to00

\ £—+4o0

En este caso necesariamente Z = u+v = 1, y el problema se reduce a una
unica ecuacion eliptica en u

| e+ a(y)us — Au= Alw)
Ou '

(39 | Rayn=0 yes ’
lim u(z,y,t) =0, zlil}_l u(x,y,t) =1




En el caso en que a es constante la solucién de (3.3) es independiente
de y. El problema es unidimensional y su estudio se remonta a los trabajos
de Kolmogorov-Petrovskii-Piskunov (cfr. [KPP], [K], [AW], también [FMcL]
para resultados de estabilidad). '

El caso multidimensional ha sido estudiado en una serie de trabajos de
Berestycki con diversos autores. En 1989 en [BeLa| Berestycki y Larrouturou
probaron la existencia de solucién del problema (3.3) bajo ciertas condi-
ciones sobre el perfil de velocidades «, condiciones que fueron removidas
en [BLL]. Lo que se prueba es que existe un par (c,u) con ¢ € R tal que
se satisface (3.3). Claramente si (c,u) es una tal solucién el par (¢,7) con
u(z,y,t) = u(x + x9,y,t) es también solucién cualquiera sea xo € R. Por
lo tanto la soluciéon no es tnica. Sin embargo hay unicidad a menos de
traslaciones en la variable x, es decir, si identificamos una funcién con su.
trasladada en la variable r la solucién es unica. En particular, la velocidad
de la onda viajera es unica. Esta situaciéon cambia completamente si 8 = 0.
(ver [BN1] y [BN2]). En estos trabajos se demuestra ademas que la solucién
es estrictamente creciente con xr, mas aun, u; > 0. Ademas se estudia el com-
portamiento asintotico cuando x tiende a infinito de esta solucion. Berestycki
y Nirenberg han demostrado en estos trabajos que

u(x,y) = y-e* Tl (y) + o(e*r ¥) cuando T — —o0

1—u(z,y) = 1+eM T nf(y) + o(e}7)  cuando z — +oo

+ .

donde A\ < 0, A\ > 0, 4 + > 0y ny(y) es autofuncién de un problema
Al .

de autovalores generalizado correspondiente al primer “autovalor” A;. Es-

+ +
pecificamente, A\]" es el autovalor principal y n; (y) la correspondiente auto-

funcién de

+ 4+ +
(Ay +b7 -~ A7 (c+ a(y)) + ()\_)2) n= 0 enX

on _
-a—;-O en 0%



, +
donde b~ es 0 para el problema correspondiente a ¥ —+ —oo y es 3'(17) para

r — 400 (recordar que 0 es el valor limite de u para * — —oo y 1 para
r — +00).

A partir de (3.2) uno puede observar que (¢ + a(y)) es la velocidad del
~medio con respecto a las coordenadas méviles en las que la onda es esta-
cionaria. En los citados trabajos, Berestycki y Nirenberg prueban que en
promedio esta velocidad es estrictamente positiva, es decir

1
c+— [ a(y)dy >0
=] Jy ¢

" 4. Estabilidad de Ondas Viajeras.

El problema de la estabilidad de ondas viajeras consiste en saber si una
solucion del problema (2.4) que inicialmente esta cerca de una onda viajera
(en algin sentido), converge a una de ellas cuando el tiempo tiende a infinito.

Hay muchos resultados en este sentido dependiendo de qué entiende uno
por estar cerca.

El primer resultado, en el caso multidimensional es de 1992. En [BLR] se
estudio el problema de la “estabilidad lineal”, es decir se estudia el problema
linearizado alrededor de una onda viajera y se ve que el origen es estable
para este problema lineal estudiando el espectro del operador.

Posteriormente, Roquejoffre en [R1] probo un resultado de estabilidad no
lineal que fue mejorando en trabajos posteriores. En este primer trabajo
prob6 que si el dato inicial ug de (2.4) es una perturbacién de una onda
viajera en el sentido de que la diferencia es una funcion uniformemente chica
en el cilindro con decrecimiento exponencial cuando r — —oc, la solucion
tiende cuando t tiende a infinito a una trasladada de la onda viajera y la
velocidad de convergencia es exponencial,

Otro excelente resultado de Roquejoffre (cfr. [R2]) dice que si el dato
incial ug de (2.4) es creciente en x, ug(—00,y) =0, ug(4+0oc,y) = 1, u(z,y,t)
tiende a una onda viajera cuando el tiempo tiende a infinito.

Finalmente, en [R3] Roquejoffre demostrdé que en coordenadas moviles
(con la velocidad de la onda viajera, es decir tales que la onda viajera pasa



a ser estacionaria), para toda solucién de (2.4) y para toda seccién acotada
del cilindro, existe un tiempo T tal que u(z,y,t) es mondtona creciente en la
variable z en esa seccion del cilindro para tiempos 1as grandes que 7.

Todos estos resultados de estabilidad hacen uso de ideas de sistemas
dindmicos, en particular muchas de las ideas fueron utilizadas por primera
vez en el caso unidimensional por Sattinger en [S].

Si en estas ecuaciones se tiene en cuenta la presencia de un parametro
(la energia de activacion), los resultados antes mencionados no explicitan
la dependencia en este parametro, lo que impide inferir cual sera el com-
portamiento asintético del problema limite que describiremos en la Seccion
siguiente.

5. Limite Asintdtico para grandes energias de activacién.

Nos interesa encontrar una ecuacién que describa el comportamiento del
sistema para grandes energias de activacion. Para que este paso al limite
tenga sentido debera hacerse de modo tal que la energia total entregada al
sistema se mantenga controlada. Supondremos que se mantiene constante,
es decir

(5.1) /ﬂ(u)du =M

es independiente de la energia de activacién en el paso al limite. Obser-
vando la Ley de Arrhenius se ve que ésto solo es posible si la temperatura de
ingnicion € tiende a 1.

Modelamos esta situacién considerando en (2.4) una fuente [.(u) con
e — 0 representando el inverso de la energia de activacion; y 6. la tem-
peratura de ignicion tendiendo a 1 de modo tal que

[ Btwydu =

Una forma de tener esta situacién es suponer que f:(u) = ¢
g satisfaciendo (5.1) y sopg = [0,6] (. = 1 — ¢6).

1—u"

—1 ), con
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El primer estudio formal realizado en este sentido se refirié al problema
eliptico de las ondas viajeras. En [BCN] se considero la familia de problemas

[ (ce + a(y))ul — Au® = . (uf)
u‘(é—oo,y) =0
(5.2) \ u®(+00,y) =1
Ou’ =0 sobre 90X
\ Ov ’

En el citado trabajo los autores demostraron estimaciones a priori que les
permitieron ver que existe una subsucesién ¢, — 0, ¢, — ¢, u,, — u; y que
u es “soluciéon” del siguiente problema de frontera libre

((c+ a(y))u; —Au=0 en (u < 1)
u(—o0,y) =0
u(+00,y) =1
(5.3) { Su |
— =0 sobre 0%
Ov
g—z = VvV2M sobre J(u < 1)

La condicion de frontera libre (condicién sobre la derivada normalen I :=
O0(u < 1) fue demostrada en el sentido de que es vilida en toda porcién regular
de I'. Resultados de regularidad de la frontera libre han sido anunciados por
los autores pero no han sido aun publicados.

El problema general de evoluciéon fué considerado por Caffarelli y Vazquez
en [CV]. En este trabajo los autores consideran los problemas

u; — Au® = —f.(u®)

donde para ellos B.(u) = ¢ !8(%) con B una funcién soportada cerca del
origen (es decir han reemplazado u por 1 — u). |

En [CV] el problema ests planteado en todo R™ y no en un cilindro, y la
velocidad a(y) del fluido se considera nula. El dato inicial u§ se toma no
negativo y acotado.
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Los autores demuestran que si uj — up uniformemente sobre compactos
y ademas O(uf > 0) converge a d(uy > 0) en distancia uniformemente sobre
compactos, y si los datos satisfacen ademas |Vu§| < L con L independien-
te de ¢, las correspondientes soluciones estan acotadas en norma Hoder 1, %
uniformemente en €. Existe por lo tanto una subsucesién convergente uni-
formemente sobre compactos a una funcién u que resulta ser solucién del
siguiente problema de frontera libre

u, — Au=0 en (u > 0)
(5.4) Z—Z = —V2M sobre d(u > 0)

u(z,0) = up(x)

donde v es la direccién normal exterior a Q(t) := {z / u(z,t) > 0}.

La condicion de frontera libre se satisface bajo condiciones que aseguran
que ésta es Lipschitz y que u, < 0.

Comentaremos un poco mas sobre los resultados de [CV] y otros relaciona-

dos en [LW].

El problema (5.4) también admite ondas viajeras. Estas son ondas planas
(dadas por funciones de una séla variable espacial) que son solucién de (5.3)
con a(y) =0y ¥ = R"! (salvo que hay que reemplazar u por 1 — u). Por
lo tanto nuevamente se plantea el problema de la estabilidad de estas ondas.
Como hemos dicho en la Seccién 4 los resultados para el problema semilineal
no se traducen en resultados para el problema de frontera libre (es decir no
pasan al limite), y es por lo tanto necesario encarar este problema en forma
independiente de los resultados conocidos.

Por otro lado es de esperar que métodos aplicables al problema de frontera
libre puedan dar lugar a estimaciones uniformes en ¢ para la estabilidad de
las ondas viajeras del problema continuo. |
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UN PROBLEMA DE FRONTERA
LIBRE DE LA TEORIiA DE COMBUSTION II

C. LEDERMAN Y N. WOLANSKI

1. Introduccidn.

El objeto de estas notas, que continuan con la exposicién comenzada en
[LW], es la descripcion de un problema de frontera libre que se origina en el
estudio de la propagacion de llamas. Presentaremos resultados relacionados
con la existencia, regularidad y comportamiento asintotico de las soluciones
de este problema. En particular comentaremos los resultados que hemos
probado en [CLW1] y [CLW2].

El modelo de combustion presentado en [LW] consiste en un sistema de dos
ecuaciones parabdlicas semilineales para funciones que representan la tem-
peratura y la fraccion de masa del reactante en un gas que se esta quemando.
Bajo hipotesis adicionales este sistema se reduce a una unica ecuacion para
la temperatura. En esta ecuacion aparece un parametro E conocido como la
energia de activacion. |

Un nuevo modelo de combustion se obtiene a partir del ya descripto, al
considerar el limite asintdtico para grandes energias de activacion. En este
modelo se desprecia el ancho de la zona de combustion, considerandola como
una superficie de separacion entre los productos de la combustion y el gas
sin quemar. Como el gas cambia de estado sobre esta superficie, se producen
discontinuidades en las derivadas de la variables fisicas involucradas.

Parcialmente financiado por la Universidad de Buenos Aires mediante el subsidio EXl 17. _
La Dra. Wolanski es miembro del CONICET.
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Matematicamente, se obtiene un problema de frontera libre que, cuando la
velocidad del gas es considerada nula, puede formularse del siguiente modo:

(P)
Dada uo una funcién acotada y no negativa definida en R", hallar una
funcién u no negativa definida en @), donde @ = R"™ x (0, 00),tal que

u¢ =Au en QN {u >0},
u=0, u,=-1 sobre @QNa{u >0},
u(z,0) = up(z) en R",

(u, denota la derivada respecto a la normal exterior espacial v a la frontera

libre Q N &{u > 0}).

La funcién u tiene el significado de menos la temperatura, mas precisa-
mente u = 1—nT, donde T es la temperatura y n un factor de normalizacion.
En cada tiempo ¢ la frontera libre corresponde al frente de la llama, es decir
la zona donde la reaccién quimica esta teniendo lugar; esta superficie se-
para la regién ya quemada de la region todavia sin quemar, representadas
respectivamente por {u = 0} y {u > 0}.

Es importante destacar que el problema (P) tiene sentido como modelo
de combustién sélo si la frontera libre es mondtona en el tiempo: de otro
modo se estaria afirmando que un mismo material se quema mas de una vez.
Sin embargo, matematicamente el problema tiene sentido cualquiera sea el
comportamiento de la frontera libre.

2. Ejemplos de soluciones.

Antes de comentar los resultados de existencia de solucion para este proble-
ma, comenzaremos presentando dos familias de soluciones clasicas construi-
das por Caffarelli y Vazquez en [CV]. Estas soluciones particulares resultan
importantes para la comprension de la teoria general y también constituyen
una herramienta 1til en argumentos de comparacion.
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2.1. ONDAS VIAJERAS.

Se buscan soluciones de la forma

u(z,t) = f(z1 — ct) = f((),

donde ¢ = (z1,....,&n), { = 21 — ¢t y ¢ es una constante, la velocidad de la
onda viajera. Para ¢ = 0 se obtienen los dos perfiles estacionarios

O = @), falQ) = (—an)*,

Para ¢ > 0 se obtiene una solucion cuyo soporte se expande, dada por

£5(0) = S = 1),

y otra solucion cuyo soporte se contrae, dada por

£5(Q) = 2(1— e,

Sin embargo, sélo esta ltima corresponde a un dato inicial acotado y repre-
senta la situacion con sentido fisico de que la llama avanza.

En forma analoga se encuentran soluciones de la forma u(z,t) = f(x; +ct)
moviendose con velocidad ¢ > 0 en la direccién negativa del eje z;. También
se consiguen ondas viajeras a partir de las halladas, mediante rotaciones en
x y traslaciones en x o ¢.

2.2. SOLUCIONES AUTOSIMILARES.

En [CV] los autores construyen para cada T > 0 una solucién con soporte
compacto, que se anula idénticamente a partir del tiempo T. Esto lo hacen
de la siguiente manera: buscan soluciones autosimilares de la forma

U(e,t) = (T — t)*f(z/(T - t)),

donde necesariamente serda @« = f = 1/2. Suponiendo ademds que f es
radialmente simétrica, hallan una f=f(r) regula,r en0<r<R, f=0en
r > R satisfaciendo
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fl(()):(), f(r)>0 en 0<r<R,
f(R)=0 y f(R)=1

y tal que la U definida arriba resulta solucién de (P). Esta solucién es C™®
para 0 < t < T en su soporte

{(zt): 0<t<T, |z < R(T -1

y por lo tanto es una solucién clasica de (P) en R™ x [0,T). Sin embargo
en el punto de extinciéon ¢ = 0,¢t = T la frontera se mueve con velocidad
infinita.

3. Resultados de existencia de solucién.

En esta seccién nos referiremos a los resultados de existencia de solucién
que se conocen hasta el presente. Hay varios resultados de existencia que
corresponden a distintos conceptos de solucién, ya sea clasica, débil o viscosa.
Lo deseable seria probar que todas las soluciones que puedan ser construidas
son tan suaves o clasicas como sea posible. Este es un aspecto del problema
que aun no ha sido estudiado.

3.1. EXISTENCIA EN EL CASO UNIDIMENSIONAL.

Un problema de frontera libre similar al que tratamos en estas notas,
aparece en el estudio de ondas planas de detonacién. Una simplificacién de
este modelo conduce a la ecuaciéon unidimensional de Burgers uy = u,; + uu,
bajo condiciones laterales como en (P). En [HH| se prueba la existencia
de soluciones clasicas de este problema para ciertos datos iniciales. Ellos
se basan en una transformaciéon de este problema en uno de tipo eliptico-
parabdlico.

Aunque este enfoque se aplica también a la ecuacion del calor, no parece
extenderse a mas dimensiones espaciales. Por otra parte no se sabe si las
soluciones de (P) obtenidas de este modo son limite asintético para altas
energias de activacién del modelo considerado en [LW].

3.2. EXISTENCIA LOCAL DE SOLUCIONES CLASICAS.

En [AG] se prueba la existencia y unicidad local de solucién clasica de (P)
para el caso multidimensional. Este resultado es obtenido para 0 <t < T,
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T pequeiio, suponiendo que los datos iniciales son muy regulares y que la
frontera inicialmente se encuentra entre dos superficies

To=f7(2), zn=fH(),

donde r = (.’L" ,Zn). Este resultado es local y en general no es valido global-
mente: el ejemplo en 2.2 muestra que atin para datos iniciales muy regulares
puede no existir solucidn clasica global en el tiempo.

3.3 EXISTENCIA DE SOLUCIONES DEBILES.

Caffarelli y Vazquez probaron en [CV] que bajo ciertas hipdtesis sobre el
dato inicial ug, existe una solucién débil del problema (P). Ellos consideran
el siguiente problema:

(Pe)
u; = Au® — B(u®) en R™ x (0, 00),

u(z,0) = ug(z) en R",

donde € > 0, u§ son funciones no negativas que aproximan al dato inicial u
cuando € — 0, y Be(s) = 15(2), con B : R — R una funcién no negativa y
regular soportada en (0,1) y tal que [ 3(s)ds = 3. En [CV] se prueba que si
se eligen las u§ de modo tal que cuando € — 0

ug — ug uniform. , {uy > 0} — O{ue >0} uniform.,

(sobre compactos) entonces existe una subsucesién que converge uniforme-
mente sobre compactos a una funciéon no negativa u, que es solucién de la
ecuacién del calor en {u > 0}. Si se tiene |Vu§| < L, u resulta Lipschitz en
z y Holder % en t, y satisface la condicion inicial ug.

Si ademas Au§ + a|Vu§| < 0, entonces d{u > 0} es Lipschitz y u es
solucién débil de (P) en el siguiente sentido:

// u(¢t+A¢)dmdt+/ u0¢d:c=/ ¢d¥ cos a,
Q R» 9{u>0}

| para toda funcién test ¢ € C§°(R™ x [0,T)), donde dX es el elemento de éréa‘
en 0{u > 0} y a es el angulo formado por la normal exterior n(z,t) en un
punto (z,t) € 8{u > 0} y el hiperplano t=constante.
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La condicion de frontera libre se satisface en casi todo punto de d{u > 0},
teniendose 0,u = —1 en los puntos no horizontales y Vu = 0 en los puntos
horizontales.

La forma en que se aproximan los datos iniciales es esencial, ya que se
podria obtener un limite u sin frontera libre aunque el dato inicial la tuviera.

3.4 EXISTENCIA DE SOLUCIONES VISCOSAS A UNA Y DOS FASES.

Si en el problema (P,) descripto en 3.3 se les permite a las funciones
involucradas tomar también valores negativos, se obtiene al pasar al limite
un nuevo problema de frontera libre, que constituye una generalizacion a dos
fases del problema (P) y puede formularse del siguiente modo:

(P)
Dada u¢ una funcion acotada definida en R"™, hallar una funcién u definida

en (), donde Q@ = R™ x (0, 0o),tal que

us = Au en Q\ d{u > 0},
u=0, (u}f)?-=(u;)? =1 sobre Qnd{u >0},
u(z,0) = up(z) en R",
donde u* = max(u,0), v~ = max(—u,0), y v es la normal exterior espacial
a la frontera libre Q N d{u > 0}.
En [CLW1] se estudia el problema (P') como limite de los problemas

aproximantes (P,). Antes de comentar los resultados obtenidos, comencemos
dando algunas definiciones. Con @); denotaremos un subcilindro de Q.

Definicién: Sea v una funcion continua en },. Diremos que v es una sub-
.« s . 7 R / .
solucién (supersolucién) clasica de (P ) en @ si

(i) Av—v;>0 (L£0) en Ot =: Q; N {v > 0}.
(i) Av—v, >0 (L£0) en N7 =: @ N{v < 0}°.
(iii) v e CHQF)NCYQ).

(iv) Paratodo (z,t) € 90t NQy, V. v¥(z;t)#0, y
()= ()21 (1),

Vvt

donde v := W:IT‘FT'
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Diremos que v es una solucién clasica si es simultaneamente subsolucién
y supersolucion clasica.

Definicion: Sea u una funcién continua en @; diremos que u es una sub-
solucién (supersolucién) viscosa de (P') en @ si, para todo subcilindro @5
de @, y para toda supersolucién (subsolucién) v en @2,

u<v(u>v) enGpQ2,y
H{u>0}No{v>0}NGQ, =10

implica que u < v (u > v) en Q.

La funcion u se llama solucion viscosa si es simultaneamente subsolucién
y supersolucion viscosa.

En [CLW1] se estudia el problema (P.) permitiendo que las funciones
tomen también valores negativos y se prueba, entre otros resultados, el si-
guiente teorema:

Teorema. Sea ug una funcion acotada definida en R™ tal que
(i) existen dos direcciones de monotonia (st n > 1),
(i1) eziste x¢ tal que uo(z) < 0 3t x <z y up(z) 2 0 stz > o (80
n=1)
Entonces ezisten aprozimaciones u§ del dato inicial ug tal que las correspon-
dientes u® convergen a una funcién u que es solucion viscosa del problema

(P'). - | B

Destacamos que este resultado no fuerza a u a tomar valores negativos con
lo cual el caso a una fase también estd contenido en [CLW1]. El concepto -
de solucion viscosa es adecuado como idea de solucion débil para problemas
de frontera libre ya que no requiere ninguna hipétesis sobre la regularidad
de la misma. Por otro lado, hay resultados muy recientes para otro tipo
de problema de frontera libre parabdlico a dos fases (ver [ACS]), donde se
prueba que bajo ciertas hipétesis las soluciones viscosas son clasicas.

Otras generalizaciones a dos fases del problema (P) también fueron es-
tudiadas, pero imponiendo la condicién de frontera libre que aparece en el
modelo de detonacién en lugar de la considerada en (P'). En esta linea se
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encuentra el trabajo [BHS]|, que trata un problema unidimensional y [AG],
que prueba que existen soluciones locales multidimensionales. En ambos ca-
sos la condicién de frontera libre considerada es |Vut| — [Vu™| = 1, y por
lo tanto estas generalizaciones no pueden verse como limite asintético para
altas energias de activaciéon del modelo considerado en [LW].

4. Resultados de estabilidad: convergencia a ondas viajeras.

Del mismo modo que con el modelo de combustién considerado en [LW],
es natural preguntarse si una soluciéon de (P) que inicialmente esta cerca de
una onda viajera converge a una de ellas cuando el tiempo tiende a infinito.
Hay varios resultados al respecto:

4.1 CONVERGENCIA DE SOLUCIONES CLASICAS.

En el trabajo [HH] -que ya fue comentado en 3.1- se prueba que las solu-
ciones que ellos hallan convergen a ondas viajeras cuando t — oo, y que
la frontera libre es asintéticamente lineal. También en [BNS] se estudia la
estabilidad de ondas viajeras del problema unidimensional: prueban que una
solucion clasica que esta inicialmente cerca de una onda viajera, converge
exponencialmente a una traslacion de esa onda. Este resultado -que se ob-
tiene mediante técnicas similares a las usadas en el estudio de la estabilidad
de ondas viajeras de ecuaciones parabdlicas semilineales- requiere para su
validez que la frontera libre sea regular.

Como también ocurre con [HH], los argumentos empleados en [BNS] son
unidimensionales y no parecen extenderse a mas dimensiones.

4.2 CONVERGENCIA DE SOLUCIONES VISCOSAS-DEBILES.

En [CLW2] se prueba un resultado de convergencia a ondas viajeras para
soluciones viscosas-débiles de (P), en el caso unidimensional a una fase, bajo
ciertas hipotesis sobre los datos iniciales.

Llamamos solucién viscosa-débil a una solucién viscosa de (P) (ver 3.4),
que admite una representacién mediante una férmula integral, que cuando
n = 1 es la siguiente:

w(X,T)=0 siX <A(T), T2z,
T + o0
uw(X,T) = —-/ K(y(t)—- X, T —t)dt + / u(z, To)K(z — X, T — Tp)dxz,
To ‘7(T0)
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. —¢2
siX >~(T), T >Ty. Aqui K(x,t) = ﬁ%—e‘t_t es el nicleo de Gauss,
47t

To > 0 es arbitrarioy v : [0,00) — R, la funcién que en este caso determina
a la frontera libre.

Las ondas viajeras involucradas son las acotadas, que sin pérdida de la
generalidad supondremos definidas por ¢(zx) = (1 — ¢ *)* (ver 2.1). El re-
sultado probado en [CLW2] para n = 1 es el siguiente:

Teorema. Sea u una solucion viscosa-débil de (P) tal que
¢z + h1) < uo(z) < d(x + h2)
donde hy < hy. Entonces existe hy < hoo < hg tal que

t—y(t) > hoo, suplu(z,t)—@(x+hs —t)| —0
r€R

cuando t — oco. St ademds v es una funcidn creciente, entonces

[t — (t) — hoo| < Ce V1, sup |u(‘;r,‘t) — ¢+ ho — )| < CeMV1,
r€R

donde C y p son constantes que dependen solo de ho — hy.

Es claro que el resultado también se aplica a soluciones clasicas de (P).
El teorema afirma por otra parte, que la velocidad de convergencia sera
exponencial para ciertas soluciones que pueden no estar inicialmente cerca
de una onda viajera.

La idea de la demostracion es la siguiente: Como u es viscosa y esta
inicialmente entre dos ondas viajeras esta comparacién se tiene para todo
tiempo, es decir

d(z+ hy —t) <ulz,t) < f(z+ hy —1t).

Por lo tanto la frontera libre de u se encuentra entre las fronteras de las dos
ondas viajeras para todo tiempo. El hecho de que la solucion sea viscosa-
débil permite ir probando inductivamente que frontera libre se encuentra
entre las fronteras libres de ondas viajeras cada vez més cercanas, con lo
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cual la frontera resulta asintéticamente lineal. La conclusion se obtiene,
finalmente, a partir de la formula integral.

El interés de este resultado reside fundamentalmente en el hecho de que
la demostracion requiere que la condicién de frontera libre se satisfaga en el
sentido viscoso-débil y no necesariamente clasico. Pensamos que esto posi-
bilitara extender el teorema al caso multidimensional, donde por ahora sdlo
se probd la existencia de soluciones débiles ([CV]), y viscosas ([CLW1]), pero
no clasicas.

5. Comentarios acerca de la unicidad de solucidén.

En general el problema (P) no tiene unicidad de solucién. Para esto basta
observar que si se tiene una solucion del problema (P) para un cierto dato
1nicial ug y se toma la solucion acotada de la ecuacién del calor en @ con el
mismo dato inicial, se consigue otra solucién del problema (P) con dato ug,
aunque sin frontera libre.

En [HH] se prueba que en el caso de una dimensién espacial y para ciertos
datos iniciales, el problema admite una soluciéon que es tnica dentro de una
clase de soluciones débiles. Por otra parte, las soluciones clasicas locales de
[AG] son 1nicas para tiempos pequeflos.

Finalmente, en [CV] solamente prueban que las distintas aproximaciones
de los datos iniciales convergen a una unica solucién en el caso de las solu-
ciones especiales comentadas en 2.1 y 2.2. Para el caso general, las soluciones
dependeran en principio, de la forma en que se aproximen los datos iniciales
y lo mismo ocurre con las soluciones construidas en [CLW1].
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DETERMINATION OF THERMAL COEFFICIENTS
IN SEMI-INFINITE MATERIALS WITH MUSHY
ZONE IN PHASE-CHANGE PROCESS

Adriana M. GONZALEZ - Domingo A. TARZIA

I. INTRODUCTION

We consider a semi-infinite material with mass densities p > 0 equal in both
solid and liquid phases and we can assume, without loss of generality, that the phase-

change temperature is 02 C.

If the material is initially assumed to be liquid at the constant temperature

E > 0 and a constant temperature — D < 0 is imposed on the fixed face x=0, then three
distinct regions can be distinguished (for a mathematical and properties description of
this simple model see [Ta4); for the one-phase model see [SoWiAll}) :
(H,) The liquid phase, at temperature 8, =0,(x,t) > 0, occupying the region x > r(t),
t >0
(H,) The solid phase, at temperature 8, =0,(x,t) <0, occupying the region
0 < x < s{t), t >0. '
(H3) The mushy zone, at temperature 0, occupying the region s(t) < x < r(t), t > 0.
We make two assumptions on‘ its structure :

(a) The material in the mushy zone contains a fixed fraction ¢\ (with 0 < ¢ < 1)

of the total latent heat A > 0, i.e.,

(1) ky 8y (5(1).t) = ky 8 (F®)8) = A p(e5() + (1 = (V) , ¢ > 0.
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(b) The width of the mushy zone is inversely proportional (with constant v > 0)
to the temperature gradient at the point (s(t}), t), i.e.,

(2) 8, (5(6).) (1) —s®)=7, t > 0.

We suppose that the temperature 8 = 8(x,t) of the material is defined by

g,(xt) < 0 if 0 < x < s(t),t > 0
(3) f(x,t) = 0 if s(t) < x < rft),t > 0
Oy(x,t) > 0 i x > r{t), t > 0.

The governing differential equations for the solid and liquid phases, the
continuity of the temperature, the initial and boundary conditions, and an
‘overspecified heat flux condition [Ca, Ta2] on the fixed face x=0 [StTa, Tal — Ta4)

are given by

(4) ay by (xt) =6y () . 0 < x < st)t >0
(5) az by (x,t) =6, (xt) . x > r(t),t > 0

(6) 8,(s(t),t) = O,(r(t)t) =0 , t > 0.

(7) | ,0t)=—D <0 ,t >0,

(8) 0,(x,0) = 0,(+00,t) =E > 0 , x > 0,t > 0,
(9) s(0) = r(0) = 0.

(16) k, 8 (0.t) =-i'/.£t , t >0, withh, > 0.
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where ¢, > 0, k; > 0 and o; = ai2 = k; /P ¢; > 0 are the specific heat, the thermal
conductivity and the diffusion coefficient for the phase i (i=1 : solid phase; i=2 :

liquid phase) respectively.

We shall present some of the results obtained in [GoTla). If by means of a
phase-change experiment we are able to measure certain quantities, then we shall find
formulae for the simultaneous determination of the unknown coefficients (¢, 7 :
parameters of the mushy zone; A, p, ¢;, ¢, k;, kg : thermal coeffici uts of the

material).

The different problems for determining several unknown coefficients have not
always an explicit solution; it does exist iff some complementary conditions for the
corresponding data are verified. We generalize the results obtained in [StTa) for the
particular case ¢ =1 and y=0 (i.e., without mushy region) and those obtained in [Ta3)
for the one-phase case. In [Ta2] several references on free-moving boundary problems

and determination of physical coefficients are given.

We shall consider the simple mushy zone model for the two-phase Stefan
problem for determining one unknown thermal coefficient of a semi-infinite material
with an overspecified condition on the fixed face, supposing not knowing the free
boundaries x=s(t) and x=r(t). The results obtained for the eight possible cases are
considered in Table 1 which shows both the necessary and sufficient conditions to be
verified by the data for the existence and uniqueness of the solution and the expression

of the corresponding unknown coefficient.

We shall consider the same model for determining two unknown thermal
coefficients of a semi-infinite material with an overspecified condition on the fixed face,
supposing known the expression for the moving boundary x =s(t). The results obtained
for the twenty-eight poesible cases are considered in Table II which shows both the
necessary and sufficient conditions to be verified by the data for the existence of the
solution and the expression of the corresponding unknown coefficients. There are

several cases where the moving boundary problemn has a unique solution iff some



conditions are verified.

The functions and the restrictions used in the text, Tables 1 and II are

summarized in Appendix I and Appendix II respectively.

Il. DETERMINATION OF ONE UNKNOWN
THERMAL COEFFICIENT

Taking into account the hypothese (H;) — (H;) we can formulate the following

PROBLEM (P,) : Find the free boundaries x =8(t) and x=r(t), defined for t > 0 with
0 < s(t) < r(t) and s(0)=r(0)=0, the temperature §=20(x,t), defined by (I-3) for
x > 0 and t > 0, and one of the eight unknown thermal coefficients ¢, v, A, p, ¢y, ¢,,
k,, k; such that they satisfy the conditions (I-1), (I-2), (I-4) — (I-10) where D > 0,
E > 0 and h; > 0 are data and they must be known or determined by an experience

of phase-change [ArLaTa).
The solution of this problem is given by [Cala, Ru, SoWiAl2, Tal, Ta4]

(1) 8,(x,t) = —D + -2

) )

~Efl&
@ P2t =17 f%i‘)' i —Pf:(g_) I'(2 a: \/E) ’
2 2

(3) st)=20+t,e >0, 4 t)=2wt,w > o,
where f is the error function, the coefficient w is given by
- = a
(5) w=wio) = a, w(al) ,
and. the coefficient & and the unknown thermal coefficient are obtained by solving the

following system of equations



(6)
8 deN__D
&) g (&) =717

The eight possible cases for Problem (P;) are considered in Table 1. We
remark here that the coefficient w is always given by the expression (5) as a function of

o and a; (&, can also be an unknown in some cases, e.g. cases 5, 6 and 8) [GoTa).

lll. DETERMINATION OF TWO UNKNOWN
THERMAL COEFFICIENTS

Taking into account the hypothese {H;) — (H;) we can formulate the following

PROBLEM (P,) : Find the free boundary x =r(t), defined for t > 0 with r(0) =0, the
temperature 8 =0(x,t), defined by (I-3) for x > 0 and t > 0, and two of the eight
unknown thermal coefficients ¢, v, A, p, ¢;, ¢5, k;, k, such that they satisfy the
conditions (I-1), (I-2), (I-4) — (I-10) where the moving boundary x =s(t), defined for
t > 0 with 8(0)=0, is given by (II-3) with a known coefficient 0 > 0 and D, E,
h, > 0 are data and they must be known or determined by an experience of phase-

change [ArLaTa].

The solution of that problem is given by (II-1), (H-2) and (1i-4) where the
coefficient w and the unknown thermal coefficients are obtained by solving the system
of equations (II-6). The twenty-eight cases for Problem (P;) (cases 9 to 36) are
considered in Table II. Now, we shall prove the properties corresponding only for the

determination of k; and k, (case 9).

THEOREM 1 (Case 9). — The necessary and sufficient condition for Problem (P,),
with w, k; and k, unknown, to have a unique solution is that data ¢ > 0, D > 0,
31



E > 0, hy > 0, mushy zone coefficients 0 < ¢ < 1 and ¥ > 0, and thermal coefficients

of the phase-change material ), p, c,, c; > 0 do verify the conditions

h 1- D
(1) E-E?r—c, > l+%+Ei\E;(1+(——DiI) ) E%c—l < Hyolxz3)

where Xx,3 i8 the unique positive zero of function H,; .

In such case, the solution is given by (II-1), (II-2) and (11-4) with

Hi (¢
(2) w=0 Hyl§)), klzpazclsl?' kz=.00'262 2]53( 1),

where £, is the unique solution of the equation

Dpoc

(3) Hm(x)=—h——7 , X > 0

and B is the only solution of the equation

(4) 1 _ A Hyy(£y)

ﬁle(x)—Ecz W) 7 x>0

PROOF . ~ We define

(5) §,=5 + with a, =

vk

P ¢y

The coefficients w and k, are obtained using (5) and the element £ is given

from (II-6b) as the solution of (3). From (II-6a) it follows that £, and k, should verify

Ek W '
e e

If we define
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W) . k
(N B={;——-§%=%H25(£1) y with a,= ;—E;,

then equation (6) is equivalent to

. Fi(B) _ A /7 Hy(€)
®) B~ Fc WE) '

B>0,

that is, B is the solution of (4). Taking into account the properties of the function H,q

we can deduce that there exists a unique solution of (4) if and only if
H,,(¢,) > 0 iff Hyy(0F) > 0 and £, < xpy (i.e., (1)),

where x,; is the only positive root of Hyy (because H,,; is a decreasing function for

x > 0 and H,3(+ 00) =~ 00). From (7) we obtain the coefficient k, .
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APPENDIX |

The following real functions are defined, for x > 0, by

]

exp(—x2 exp{—x2
f(x):erf(x)=72; exp(—t?) dt , F,(x) = _i—P—(_f(:E_)'). : Fy(x) = xr;éx) ) ,
o

W(x)=W(x) = x+°’7§ f(x) exp(x?) , Hs(x)=exp(—x2)—TE;:%;FI(%W(::)),

exp(-—xz) - G(x) ,

G(x) = G(x,7) = x + (—1;;2[;7—‘/5 f(x) exp(x?) , Hy(x) = Xpa

Ek
H,(x) = x—% exp(—x?) — x - Apa, :2 7 Fl(;l; W(x)) , H,(x) = x Fi(x),
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) =27 () exp(e?) — Hy() . Holx) = (1 - ) B2 x + 5 El“z G
Ho(x) =y (=) = x = Ry (gl ), o) = 7o
Hy(x) = Cf'("‘)’ 1000 = PV expl-xt) - oo (D ()

H,,(x) =§—jx R, ) =, Bk Ry5(x) = f(x) W(x)
H, ,(x) = f(x) G(x) , Hls(x)lez% exp(—x?) — I; flf; :22 Fl(Dh‘; c‘l/’; Hy3(x))
Hyq(x) = /% x exp(x?)(1 - (x)) , Hyo(x) = f(x) Hyg(x) |

—~ €) A A
Hy7(0) = e expl®) — (1 + LI TYT ) expiot) - (1 4+ g ) x

Hw(x)-=exp(x2) (G(x) +§f 11rci1kz F,(‘/:—:—-;-i W), | H,o(x) = x f(x) ,

_ Hyy0)
Ahoa xexp(——xz) —G(x,7)}, Hys(x) = ——-2-2,-(-— ,

Hy(x)=Hy{x,7) =

A
Hy,(x) = £ ph‘; » x exp(—x?) — (1 + E e) )7 i f(x) exp(x?) — (l + E__)

H, (x) = f(x) Hyg(x) = W(x) Jolx) = Hzg(x) ’
Hag(x) = x exp(—x?) — %ﬁ xF(E Hyx) ,  Hygx) = )
Hyg(x) = ’\1:;’0 exp(—x?) — 1 ~ ﬁ Fy( Has(0))
Hao(x)=12—‘,/5—;ﬁ-12m ~Hy(®),  Hy(®=(-oFx+ %7; Fy(x)
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e SRR T

poa 5 D, F®
Hyy(x) = 1;1%’—1 exp(—x?) - x G(x) — ?-P x W(x) , Hao(x) = 1 — Hgy(x) ,
Hse(x)~7 Fylx) = x - 2 W(x),  Hylx) = Hyg(x) - —# PG
H38(x)=x+xE§2; Fy(x) Hyo(x) = /A0 (1 + 72‘1/)’? )
() =600 +§ —pbrs RL\*T“% F (\/1:;—,:—%# Hyo(x) , Hep(x) =58,
o) = 5k i) () = o exp(—x%) — (1 + 52 |
Hu= 3 WIE) Hy() + G(E) ¥ (600, Hagl)= ks Pyl — W),
Hys(x) = 1;1%13! exp(—x?) — x G(x) , Hy7(x) = Hog(x) + 12# F,l(_x) ,
Hag(x) =35 Bo _ exp(—x?) -1, H o (x) = R )—6% @ F ( C—I%W(x)) ,
Hgo(x) = D7°1.= Fy(x) ~ (1 + ES)x, Hgle) = Hyy(x) - % ok

ah €

Cy C 1€
Hyg(x) = Tr exp(—x?) — x* - % \/1*—12{1-3 X Fl( o k2 W(x))

,/c‘—:?lr k2P (x),  Hyy(x) = xf(x) exp(x?) = A
5‘(x)_TexP(_x2)_(€+(l-€) cz)xz'—%vﬁ}ci_z F( c:lti x) ,

_ 1 _ E l(2 r
HSS(X) a H55(x) Dpo cy 8y Fl(a.2 H25(x)) ’

Hea(x)=(1—¢)

Heg(x) = x Fy(x)

Hyz(x) = Hga(x,7) = :\% Fy(x) — G(x,7)-
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APPENDIX 11

The restrictions used in the text are the following

(R1)

(R2)

(R3)

(R4)

(R5)

(R8)

(R7)

Ek,

a; V7

< f(xq) , Xg: the unique positive zero of H,

h, >
Dk,
h, a; /7

Dk
ﬁ < f(x3) , X5 : the unique positive zero of H,
o V7

Dk
1 . vie
—= <f(x,) , x,: the unique positive zero of H
h, 3, /7 (x4) 4 9 ¢ 4

D k,
—— >f(x.) , X<: the unique itive zero of H
ho 2, \/1? ( 5) 5 que pos 5

Dk
1 . .
—_— < f(x X~ : the unique positive zero of H
h, a, \/1? (x7) » %7 4 ' 7

h, > DX (2 +_____72\[/)_1

azﬁ;ﬁ e

7 : the unique positive solution of the equation H ,(x) = H (x) ,x > 0

(R8)

(R9)

(R10)

(R11)

(R12)

Dk
h_-Tl <f(x,7) , Xy7: the unique positive zero of H,,
o811 V¥

ho 7, A (1—-¢)y
Epoc, >1+ﬁ+ﬁ‘5;(1+—n—)
Dk
h, > —-——2;

Dpoc . ‘s
#—1 < Hyp(xg3) 5 Xg3: the unique positive zero of Hy,
0

D k,

a'hoﬁ

> Hy{x,3) , X3 : the unique positive zero of Hy,
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E k, o ¥
(R13) b > F(Z (1 +5)
hg (-¢7
(R14) Yoo > 1+ —D
h E k,
15 Q 1
(R18) Yo7 T A tisee, A Fi(& (1 + D)
h, Y E k, o Y
(R16) po 1 +ﬁ.+mf‘1(a;(l +]j))
h Ek
R17 0_ —2 _F (&
(RI7) Apo /\ p o a, \/- ( )
D
(R18) —}T&—% < Hyo(xy7) , Xy7: the unique positive zero of H,,
D
(R19) T’%:,_l < Hyy(xy8) , Xyg: the unique positive zero of Hyg
o .
_ Dpoc
X,g : the unique positive zero of Hyq , X3o : the unique positive zero of Hy,
D
(R21) hp l :_l < Hgg(xgg) 4 X35 : the unique positive zero of Hj,
o
Dk
(R22) ;Tl_\l7; > Hy4(x343) , X35 : the unique positive zero of Hy,
o
(R23) - __2'_'1__
s (&) v
(R24) H35( ) >0 or ‘;‘1 < X35 , Xg5: the unique positive zero of Hyg
(R25) Hss(a%‘) >0 or % < X3g , Xzg: the unique positive zero of Hyq
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(R26)

(R27)

(R28)

(R29)

(R31)

(R32)

(R33)

(R34)

(R35)

(R36)

(R37)

(R38)

Dk, o
EpalazczF' 5'_1—) = |

Apdazﬁ( D k, Fz(%)—l) 5 1

E k, /\paalﬁ

R(E) < 2Vt Pl pig) )

E k, Apoa, /r

H57(%) >0 or a% < Xg7 . Xz7: the unique positive zero of Hg,

0 (1.—5)7 E k, a T
Spe 7 1TTD +)\paa2ﬁFl(55(I+D))

Dk
1 . opr
——= > H,.(x , X,» : the unique positive zero of H
o hO ‘/—1; 24( 27) 27 q 27

h, > po(A+Ec,)

o o
H43(§) >0 or & < X43 »

X443 : the unique positive zero of H 3 when (R32) is verified

D k,
—= > H,,(x X,e ¢ the unique positive zero of H
o by /7 24(X28) » X8 q 28
Dk
_h_\l7= > Hyu(X9g) » X9 : the unique positive zero of Hyq
o hy /7
D k,
—= < H,,(x s Xag : the unique positive zero of H
s hg /7 24(X30) 30 que 30
Dk
——-——7=0 T 1 = > H,,(x32) + X35 : the unique positive zero of Hg,
0
Dk
1 . X45: the unique positive zero of H,,

ey Jr O HaalXas)
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(R39)

(R40)

(R41)

(R42)

(RA43)

(R44)

(R4b)

(R46)

(RAT)

(R48)

H"(a%) >0 or g‘-'l— ‘< X47 4 Xgr: the unique positive zero of H,,

() < Tk

Dk
a_—m > Hpu(Xs54) , Xg54: the unique positive zero of Hg,
o

Dk
;—h—IT > Hy,(x49) + X49: the unique positive zero of H,g
r
o

Hso('a%) >0 or gl— < Xgg , X5p: the unique positive zero of Hy,

Dkla?F 9—) > 1

Ea, k, 23
Dk a
Z 1 2 pla
Fl(az) < Ea, k, ¥ a'1)
Dk,

> H,,(x , Xgq;: the unique positive zero of H
o hy 24(X51) » X5y que pos 51
Dk < H,,(x5,) , Xg,: the unique positive zero of H
;,W‘; 24\X52) » X532 : que pos 52
0

Hss(all) >0 or gi- < Xgg ) Xgg the unique positive zero of Hyg .
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Table |

UNKNOWN
CASE COEFFICIENTS RESTRICTIONS SOLUTION
o ky B2 |
1 fz,d,w (R2) ""—"nl£l . 1-_-—1‘— \V(f) . w:nlW(fl)
where £, is the unique positive solution of the equation
Dk
fix) = 1 » x>0
h, 8, Jr
and B is the only posilivv solution of the equation
H{x) = “/—“(e)n,(c,) . x > 0.
h, H,4(E,)
2 Ao, w (R, (MY o=a & . A=pzR G“{El’) , w=ag W)
where £, is given as in case 1.
3 .o w (R, (RO o =n by r=;2—%v,<e,)us(el) L w=a WE)
where £, is given as in case |
1 Y0 w (R1), (R8) o =a, £ ,1—‘7'%( ~ &) Faly) o w=a, W(E)
where £, is given as in case | and B is the only posilive
solution of the equation
Hg(x) = ]———ﬂ(l’( 5| Y—€& . x > ";e"
Dk I
5 (.. w (R7) t T lo

2
T g /7 M€} ,(g) 1—5T**-f(é).w*—7ns(5)

where £, is the unique positive solution of the equation

Hy(x) = Nyl » x > 0.
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hg /7 ah,? hg /%
6 kooow  (RD) 0= Manldy) k= o 7o e o = e Malt)
where £, is the unique positive solution of the equation
Hix) = Hgx) , x > 0
- k, ¢, WHE
7 ky, o, w (RB) c=a & . k7=_lsz'__ﬁTQ , w=a; W()
where £, is given as in ease 1 and 3 is the only positive
solution of the equation
1 A Ha(6y)
> 0.
i) " Feg Wig) ' 7
- Ak, hy? e, 1
8 PrO W U-—R;‘;‘[E;“u;(f” . P E g '

Mk, n,f(sl)

Ak
w = E;_g:w(z,) H,4(€))

where £, is the unique positive solution of the equation
Pe

= 1
”“’(X) —17; , X > 0.
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Table 1

UUNKNOWN
CASE COEFFICIENTS RESTRICTIONS SOLUTION
2 i 2 Iiz,,"({l)
9 w, k. ky (RO).(RID)  w=waHyl&) , k,=po "IE_z'k‘J‘—‘/’“ "'z"“""'!';i_
. | ‘
where £, is the unique solution of the equation
Dpeoc
W) =t o+ x > 0
and D is the only solution of the equation
] A Hy(4)
= y X 2> 0-
"m(x) E €2 W(E|)
k H,s?
10 w, ;. ky (R9), (R10)  w=olly(€) , ¢;=—5&% .  ky=po’c, 158('5‘}
(112) re
where £, is the unique solution of the equation
Dk
" = ., 0
nlx) o hy ;7: x>
and B is given as in case 9.
h, L,.(€))
1 VAL k RI13), (RI8) w=oll c A= 59 0Ly = pe?e, L
w i (R13) , (RIB) w =« II;5(¢,) 7T TGE,) 1 =P £,z
where £, is given as in case 9.
12 w. kg, oy (R14) , (R19) w =0 (6, , ky=pa’e, Ly, c2=~—‘-(-—2-§ B
£ pa’ Ny (&)
where £, is given as in case % and B is the only solution
of the equalion
Ape? Jx
H,(x) =_T—k_—;/— Hys(€) Mae(€y) . x > 0.
13 w, 6. k (RI6), (R20) w =0 My (&) o ¢ =1~ 2D 1,0(,) 006
1™ ' L3N B W:z!;l.sal-

k, = P 02 C —l—
1 1 €I2
where £, is given as in case 9.
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14

w, 7.k

(RIT) . (R21) w=Ba,, 7 :27'%('7',? B~ 1) ls(€) Ky =po’c, Et-,

where £, is given as in case 9 and B is the oniy solution of

the eguation
b 2
s, (x} = ITOEexp(-{l )-€ , X > a‘% }

w,p, ky

k k w?
(R10) . (R22) w =0 (&) . = ;517 £ . k= lc:"z B(El)
1

where £, is given as in case 10 and B is the only solution of

the equaltion

] A ys(€y)
% " Ee; £, wigy ' * > "

16

w, A, kg

(R23) ,(R24) w=a w(") A=t (Dcl F'(U')___E(. W(gi))
) LAY G(" WA 2R, (B))

2

=60 TR

for any B > Hm—'(EF;—%/—; :\—;((f-—h:i——%).
ARy

1

7

U‘f,kv‘

(R23) , (R25) w = a, w(g;

2D W(E)
XNV l(f)( ’( ) E <1 it (8)
for any W™ (}) < B < M ' (}) i & < xy

or lor any B > Hm_'(i) if x4 < g; < Xg4

o (1a(e) &)

where A= m

’-_
= Il,“

F e w( )

)
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A L)

18 W, (.7 (R23) , (R28) w=uw(y)=¢ 1+Tﬁ__"_
(R27) . (R28) ( W &)
_ _ o Dk, o _
e=e(y) =1 -w(‘y)--a' (,\pa‘/;"”(q)— ’)
1 Ek, w(y)
Tw( - Apa, \T;F‘( Ay )
forany 0 < 4 < : 2D 2, l‘)( )(Fl—'(B) - gz)
where
_Apaaz‘/; Dk, Ao
B = E k, (Apaalﬁl{ﬁ)“])
H,g(B) HAZ
t9 wiep kg (R23),(R29) w=a W(E) | c,:é——l?—r—&—?(—il)- :
W(E)
Ak 7 WE) A )
ky = Eq H, (1))
forany B > 0.
- 1
20) w.p.k wzall,,,(s,).p:l.}’.-;‘/énm(f,),k,_—‘E—-‘/—_n“(e)
where £, is the unique solution of the equation
Ryo(x) =1, (x) » x > O
21 w, e, ky (R30) w=0 Wyl&), = -'l-q—\—-/—--llm(f ). k= 0\/_Il“({ }
where £, is the unique solution of the equation
xl—ll—‘:—;l[z-‘-(x} =1(x) , x > 0.
hg 1,4(&) k
. . 13 - n , A= 0 36 1 , = 1 2
22 w,A,rl }&:‘:;,(R ) w ﬂ' 25(£|) - e —"'"'""""'(’(g‘) < ;“;351

where £, is given as in case 10.
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w=a, “'(%-1) L kg = k, ¢, W’({—‘.‘T)

2D F(L
forany 0 < 7 < F’(cl) "50(%)
. 4 2
(1~ ) vr
where B = B(7) is the unique solution of the equalion
1 . '(""”)
TIET F‘ . , x > th
16 2 “(ﬁ‘;‘1)
pL| w,f,¢ (R16) , (RAB) w=all,(£).c=1 - 2D ll..(E)ll.-(.E),r:kl €2
1 pIARS mz.»l.mllﬂ_ail
where £, is given as in case 10.
25 Wt , 0 (R10) , (RM) w=0Ny(€) . oy=-156% |, o =-51i -——B,E-——
(R34) pa po- Nyt(E)
where £, is given as in case 10 and B is given as in case 12,
k 132 k, cg WHE)
26 w,p,c R10 w=all , p=—ge , €y = 12 L
£y ( ) 25(&y) .+ 0 ;i_;; -ﬁm ) —Ez— 7
where £, is given as in case 10 and B is the only solution of
the equation
o h, c. Wz(f )
Hyy(x) = 22 L x>0
" Aky g, expl§,?)
. : 2D(*2 k, 2
27 W,y (K10} ,{RI1T}) w=DBa, , 7= + B =16 , oy =—5 &
{R3T) . 7;( ) pa
where £, is given as in case 10 and B is given as in case 14,
D Ec k, H
28 Wi, e, (R23) Gpfg)-Fek H(B

o) 2= o R )
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W.p.cy

c, k. p?

k
(R10) , (R3IB) w = o Wye(é)) ,oz;,-l;f,f , c’z_-";_l wie

where £, is given as in case 10 and B is the only solution of
the equation

Ak
||l(x):T::—“é_fllz5(s,) () , x > 0.

30

W, 0,0,

k 2
R23) . (R39) w=a W(Z) . -4 _B
(R23), (R39) = o, W(E) 2=k WA

R GLGE

_ﬁ%: 7( )(l)q 2(!‘_) ‘1"1 2 "l((;)))

for any 1, 7'(A) < B < H,7NC) if £ < x4q

orforany 0 < B < lll—'((f-) il x40 < {T < X47

where A= %l—g WE) )  and

o=l () nofe)

31

WY.Ly

(123}, (R40)

w = a, W("',-y) v € “';E:_‘i ﬁ—:)
1

o) 0o,
(-0 Vo A2 e

where B = B(7) is the imique solution of Lhe eguation

forany 0 < v <

u,(x)=%}T-l‘_/fw(gl-,1)n5,(%.y) ,x > b

32

w,A,p

(R10) , (R42)

_ _ohg ey () _ K 2
w=o &) , A= kk  Glep Pr < b

where £, is given as in case 14,
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13 w. A, (R23) , (R48) u_a,w(ng),f_ I - W(W'* uw(g-) - l)llw(r)
De, ,)
i
7; -"‘*(q De
for any RV , <A< 7’%"&{5‘7{).
()
3 w. A, (R23) , (RA4) w =a, W(&a) |
(R45)
De v fo
A= i gy _ k 2 Jl. H a
77 (&) BB (g vl
20 Nga( g _y/Dkya,
forany 0 <y < 0 :;5( :lr)(%z- 1 l(ﬁa—:{f F,('%))—l)
fig,(£,) k
35 w.,e,p (R46) , (R47) w:oﬂn({l).t=l—%-ln%.p=ﬁ{ﬁ
where £, is given as in case 0.
% wy, (R10) , (R11) w=a /ii22 B ~,-='-’D( ‘1 2[;-5)[-‘.(5) ,
e ke & * Wk, © 7R/ E

l‘l
=l g2
r g ¢, 1

where £, is given as in case 10 and B is the only sotution of
the equation

o h, e, exp(—&,%) )
Hlx) =~y (s. R bR
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Modelado numérico de la fusién y
evaporacion de materiales mediante haces
de electrones

Javier I. Etcheverry

Resumen

En este trabajo se modela la interaccién de un haz de electrones de
energias del orden de las decenas de keV con un material. Se utiliza un
método de Monte Carlo para calcular tanto el coeficiente de retrodis-
persiéon como la densidad de energia depositada por el haz en funcién
de la distancia a la superficie del material. Esta informacién permite
resolver la ecuacion del calor en el material con un término de fuentes
adecuado. De este modo se obtienen resultados sobre umbrales de fusion
y evaporacion de las muestras, curvas de espesor fundido en funcién de
la energia de la descarga, asi como otras curvas de interés.

1 Introduccién

L.os haces de electrones han sido utilizados desde hace ya mucho tiempo en nu-
merosos procesos de gran importancia practica. Por ejemplo, en tratamiento
superficial de materiales, consolidacion superficial de capas delgadas, fabri-
cacion de fases metaestables, etc. Ademas, constituyen una herramienta esen-
cial en las técnicas de fabricaciéon de microcomponentes electrénicos, circuitos
integrados, etc.

Fn general todas estas aplicaciones estan basadas en los fenomenoq térmicos
producidos por la gran cantidad de energia depositada por el haz durante un
breve lapso en una capa delgada cercana a la superficie del material irradiado.
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Los fenéomenos producidos al irradiar un material con un haz de electrones
e la energia de interés (decenas de KeV) se pueden esencialmente dividir en
tres aspectos principales ([1]):

I) Deposicion de energia en el material debida a las interacciones entre el
liaz y los componentes del material.

2) Calentamiento del material debido al flujo de energia.

3) Interacciones entre el calentamiento del material, y la deposicion de ener-
gia (por ejemplo, cambios de los coeficientes de absorcion, de retrodispersion,
elc, con la temperatura).

Una de las ventajas de la irradiaciéon con haces de electrones es que esta
interaccion no es demasiado importante, pues la deposicion de energia se debe
principalmente a la interaccion promedio de los electrones incidentes con todos
los electrones del blanco (y no como en el caso de los laseres sélo con los
electrones de valencia), que en su mayoria no son afectados por las variaciones
e temperatura. De este modo, el problema planteado puede dividirse en dos
aspectos principales: determinar la deposicién de energia en el material, y
resolver el problema térmico resultante.

En este trabajo se calcularan la reflectividad (coeficiente de retrodispersion)
v los perfiles de deposicion de energia para un dado material mediante un
método de Monte Carlo ([2], [3], [4]). Esta informacién junto con un mo-
delo simple de la forma temporal del haz de electrones permite plantear para
el material la ecuacion del calor con un término de fuentes adecuado. Final-
mente se resuelve numéricamente este problema en una dimension espacial por
el métoclo de lineas, y se presentan curvas mostrando el comportamiento de
diferentes variables de interés (temperaturas alcanzadas, forma del término de
fuentes, determinacién de umbrales de fusion y evaporacion, etc).

Por una cuestion de claridad se dedican secciones separadas al tratamiento
del método de Monte Carlo, el planteo del problema térmico, y finalmente los
resultados numéricos.

2 Método de Monte Carlo

Se supone un haz de electrones con energias del orden de las decenas de keV,
incidiendo sobre una superficie metalica plana.
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Para electrones de estas energias la materia consiste esencialmente de elec-
trones libres y nucleos. Un electron del haz que atraviesa un material sufre
dos tipos de encuentros:

('olisiones nucleares: Préctica.mente elasticas

Solo alteran la direccion del electron

Pueden producir de defectos en la red cristalina
(‘olisiones electronicas: Colisiones inelasticas

Detienen lentamente al electron

Namero muy grande de interacciones

Otros mecanismos de pérdida de energia (radiacion de frenado y de Cherenkov)
s0lo son importantes a energias del orden de los MeV.
Las colisiones electronicas pueden tenerse en cuenta en promedio a través

de férmulas clasicas de Bethe ([5],][6]) para el poder frenador dE/ds:
2 — 2
dE 2MC” (ﬁ'y\/'yl Ime )

E = 47TT0—I'B2—
donde E es la energia del electrén, ds es un diferencial de camino recorrido,
ro = €¢2/(mc?) es el radio clasico del electrén, m la masa en reposo del electrén,
v la velocidad del electrén, c la velocidad de la luz, 8 = v/e, v = 1//1 - B2.
N es la cantidad de atomos de material por unidad de volumen, supuestos de
numero atéomico Z.

Se denota con I al potencial de excitacién medio, que puede ser aproximado
para Z > 12 por la expresion empirica (I en eV):

I=(9.76+ 58.82711%)Z

La dificultad para utilizar estas formulas es que los electrones no siguen un
camino rectilineo dentro del material, debido a las dispersiones elasticas de
gran angulo.

2.1 Procedimiento de calculo

Il método de Monte Carlo utilizado [2] permite simular este proceso haciendo
recorrer al electrén un segmento de recta de longitud igual al camino libre
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medio A de un electrén en el material:

1 A
nY  NapX

A=

donde ¥ es la seccion eficaz total, N4 el nimero de Avogadro, p la densidad del
material, N el mimero de atomos por unidad de volumen, y A el peso atémico.
Luego, se dispersa por un choque elastico con una probabilidad por angulo

P(6)df) = (d(’(o) l) 40

solido dada por

@ X

donde la seccidn eficaz de scattering de un electrén se calcula segin una férmula
de dispersion de Rutherford apantallada:

do(0)  Z(Z + 1)e* 1

dY — p2? (1 —cos(f)+ 28)?

El valor de /3 se tomo segun el obtenido por Nigam [2] usando un modelo de
Thomas-Fermi:
1 o\’
=1 (1.12—p‘1> Xo = Z'/3/0.885a0

En cada segmento rectilineo, se supuso una pérdida continua de energia
dada por la expresion para el poder frenador (2). La trayectoria se continué
hasta que la energia del ele¢tron fuera inferior a un valor minimo (500 eV), o
hasta que su energia segun la formula de Bethe (2) ya no disminuyera.

2.2 Reflectividad y distribucién de energia

Realizando estadistica sobre un gran nimero de trayectorias (50000 en el caso
de los resultados que se muestran), para varios materiales, se obtiene infor-
macion sobre la cantidad y la energia de los electrones retrodispersados en
funcién de la energia de los electrones incidentes (ver Figura 1). Notar que
la reflectividad es aproximadamente independiente de la energia del haz inci-
dente, aunque depende fuertemente de Z.
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I'igura 1: Coeficientes de retrodispersién calculados por el método de Monte
(‘arlo, en funcidén de la energia de los electrones incidentes, para varios elemen-
tos. Nurnero de electrones: 50000.

Adernas se obtienen curvas de distribucién de la energia en funcién de la
profundidad, para varios materiales, como se muestran en la Figura 2. Los
graficos se presentan en funcién de la profundidad normalizada con el rango
(espesor de penetracion del haz de electrones) de modo de poder comparar los
resultados obtenidos para varios materiales.

3 Problema térmico

Los resultados de la seccién precedente nos permiten plantear ahora el pro-
blema puramente térmico en el material. Se resuelve un problema unidimen-
sional, pues las dimensiones tipicas de la zona irradiada son del orden del
centimetro cuadrado, mientras que el espesor tipico irradiado es del orden de
5 micrones.
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l'igura 2: Densidad normalizada de energia depositada en funcion de la profun-

didad, para varios materiales. La profundidad esta normalizada con el rango.
Resultados obtenidos para un haz de 50 KeV. Numero de electrones: 50000.

La evolucién de la temperatura dentro del material se modelé utilizando
la ecuacion del calor, con un término de fuentes correspondiente a la densidad
de flujo de energia aportado por el haz de electrones:

pesTs = (K(T)T)e + (1= RNi(E)(t)g(a/r(1)

donde p es la densidad del material, ¢, su capacidad calorifica, T la temperaura,
k(T la conductividad térmica, y R la reflectividad. Consideramos que tanto
la energia de los electrones (v(t)) como la corriente total del haz (i(t)) son
funciones del tiempo. Se emplearon condiciones de contorno de flujo térmico
nulo tanto en la superficie del material, como en el borde alejado de la zona
calentada.

La forma espacial de la distribucién esta dada por ¢(z/r(¢)), donde r(t) es
el rango de los electrones en el material (que depende de la energia, y por lo
tanto del tiempo) y donde la expresion para ¢ se extrajo de las simulaciones
de Monte Carlo. La superficie de la zona irradiada se designa con S.
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Este modelo se resolvié numéricamente por el método de lineas, discreti-
zando a segundo orden las derivadas espaciales, e integrando numéricamente
en el tiempo el conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias obtenido ([7]).
Los calores latentes de cambio de fase se tuvieron en cuenta utilizando una
expresion regularizada para la entalpia ([8]).

4 Resultados vNuméricos

En la Figura 3 se muestran curvas tipicas de temperatura en funcién del es-
pesor, para una muestra de aluminio. La energia inicial de los electrones se

2000.00 —
1600.00 —
3
g
2 120000 —
£
-4
g _
-
800.00 —
400.00 —
0.00E+0 5.00E-5 1.00E-4 1.50E-4 2.00E-4

Profundidad x (metros)

Temperatura para t_i=2i us, i=0,1...10.
Tensién Inicial de |la descarga: 40 kV

Corriente inicial: S0 A
Duracion de la descarga: 20 us
Didmetro del spot 1em

Figura 3: Perfiles tipicos de temperatura obtenidos para electrones de 40keV,
y una corriente de 50 A. Duracion: 20us

tomo igual a 40 keV, y la corriente inicial a 50 A. Tanto la energia como la
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corriente se supusieron exponenciales decrecientes en tiempo, con un tiempo
caracteristico de decaimiento 7 = 20ps. Estos parametros permiten mode-
lar aproximadamente las condiciones reales de una descarga de un caién de
electrones de catodo frio.

En la Figura 4 se muestra la evolucion del término de fuentes dentro del
material. Notar que a medida que decrece la energia de los electrones el rango
disminuye, y por lo tanto la distribucion se hace cada vez mas angosta lo que
contrarresta en buena medida la disminucion de intensidad del haz.
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D 200E+15 —
Q
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Tensién Inicial de Ia descarga: 40 kV

Corriente inicial: : 60 A
Duracién de la desocarga: 20 us
Diametro del spot o 1em

Figura 4: Forma espacial de la densidad de flujo de energia depositada para
varios tiempos. Material del blanco: Al.

Finalmente en la Figura 5 se muestra la temperatura maxima alcanzada
en funcién de la tension inicial de la descarga. Se supone que la energia de
los electrones y la corriente del haz son proporcionales, de modo que a una
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energia de 40 KeV corresponde una corriente de 50 A (modelo aproximado de
las condiciones de la descarga de un candn de electrones). Este tipo de curvas

3000.00 —
Temperatura de evaporacién T_v=2740 K
T(K)
{'/
../'
2000.00 — /S
7
/7
s r/.
Temperatura de fusion T_f=933 K .~
1000 .60 — -
.-/7
v
e
/‘/
— ‘,//',’.
T 717 " 1 * T T T T ]
0.00 10000.00 2000000 3000000 40000.00 50000.00

Tension inicial (V)

Figura 5: Temperatura maxima alcanzada durante la irradiacion, en funcion
de la energia inicial del haz. Duracién del pulso: 20 ps. La corriente se supone
proporcional a la energia. Material del blanco: Al

permite identificar los umbrales de fusién y evaporacion de la muestra. Esto es

un dato importante a-priori, pues permite evitar el dafio producido al canén
de electrones al ser operado a tensiones y/o corrientes demasiado elevadas.
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SOLUCION EXACTA DE UN PROBLEMA DE
FRONTERA LIBRE DE FLUJOS EN UN MEDIO
SATURADO-NO SATURADO CON
DIFUSIVIDAD VARIABLE

Adriana C. BRIOZZO - Domingo A. TARZIA

ABSTRACT

In wetted soils, zones of saturation develop naturally in the vicinity of
impermeable strata, surface ponds and subterranean cavities. Hydrology must be
concerned with transient flow through coexisting unsaturated and saturated zones.
Models of advancing saturated zones necessarily involve a nonlinear free boundary

problem.

A closed—form analytic solution is presented for a nonlinear diffusion model
under conditions of ponding at the surface. The soil water diffusivity is restricted to

the special functional form D(§)=—2— | where 6 is the water content field to be

3
determined and, 2 and b are posit(il\:e—ggnstants. The explicit solution depends on a
parameter C (determined by the data of the problem), according to two cases :
1<C<CyorC2>C, , where C, is a constant which is obtained as the unique
solution of an equation. This result complements the study given in P. Broadbridge,
”Solution of a Nonlinear Absorption Model of Mixed Saturated—Unsaturated Flow”.

Water Resources Research, 26 (1990), 2435—2443.

KEY WORDS : Nonlinear diffﬁsion equation, Free boundary problem, Moving
boundary problem, Mixed saturated-unsaturated flow, Explicit solution, Solution in
closed form, Flows in porous media, Stefan-like problem.
AMS Subject Clasification : 35R35, 35C05, 76505, 80A20, 80A22.
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RESUMEN

En terrenos humedos, se desarrollan naturalmente zonas de saturacion en la
vecindad de estratos impermeables y cavidades subterraneas. Es importante el estudio
de flujos transientes a través de la coexistencia de zonas saturadas y no saturadas. Los
modelos de avance de zonas saturadas necesariamente involucran un problema de

" frontera libre no lineal.

En cualquier tiempo t > 0, la zona saturada se extiende de x=0 a x=s(t) (la
frontera libre), y la zona no saturada se encuentra para x > s(t). En la zona saturada

se tiene

d’(xvt)z'»['o - _'{’%(__t)__‘;bg_x; 0 <x <s(t) ;

¥, para la zona no saturada se tiene el siguiente problema de frontera libre :

o(s(t)t,t)=6, , t>0 |,

B-2m@ %) , x>s) , t>0 ,

3t~
-D(9) T(s(t)*’ t) =K, "’0(”'18 , t>0
8(x,0)=6(+oc,t)=0, , x>s(t) , t>0 |,

s(0)=0 ,

donde 4 es el contenido de agua, 1’ es el potencial de agua, D es la difusividad de agua,

K es la conductividad hidraulica y, v, , ¥5, Kg , 8, y 05 son constantes dadas.

Se presenta una solucion exacta para un modelo de difusion no lineal con una
difusividad de agua del terreno del tipo D{4) = a (b—6)~2% , donde a y b son
constantes positivas. La solucion explicita depende de un parametro C (determinado
por los datos del problema) de acuerdo a dos casos : si | < C < C;, 6 C> C, , donde
C; es una constante obtenida como la unica solucion de una dada ecuacion. Este
resultado complementa el estudio dado en P. Broadbridge, "Solution of a nonlinear
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absorption model of a mixed saturated—unsaturated flow”, Water Resources Research, 26
(1990), 2435-—-2443.

I. INTRODUCCION

Siguiendo [Br, Ph], se considera un terreno homogéneo con contenido inicial de
agua 6, . Al tiempo t > 0, se suministra agua en la superficie x =0 bajo una presion
(pressure head), presentandose un problema de flujo mixto saturado —no saturado
representado por la absorcion de agua del terreno. La zona de saturacion se extiende de
x=0 a x=s(t) (la frontera libre} y, la zona no saturada se extiende para x > s(t). Si se

oniite la gravedad y se considera la ley de Darcy, el flujo de agua esta dado por

V=_K(¢)%’:€ ’ (1)

donde ¥ es el potencial matrico de agua en el suelo (soil water matric potential) y K es

la conductividad hidraulica (hydraulic conductivity).

En la zona saturada [Br] se tiene

Y(x,t) =1y — ¢‘;(:)¢S x; 0<x<s(t) ; (2)

¥y, para la zona no saturada se tiene el problema de frontera libre (P,)(3)-(7)[Ta]

o(s(t)y¥,t)=0 , t>0 (3)
%%:-(%[D(G) %] L ox>s(t) ., t>0 (4)
-00) Lwty=K, 2 >0, &)
B(x.0)=0(+oc,t) =0, , x>s(t) , t>0 |, (6)
s(0)=0 . (7)

donde
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x : coordenada espacial , t : tiempo

@ : contenido de agua , 0

é

n

. contenido de agua en zona saturada

¢': potencial matrico de agua en el suelo (soil water matric potential) ,

g : potencial de agua en x=0 (pond depth) ,

Yg : potencial de agua del terreno en x =s(t)

: contenido 1nicial de agua

K : conductividad hidraulica, K : conductividad hidraulica en saturacion ,

D: difusividad del agua en el terreno (D = K%) .

Se considera el problema de frontera libre (P,), en el que deben determinarse el

contenido de agua 6(x,t) y la frontera libre s(t), para una difusividad de agua no lineal

de la forma

—_ a
Dw}_(b—.ﬁv)2

(8)

donde a y b son constantes positivasdadas. Con esta forma de difusividad, la ecuacion

de difusion no lineal (P;)(4) puede linealizarse. Siguiendo {BrWh], se normaliza el

contenido de agua definiendo una nueva variable

y se considera
| C __@_b-an > 1 amet
= parametro
as— n

escala de longitud

=G I CC-DK,

a

t,=———=——r escala de tiem ;
ST c(c-nKe pe

X

X* 2:\;

_t

longitud adimensional ; t, i
]
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tiempo adimensional ;

(9)
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S*(t*) = Sgt) :S(ti t*)

S S

posicion de la frontera libre adimensional:

Yy =X, —8,(t,) coordinada de profundidad adimensional que s¢ mueve

con la interfase saturada — no saturada ;

Vox :E’—Q potencial de agua del terrcno sobre la frontera fija (10)
s
adimensionalizado ; {dimensionless pond depth) ;
Vigx =1[)—S potencial de agua de] terreno sobre la frontera libre
8

saturada — no saturada adimensionalizado (dimensionless soil
water potential at the moving saturated — unsaturated

interfase).

Entonces, el problema (P,) se transforma en el adimensionalizado problema de

frontera libre (P,)

96 _ 9 (C(C-1) g\, ds, 96 |
= , , t 0 , 11
8t* 6}:*(((1__9)2 ay*) + dt* ay* Yy > 0 * = ( )
sL(0)=0 , : (12)
(P2) O(y4,0)=0=6(4+,0) , y,>0 (13)
e(0,t,) =1 , t,>0 |, (14)

C(C-1) 50 + Yor ~Vex

- 0t t, )= "8t \ 15
(C-0)? fm( ) Sy(ty) >0 (15)

El objetivo de este trabajo es presentar la solucion del probleina de frontera
libre {P,) (11) — (15) que fue obtenida en [BrTa]. Se muestra una soluciéon explicita
que depende de un parametro C, de acuerdo a dos casos : 1 < (' < CioC2>2C,

donde C, es una dada constante.
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II. SOLUCION EXACTA DEL PROBLEMA DE FRONTERA LIBRE (P,).

Para que las dos condiciones de borde (P,)(3) y(P,)(5) sean compatibles, s(t)

debe ser de la forma

s(t)=m /t (16)

con m una constante desconocida. Por (2) y (P,)(5) la incognita m se relaciona con la
incognita S capacidad de absorcion del terreno (sorptivity) a traves de la siguiente

expresion

m=2Ks(¢So_¢s) ’

(17)

y S verifica que v(s(t),t)=S/24/t , siendo v la velocidad de infiltracién, la cual esta

relacionada con ¢ a través de la ecuacion de Darcy (1).

Luego, en términos de variables adimensionales se tiene que

Sy(ty)=m, \/t_*- (18)
donde

m,=2ellomie) Bu=f) \/CCT =3, V- (19)

Para linealizar la ecuacion de difusion (P1)(4), se definen las variables [KnPh]

Y
C(C-1) 1

p=—fF"g x=7=aa—_=17 I (C—e(u,t*)) dv , r=t, ; (20)
| 0

y se asume una solucion de semejanza del tipo
X
T

Entonces el problema (P,) se reduce al problem (P;)
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S8 (6+7) +g"(#)=0 , $>0 , (22)
(P3) g(+x)=C-1 (23)
- /ED goh=S8 VEGD (24)
g0t)=C . (25)

donde
=" 2L (Vou =4 -~ (26)

es un coeficiente desconocido.

La solucién de (P) (22,23, 24) esta dada por

g(9)=C—1+3C [T exp(12/4) erfc(¢27) . $>0 . (27)

La condicion de borde extra (P;)(25) es consistente con la solucion si se cumple

que
C g = exp(y (v%/4) erfc( ) (28)
Como S y v verifican la relacion siguiente
S=Y2 (1 £ 730 ) . 72 16(0).C > 1 (29)
donde

1O = (Vo —¥an) =82 (C= 1)
(30)

5= \/éKs('/'o“d’s) (65— 6,) Ks
= a

se tiene que la ecuacion (28) en la variable 7=+(C) esta dada por
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%:%(1 + 1_(70§C))2) Q(:rz_) L1210 C> 1. (31)

donde Q es la funcion real definida por
Q(x)= ﬁ x exp(x?) erfc(x) , x>0. (32)

A continuacion se estudia la ecuacion (31), considerando el signo (+) y el signo

(—) en dicha ecuacion.

Caso 1: (signo + en la expresion de S como funcion de )

La ecuacion (31) puede ser escrita como

%:Hl('r,C) Q(%) v 7 27(0),C>1, (32)

donde H, esta definida por

H1(7,0)=%(1+ 1—(7°§C))2), Y20, C>1. (3)

La funcion H, satisface las siguientes propiedades:

M H(0.C)=F , c>1,

(i) H(+00,C)=1 , C>1, (34)

OH :
(iii) ‘07](7’0) >0 L, 7>7(C), C>1.
Se define ahora, la funcion real
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- 1 J .
Fi(1.C) =5 W70 72 7,(C) , C>1 (35)

la cual satisface las siguientes propiedades

i PO, CEE . C>1,

(ii))  Fy(400,C)= cC>1, (36)

i) Z2(2,0) <

Entonces, se tiene que la ecuacion (31) es equivalente a

Fi(nO=Q(F) » 12750 ., C>1 . (37)

Como Q satisface las siguientes propiedades

(i) Q=0

(i) Q(4+o0)=1 (38)
Gi) Qx>0 ,x>0

(iv) Q"(x)<0 , x>0 |,

se concluye que la ecuacion (36) admite una Unica solucion en la variable 4 si y solo si
Fi(10(C),0) =2 > (229! M(C) < 2
1176(C)C) =& 2 Q=3 < (C) <

donde la funcion real M esta definida por

M(C) = C Q(@) =C Q(-g- \/(_:'-—1) ., C>1. (39)
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Como la funcion M satisface las propiedades siguientes

(i) MEC)>0 , C>1 |
(ii) M(1)=Q(0) =0 , (40)
(iii) M(+o00)=+00 ,

entonces, se tiene que existe una inica constante C, tal que
M(C)=C, Q(§ T7=1) =2 (41)
M((C) < 2 = 1<C<C.

Caso 2: (signo — en la expresion de S como una funcion de v)

La ecuacion (30) puede ser escrita como

E=H10 Q(F) . 1270 , C>1, (42)

.donde H, esta definida por

)\
Hm,C):—;—(h (2 ’)‘) L 1210 . C>1 o, (43)

‘la cual satisface las siguientes propiedades
(i) nz(-,o(c),c) =+ . C>1.

(i) Hy(+o0,()=0 , C> 1, (44)

(iii) 59%2—(7,(:) <0, 1>9,C) . C>1 .
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Ahora se define la funcion real

“wo o 1 ] M * 45

la cual satisface las propiedades siguientes
(i) F,(—,o((_‘),(:) =& . C>1,

(i) Fy(+2.C)=+4x , C>1, (46)

... OF, ' \ .
(iii) —E;;-('},() >0, 1> 90, C>1 .

Por otra parte, se tiene que la ecuacion (42) es equivalente a :

Fn () =Q(F) . 129 ., C>1. (47)

Si se consideran las propiedades de las funciones Q and F,. (47) admite una

tnica solucion en la variable 4 si y solo si

Fz(-,o((‘),(')=%gq(—~‘-,— M) 22 . C>1 & O .

Nota 1.— Para el caso C=C, 7,((") satisface las dos ecuaciones (31) y (42} pues

Hy(16(C).C) =Hy(14(C).C) =2 . ¥ C> 1.
Por lo tanto se ha demostrado el siguiente teorema :
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b—#@
Teorema.— Si  los datos verifican la condicion C =p_—9n >1, vy
8~ Yn

Cy =Cy(a,Kg,¥o— g, 05— 0,) > 1 es la tinica solucion de la ecuacion (41), entonces se

tienen :

) Sil<C<C:

C C
3! 1,(0) 2 10(C) —é:-,};(l +yf1-(eg Y ) o) . e
¥, la solucion del problema (P;) (22—24) esta dada por

gl(¢)=(_‘,..1+sig)—c@ exp('yf(C)/‘i) erfc(?;t—-‘;l—(-g—)—) v 6> 0 (49)

donde . _
$,(0)= Y (1(©) +/7HO - 70 ). (50)
m If Cx>¢C;:
3 73(0) 2 7(C) / %%(1_ -(eo )2) o) . e

¥, la solucion del problema (P;) (22—24) esta dada por

09 =C-1+22C [E gl icrya)ete($X2D) 650 (s

donde

$2(0)= Y2 ()~ /O - 4O ). (53)

Nota2.— Para C=C,; ambas soluciones g, and g, coinciden.
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Finalmente, se invierten las relaciones (21): (20), (10) and (9) y se obtiene la
soluciéon parameétrica del problema ( P,), la cual depende de C. Si se considera i=1 para
el caso 1 < C < C, e i=2 para el caso C > (,, la solucion paramétrica se expresa de la

siguiente manera :

65,7 = (g =) C ( g(((;(/"})) 0 | (54)
x=2g ¥;,(67) + my\ftg T (95)
=7 tg (56)
s.(67)=m;/fT (la frontera libre) (57)

con
mi=2Ks<¢o;ia(bg)(0s—0n) V€D ;r _ 2Ksé:?%)—ws) . (58)

X
— 1 =
yi*(XaT)—'ﬁC—iT l gi(u/ﬁ) dv=

—- . 1) X
_m((c 1)\/?+ (59)

+5,0)Cy/E exp ,(,))[(2f + 250, f(zf+7(2 )y

C
.(C)?
.+'71:exp(— %) )]) (i=1, 2).

Nota 3.— Para el caso C=C,, las dos soluciones parametricas coinciden.
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EL PROBLEMA DE STEFAN
SIMETRICO A DOS FASES
CON SOBRE-ENFRIAMIENTO

PEDRO ROBERTO MARANGUNIC

1 Introduccién

La solidificacién de un liquido sobreenfriado (caso de una fase) ya fue con-
siderada més de una vez en estos Seminarios (por ejemplo en [1] y [2]). Ademds
del interés que pueda tener como fenémeno termodindmicamente metaestable, es
un tema con el cual estdn asociados problemas de diversa indole, como: difusién-
consumo de oxigeno en tejidos vivos; filtracién de un liquido en un medio poroso
parcialmente saturado (véase [3] al [7] y referencias citadas en estos trabajos,
gobre todo en la interesante revisién [5]).

Nos proponemos aquf considerar un problema de Stefan a dos fases con so-
breenfriamiento de la fase liquida, para el caso de simetria cilindrica (o
esférica) del dominio, temperatura de fusién constante y condiciones de flujo m-
lo en los bordes fijos. Para ser mfs especificos, dados los datos
O0<ro<a<ry,, @€ (Irg,a], y € (a, 1], donde ninguna de lag dos fincio-
nes es idénticamente pula, llamaremos (P, ) al problema de encontrar una cuaterna

(T, st),u(r,p), ¥(r,1)) tal que :

a) T>0;

b) s€ (0,T], se C!(0,7), ro<s()<r; para0<t<T;

c) u(r,t) es una fincién acotadaen 7o <7 <s(f), 0<t <7, continuaen la mis-
ma regioén salvo tal vez en los puntos (5(0),0) y (s(7),7), y tal que
u,(r,f) es continuaen ro <r<s(t), 0<t<T,
i, 2, SON continuas en 7o <7 <s(t), 0<t< 7T,
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d) v(r,t) estidefinidaen s()<r<r,, 0<t<T, ysatisface (con cambios
obvios) las mismas condiciones impuestas a u(r,1);

€) u, v, 5 satisfacen
Lu=0 en Dr={(r,t):ro<r<s®), 0<t<T} (faseliquida) (1.1)
Lv=0 en Di={(r,):s(t)<r<r;, 0<t<T} (fase s6lida) (1.2)

s(0)=a (1.3)
u(r,0)=q(r), ro<r<a (1.4) v(r,0)=w(r),a<r<r, (L9
u(ro,1)=0, 0<t<T (1.6) v (r1,0)=0, 0<t<T (1.7)
u(s(t),1)=0,0<t<T (1.8) ws(),1)=0,0<t<T (1.9)

v (5,0 - u,(st),0)= §(@), 0<t<T, (1.10)

siendo L el operador del calor.
Obsexrvacién 1: Hemos dado a la temperatura de fixsién el habitunal valor 0, lo
cual no representa ninguna pérdida de generalidad.
Observacién 2: Situaciones como ¢=0 o y=0 corresponden al problema a
una fase, de ahf su exclusién
Observacidn 3: Si bien usamos una sola variable espacial 7, estamos trabajando
bajo apropiadas condiciones de simetria en una regién de R’ caracterizada por
rosSrsr;.

La regi6n recién mencionada, segfin el significado geométrico que tenga la
variable 7, serd el espacio encerrado entre
i) 2 planos paralelos (en este caso la condicién 7y > 0 se puede remover),
ii ) 2 superficies cilindricas circulares de igual eje de simetria,
iii )2 superficies esféricas concéntricas,
en obvia correspondencia con los tres tipos usuales de simetria
Las tres expresiones correspondientes del operador del calor L, son

Lu:un_uts
Lu = 1
=Up+ 7 U —Ue,
Lu=up+2u,-
lad 1 4 ’-uf u"
las que se pueden escribir en forma unificada como
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Lu=Au—ue=r™(Pu) —ue=tm+Fu, —ue, m=012  (111)

La expresién unificada para el operador adjunto L es

ny

24 m=0,1,2 (1.12)

L‘u=u"_(’_".!u)r+ut=u"—gur +ut+

Con estas notaciones, el Teorema de Green para un apropiado dominio D,
nos dice que

§ |redr+(fg-re + 2re)a |-
8Dy
=0, L-fLgydrdc, m=012 (113

Para nuestros fines , convendré poner en losroles de /' y g adecuadas solu-
ciones de la ecuacién del calor y de su ecuacién adjunta, respectivamente.
Observaciéon 4: Fisicamente, la condicién de Stefan (1.10) se interpreta como
una conservacién de energia. En el caso ordinario (u 20,v < 0), la traduccién de

(1.10) a lenguaje intuitivo es que cada fase "intenta avanzar” sobre la otra, y que
el signo de s indica cudl fase "lo logra". En el caso del liquido sobreenfriado
(u <0,v < 0), el sélido continfia "empujando” pero el liquido shora "tira", por lo
que resulta § (f) <O (esto, por cierto, se puede probar rigurosamente).

De ahora en més centraremos nuestra atenci6n en el caso del liquido sobreen-

friado, por lo que incorporamos a (P,) las siguientes condiciones sobre los datos:
' e <0, rosr<a
y() <0, a<r<n,

Bajo tales condiciones, si el problema (P,) tiene solucién pueden presentarse
tres casos, a saber: A (existencia de solucién para intervalos de tiempo arbitra-
riamente grandes), B (extincién de la fase liquida en tiempo finito) y C (conocido
como blow-up, palabra que da idea de estallido o explosion). En el tercer caso
la solucién se interrumpe en tiempo finito por causas diferentes a las del segundo
(en la Seccién signiente daremos mayores precisiones).

Asi las cosas, es inevitable preguntarse cdmo estdn relacionados los datos
del problema con la posibilidad de continuar la solucién indefinidamente en el

75



tiempo, con la obvia intencién de lograr un criterio sencillo que permita predecir
cudl de los tres tipos de solucion tendremos.

El objetivo principal de esta exposicién (Seccién 3) es el de presentar resul-
tados de [8], trabajo en el cual hemos procurado responder a estas preguntas,
esencialmente a través de una integral interpretada fisicamente como una energia.
Sin embargo, dada la finalidad de estos Seminarios, creemos oportuno (e igual-
mente importante) consignar antes algunos de los antecedentes de este estudio,
tanto a una como a dos fases, lo que se haré a continuacién.

2 Antecedentes
A. Fasano y M. Primicerio consideraron en [4] el caso unidimensional (en

esencia simetria plana) de un problema de Stefan a ura fase con borde fijo
aislado:

2 -2 =0 enDr={(x,1): O0<x<s(0),0<t<T} (21
5(0) = 1 2.2)
12(x, 0) = A(x) , 0<x<l 2.3)
() 2:,(0,)=0 . 0<t<T (2.4)
z2(s(),)=0 0<t<T 2.5
z(s(),) =-5 (), 0<t<T 2.6)

h continua en [0,1], & # 0.

Si una tema (7T, 5(t), 2(x, 1)) es solucién de (P, ), se prueba fiicilmente por me-
dio del Teorema de Green (con =2, g = 1) que :

@) 1
s+ [ 2dx=1+[heydx , 0<t<T. 2.7
0 0

Esto nos dice que 1a energfa total es constante en el tiempo, lo que no puede sor-
prendernos ya que segfin (2.4) no hay intercambio con el exterior. El primer su-
mando en cada miembro de (2.7) da cuenta de la energia acummlada en el liquido
por calor latente de fusion.
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Reciprocaments, si una terna suficientemente regular satisface el problema
(2.1) - (2.5) y (2.7), puede probarse que satisface (2.6) y por ende (P,). En resu-
men, (2.1) - (2.5) y (2.7) es otra versién de (P,). Esto suele expresarse diciendo
que (2.7) es la formulacion integral de la condicion de Stefan (2.6).

En el caso cldsico (k 20) , existe solucién de (P,) para todo tiempo, y s()
‘e8 creciente. Ademés

* 5 es acotada en (0, »),

2(x,1) >0 parat— o, uniformemente enx . ~ (2.8)
O sea: al no haber aporte extra de energia, quedard parte del sélido sin derretirse
jamés. Y toda la energia tenderd a convertirse en calor latente de fusién.

En cambio, s/ no se hace ninguna especificacion sobre el signo de h y el
problema admite alguna solucién, hay exactamente tres posibilidades:

(A) El problema tiene solucién para T arbitrario;
(B) Existe un tiempo T, tal que lnm s)=0;
(C) Existe un tiempo T, tal que lnm s)>0, liminf s{)=-w

Tl HT{

La demostracién de esta tricotomfa, bajo una condicién de flujo més general
que (2.4), puede verse en ofro trabajo de los mismos autores ([9]).Nétese que, al
no especificarse el signo de 4, la fincién s puede no ser monétona. Sin embargo,
ha sido probada la existencia de los limites de s() que se mencionan en (B) y en
(C). Més alin, en el caso (C) la fincién z es continua incluso hasta
t=T, ,0<x< llﬂ:‘_b‘(t) .

-

1
Pero continuemos con [4]. Allf se muestra que (A) signe implicando (2.8),
pese a que ya no estamos en el caso clésico. Agregando dos apropiadas hipétesis
sobre }, se demuestra después que, en caso de existencia de solucién, la energia

Q= 1+jb(x)dx

permite caracterizar a priori los tres casos a saber:
(A)>Q>0; (B)=oQ=0; ((CO)=0Q<0, (2.9)
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La m4s relevante de las hipétesis involucradas es: la ecuacién A(x) =-1 tie-
ne a lo surno una rafz en [0,1] (o una versién algo debilitada de esta condicién).
La otra es la que més adelante llamaremos (2.12).

Tales hip6tesis permiten probar ademés que

B)=>Im infs () =-,

T,
lo que empieza a preanunciar alguna similitud entre (B) y (C).
~ Sin asumir las hipétesis adicionales sobre % que condujeron a (2.9), se prue-
ba también alli que siguen siendo vilidas:

o (A)=>Q=z0, (2.10)
con lo que Q<0 (C)
Ademss (A) =lim s(t) = Q. (2.11)

Observacion 5: Se puede sacar mayor partido de la convergencia uniforme que
aparece en (2.8), notando sencillamente que
(A) = lim [prom z(x,t)T; 0.
¢ xe[0.80))
- Esto nos permite mejorar el resultado (2.10). En efecto:

Q=0 = promz(x,)=-1 paracada t>0 cons(t) >0,
x € [0, 5()]

excluyendo el caso (A). Por ende, la implicacién (A) => Q > 0 es vdlida en ge-
neral. De (2.11) se deduce entonces que no puede haber extincion asintdtica en
el problema a una fase.

Destaquemos el valor de (2.9). Tenemos identificada una condicién (Q > 0)
que, para la clase de los problemas que verifican las dos hipétesis adicionales,
es necesaria y suficiente para la existencta global de solucion. Oftro tanto para
la existencia de un instante 7, tal que s (7;) =0, o bien de un 7, tal que

lim inf §(f)=-co . Para obtener tan interesante resultado, Fasano y Primi-

t-T,
cerio hicieron jugar un papel clave a un lema (Lemma 2.4, p. 441) Gtil para des-
cartar el caso (C). Como este lema no depende en nada de la condicién (2.4), ha
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side adaphade JZ" olfos auberes 3} sbordar problewas con otcas
eondi cones
contorno (varios de estos trabajos estén citados en [1] y [2]). Nuestra intenci6n
es aplicar las mismas ideas en el resto de esta exposicién. Por eso, y para que es-
tas notas tengan cierto grado de completitud, daremos ahora una version del cita-
do lema que incluye una generalizacién no esencial del enunciado y alguna
pequefia variante en la demostracién.
Sea, entonces, » continua en [0,1] y con signo sin prefijar. Pidamos ademas
que no exista § € (0,1) tal que
h(x) -1, 1-d<x<1,
lo cual es apenas una condicién necesaria para la existencia de soluci6én ([10]).

Lema 2.1: Supongamos que existe una constante 5 > 0 tal que

) 2H.(x-1), xe[0,1], (2.12)
ysea (7, s, z) una solucién de (P,) tal que
St = inf s(t) >0.

te®.D
Si existen dos constantes d € (0,57), 2o € (0,1) tales que Ad <z
y 2(s()-d,p) 2 -z, te(0,7) , entonces
0 2}1111(1—:;0), te(,7).
Demostracion. Definiendo o.= inf $(t) paracada s € (0,7),

te0,T-€)
nos proponemos verificar que

O 2 = ln Q- zo) (2.13)

Fijemos untal . Sic, 20, (2 13) es trivial. Si en cambio 6, < 0, recurrimos
al artificio de considerar el dommlo
Qe = {(x,0) : s()—d <x < s(1), 0<t<T—s}
y la funcién de comparacién

—Z0 -
x,0) = 1- e*x-s@),
w(x, 1) 1= e“"[ ]

donde a es una constante positiva a ajustar convenientemente.
Para cada ¢ fijo (incluso t = 0), w es creciente y convexa como fimcién de x.
De la hipétesis Hd < 2, y la convexidad de w(x, 0), surge que
wx,0)<H - (x-1)<h(x), 1-d<x<1
(mds ain: wix,0) < H- (x — 1) en el interior).
Es inmediato ademéas que
wis@0),D=0=2({),), 0<t<T-s
wis(t)-d,D)=-20 <z (s(t)—-d,1), 0<t<T-s.
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Hasta aquf no hizo falta restringir el valor de la constante . Tomando shora
a 2 —0¢ >0 resulta
Lw=wy—-—w:20 en€,

de lo cual por Principio de Méximo obtenemos
Zx,0)>wx,t) enf., y

azy

Z:(s(), ) Sw (s(), D) = v 0<t<T-5s. (1)
1- e
Entonces
—dadzp
Ceg |- ol

de donde, eligiendo @ = —o., se llega ficilmente a la tesis. ®

Observacién 6: En caso de existir, la isoterma z = -1 tiene un papel destacado a
lo largo de todo este tema. Interesa su mayor o menor distancia a la frontera libre
(isoterma z = 0). En palabras sencillas, el Lema 2.1 nos dice que si estas dos iso-
termas estdn suficientemente separadas, no puede ocwurrir el caso (C). Dicho de
otro modo: si ocurre (C), la isoterma z = —1 existe y "alcanza” a la frontera libre
en el instante 7.

Observacién 7: La curiosa importancia del valor —1 se debe a que el problema
(P,) estd normalizado. De lo contrario, la temperatura "critica” del liquido so-

breenfriado habria sido -?I:-, donde c es el calor especificoy ! el calor latente

de fisi6én por unidad de masa
Observacién 8: La hipédtesis (2.12) no es vital. Puede eliminarse si trabajamos
en el dominio
Qee={(x,0): s()-d<x<st) , a<t<T-s},
cona € (0,1 y s e (0,7T-c). En tal caso la hipétesis Hd <zy se reemplaza por

d max |z,(x, )| <zp .
Mmlzx( )]

Recordemos mievamente que el problema (P,) con sobreenfriamiento (% < 0)
estd relacionado con el problema de difisién-consumo de oxigeno en tejidos
vivos. En lo que va de esta Seccién hemos trabajado con simetria plana. Pero un
modelo mss realista para aplicar a un tejido que circunda a un vaso sanguineo,
debiera considerar dominios cilindricos.

(1) Esta desigualdad es estricta por el Teorema de Vyborny-Friedman ([11), pdg. 49 )
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Esa idea motivé a D. Andreucci a estudiar en [12] el correlato de (P,) en
simetrla cilindrica, o8 decir a trabajar en el caso a una fase reemplazando (2.1)
por

e+ 2w, —u,=0 enDr={(r,0): 10 <r<s(®), 0<t<T}

por lo demds con cambios menores (por ejemplo s(0) =5 > r, y h (r) continua
en [7,,0]). Aplicando una vez mis el Teorema de Green (ahora conf=u, g =r),
llegé a la siguiente férmula

8 b
s - ra +2Fru(r,t)dr= b -ri+2 I rh(ndr , O0<t<T.
o
Basta multiplicar ambos miembros por x y por una variable que represente la al-
tura en los cilindros, para comprender que esta formula también expresa una con-
servacién de energia
Andreucci extiende a esta situacién el ya citado teorema de [9] sobre la trico-
tomia (A), (B), (C). Luego analiza la relaclén entre estos tres casos y el valor de

P=b- +2[rh(r)dr,

pasando por una variante del Lema 2.1y slgmendo una linea argumental andloga
a la usada por Fasano y Primicerio. Su conclusién, también bajo apropiadas
hipdtesis sobre h, es (2.9) con P en el rol de Q. (2)

Los resultados de [12] son apenas una parte de la Tesi di Laurea de An-
dreucci ([13]), donde ademéds se obtienen conclusiones similares para simetria
esférica (con demostraciones idénticas en lo esencial). Sélo transcribiremos aqui
la formmla de conservacién de la energia correspondiente al caso esférico (si se

prefiere, multipliquese por %u ):
@) b
SO-r3+3 | Rundr=R=b*-rg+3 [ AK(dr, O0<t<T.

e re
Luego vino la tarea de intentar extender técnicas y resultados al problema a
dos fases con liquido sobreenfriado. En un trabajo que hicimos con C. V. Tumer

1]
(2) En general (B) = P = 0,(A) = P20 y lim s(e)= (R+P) ",y porende P<0 =(C).
—
Ac4 también es aplicable un comentario del estilo de la Observacién §.
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([14]) tratamos el caso simetria plana de (P,), bajo la forma de problema unidi-
mensional en el intervalo [0,1] con @ <0, y <0. Utilizando el Teorema de
Green en los dominios D} y D; (y sumando miembro a miembro las igualdades
halladas) obtuvimos la formula

s(t)+Iu(xt)dx+Iv(xt)dx Q= a+Iq:(x)dx+Iw(x)dx 0<t<T.
0 s4)

Se notaba ficilmente que el recorrido de Q coincidfa con el intervalo (- o, a),
que las funciones u y v eran negativas, y que la frontera libre era una funcién de-
creciente (y siempre mayor que Q). Pero surgia una dificultad: al no estar més el
s6lido a temperatura constante, no era tan previsible si habrfa o no una particién
de (- w0, a) al estilo de antes, o sea una descomposicién en tres subconjuntos en
correspondencia con (A), (B), (C). Finalmente, conseguimos poner de manifiesto
que el rol ahora activo de la fase s6lida se traduce en un cambio de resultados.

El papel de isoterma critica correspondié, por cierto, a 4 =-1. Pero en vir-
tud de la diferencia entre (1.10) y (2.6), la adaptacién del Lema 2.1 nos llevé a
considerar funciones de comparacién a ambos lados de la frontera libre. En su-
ma, imponiendo apropiadas hipétesisa ¢ y y (sobre todo a ¢), probamos que:
(A)<0<Q<a
(B)=>Q<0
(CO)=>Q<0
Para cada valor de Q <0 existen dos configuraciones iniciales
(o1, wi1) ¥ ( 92, y2), ambas correspondientes a dicho valor
de Q, tales que para la primera la solucién es del tipo (B), y
para la restante ocurre (C).

En palabras sencillas, (B) y (C) "comparten” un mismo rango de valores de

Q, el intervalo (- «, 0).
Obsexrvacion 9: Notese el contraste con el problema a una fase. Antes habiamos
sefialado una pequefia similitud entre (B) y (C), pero el valor de Q los diferen-
ciaba. Ahora, en cambio, dentro del intervalo (~ , 0) es imposible caracterizar a
uno u otro sélo por el valor de Q, pues estos casos dependen también del perfil
inicial (¢, y). Otra diferencia eg que en el caso (A) puede haber ahora extincién
asint6tica del liquido (Q =0).

En ese trabajo también analizamos el caso de un sélido sobrecalentado en
contacto con un liquido "clésico” (p =20, Wy 20). Sin entrar a analizar su
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factibilidad flsica, es obvio que desde un punto de vista matemético este proble-
ma resulta completamente andlogo al anterior. Ahora el recorrido de Q es (a, ),
u y v son funciones positivas, y la funcién s resulta creciente (y siempre menor
que Q). La fase que puede extinguirse en tiempo finito es la s6lida, y la isoterma
critica corresponde a dicha fase (v =1). Naturalmente, las mayores hip6tesis pa-
san a recaer sobre w, y los resultados expresan que (A) corresponde a Qe (a, 1],
y que (B) y (C) comparten el imtervalo (1, ).

El caso de un liquido sobreenfiiado en contacto con un s6lido sobrecalenta-
do (p <0,y > 0), es de una dificultad muy superior a la de los dos problemas an-
teriores, ya que:

» la frontera libre no necesanamente es monétona,

» 8on m4s de tres los posibles tipos de solucién,

» ambas fases pueden tener isoterma critica,

» Q puede tomar cualquier valor real.
Por tales motivos, si bien pudimos extender el Lema 2.1 y algiin otro resultado
técnico, sélo obtuvimos conclusiones parciales (esencialmente, condiciones ne-
cesarias para algunos tipos de comportamiento de la solucidn ).

3 Anailisis a priori del tipo de soluciéon

Corresponde ahora exponer resultados referidos al problema (P,) con sime-
tria cilindrica o esférica. Pero por obvias razones de comodidad notacional, nos
restringiremos aqui al primer caso, puesto que las versiones de emunciados, de-
mostraciones y célculos correspondientes al caso esférico son, en lo sustancial,
idénticas a las del caso cilindrico.

Mis ain, con un poco de cuidado es factible hacer vn tratamiento unificado
de (P,), empleando las expresiones (1.11) a (1.13). A titulo de ejemplo, valga
observar que las diferentes g que utilizamos en el Teorema de Green respondian
a laforma g(r) = 7, con el m asociado al tipo de simetria (y la férmula resultan-
te siempre involucraba a s**').

En gimetria plana, el paso de una a dos fases requeria de algmas minimas
precanciones, como la ya dicha de efectnar comparaciones a ambos lados de la
frontera libre para poder adaptar el Lema 2.1. Ahora se agrega una pequefia difi-

cultad: el término -':-u, de (1.11) ya no serd nulo.
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Consideremos, pues, el problema (P,) con simetrfa cilindrica (o sea, con
m=1), y recordemos las hipétesis ¢ <0, w <0, p# 0, y # 0. Vamos a asumir
ademdés que no existe § € (0,q) tal que p(x) <-1,a-8 <x<a.

Proposicién 3.1: Si (7, 5,4,v) es solucién de (P,), entonces para cada t € (0, 7) se
verifica que

s® r
s’(t)—r3+z I ru(r,ydr +2 j‘ rv(r,pydr =
ro @)

=Q=a2—r§+21r¢(r)dr+21rw(r)dr. 3.1

Demestracion. Basta aplicar (1.13) en los dominios Df y D}, y luego sumar
miembro a miembro. ®

Propesicidon 3.2 : Si (7,s,u,v) es solucién de (P,), entonces
i) Q<a-r
ii) u<Oen D y v<O0 en Df
1i1) s decrece estrictamente y ro <s(t)<a, 0<t<T
iv) SO>Q+r,  0<t<T

Demestracién. Trivialmente Q < a® — 72 , pero
Q=a?- rﬁ O Pp2yYy=0< (s=a, u=v =0). El resto sigue de usar Princi-
pio de Méximo junto con (1.10)y (3.1). ®

Para una fase habfamos comentado que, en el caso (C), z era continua hasta
t = Ty. Para mestro actual problema, al ser s decreciente, la existencia de limite
de s(t) estd fuera de discusién. También puede obtenerse que:

(C)=>u es continva hastat=T1, rp <r< lim s()

T

(C)=> v escontinua hasta r =T, , li:p_s(t) <r<r
ndl

(B)=>v escontinuahastat=Ty, ro<r<r;.
Por brevedad omitiremos las pruebas correspondientes.

Propesicién 3.3: Supongamos que (P,) admite solucién. Entonces:
i) (B)=>Q<0
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i) (A)> 05 Q <a’ - 1}, y lims(h)=(5 + Q"

Demostracién. Para i) basta aplicar a (3.1) el Teorema de Lebesgue para
t - To. Para ii) se prueba (empleando, como a una fase, un apropiado lema de
comparacién) que # y v tienden uniformemente a 0 para t — . De allf surgen

Lugs’(t)=Q+r§ y Q20 .m

Para intentar la reciproca de la Prop. 3.3.ii), agregaremos hipdtesis, princi-
palmente a la fase liquida
Lema 3.4: Supongamos que ¢ satisface:
(H) la ecuacién @(r) = -1 tiene a lo sumo una raiz en [ro, a];
o bien algo mds débil:
(H') no existen tres valores r; , 7/, r; en (ro,a@) con r; < <rj ,tales que
@(r") <—-1 (respectivamente >-1),
@(r;)=2-1 (resp.<-1) paai=1_2,
Q(r) @(r3) <1 (resp. > 1).
Si ademés Q2 0 y (7,s,u,v) es solucién de (P,), entonces u(7,t) >—1 en todo pun-
to de D3, o bien la isoterma u = -1 estd separada por una distancia positiva de
r==s(t), paratodot € [0,T] tal que s(¢) > r,.

Demestracion. Primero notamos que a2 — rf, +2 I r @(r) dr >0, y de aquf se si-
]

gue como en el caso de una fase, considerando un promedio de temperaturas (en

este caso en una corona cirwlar)

—1 I er r)dr >-1, etc. ®
R (@-rd);,

Damos a continuacién el andlogo del Lema 2.1, en una versién deliberada-
mente c6moda en hipétesis y siguiendo la idea de 1a Observacién 8. Nétese, sin
embargo, que no se usan (H) ni (H").

Lema 3.5: Sea (7, s,u,v) solucién de (P,) tal que s(7) > ro. Sean: d > 0 tal que

d<min{s(T)-ro,r1—a}, 2,€(0,1), 23>0, & >0 tales que

u(r,t) >~2z, y v(r,t) >-2; en las partes respectivas de una regi6n
Ee={(r.0): a<t<T, s()-d<r<s@)+d}.

Disminuyendo d si fuese necesario, suponemos también que

d. max |u(r,a)|< z, y d. max |v.(r,)| < z;.
{rest)] (sta)r1]
Entonces existe una constante K > 0 tal que
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sMO2-K , a<t<T.
Demostracién. Para la fase l{quida hacemos una comparacién de u con
w =211 -e*2) I [1 -}, con ¢ >0 adeterminar (y todo sigue como

en el Lema 2.1, pues el término adicional que hay en Lw, juega a nuestro favor).
Para la fase s6lida, en cambio, dicho término adicional agrega dificultades, las
que se salvan al menos de dos maneras distintas, a saber:

a) comparar v con wy =23 d2 (r- s)) (r— s(t) - 2d)

b) si 2, y z; satisfacen ademés z; +2> <1, comparar v con

wa = -2 (1 — ‘41 (1 - C*®) | ghora con ¢ <0 apropiada ®

" Observacién 10: Si ocurre (C), la isoterma u= -1 existe y alcanza la frontera li-
bre. Si @ >-1 (pero ¢ 3 —1), es u > ~1 y no puede ocurrir (C).

Propeosicién 3.6: Si ¢ satisface (H), entonces (C)=>Q<0.
Demeostracion. Si Q=0, por Lema 3.4 la isoterma & = -1 no existe o bien estd
separada de la frontera libre. Entonces se puede aplicar el Lema 3.5, excluyendo

().

~ Reuniendo algunos de los resultados anteriores, queda probado el:
Teorema 3.7: Si se verifica (H), entonces
(A) © 0<Q<a-r.

Resta ver que es imposible distinguir (B) de (C) por medio del valor de Q.
Proposicién 3.8: Para cada Q < 0 existe un perfil inicial (¢, ) tal que sucede

(B).
Demeostracién. Dado Q <0, bastaelegtrq»SO W <0 de modo que p=>-1

en[ro,al y Q = a? —r’+2[r(p(r)dr +ZIr W(r) dr. Por ejemplo

=220, e =55 W) =-M(-a)

conM>0 adecuada.'

El resto ya es sencillo, y omitimos los detalles.
Lema 3.9: Si w(r) >~Mren[a,7,], y Q <-2M (r; — r;), entonces ocurre (C).
Anslogamente si w(r) >-K y Q <-K(r} - r7), también ocurre (C).

Propesicién 3.10: Para cada Q < 0 existe un par (@, ) tal que sucede (C).
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SOBRE EL CASO ESTACIONARIO DEL
PROBLEMA DE STEFAN-SIGNORINI CON
CONDICIONES DE CONTORNO MIXTAS

Domingo Alberto TARZIA

ABSTRACT: We consider a steady-state heat conduction problem in a
multidimensional bounded and convexe domain € which has a regular boundary I'
composed by the union of three parts =T, U [, U I'; with meas(I';)=|;| >0 ,
IT,] >0 and |3 >0. We assume, without loss of generality, that the melting
temperature is zero degree centigrade. The boundary I'; is composed by the union of
two parts I‘I:I‘lt U Fls with II‘ltl >0 and ll‘lsl > 0. We consider a temperature
b=Const. >0 on Flt and on Fls we have a Signorini type condition with a bull
(exterior) temperature b. On the boundary I', we have a positive heat flux q and the
boundary I'; is impermeable to the heat (heat flux null). We consider a source term g

in the domain Q.

We obtain sufficient conditions on data q, g, b to obtain a change of phase
(steady-state, two-phase, Stefan-Signorini problem) in (2, that is a temperature of non-
constant sign in . We use the elliptic variational inequalities theory. We also fihd |
that the solution of the corresponding elliptic variational inequality is differentiable
with respect to the Neumann datum q on T',. Several properties already obtained for

variational equalities can also be generalized for variational inequalities. -

RESUMEN : Se considera un material 2 C R" que ocupa un dominio acotado, convexo,

con frontera regular compuesta por la union disjunta I'=T, UT,UT; con
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med(I'))=[I';| >0, |y} >0 y |I'5] > 0. Se asume, sin pérdida de generalidad, que la
temperatura de cambio de fase es 0°C. La frontera I'; esta compuesta de dos partes
I, :Flt U Fls con IFltI >0y IFISI >0 . Se considera una temperatura b=Const. > 0
sobre Flt y una temperatura exterior b sobre F's que se presenta como una pared semi-
permeable al calor (que deja entrar calor e impide su salida) con condiciones de
contorno tipo Signorini. Se considera ademas un flujo de calor q=Const. > 0 sobre I,
y que la porcion de frontera I'y; es una pared impermeable al calor. Se estudia el
problema estacionario de conduccion del calor en €2, en cuyo interior se presenta una

fuente de energia g .

Se estudian condiciones suficientes para el flujo de calor q sobre T, , la
temperatura b sobre I' 1 y la fuente de energia g en 2, para obtener una temperatura
de signo no constante en Q (i.e. un problema estacionario de Stefan-Signorini a dos
fases). Se obtienen tambien relaciones entre este problema y el correspondiente
problema de conduccion del calor estacionario en Q sin las condiciones tipo Signorini

sobre la porcion de frontera I', .
8

Para este estudio, se utiliza la teoria de las inecuaciones variacionales y su
relacion con principios de minimos. Se encuentra también que la solucion de la
correspondiente inecuacion variacional es derivable respecto respecto del dato de
Neumann sobre I',. Algunas propiedades ya validas para ecuaciones variacionales se

generalizan también para inecuaciones variacionales.

KEY WORDS : Stefan problem, Signorini conditions, free boundary problems, phase-

change problems, variational inequalities, Mixed elliptic problem.
AMS Subject Classification : 35R35, 80A22, 35J85, 49J40, 35R45.

I. INTRODUCCION

Se considera un material conductor del calor que ocupa un conjunto €,
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dominio y acotado de R™ (n=1l. 2, 3 para las aplicaciones), con una frontera
suficientemente regular ' compuesta por la union disjunta [, Ul, Ul con
med(I,)=|I'{| >0, |[[y| >0 y |[5| > 0. Sin perdida de generalidad, se supone que la
temperatura de cambio de fase es 0°C. Sobre la porcion de frontera I', se impone un
flujo de calor constante (saliente) q > 0 ; se supone también que la porcion de frontera
I'; (cuando existe) es una pared impermeable al calor, es decir que el flujo de calor

sobre I'; es nulo. La frontera I'; esta compuesta de dos partes I' 1 y I'; con
s
r,=r, ur I, NI 9, T 0 L, |>0
= col =
1=y ls( ', Iy ) I’tl> y | 1S|_

de manera que sobre I'; se impone una temperatura b >0 y que I'; se comporta
t S
como una pared semi-permeable al calor, es decir que deja entrar calor pero impide su
salida [DuLi], siendo su temperatura exterior b. Las condiciones que caracterizan a la
porcion de frontera I', se denominan condiciones de Signorini. Se counsidera en © un
s
problema estacionario de conduccion del calor, con una fuente de calor g en su interior.
Por otra parte, el caso I'j =@ (es decir I'| =T lt) sin condiciones de Signorini fue
s

analizado en [GaTa] con lo cual el presente estudio se restringira al problema con

|Fls| > 0.

El objetivo de la presente charla es el de obtener condiciones suficientes para el
flujo de calor q sobre I', , la temperatura b sobre I 1, ¥ la fuente de energia g en §,
para obtener una temperatura de signo no constantJe en (), es decir un problema
estacionario de Stefan-Signorini a dos fases. Se gencralizan, ademas, resultados ya

obtenidos para ecuaciones variacionales a inecuaciones variacionales.

Estos tipos de problemas fueron originalmente planteados en [Ta3] a traveés de
ecuaciones variacionales. Sin embargo, problemas mas elementales fueron resueltos en

[Tal]. Otros problemas relacionados se dan en [BoShTa, GoTa, Ta4].

Siguiendo {Du, Tal] se estudia la temperatura § =6(x) , definida para x € Q.

El conjunto €2 puede expresarse en la forina

(1) Q=Q uUQ UL
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donde

le{x € Q/0x) < o}, 92:{x € Q/6(x) > 0}
(2)

t={xe Q/O(X)=0} ,

representan respectivamente la fase solida, la fase liquida y la frontera libre que las

separa. La temperatura # puede representarse en €2 de la siguiente manera :

0,(x) <0 st x € Q ,
(3) 6(x) = 0 si X € L,
0y(x) >0 si x € Q, ,
y satisface las siguientes condiciones :
(i) —k; A0, =g en Q. (i=1,2),

o0, . 08

(i) 6, =0, =0, ky 5l =ky 52 sobre £

_ . a6 —
(iii) 6, / Flt =b , (iv) on | r,=90.

0o oo
(4) (V)a—:lrl >0, 02|1‘1 >b , (02—b)‘5;2|1‘1 =0
8 ] ]
90, .
—k2‘(7);|r‘2_q 810'r2>0,
(vi)

0

0 .
—kl_?a;lllrg:q 510|F2<0,

donde k; > 0 (i = 1, 2) es la conductividad térmica de la fasse i (i = 2 : liquida, i=1:
solida), b > 0 es la temperatura dada sobre I " q > 0 es el flujo de calor dado sobre

I', y g=g(x) es un aporte de energia dado en Q.

El problema en estudio puede presentar dos fronteras libres, a saber :

(i) la superficie L que separa las fases liquida y sélida del material,

92



(ii) la porcion de frontera I', puede estar compuesta de dos partes, no conocidas a
s

priori, en las cuales la temperatura es igual o es superior a la temperatura exterior b.

II. FORMULACION VARIACIONAL Y PROPIEDADES

A continuacion se transformara el problema (4) a través de un cambio de
funcién incognita, con el objeto de eliminar la frontera libre £, escribir las ecuaciones
en el sentido de las distribuciones en Q y hallar la correspondiente formulacion

variacional. Sea
(5) u= k07 —k, 67 en Q

donde 9t y 07 representan la parte positiva y negativa de la funcion 8. Entonces la

nueva funcion incognita u satisface las siguientes relaciones :

— Au =g en D'(Q),

— _Ouy du)  _
®) ulrlt_B, 3n|F2—q’ Bnlra_o’
du _p) Qu -
611|F1 207 ulrl ZBa (u2 B) (9n|F1 =0
8 S : S
donde
(M B=k,b>0.

TEOREMA 1.—~ (i) La formulacion variacional del problema (6) esta dada por la

inecuacion variacional eliptica siguiente:
(8) a(u,v —u) > L(v-u) , VWeKy, ueKp,

donde
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V=HY@) , Vo={veVv/viy =0}, H=1%Q),
t

1<B={veV/v|F1t=B,v|r1 ZB}:B+K0.

S

20} , (u,v):juvdx,

(9) Ko={veV/v|F]=0,v|Fl
t Q

8

Wo={veV/vip =vip =0} CV,nK,
t S

a(u,v) = J Vu.Vvdx , L(v)= ng(v) = (g,v) — J qvdy .
Q r,
(ii) Si g € H entonces existe una unica solucion de la inecuacion variacional (8).
(iii) La solucion de la inecuacion variacional (8) esta caracterizada por el problema de

minimo siguiente :

(10) Ju) < J(v) , Vv € Kg, uekg ,
donde
(11) I(v) = Jgg(v) =L a(v,v) — Lgg(v) , v € V.

Demostracion. — Se utilizan resultados clasicos [BaCa, Duli, Gl, KiSt, Ro, Ta2].

LEMA 2.~ (i) Si u =u

q; la solucion de (8) para q; (i = 1, 2), entonces se tiene las
i

siguientes desigualdades :

(12) ag, ”“2_“1”%/ < a(uy —uy,uy —uy) < (q; —qp) J (ug — ) dvy,
F'Z

donde a, > 0 es la constante de coercividad de la forma bilineal a sobre V , es decir

(13) a(v,v) > ap |l VI Vv € Vg .
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(ii) Se tienen las siguientes propiedades : Si q, < q, entonces

(14) (a) u; < u, en Q) , (b) J u; dy < J u, dv .
r, r,

Ademas, las funciones q — ug ¥y ¢ — I uq dvy son monotonas estrictamente

decrecientes. I,

Demostracion. — La desigualdad (12) se obtiene de (13) y de sumar las inecuaciones (8)
correspondiente a la solucién u, tomando v =u, y la correspondiente a u, tomando
v =u,. La desigualdad (14b) se deduce directamente de (12). La desigualdad (14a) se
obtiene eligiendo adecuadas funciones test v en la inecuacion variacional (8) para

obtener que (ul—u2)+ =0 en Q.

. CONDICION SUFICIENTE PARA EL FLUJO DE CALOR q

Sea la funci6n real f : RT — R definida de la siguiente manera :

(15) fla) = Joglug) = § aluqug) +a | uq dv - (8ug)
P2

donde ug cs la unica solucion de la inecuacion variacional (8).

LEMA 3.- Para todo q >0 y é, de manera que q+4 > 0, se tienen las siguientes

estimaciones :

(16 1l s = ug) lly < € = ol ppi/2
) 5 Ugps —¥g) lly = Cr =g~ 12 1177,

(17) 15 (g = qyallpapy < C2=Cullnoll
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donde 1, es el operador traza (lineal y continuo, definido sobre V). Mas ain, para todo

q>0y 6> 0 se tiene :

(18) 0<Illqd7 - Juq+6d7 < G368 (C3=0C,| T, |1/2>0),
F2 F2

con lo cual la funciong > 0 — J ug dy es continua.
Ty

Demostracion. — Teniendo en cuenta (13) y (12) con q, =q+6, y q; =4q,. la
desigualdad de Cauchy—Schwarz y la continuidad de 7, se obtiene (16) y (17). Por
otra parte, de (17) surge (18).

TEOREMA 4. — Para todo g € L%(Q), existe un elemento ua € V, de manera que
| (19) %—(uq - “q+6) - u:l en V débil cuando 6—0 ,

(20) % (uq - “q+6) — u:l en L%(T,) débil cuando 6—0,

y que satisface la igualdad

(21) a(ug,ug ) = L(ug) = (8, ug) - J q ug dy .
Iy
~ Demostracion. — Las condiciones (19) y (20) se deducen de (16) y (17). Para obtener
la igualdad (21) se procede de la siguiente manera:
(1) si en la inecuacion variacional (8) para ug se toma v =1u q+6° %€ divide por 8 y se

pasa al limite §—0, se obtiene

(22) a(u u:l) > L(u:l) .

96



(ii) si en la inecuacion variacional (8) para g+ 6 %€ toma v = ug , se divide por 4 y se
pasa al limite §—0, se obtiene

(23) a(ug, ug) < L(ug) .
con lo cual resulta (21).

Observacion. — La igualdad (21) sera muy importante para obtener la derivabilidad de
la funcion real f, definida por (15). Este resultado es el que permite obtener para
inecuaciones variacionales elipticas conclusiones analogas obtenidas para ecuaciones

variacionales elipticas [GaTa, Ta3].

TEOREMA 5. — (i) La funcion f es derivable. Mas aiin, f' es continua y estrictamente

decreciente, dada por la siguiente expresion :

(24) f(q) = J ug dy .
I‘2

(ii) Se obtienen las siguientes propiedades :

(25) f—q (8 uqg) = (8. ug) ,
(26) (f‘—q a(ug, ug) = 2 a(ug, up) |
(27) f'(q) = I “:1 dvy .

I‘2

Demostracion. — (i) De (24) se obtiene

fla+8) —fla) 1 Yq+6 " Yq Ug+6~

(28) : = §alug s +ug =) — (g ) +
u u
q+é q
+Jllq+6d7+QJ W dy
I, Iy



Pasando al limite 6—0, utilizando la igualdad (21), se deduce que

fi 0) — fi
(29) () =tim ELID L azugl) - (goug) +

es decir (24).

(ii) Las propiedades (25) a (27) se obtienen derivando las expresiones (15) y (24).

TEOREMA 6. — Se tienen las siguientes propiedades :

(i) El elemento u, puede ser escrito cono

q

(30) uqzquB:B+Ug+qq

donde Ug es la unica solucion de la ecuacion variacional eliptica siguiente
(31) a(Ug,v):(g,v), Vvew, , UgEWO,

y n es la Unica solucion de la inecuacion variacional eliptica siguiente

(32) a(n,v—mn)> —I(v—-n)d“y’ , VveK,. n€K,,
F2

que satisface /I’y <0 con

(33) - Iu dy >a(n,n) > a|ny >0.
F2

/ ’

(ii) El elemento uq ho depende de q y viene dado por ug =79
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(iii) Se tiene

(34) flq) = (B|T,| +Cq) — Dq . fq)= D,

donde

(35) (ngjUgd7 , D:——Jnd'y’>0.
r, r,

Se define la funcion real R = R(B, g) de la siguiente manera :

B|T,|+Cyg

(36) R(B,g) = —p5

TEOREMA 7. -SiB>0yge L2(£2), entonces se tiene que

37 q > R(B,g) = u,,p es de signo no-constante en ,

qg8

es decir que existe un problema estacionario de Stefan-Signorini a dos fases.

Demostracion. — El resultado (37) se obtiene considerando la siguiente equivalencia :

(38) q>R(B,g) & f'(q) = J ug dy <0.
F2

IV. RELACION CON EL PROBLEMA SIN PARED SEMI-PERMEABLE

Se considerara el mismo problema desarrollado anteriormente excepto que se
impone la temperatura b sobre la frontera T , (es decir que sobre la porcion de frontera
Fls se tiene la temperatura b en lugar de imponer las condiciones de Signorini) que fue
estudiado en [GaTa). Sea z la solucion del siguiente problema diferencial
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(39)

I
o)
|
|¥

erl

cuya formulacion variacional esta dada por la ecuacion variacional eliptica siguiente :

(40) a(z,v) = L(v) , VveW,, ue€k,
donde
(41) I\:{v€V/v|F1:B}g Kg .

LEMA 8. — (i) La solucion z de (40) viene dada por
(42) 2=B+Ug—qug

donde uj > 0 es la solucion ecuacion variacional

(43) a(ug,v) = I vdy , Vv € W, , uy3 € W, .
FQ
(i) Si
CS
(49) a>a(B) + &,

entonces el problema (39) (o su correspondiente ecuacion variacional (40)) es a dos

fases en Q2 (i.e. z es una funcion de signo no-constant en 2), donde

B|T
(45) qy(B) = lC 2| ,

y las constantes C = C(Q2,I'},['y)) >0 y Cg vienen dadas por las siguientes expresiones
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(46) C = a(ug,uy) = J uz dvy ,

F2
(47) Cg = a(ug, ug) = J ug dy = J g ug dx .
T, Q
Demostracion. — Se utiliza adecuadamente la ecuacion variacional (40), siguiendo las

ideas desarrolladas en [Ta3]. Ver [GaTa].

TEOREMA 9. — (i) Las funciones u y z estan relacionadas de la siguiente manera:
(48) ' N> —uy u>z enQ.

(i) Si B |I‘2|+Cg>0 se tiene que si el problema (6) es a dos fases entonces el

problema (39) es también a dos fases.

Demostracion. — (i) Las desigualdades (48) surgen relacionando las formulaciones
variacionales para ), u;, u y z dadas respectivamente por (32), (43), (8) y (40).
(ii) Se obtiene utilizando (37) y (44) .
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