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PREFACIO 

1)ado vl notable clesarrollo que el t,e~ila ha experimei~t,a.tlo en los ulti~nos aiios (ver 

A ~ ~ e x u  clr Mulcrrrhltc~u cle la Fuc~u,llu~l ('it'rrcius Empr-rsur~iules I ) ,  el Deyar~lun~.t .r , /o rlr 

de lu I!rrit)trsidad Austrtrl y el Pr~oyr~arirn 1'ur.u y Aplicada d t  Rosario ,de ~ l a i r n ~ l i ~ i c ~ a  

PROMA H  (CONICErl'- I 1N R),qutl se drsarrolla ert el In,s/ i lulo clr Malrnrhtica " B c p p o  

Letti" de .la Fa.cultad de Cliencias f:xact.as, Ingenieria y Agrinwi~sura de la IJniversidad 

Nacio~ial de Rosario, e~~ipre~tdiero~i, travbs los dea de pruyectos i~lvestigaci&ir y 

desarrollo "Aplicaciones de Problemas de F r o n l t r a  L ibr t"  y "t'robl tmas de Fronicra 

Libr-e de lu f i s i c a  Mulrnihitc*'", la organizaci6n del irllerdisc*iplinario V S e m t i ~ n r i o  

sobre P r o b l t r ~ ~ a sde Froniera Libre y sus Apl icac ion~.s ,realizado en la ciudad de 

Rosario (Argenliria) durante el periodo del 19 al 21 de dicierill>re de 1994. 

Esta quirila dici6n se realizh en rr~errloria tlel Profesor Julio Esteban Bouillet, 

dest,acado ii~vestigador en el area de Ecuaciones Difere~lciales, recie~ltenlente 

desaparecido, quierl fuera irlie~ribro del Co~rlitCt Orgar~izador y colaborador eritusiasta 

de estos Serrlinarios desde sus coinienzos. 

El Coinit6 Organizador estuvo compuesto por J. E. BOIJI1,LET (IAM y UBA, 

Buenos Aires), E. A. GARCIA (CNEA, Buerios Aires), 11. A. TARZIA (UA y 

PROMAR, Rosario) (C'oordinador) y L. T. VILLA (IJNSa, Salta). 

La Secretaria estuvo a cargo de L. R. BERRONE, A. BR.IOZZ0 (Coordinadora), 

G.G. GARGUICHEVICH, P.R. MARANGUNIC, M.F. NATALE, E. SANTILLAN 

MARCUS y M.C. SANZIEL. 

Este Seminario ha sido realizado, en parte, gracias a subsidios que a tal efecto 

otorgaro~i la Furidaci611 Antorchas, la Fundsci611 J. Prats y el CONJCET. Adern&, se 

cont6 cori el auspicio del Coniitii Argentino de Tra~lsfererlcia de Calor y Materia 

( CAMAT ). 

AderrlAs colaboraror~ lau siguierites erltidades : ('IDCA ((!I(_'-(1ONICET-IJNLY), 

La Plata; CNEA (sede (bnstituyeates), Buenos Airrs: FAMA F (UNC'), ~ & d o b a ;  

FCEFQ (UNRC), Rio Cuarto; FCEyN (UBA), Buerios Aires; IAM (CONICIE'T), 

http:f:xact.as


Buenos Aires; IFLYSIR (UNL1'-CONICET-c:IC); INENCO (CONICET-IJNSa), 

Salta; INIQUI (('ON I(;E'I1- IJNSa), Salta. Etl el Serriitlario participaron 37 personas 

provenientes de 8 ciudades argentinas (ver Anexo I1 - Lista de Participantes). 

Los ~bjet~ivos del Seniinario fueron : 

I )  Gestar un encuen1r.o bianuul/lraar~ual de las personas y grtrpos de investigacihn que 

trabajan en problerllas de frontera libre y temas conexos, en particular, en el problema 

de Stefan (carribio cle f w ) ,  a fin de provocar una hl2l inier.accibn enlre 10s rnisrtios. 

2) Dwpertar el inter& y promover el acercamiento de jbvenes graduados en 

Malernatica, Fisica, Irigerlieria Quirnica y ranlas afities y, de esta rrianera, corrtriblrir a 

la forrnacibn de recursos humanos, no lilllitalldo el erlcuentro sblo a una reunibn de 

espcialiutas que se corrrurlicarl las lilt i t r i a s  liovedades en la rrrateria. 

Esta quirita edicibn del Sernitlario estuvo constituida por coiiferencias sobre 

aspectos bkicos del tenla y conferencias referidas a las aplicaciones (ver Anexo 

111-Prograrna). En aiios sucesivos, lou telnas versaran sobre aspectos n i b  esyecificos y 

complejos, ya sea desde un punto de vista tebrico o num6rico (no tratados en 

Sernirlarios ariteriores) y 10s priricipios lebricos iran paulat,inarrlent darldo lugar a las 

aplicaciones. Se prevd la realizacibn de urla rilesa redonda donde se invit,ar& a 

irldustriales de distirltas areas para que exporlgarl sohre 10s proble~rias no resueltos en 

sus respectivas enlpresas. 

Para finalizar, quiero dejar constancia de mi sincero agradecinliento a 10s 

irlvestigadores ericargados de la redaccibn de estas notas corno asirriisrilo a todaq 

aquellas personas e Instituciones que de una nianera u otra han colaborado para el 

dxito del Serninario. 

Dolni~lgoAlberta 'I'AR ZJA 

('~o~npilatlor 

Rosario, Marzo 1995. 



ANEXO I 

PROBLEMAS D E  FRONTERA LIBRE 

Los problems. de frontera libre son quellos problemas de contorr~odo~ide 

interviene a d e m b  una incognita (la "frontera libre") que separa dos o mAs regiones, y 

sobre la cual se corioceri datos qrle dependell del rnodelo analizado. Seglirl el nli~rlerode 

dimensiones del espacio, en lugar de una superficie de separacion se podra tener una 

curva o un nlirrlero firlito de puntos. 

Uri ejerriplo tipico es el probler~iade St'efari (o proble~nade canibio de fase), que 

estudia la temperatura en el espacio ocupado por dos fases de un cuerpo, geileralmente 

uria rase solida y una liquida (por ej. hielo y agua en procesos de fusion o 

solidificacibn). Lay funciones que representan las temperaturas de las dos fases 

satisfacen l a y  correspo~ldie~itesecuaciones del calor. Sobre la superficie de separacion, 

que puede variar en el tiempo y que se encuentra a temperatura constante, se imporie 

una condition adiciorial que surge del principio de conservation de la energia. El inter& 

y la dificultad del problerna se debe a la presencia de dicha frontlera libre, cuya 

deterrriinacion es de furidarrle~italiirlportancia en la priictica. 

0t,rosejeinplos son : 

problernas de hidraulica, por ej. el del dique poroso, donde una superficie 

descoriocida separa la zoria seca de la zona hlimeda; 

el probleina del obstiiculo, donde hay una zona de coritacto erltre el obst~culoy la 

corifiguraci6n de equilibria de la cuerda o membraria eliistica; 

problemas de difusion-reaccion gas-solido en Ingellieria Quiniica, donfle la 

superficie iric6griit8asepara la regiciri del solido ya atacada de la todavia rio atacada; 

problernas de elasto-visco-plasticidad, prohlemas tdri~licos con parecl seir~i-

perrileable, se~~licoriductoresbajo uria union P-N, probler~las en rrltbtlios porosos, 

prohlemas de mecatlica de 10s fluidos, etc. 

Erltre las mliltiples aplicaciones de estos problenlas se puecleli rrlenciorlar : 



elect ropii~t ura; eilveilenaillieilto y regeneracibn de catalizadores; combust i611 de s6litlos; 

solidification de aleacioiles binarias; soldaclura de rrielnles; colada corlliriua dt.1 acero; 

cul1gelaci6ll de alinleiitos en la illdustria frigorifica; aln~acei~amiei~to de eilergia t6r111ica 

dt. origel~ solar yor cariibio de l'ase; oxidacibr~ del xircoliio y I'usi611 del dibxido de 

uranio erl reactores l~ucleares, ea casu de accidei~tes; procesob de ablaciGil tbr~r~ica; 

cliI'usibr~-co~~surrio Iejidos v i  vos, para el Iralarrr ier~lo 1116dico de I r~r~roresde oxigeno ~ I I  

n~rdiantela aplicacihn de radiaciol~es; probleinas de coi~t~rol Aptilllo ligados a procews 

cori carribio de fa*; solidificacibr~ de suelos hlir~iedos; derretJir~~ienlo glaciares;de 

c-re~imient~ode raices de cultivo; eic. 

El availce co~lsiderable clue se ha ol,trriido en el desarrollo tebrico dv estos telllab a 

11ivt.l ~lacior~al, y suu variadas aplicacioiles industriales que se encuei~t~ran en etapa 

i~licial, ilnpulsaron la realizacihn de este V Seiliinario, prosiguieildo la lirlea de 10s ya  

corlcrelados I y I1 Se~rlitiario sobre el Problerr~a de SleI'ari y s u s  Aplicaciorles (Rosario, 

Fror~lera Libre y sus Aplicaciorles (Rosario, 11-15/10/1988 y 14 - 18/12/1992, 

r~spectivanlente). El nlaterial correspondiellte a 10s cuatro Seilliilarios ailteriores ha 

sido publicado en la coleccibn CUADERNOS del 111sCilulo de Malelrliilica " B e p p  

Levi", numeros 11, 12, 13, 14, 1'7, 16, 23 y 24. 
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ANEXO Ill 
PROGRAMA DEL SEMINAR10 

Luues  1 9  d e  D i c i e m b r e  

I,. 3'. Villa - H. Quiroga, " Modelos de frontera libre en transfor~nacioilcs 
fluido - solido - reactivo ". 

E. A. Garcia, " Mhtodo de frontera movil para sinlular la oxidacioii de circonio a la 
teinperatura de fusionainiento de un reactor nuclear de potencia". 

('. V. Turner, " El proble~nade Stefan a una fase para un liquid0 sobrenfriado con 
una condicibn convectiva en el borde fijo". 

P. R. Marangunic, " El problema de Stefan si~nbtricoa dos fases con sobre-
ei~frianliento". 

D. A. Tarzia, " Comportamiento asintbtico en el problelna de Stefan a uila fase con 
una condicibn convectiva en el borde fijo ". 

A. C. Briozzo, " Soluciones exactas en problenlas de frontera libre coil coeficiente de 
difusibn no lineal ". 

J. I. Etcheverry, " Sobre un mCtodo num6rico para resolver un problema de 
7contorno para ut = a u, . 

L. R. Berrone, " Minimo de funcioncs arnlbnicas en donlinios convexos con 
..Icondiciones ~nixtasde contorno . 

R. M. Mascheroni, " Dos prol,lemas de frontera libre acoplados: solidificacibn con 
simulthea sublimation ". 

A. M. GonzAlez, " Determination de coeficier~testbrmicos en materiales semi-
infinitos con zona pastosa ". 

M. C. Sanziel, "Aniilisis numhrico de proldemas de Stefan con fuente de energia 
interna ". 

D. A. Tarzia, " Sobre el caso estacionario del problema de Stefan-Signorini con 
condiciones mixtas de contorno". 
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M i i r c o l e s  2 1 d e  D i c i e n l b r e  
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a J .  1. Etcheverry, " Modelo numkrico de urnbrales de fi1si6n dc ~net'ales irradiados por 
un caii6n de clectrories ". 
a A. . Houcig~~ez," Analisis tCrmico y soluci6n nunlirica a1 prohlema de 
transferencia de calor en dos fases". 
a 3.  C. Reginato, "Toma de agua y crecimiento de raices de cultivo ". 
a C;. Shnchez Sarn~ient-o, Determinacibn numkrica del perfil de refractario erosionado 
y de la acumulaci6n de materiales adheridos en un crisol de alt80 horno". 





UN PROBLEMA DE FRONTERA 


LIBRE DE LA TEOR~ADE COMBUSTION I 


Es nliestrt) prop6sit)o en &as notas presentar un modelo matemdtico de 
propagaci6n rle lla~nas laminares que se deduce a partir de una serie de sim- 
plificario~ies aplicables a este tip0 de problenlas de combusti6n. En esta 
present acibn seguiremos la exposici6n de Buckma~t~er y Ludford en [BL2]. 

U~lacara~tcrist~icade cstos procesos es que admitm ondas viajeras, es decir 
perfilcs que viajan en el tie11ipo sin deformarse, a velocidatl constante respecto 
drl medio. Comeiltaremos en consecuencia 10s resnltados conocidos respecto 
de la existencia y comporta~niento de estas ondas, particularnlente en el caso 
multidi~ne~lsional.U~iode 10s problemas naturales es el de la estabilidad de 
est as ondas viajeras. Present aremos aqui 10s liltimos result ados conocidos en 
este sentido. 

Finalme~itetra tare~nos el problema asint6t ico que se obtiene a1 considerar 
grancirs energias tle activaci6n. En la segunda parte de esta exposici6n (cfr. 
[LW]), present arrmos rcsultados relacionados con la existencia, reg~larida~d y 
comporta~nierltoasintdtico de este problenia de frontera libre. En particular 
cor~ientare~nos10s resultados que hemos obtenido respecto de la estabilidnd 
de 1as o~idas viajeras (cfr. [CLWl]). Por otro lado, henlos estlldiado la 
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gtl1leralizaci6n a dos fascs de este problema de front'era libre. que no habia sido 
t rat atk) ljrevianiente en la lit era tura (cfr. [CLW2] ). En [LW] coment aremos 
sol)re 10s resultados que hemos ol~tenido para estc problmnla. 

2.  Presentaci6n del modelo. 

En este trabajo nos lin~itare~nos a presentas en forma sint6tica las ecua- 
ciones que gobierna~l fen61nenos de combust ibn cuya fornlulaci6n ~ n a  temdt ica 
es relativamente simple. Para ello hay ciertas suposicio~les sol~re el fe~lbrneno 
en cuesti6n corno niimeros de Mach pequeiios que hacell qlie estas ecua- 
ciones no puedan describir. par ejemplo, detonacioiles. Sin enlbargo ha11 
sido consideradas adecuadas para describir lo que se conocen conlo ondas de 
deflagraci6n. 

Scguiremos aqui la presentacicin de Buckmaster y Lllclford en [BL2]. Para 
una exposicihn mils cxtcnsiva de 10s modrlos de combusti6n rcfcrimos a1 
lector illteresado a 10s libros [BLl] y [B]. 

Supondremos que la mayor parte de la mezcla consiste de un conlpuesto 
inerte (por ejemplo, nitr6geno). Las propiedades de este compuesto son las 
qlie determinan las de la mezcla (por ejemplo, viscosidacl, calor cspecifico). 
Los componentes reactantes y sus productos estdn muy diluidos en estc 
"bano" inerte. De mod0 que en las ecuacio~les de conservaci6n de nlasa 
y momento se toman la densidad y velocidad de la nlezcla corno si fuera un 
s610 compuesto. Del mismo modo, se considera una s61a ecuaci6n para el 
balance de energia, aunque considerando el calor liberado por las reacciones 
quimicas. 

Para simplificar el modelo se hacen las siguientes ol~servaciones. Como 
en 10s problemas que se consideran las temperaturas son 111uy altas respecto 
de las velocidades (estas consideraciones excluyen por supuesto el caso de 
det onaciones), un nii~nero de Mach caracteristico cs muy pequeiio. Esto per- 
mite ohservar clue la presi6n in~olucra~da en el bala~lrr tdrinico es el tkrmirlo 
principal de la dcscomposici6n asintbtica con respecto a1 n6mero de Mach, 
mientras que la presi6n involucrada en la conservacibn de momentoo es el 
tkrmino de orden 1. Por lo tanto, las pequenas variaciones espaciales de 
presi6n que dan lugar a las bajas velocidades pueden suponerse colno pre- 
sentes 6nicamente en este tkrmi~lo. Es decir, se reenlplaza la presicin por un 



par de presiones intlepe~ldient~es una para cacla, ecuaci6n y, para el i~a<lance 
de encrrgia supondre~nos presi6m const ant c.. 

Por otro lado, la itiliea forrrra significativa clt. nlc~rgia es la tjCrnlica (tambibn 
dcl,ido a las 1)a jas velocicbdcs). Dcl nlisrllo no do la transformaci0il dc ener- 
gia cinPtica en eil~rgia tennica por disil)aci6il i3n el inedio viscoso ta1nbii.11 
sc considera despreciable. Consitlcrantk, asimismo a1 calor especifico y a la 
deilsidad dcl nledio coirlo constailtes, se eilcue~ltra la siguieilte ecriaci6n para 
la t emperatlira T :  

DT 

PC- -D. (XVT)= q

Dt 

donde q es el calor liberado por unidad de volumen de fluido por la reacci6n 
quirnica. Discutiremos la forma de q miis adelante. o 

La velocidad que aparece en la derivada total se obtiene de las ecua~cioiles 
de conservaci6n de mass y de momento que han quedado desacopladas de 
esta ecuaci6n por las co~lsideraciones sobre la presi6n antes descriptas. 

Consideremos ahora 10s componentes individuales de la mezcla. Para 
hacer la exposici6n m h  sencilla supondremos que estamos en la presencia 
de una reacci6n de un paso, con un combustible y un oxidante que conside- 
raremos en fornla conjunt a como un compuesto diluido en el baiio inerte. De 
mod0 que s610 debemos considerar el ~omport~amiento de Y, la fracci6n de 
masa de estte compuesto, es clecir, pY es la densidad de masa del compuesto. 
Conservaci6n de tnasa da lugar a la ecuacibn, 

donde u es la raz6n de producci6n de mass del cornp~est~o por uilidad de 
volumen. Para esta cantidad se tiene la siguiente relacicitl, 

donde y y O soil rorlstantes positivas, w es la velocidatl de la reaecibn, y m 
es la masa molecuilar del compuesto. La constante k(T)esti dada por una 
ley empirira co~locida, romo Ley de Arrhenius, a saber, 



dnnde B,a y E son const antes posit ivas. E se conoce como encrgia de 
activacirin. 

Finalmentt., d calos lil~erado q es proportional a la veloridad de reacci6n. 
Es decir , 

q = Qw 

con Q > 0. 

Pasatldo a va.siables aditnensionales se ob t ietle el sis t ema, 

donde L = es el lla,~llado nlimero de Lewis, y n= Vv6 e ; .
D C  

Si supollenlos que la reaccibn tiene lugar s610 para tetnperaturas cercanas 
a una cierta tetnperatura, digatnos 1, debemos cambiar la expresi6n de R, a 
saber, 

De modo cFe 11no sllpone dado un campo de velocidades V compatible 
con las ecuaciones de conservaci6n de tnasa y monlento (en particular, a1 
snpotler la a(proxitnari6n de densidad consta(11te se debe tener div V = 0). 
(u, o ) dcherl ser soluci6n de 

donde f ( u )  es ima fiincibn con soporte en 1> u 2 8, con 0 < 0 < 1, reglila,r 
para u < 1y rorl f'(1-) > 0. 

A estas ecuaciones se le agregan condiciones de cotltortlo. Una situaci6n 
natural es aquella en la qne el gas se erlcucntra en 1111 cilindro. Supongatnos 
que el eje del cilitldro tiene por direcci6n el eje x .  Escribamos 10s puntos del 



cilindro como (x, y)  donde y E C, la secci6n transversal del mismo. En este 
caso es natural tener un campo de velocidades paralelo a1 eje x: V = (cy(y), 0) 
y condici6n de contorno en las paredes del cilirldro 

La primer ecnaci6n en (2.3) proviene de suponer utla frontera adiabbtica. 
Cl~antloel nilmero de Lewis I es 1, Z = u + v es soluci6n de 

Esta ecuaci6n es mbs sencilla de resolver pues no tiene termino de reacci6n. 
Una vez hallada la soluci6n Z se tiene la relaci6n v = Z - u que puede 
reemplazarse en el thrmino de reacci6n de la primer ecuacicin en (2.2). De 
esta illanera se obt'iene una ecuacihn de reacci6n difusi6n para 11. 

En particular si inicialmente Z = 1, se tendrb v = 1- u. En este caso el 
sistema (2.2) se retluce a, la ecuacicin 

donde, si consideratnos a 6 = 1, B(a ) = (1- tiene soporte en [@,I],~ ) ~ f ( t ~ )  

es rc.grila,r para u < 1,es globalmente Lipschitz y satisface /?'(I)< 0. 
La verltaja tlel caso Z constante cs que el tkrmino de rcacci6n no dependc 

d~ ( . I - ,y, t), es ~610fimci6n de u. 



3. Ondas viajeras. 

Si buscaxnos una situaci6n compatible con la presencia de una llama avan- 
zando en el cilindro, es natural suponer que en un extremo del cilindro la com- 
busti6n haya finalizado y el combustible se haya terminado (en este xnodelo 
la combust i6n finaliza s610 cuando no hay m L  coml~ustible),nlientras que en 
el ot8ro extrenlo no ha comenzado la combusti6n y la fracci6n de coml~ustible 
es 1. Es decir esperamos que se satisfaga la condici6n 

lirn V ( T ,  y,t) = 1 , lim u(x, Y, t) = 0 
2--00 2--00 

(3.1) lirn v(x,y, t )  = 0 , lim u(x, Y,  t )  = 1 
2-+00 2++m 

Supongamos que tenemos una onda viajera, es decir u = u(n. + ct, y ), 
17 = v(x + ct, y)  representa un perfil que se mueve en el tiempo a vrloridad 
constante en la direcci6n del eje del cilindro. En este caso el sistenla (2.2) 
con las condiciones de contorno (2.3) y (3.1) se convierte en: 

lirn v(x, y,t) = 1 , lirn u(x, y, t )  = 0 
z+-00 

lirn v(x, y, t) = 0 , lirn u(x,y, t) = 1 
2++00 z++m 

En este caso necesariamente Z = u +v = 1,y el problema se reduce a una 
iinica ecuaci6n eliptica en u 

( lirn u(x, y, t) = 0 , lirn u(x, y, t) = 1 
z+-00 z++m 



En el caso en que oi es constante la solucibn de (3.3) es independiente 
de y. El prohlema es unidimensional y su estudio se remonta a 10s trahajos 
de Kolmogorov-Prtrovskii-Piskunov (cfr. [KPP], [K], [AW], tamhii.ii [FMcL] 
para result ados de estabilitlad). 

El caso n~ultidimensional ha sido estudiado en una serie de trabajos de 
Berestycki con diversos autores. En 1989 en [BeLa] Berestycki y Lirrrouturoli 
probaron la existencia de solucibn ddd problema (3.3) bajo cirrtas condi- 
ciorles sohe el perfil de ~elocida~des a,  coridiciones que fut~ron removidas 
en [BLL]. Lo que se pr11el)a es que existe un par (c, u )  con c E W tal que 
se satisface (3.3). Clarainente si (c, u )  es una tal solucibn el par ( c , ~ )  con 
-u(x,y, t )  = u(x + xo, y, t ) es tambikn soluciciri cualquiera sea s o  E W. Por 
lo t,anto la solucibn no r s  iinica. Sin embargo hay unicidad a menos de 
traslaciones en la variable x, es decir, si identificamos una funcibn con su 
trasladada en la variable .r la solucibn es linica. En particular, la velocidad 
de la onda viajera es linica. Esta situacibn cambia completamente si 6 = 0. 
(ver [BN 11y [BN2]). En estos trahajos se demuestra adembs que la solucicin 
es estrictamente crecient,e con x, mbs alin, u, > 0. Adembs se estudia el com- 
portamieiito asintbtico cuando r tiende a, infinito de esta solucibn. Berestycki 
y Nirenberg ha11 dernostrado en estos trabajos que 

1- U(X,  y )  = y+eXfZ T$(Y) + ~ ( e  cuando z -+ +oof ) 

+ 

donde < 0, A; > 0, 1+ > 0 y q;(y) es autofuncibn de un problema 

de autovalores generalizado correspondiente a1 primer "autovalor" A;. Es-
+ + 

pecificarnente, A; es el autovalor principal y q; (y) la corresporidiente auto- 



+ 
donde b- es 0 para el prohle~na correspondiente a r + -oo y es ,8'(1-) para 
x + +oo (recordar que 0 es el valor linlite de u para x + -oo y 1 para 
.r -+ +oo). 

A partir de (3.2) llno p ~ ~ e d e  olservar que ( c  + cy(y)) es la velocidad del 
irledio con respecto a las c-oorclenadas mciviles ell las que la onda es esta- 
cionaria. En 10s citados trahajos, Berestycki y Nirenberg prueban que en 
promedio est a velocidad es est rict amente posi tiva, es decir 

4. Estabilidad de Ondas Viajeras. 

El problema de la e~t~abilidad de ondas viajeras consiste en saber si liila 
soluci6n del problema (2.4) que inicialmente estd cerca de una onda viajera 
(en algiin sentido), converge a una de el1a.s cuantlo el tiempo tiende a infinito. 

Hay mluchos resultados en este selltido deperldie~ldo de qu6 entiende u~lo  
por est ar cerca. 

El primer resultado, en el caso multidimensional es de 1992. En [BLR] se 
estrldi6 el problema tle la "estabilidad lineal", es decir se rstudia el problema 
linearizado alrcdedor de uma onda viajera y se ve que el origen es estable 
para este problema lineal est udiando el espectro del operador. 

Posteriorment el Roquejoffre en [Rl] prob6 un result ado de est abilidad no 
lineal que fuc mej~ra~ndo En este primer trabajo en trabajos posteriores. 
prob6 que si el dato i~iicial uo de (2.4) es una perturbaci6n de una onda 
viajera en el sentido de que la diferencia es una funci6n utlifor~ne~~iente chica 
en el cilindro con decrecimiento exponencial cuando .r + -m, la soluci6n 
tiende cuando t tierlde a irifirlito a una trasladada de la o~lcla viajera y la. 
velocidad de convergencia es exponencial. 

Otro excelrnte resultado de Roquejoffre (cfr. [RZ]) dire qne si el dato 
incial uo dr (2.4) es creciente en s,uo(-oo, y )  = 0 , uo(+m,y )  = 1,u (s ,y, t )  
tiende a una onda via jera cuando el tie~npo t ieiltle a illfitlit o. 

Fiiial~nente, en [R3] Roql~ejoffre demostr6 que rn coorch-natlas ndviles 
(roll la velocidad de la onda viajera, es decir tales qne la onda viajrra pasa 



a ser estacionaria), para tocla soluci6n de (2.4) y para toda secci6n acotacla 
del cilindro, existe un tiempo T tal que u(x, y, t ) es lnonbtona creciente en la 
variable x en esa seccibn del cilitldro para tie~npos illds gra,ndes que T. 

Todos estos resultados de estabilidad hacen uso de ideas de sistemas 
dindmicos, en particular muchas de las ideas fueron utilizadas por primera, 
vez en el caso unidi~~lensional por Sattinger en [S]. 

Si en estas ecuaciones se tiene en cuenta la presencia de un parii~netro 
(la enrrgia tle act ivacicin) , 10s result ados antes mencio~lados no explicit an 
la dependencia en este pariimetro, lo que impide inferir cual serd el com- 
port amiento asin t6t ico del problenia limite que describiremos en la Secci6n 
siguiente. 

5. Limite Asint6tico para grandes energias de activaci6n. 

Nos interesa encontrar una ecuaci6n que cescriba el comportamiento del 
sistema para grancles energia,~ de activaci6n. Para que este paso a1 limite 
tenga sentido deberd hacerse de mod0 tal que la energia total entregada a1 
sistenia se niantenga controlada. Supondremos que se mantiene constante, 
es decir 

es independiente de la energia de activaci6n en el paso a1 limite. Obser-
vando la Ley de Arrhenius se ve que dsto ~610es posible si la temperatura de 
ingliici6n 8 tietltle a 1. 

Moddamos est'a situaci6n considerando en (2.4) una fuente P, (u) con 
E + 0 reprcbsentando el inverso de la energia de activaci6n; y 8, la tem- 
perat'lrra de ignicinn tendienclo a 1de mod0 tal que 

1-uUna forma de tener esta situaci6n es sliponer que &(IL) = E-I g(T), coil 
g satisfacienclo (5.1) y sop g = [O ,81 (8, = 1- €8). 



El primer estudio formal realizado en este sentido se refiri6 al problema 
eliytico de las ondas viajeras. En [BCN] se consider6 la familia de problemas 

duE 
= 0 sobre dC 

dv 

En el citado trabajo 10s autores demostraron estimaciones a priori que les 
permitieron ver que existe una subsucesi6n E, -+ 0, cEn--+c, uCn -+ IL; y que 
u es "soluci6n" del siguiente problema de frontera libre 

-
du 

= @ sobre d(u < 1)
dv 

La condici6n de frontera libre (condici6n sobre la derivada normal en r := 
d(u < 1)fue demostrada en el sentido de que es vilida en toda porci6n regular 
de r. Resultados de regularidad de la frontera libre han sido anunciados por 
10s autores per0 no han sido alin publicados. 

El problema general de evoluci6n fu6 considerado por Caffarelli y Vhzquez 
en [CV]. En este trabajo 10s autores consideran 10s problemas 

donde para ellos &(u) = ~- ' /3 ( f )  con /3 una funci6n soportada cerca del 
origen (es decir han reemplazado u por 1- u). 

En [CV] el problema est6 planteado en todo Wn y no en un cilindro, y la 
velocidad a(y) del fluido se considera nula. El dato inicial u; se toma no 
negativo y acotado. 



Los autores demuestran que si ug -, uo uniformemente sobre compactos 
y adenlas d ( u i  > 0) converge a d(uu > 0) en distancia uniformemente sobre 
compactos, y si 10s datos sdisfacen ademh IVIL~I5 L con L independien-
te de E ,  las correspondientes solucioiles estiiil acotadas en norma Hiider 1,f 
liilifornlenlente en E .  Existe por lo tailto una subsucesi6n convergente uni- 
formemente sobre cornpactos a una fiinci6n u que resulta ser soluci6n del 
sigliiente proble~na de frontera libre 

donde v es la direcci6n normal exterior a O(t) := {x / u ( r ,  t) > 0). 

La condici6n de frontera libre se satisface bajo co~ldiciones que aseguran 
que Csta es Lipschitz y que ul  5 0. 

Comentaremos un poco m6s sobre 10s resultados de [CV]y otros relaciona- 
dos en [LW]. 

El problema (5.4) tambiCn admite ondas viajeras. Estas son ondas planas 
(dadas por funciones de una s61a variable es~acial) que son soluci6n de (5.3) 
con a ( ~ ) O y C = R"-' (salvo que hay que reemplazar u por 1- u). Por= 
lo tanto nuevamente se plantea el problenla de la estabilidad de estas ondas. 
Como hemos dicho en la Secci6n 4 10s resultados para el problema semilineal 
no se traducen en resultados para el problema de frontera lihre (es decir no 
pasan a1 limite), y es por lo tanto necesario encarar este problema en forma 
independiente de 10s resultados conocidos. 

Por otro lado es de esperar que mktodos aplicables a1 problema de frontera 
libre puedan dar lugar a estimaciones uniformes en e para la estabilidad de 
las ondas viajeras del problema continuo. 
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CTN PROBLEMA DE FRONTERA 


LIBRE DE LA TEOR~ADE COMBUSTION I1 


El objeto de estas notas, que contin6an con la exposici6n comenzada en 
[LW], es la descripci6n de un problema de frontera libre que se origina en el 
estudio de la propagaci6n de llamas. Presentaremos resultados relacionados 
con la existencia, regularidad y comportamiento asint6tico de las soluciones 
de este problema. En particular comentaremos 10s resultados que hemos 
probado en [CLWl] y [CLW2]. 

El modelo de combusti6n presentado en [LW] consiste .en un sistema de dos 
ecuaciones parab6licas semilineales para funciones que representan la tem- 
peratura y la fracci6n de masa del reactante en un gas que se esta quemando. 
Bajo hipbtesis adicionales este sistema se reduce a una 6nica ecuaci6n para 
la temperatura. En esta ecuaci6n aparece un pardmetro E conocido como la 
energia de activaci6n. 

Un nuevo modelo de combusti6n se obtiene a partir del ya descripto, a1 
considerar el limite asint6tico para grandes energias de activaci6n. En este 
modelo se desprecia el ancho de la zona de combusti6n7 considerandola como 
una superficie de separacibn entre 10s productos de la combusti6n y el gas 
sin quemar. Como el gas cambia de estado sobre esta superficie, se producen 
discontinuidades en las derivadas de la variables fisicas involucradas. 

Parcialmente financiado por la Universidad de Buenos Aires mediante el subsidio EX117. 
La Dra. Wolanski es miembro del CONICET. 



Matematicamente, se obtiene un problema de frontera libre Cue, cuando la 
velocidad del gas es considerada nula, puede formularse del siguiente modo: 

( P )  
Dada uo rina funcicin acotada y no negativa definida en Wn,  hallar una 

funci6n u no negativa definida en Q, donde Q = Wn x (0, m),tal que 

ut = Au en Q n  {U > O), 
u = 0 ,  u ,= -1  sobre Q n a { u > O ) ,  

u(x,O) =uo(x)  en Wn,  

(u, denota la derivada respecto a la normal exterior espacial v a la frontera 
libre Q n a{u > 0)). 

La funci6n u tiene el significado de menos la temperatura, mas precisa- 
mente u = 1-g T, donde T es la temperatura y g un factor de normalizaci6n. 
En cada tiempo t la frontera libre corresponde a1 frente de la llama, es decir 
la zona donde la reacci6n quimica est6 teniendo lugar; esta superficie se- 
para la regi6n ya quemada de la regi6n todavia sin quemar, representadas 
respectivamente por {u = 0) y {u > 0). 

Es importante destacar que el problema (P)tiene sentido como modelo 
de combusti611 s6lo si la frontera libre es mon6tona en el tiempo: de otro 
mod0 se estaria afirmando que un mismo material se quema mas de una vez. 
Sin embargo, matematicamente el problema tiene sentido cualquiera sea el 
comportamiento de la frontera libre. 

2. Ejemplos de soluciones. 

Antes de comentar 10s resultados de existencia de soluci6n para este proble- 
ma, comenzaremos presentando dos familias de nohiciones cldsicas construi- 
das por Caffarelli y Vazquez en [CV]. Estas soluciones particulares resultan 
importantes para la comprensi6n de la teoria general y tambibn constituyen 
una herramienta 6til en argumentos de comparaci6n. 



2.1. 	ONDASVIAJERAS. 

Se buscan soluciones de la forma 

4 5 ,t) = f (xi - ~ t )= f (C), 

donde x = (xi, ....,x,), C = X I  - ct y c es una constante, la velocidad de la 
onda viajera. Para c = 0 se obtienen 10s dos perfiles estacionarios 

Para c > 0 se obtiene una soluci6n cuyo soporte se expande, dada por 

y otra soluci6n cuyo soporte se contrae, dada por 

Sin embargo, ~610 esta iiltima corresponde a un dato inicial acotado y repre- 
senta la situaci6n con sentido fisico de que la llama avanza. 

En forma anhloga se encuentran soluciones de la forma u(x, t )  = f(xl +d) 
moviendose con velocidad c > 0 en la direcci6n negativa del eje xl. Tambihn 
se consiguen ondas viajeras a partir de las halladas, mediante rotaciones en 
x y traslaciones en x o t. 

En [CV] 10s autores construyen para cada T > 0 una soluci6n con soporte 
compacto, que se anula idhnticamente a partir del tiempo T. Esto lo hacen . 

de la siguiente manera: buscan soluciones autosirnilares de la forma 

donde necesariamente seri a = /? = 112. Suponiendo ademL que f es 
radialmente sim6trica, hallan una f = f ( r )  regular en 0 5 r 5 R, f = 0 en 
r 2 R satisfaciendo 



y tal que la U definida arriba resulta soluci6n de (P).Esta sollici6n es Coo 
para 0 < t < T en su soporte 

{(x,t ) : 0 < t 5 T, 1x1 < R(T - t ) ' I 2 }  

y por lo tanto es una soluci6n cldsica de ( P )en Wn x [0, T). Sin e111bargo 
en el punto de extinci6n x = 0, t = T la frontera se mueve con velocidad 
infinit a. 

3. Resultados de existencia de soluci6n. 

En esta secci6n nos referiremos a 10s resultados de existencia de soluci6n 
que se conocen hasta el presente. Hay varios resultados de existencia que 
corresponden a distintos conceptos de soluci6n, ya sea clbica, dkbil o viscosa. 
Lo deseable seria probar que todas las soluciones que puedan ser construidas 
son tan suaves o clisicas como sea posible. Este es un aspecto del problema 
que alin no ha sido estudiado. 

3.1. EXISTENCIAEN EL CASO UNIDIMENSIONAL. 

Un problema de frontera libre similar al que tratarnos en estas notas, 
aparece en el estudio de ondas planas de detonacibn. Una simplificacibn de 
este nlodelo conduce a la ecuaci6n unidimensional de Burgers ut = u,, +uu, 
bajo condiciones laterales como en (P ) .  En [HH] se prueba la existencia 
de soluciones clQsicas de eete problema para ciertos datos iniciales. Ellos 
se basan en una transformaci6n de este problema en uno de tip0 eliptico- 
parabblico. 

Aunque este enfoque se aplica tambihn a la ecuaci6n del calor, no parece 
extenderse a m6s dimensiones espaciales. Por otra parte no se sabe si las 
soluciones de ( P ) obtenidas de este modo son limite asint6tico para altas 
energias de act ivaci6n del modelo considerado en [LW]. 

3.2. EXISTENCIALOCAL DE SOLUCIONES CLASICAS. 

En [AG] se prueba la existencia y unicidad local de soluci6n cl6sica de (P) 
para el caso multidimensional. Este resultado es obtenido para 0 5 t 5 T, 



T pequeiio, suponiendo que 10s datos iniciales son muy regulares y que la 
front era inicialment e se encuent ra ent re dos supeficies 

I 

dondr x = (x ,I,). Este resultado es local y en general 110es vdlido global- 
mente: el ejemplo en 2.2 muestra que aiin para datos iniciales muy regdares 
puede no existir soluci6n cldsica global en el tiempo. 

3.3 EXISTENCIADE SOLUCIONES D ~ B I L E S .  

Caffarelli y Vdzquez probaron en [CV] que bajo ciertas hip6tesis sobre el 
dato inicial uo, existe una solucicin d6bil del problema (P) .  Ellos consideran 
el siguiente problema: 
( P C  ) 

donde e > 0, ui son funciones no negativas que aproximan a1 dato inicial uo 
cuando e -+ 0, y P,(s) = ' ~ ( f), con ,6 : Wt -t W una funci6n no negativa y 
regular soportada en (0 , l )  y tal que P(s)ds = 6 .  En [CV] se prueba que si 
se eligen las u; de mod0 tal que cuando e -,0 

u; -t uo uniform. , a{ui > 0) -+ a{uo> 0) uniform., 

(sobre compactos) entonces existe una subsucesi6n que converge uniforme- 
mente sobre compactos a una funci6n no negativa u,que es soluci6n de la, 
ecuaci6n del calor en {u> 0). Si se tiene lVu;1 5 L,u resulta Lipschitz en 
x y Holder f en t, y satisface la condici6n inicial uo. 

Si ademds Au; + alVugl 5 0, entonces a{u > 0) es Lipsehitz y u es 
solucicin d6bil de (P)en el siguiente sentido: 

9dC cos a, 
u>O) 


para t oda funci6n test 9 E CT(W" x [0,T)), donde dC es el elemento de Brea 
en a{u > 0) y a es el hgulo  formado por la normal exterior q(x, t)  en un 
punto (x,t) E a{u > 0) y el hiperplano t=constante. 



La condici6n de frontera libre se satisface en casi todo punto de a{u > O) ,  
teniendose &u = -1 en 10s puntos no horizontales y Vu = 0 en 10s puntos 
horizont ales. 

La forma en que se aproximan 10s datos iniciales es esencial, ya que se 
podria obtener un limite u sin frontera libre aunque el dato inicial la tuviera. 

Si en el problema (PC)descripto en 3.3 se les permite a las funciones 
involucradas tomar tambikn valores negativos, se obtiene a1 pasar a1 limite 
un nuevo problema de frontera libre, que constituye una generalizacibn a dos 
fases del problema (P)y puede formularse del siguiente modo: 

(P') 
Dada uo una funci6n acotada definida en Rn,hallar una funci6n u definida 

en 8,donde Q = W n x (0, oo),tal que 

ut = AU en Q \ a { u  > O),  

u = 0, (uf )2 - (u ; )~  = 1 sobre Q n a{u > 01, 

u(x,O) = uO(x) en R", 

donde u+ = max(u, O), u- = max(-u, O), y v es la normal exterior espacial 
a la frontera libre Q n a{u > 0). 

En [CLWl] se estudia el problema ( P I )  como limite de 10s problemas 
a,proximantes(PC). Antes de coment ar 10s result ados obt enidos, comencemos 
dando algunas definiciones. Con Q1 denotaremos un subcilindro de Q. 

Definicibn: Sea v una funci6n continua en Q1. Diremos que v es una sub- 
solucibn (supersoluci6n) cldsica de (P') en Q1 si 

(i) Av - vt 2 0 ( 50) en 52+ =: Ql n {v > 0). 

(ii) Av - vt 2 0 ( 50) en 52- =: Q1 n {v < 0)". 

(iii) v E c1(W)n c1(F). 
(iv) Para todo (x, t) E f7 Q17 V,v+(z;t) # 0, y 

( v , + ) ~- (vJ2 2 1 (II), 

donde v := 6. 



Diremos que v es una soluci6n cldsica si es simultdneamente subsoluci6n 
y supersoluci6n cllica. 

Definici6n: Sea u una funci6n continua en Q1; diremos que u es una sub- 
soluci6n (supersoluci6n) viscosa de (P')en Q1 si, para todo subcilindro Q2 
de Q1, y para toda supersoluci6n (subsoluci6n) v en Q2, 

implica que u 5 v (u 2 v)  en Qz. 

La funci6n u se llama soluci6n viscosa si es simultbneamente subsoluci6n 
y supersoluci6n viscosa. 

En [CLWl] se estudia el problema (PC)permitiendo que las funciones 
tomen tambikn valores negativos y se prueba, entre otros resultados, el si- 
guienbe t eorema: 

Teorema. Sea uo una funcio'n acotada definida en Rn tal que 

(i) 	 existen do8 direeciones de monotoni'a (si n > I), 
(ii) 	 existe xo tal que uo(x) $ 0 si x 5 xo y uo(x) 2 0 si x 2 xo (si 

n = 1). 

Entonces ezisten aprozimaciones ui del dato inicial uo tal que las correspon- 
dientes u' convergen a una funcidn u que es solucidn viscosa del problema 

(pi). 

Destacamos que este resultado no fuerza a u a tomar valores negativos con 
lo cual el caso a una fase tambikn estb contenido en [CLWl]. El concept0 
de soluci6n viscosa es adecuado como idea de soluci6n dkbil para problemas 
de frontera libre ya que no requiere ninguna hip6tesis sobre la regularidad 
de la misma. Por otro lado, hay resultados muy recientes para otro tip0 
de problema de frontera libre parab6lico a dos fases (ver [ACS]), donde se 
prueba que bajo ciertas hip6tesis las soluciones viscosas son clbsicas. 

Otras generalizaciones a dos fases del problema (P) tambikn fueron es- 
tudiadas, per0 imponiendo la condici6n de frontera libre que aparece en el 
modelo de detonacibn en lugar de la considerada en (PI). En esta linea se 



encuentra el trabajo [BHS], que trata un problema unidimensional y [AG], 
que prueba que existen soluciones locales multidimensionales. En anibos ca- 
sos la condicibn de frontera libre considerada es I'Vu+l - IVu-1 = 1, y por 
lo tanto estas generalizaciones no plieden verse como liniite asint6tico pa+a 
altas energias de activaci6n del modelo considerado en [LW]. 

4. Resultados de estabilidad: convergencia a ondas viajeras. 

Del mismo mod0 que con el modelo de combusticin ronsiderado m [LW], 
es natural preguntarse si una solucibn de (P)que inicialmente estd cerca de 
uIia onda viajera converge a uIia de ellas cuando el tiempo tiende a in fin it,^. 

Hay varios resultados a1 respecto: 

En el trabajo [HH] -que ya fue comentado en 3.1- se prlieba que las solu- 
ciones que ellos hallan convergen a ondas viajeras cuando t -+ 00, y qur 
la frontera libre es asintbticamente lineal. TambiCn en [BNS] se estndia la 
estabilidad de ondas viajeras del problema unidimensional: prueban que una 
soluci6n cldsica que esti  inicialmente cerca de una onda viajera, converge 
exponencialmente a una traslaci6n de esa onda. Este resultado -que se ob- 
tiene mediante tkcnicas similares a las usadas en el estudio de la e~tabilida~d 
de ondas viajeras de ecuaciones parab6licas semilineales- requiere para su 
validez que la frontera libre sea regular. 

Como tambiCn ocurre con [HH], 10s argumentos empleados en [BNS] son 
unidimensionales y no parecen extenderse a mds dimensiones. 

4.2 CONVERGENCIADE SOLITCIONES VISCOSAS-D~BILES. 

En [CLWS] se prueba un resultado de convergencia a ondas viajeras para 
soluciones viscosas-d6biles de (P),en el caso unidimensional a una fase, bajo 
ciert as hip6tesis sobre 10s datos iniciales. 

Llamamos soluci6n viscosa-d6bil a una soluci61i viscosa de (P)(ver 3.4), 
que admite una representacibn mediante una f6rniula integral, que cuando 
n = 1 es la siguiente: 



- z 2  

si X 2 y(T), T 2 To. Aqui hF(x,t) = e 7 es el nlicleo de Ganss, 
( 4 ~ t )  

To > 0 es arbitrario y 7 : 10,CQ) -+ W,la funci6n que en este caso determina 
a la frontera libre. 

Las ondas viajeras invol~icradas son las acotadas, que sin pbrdida de la 
generalidad supondrrmos definidas por d ( r )  = (1- c - l ) +  (vcr 2.1). El re- 
sultado prolmdo en [CLWB] para n = 1es el siguiente: 

Teorema. Sea u una solucidn viscosa-de'bil de  ( P ) tal que 

donde hl  5 h2. Entonces existe hl 5 h ,  5 h 2  tal que 

cuando t -+ CQ.Si aderncis y es una funcidn creciente: entonces 

It - y(t) - h,l I Ce- 'Ji , sup lu(:r,t) - 4(s + h ,  - t)l 5 c . - ' ~, 
x ER 


donde C y p son constantes que dependen sdlo d e  h2 - h,l. 

Es claro que el resultado tambiCn se aplica a soluciones cldsicas de (P). 
El teorema afirma por otra parte, que la velocidad de convergencia serd 
exponencial para ciertas soluciones que pueden no estar inicialmente cerca 
de una onda viajera. 

La idea de la demostracibn es la siguiente: Co~nou es viscosa y esta 
inicialment e ent re dos ondas viajeras esta comparacih se tiene para todo 
tiempo, es decir 

Por lo tanto la frontera libre de u se encuentra entre las fronteras de las dos 
ondas viajeras para todo tiempo. El hecho de que la soluci6n sea viscosa- 
dCbil permite ir probando inductivamente que frontera libre se encuentra 
entre las fronteras libres de ondas viajeras cada vez mds cercanas, con lo 



cud la frontera resulta asintbticamente lineal. La conclusi6n se obtiene, 
finalmente, a partir de la fbrmula integral. 

El inter& de este resultado reside fundarnentalmente en el hecho de que 
la demostracibn requiere que la condicidn de frontera libre se satisfaga en el 
sentido viscoso-d6bil y no necesariamente clbsico. Pensamos que esto posi- 
bilitard extender el teorema al caso multidimensional, donde por ahora 9610 
se prob6 la existencia de soluciones dhhiles ([CV]), y viscosas ([CLWl]), per0 
no cldsicas. 

5. Comentarios acerca de la unicidad de soluci6n. 

En general el problema (P)no tiene unicidad de soluci6n. Para esto basta 
observar que si se tiene una soluci6n del problema (P)para un cierto dato 
inicial uo y se toma la soluci6n acotada de la ecuaci6n del calor en Q con el 
mismo dato inicial, se consigue otra soluci6n del problema (P)con dato uo, 
aunque sin frontera libre. 

En [HH] se prueba que en el caso de una dimensi6n espacial y para ciertos 
datos iniciales, el problema admite una soluci6n que es 6nica dentro de una 
clase de soluciones dkbiles. Por otra parte, las soluciones cldsicas locales de 
[AG] son 6nicas para tiempos pequeiios. 

Finalmente, en [CV] solamente prueban que las distintas aproximaciones 
de 10s datos iniciales convergen a una 6nica soluci6n en el caso de las solu- 
ciones especiales cornentadas en 2.1 y 2.2. Para el caso general, las soluciones 
dependerbn en principio, de la forma en que se aproximen 10s datos iniciales 
y lo mismo ocurre con las soluciones construidas en [CLWI]. 
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Modelado numkrico de la fusi6n y 

evaporaci6n de materiales mediante haces 


de elect rones 


Javier I. Etcheverry 

Resumen 

En este trabajo se modela la interacci6n de un haz de electrones de 
entlrgias del orden de las decenas de keV con un material. Se utiliza un 
n16todo de Monte Carlo para calcular tanto el coeficiente de retrodis- 
per.sion coma la densidad de energia depositada por el haz en funci6n 
de la distancia a la superficie del ma,terial. Esta informaci6n permite 
resolver la ecuacion del calor en el material con un tbrmino de fuentes 
ad(?cuado. De este mod0 se obtienen resultados sobre umbrales de fusi6n 
y evaporaci6n de las muestras, curvas de espesor fundido en funci6n de 
la ~nerg ia  de la descarga, asi como otras curvas de interds. 

I,os haces de electrones han sido utilizados desde hace ya mucho tiempo en nu- 
nlerosos procesos de gran import ancia pract ica. Por ejemplo, en tratamiento 
s11l)erficial de materiales, consolidaci6n superficial de capas delgadas, fabri- 
ca(*ii,ride fases met aestables, etc. Ademis, const ituyen una herramienta esen- 
cia1 eo 1;~s tbcuicas de fahricaci6n de microcomponentes electr6nicos, circui tos 
il~t.rgra(-la,etc. 

En gvneral todas est.as apliraciones estan basadas en 10s fen6menos thrlnicos 
I)~.otl~ic.itlospor la gran cantidad tle energia depositada por el haz durante 1111 

I)revr lapso ell uua capa delgada cercana a la sriperficie del material irradiado. 



Los feribmenos producidos a1 irradiar un material con un haz de electrones 
(le la eri(3rgia de inter& (decenas de KeV) sr pueden esencialmente dividir en 
I ~.cbs.sp tbc.tjos principales ([I]): 

1)  D(:posiri611 de energia en el material dehida a las interaccio~les eritre el 
lraz y 10s cornponentes del material. 

2) Ci~lentamiento del material dehido a1 flujo de energia. 
3) Iilteracriones entre el calentanliento del material, y la deposici6n de ener- 

gia (par ejemplo, cambios de 10s coeficientes dr absorcibn, de retrodispersibn, 
t.htx. con l a  tern yeratura). 

ITna de las ventajas de la irradiaci6n con haces de electrones es que esta 
irltrracci6n no es demasiado importante, pues la deposici6n de energia se debe 
~u.i~~c-ipalrnentea, la interacci6n prornedio de 10s electrones incidentes con todos 
10s elect'rones del blanco (y no corno en el caso de 10s liseres ~ 6 l 0con 10s 
elec.t,ronc:s de valencia), que en su mayoria no son afectados por las variaciones 
(le t,emperatura. De este modo, el problema planteado puede dividirse en dos 
asprctos principales: determinar la deposici6n de energia en el material, y 
resolver el problema tkrmico resultante. 

En este trabajo se calcularin la reflectividad (coeficiente de retrodispersi6n) 
y 10s perfiles de deposici6n de energia para un dado material mediante un 
n16todo de Monte Carlo ([2], [3], [4]). Esta informacibn junto con un mo-
d e l ~simple de la forma temporal del haz de electrones permi te plantear para 
t:l ruaterial la ecuaci6n del calor con un tkrmino de fuentes adecuado. Final- 
~nentese resuelve numCricamente este problema en una dimensi6n espacial por 
01 iuCtotlo de lineas, y se presentan curvas mostrando el comportamiento de 
dift1rentt-s variables de inter& (temperaturas alranzadas, forma del thrmino de 
frle~ltes, detJerminaci6n de umbrales de fusi6n y evaporacibn, etc). 

Por una cuesti6n de claridad se dedican secciones separadas a1 tratamiento 
del mktvdo de Monte Carlo, el planteo del problema thmico, y finalmente 10s 
result ados numkricos. 

2 M6todo de Monte Carlo 

Se sliporin un haz de elertrones con energias del orden de las decenas de keV, 
i 11c.idienclo sohre una sllperficie metilica pla~la. 



Para electrones de est as energias la materia consiste esencialmente de elec- 
t~-oneslibres y nGcleos. Un electr6n del haz que atraviesa un material sufre 
clos t ipo:; de encuentros: 

( '01 isioncls n~clea~res: Pricticamente elQsticas 
S6l0 alteran la direcci6n del electr6n 
Pueden producir de defectos en la red cristalina 

( 'olisio~lc~selec trbnicas: Colisiones inelist icas 
Det ienen lent amente a1 electr6n 
Nlimero muy grande de interacciones 

Otros mecanismos de perdida de energia (radiaci6n de frenado y de Cherenkov) 
s(ilu son importantes a energias del orden de 10s MeV. 

Las c.olisiones electrbnicas pueden tenerse en cuenta en promeclio a t r avb  
tle f6rmillas clisicas de Bethe ([5] ,[6]) para el poder frenador d E  Ids: 

doilde E' es la energia del electrbn, ds es un diferencial de camino recorrido, 
ro = t '1(mc2) es el radio clisico del electrbn, m la masa en reposo del electrbn, 
r j  la velocidad del electrbn, c la velocidad de la luz, P = v/c, 7 = 1/Jm. 
.Ir(1s la cantidad de Qtornos de material por unidad de volumen, supuestos de 
116nlei.o at6mico 2. 

Se denota con I a1 potencial de excitaci6n medio, que puede ser aproximado 
para Z > 12 por la expresi6n empirica (Ien eV): 

I,a difirilltad para utilizar estas formulas es que 10s electrones no siguen un 
carnillo rectilineo dentro del material, debido a las dispersiones elbticas de 
at-ail il~igulo. 

2.1 Procedimiento de c6lculo 
1 1 1 1  irl&t,orlode Monte Carlo utilizado [2] permite simular este proceso haciendo 
I.c1correr a1 electr6n un segment0 de recta de longitud igual a1 camino libre 



~rlcdioA de un electr6n en el material: 


(lotlde C es la secci6n eficaz total, NA el nilmero de Avogadro, p la densidad del 
~rlaterial,N el nilmero de atomos por u~lidad de volumen, y A el peso at6niico. 

Luego, se dispersa por un choque elastic0 con una probabilidad por dngulo 
4lido dads por 

(loi~clela secci6n eficaz de scattering de un electr6n se calcula s e g h  una f6rmula 
de clispersi6n de Rutherford apantallada: 

El valor de /3 se tom6 s e g h  el obtenido por Nigam [2] usando un modelo de 
'I'horrlas-Fermi: 

EII cada segment0 rectilineo, se supuso una pkrdida continua de energia 
dada por la expresi6n para el poder frenador (2) .  La trayectoria se continu6 
llast,a que la energia del electr6n fuera inferior a un valor minimo (500 eV), o 
hasta que su energia seglin la f6rmula de Bethe (2) ya no disminuyera. 

2.2 Reflectividad y distribuci6n de energia 
1tr;llizando estadistica sohre un gran nlimero de trayectorias (50000 en el caso 
(lr 10s rcrsoltados que se muestran), para varios ~nateriales, se obtiene infor- 
111acicin sobre la cantidad y la energia de 10s electrones retrodispersados en 
f11nci6n de la energia de 10s electrones incidentes (ver Figura 1). Notar que 
lil rrfle~i~ividades aproximadamente indeperldierlte de la energia del haz inci- 
tlent,e, a.unque depende fuertemente de Z. 
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I'igura 1: Coeficientes de retrodispersibn calculados por el metodo de Monte 
C'arlo, ell funci6n de la energia de 10s electrones incidentes, para varios elemen- 
tos. Ntirnero de elect rones: 50000. 

AtlemL se obtienen curvas de distribuci6n de la energia en funci6n de la 
I~rofur~didad, Lospara varios materiales, como se muestran en la Figura 2. 
griificos se presentan en funci6n de la profundidad normalizada con el rango 
(cxspesor de penetraci6n del haz de electrones) de mod0 de poder comparar 10s 
rcrsult.ados obtenidos para varios materiales. 

Problema thrmico 

IAosresultados de la secci6n precedente nos permiten plantear ahora el pro- 
I~lc~lnapuramente tCr111ico en el material. Se resuelve un problema unidimen- 
sional, pues las diinensiones tipicas de la zona irradiada son del orden del 
ctlnl inlet ro cuadrado, mientras que el espesor tipico irradiado es del orclen de 

3 



Profundidad norrnalizada con el rango 

t'igura 2: Densidad normalizada de energia depositada en funci6n de la profun- 
(lidad, para varios materiales. La profundidad est6 normalizada con el rango. 
Resultaclos obtenidos para un haz de 50 KeV. Nlimero de electrones: 50000. 

La evoluci6n de la temperatura dentro del material se model6 utilizando 
la ecuaci6n del calor, con un tkrmino de fuentes correspondiente a la densidad 
tle flujo de energia aportado por el haz de electrones: 

(londep es la densidad del material, c, su capacidad calorifica, T la temperaura, 
k ( T )la conductividad thrmica, y R la reflectividad. Consideramos que tanto 
la erlergia de 10s electrones (v(t)) como la corriente total del haz (i(t))  son 
funciones del t i emp~.  Se eniplearon condiciones de contorno de flujo tkrmico 
11u1o tanto en la superficie del material, como en el borde alejado de la zona 
calentada. 

La forma espacial de la distribuci6n est6 dada por 4(x/r(t)) ,  donde r( t)  es 
el rango cle 10s electrones en el material (que depende de la energia, y por lo 
tanto del tiempo) y donde la expresi6n para 4 se extrajo de las simulaciones 
(-leMor~t~eCarlo. La superficie de la zona irradiada se designa con S. 
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Este modelo se resolvi6 numkricamente por el mktodo de lineas, discreti- 
za,ndo a segundo orden las derivadas espaciales, e integrando numhricamente 
en  el tiempo el conjunto de ecuaciones diferenciales ordinarias obtenido ((71). 
1,os calores latentes de cambio de fase se tuvieron en cuenta utilizando una 
cxpresi6n regularizada para la entalpia ([8]). 

Resultados Num6ricos 

En la Figura 3 se muestran curvas tipicas de temperatura en funci6n del es- 
pesor, para una muestra de aluminio. La energia inicial de 10s electrones se 

0.WE+O 5 . E - 5  1.00E4 1.50E-4 2.00E-4 
Profundidad x (metros) 

Temperatura para t-i=2i us, i 4 , l  ...10. 
Tensih lnioid de la &searga: 40 kV 
Cornen(. inioial: 5OA 
Dur.oi&n dm la dosoarga: 20 us 
Oiinntro d d  spot 1 em 

Figura 3: Perfiles tipicos de temperatura obtenidos para electrones de 4OkeV, 
y una corriente de 50 A .  Duraci6n: 20ps 

tom6 iglial a 40 keV, y la corriente inicial a 50 A.  Tanto la energia como la 



corriente se supusieron exponenciales decrecientes en tiempo, con un tiempo 
caracteristico de decaimiento s = 20ps. Estos parimetros permiten mode- 
lar aproximadamente las condiciones reales de una descarga de un caiibn de 
clectrones de ciitodo frio. 

En la. Figura 4 se muestra la evolucibn del t6rmino de fuentes dentro del 
~nateria~l.Notar que a medida que decrece la energia de 10s electrones el rango 
disminuye, y por lo tanto la distribucibn se hace cada vez m L  angosta lo que 
contrarresta en buena medida la disminucibn de intensidad del haz. 

O.OOE+O 1.OoE-5 2. O E - 5  
Profundidad x (metros) 

Densidad do1 llujo do Enorgb para t-i=2i us, i=0,1 ...10. 
Tonsidn Inioial do la dosuarga: 40 kV 
Conionto inioial: SO A 
Dunoidn do la dosuarga: 20 us 
D i imbo do1 spot 1 om 

Figura 4: Formn espacial de la densidad de flujo de energia depositada para 
varios tiempos. Material del blanco: Al. 

Finalmente en la Figura 5 se muestra la temperatura miixima alcanzada 
c n  fuilci6n de la tensib11 inicial de la descarga. Se supone que la energia de 
10s electroiles y la corriente del haz son proporcionales, de mod0 que a una, 



rnergia de 40 KeV corresponde una corriente de 50 A (modelo aproximado de 
Ills cndiciones de la descarga de un cad6n de electrones). Este tip0 de curvas 
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/' 
/'.

Temperatura de fusion T-f=933 K 

10m.m /,-',/' 


./' /-

..,' .-
,./ 

.* 

_------//' 

0.m - I I I 1 I I I I I 

0.M 1mm.00 2mm110 3mm.00 4om0.00 50000.00 

Tensidn inicial (V) 

Figura 5: Temperatura mixima alcanzada durante la irradiacibn, en funci6n 
rle la energia inicial del haz. Duraci6n del pulso: 20 ps. La corriente se supone 
proportional a la energia. Material del blanco: A1 

pri.n~it,eidentificar 10s umbrales de fusi6n y evaporaci6n de la muestra. Esto es 
1 1  11 dato importante a-priori, pues permite evitar el dado producido a1 cad611 
cle c>lect,t-onesa1 ser operado a tensiones y/o corrientes demasiado elevadas. 

/*-,'. 
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EL PROBLEMA DESTEFAN 

S&TRICO A DO9FASES 


CON SOBREENFRUMIENTO 


PEDRO ROBERTO MARANGUNIC 

La solidificoei6n de m llquido oobre&ado (caso de una fue) ya fue con- 
s i d d  mBP de ma vez em estos Saninarios @or ejemplo em [l]y [2]). AdemeP 
del inter60 que pueda tens como fLodmew tsrmodinemicamente metawatable, es 
m tema con el cual estb asociados problemas de diverpa hdole, como: difhsih- 
corwnw de oxlgeno en tejidos vivos; filtracib de a0 llcpido en m medio poroso 
percialmede saiurado (vCase [3] d [qy denciafa citadas en edoP trebajoa, 
s o h  todo en la interesante revisik [S]). 

Nos P'opwemog aquf considem m problema de S t e h  u dosfmes con so- 
bnenfriamiento de la h e  llquida, para el cam de sirnetria citlndficu (o 
efln'ca)del dominio, temperebrp de h i h  coosEeds y cdc iones  de flujo m-
lo em 10s bordes fijos. Para ser mBP especfficos, dsdos 10s daitos 
0 <ro <a <rl, cp E Cfro,al, tp E qa, rl], donde n@na de las dos fimcio- 
nes es idCodicamente nula, llmammos (P, ) al problema de emcootrar macuetema 
(T,dt),u(r,t), v(r, 0) tal que : 

a )  T > O ;  
b) S E  q O , T I ,  S E  cI(o,T),  ro<s(f)<rl paraO<f < T ;  
c)  u(r,t)esunahci6n acotadaem ro SrSs(t), O S f  ST, continuaem lamis- 

ma regi6n salvo tal vez em 10s puatos (do),0) y (~(0,T), y talque 
u,(r,t) es continuaem ro ~r ~s(f),O<f <T,  
U W ,  u,soncoalinuucm ro<r<r(t), O<f<T; 



d) 	v(r,t)esEOdefinidaen t ) , OirtirT, y s a t i ~ ( c o a c m b i o s  
obvios) lm miemm condiciones impueatas a u(r, t); 

e )  	u. v. r satiefsoen 
h = O  e n 4 = ( ( r , t ) : r o < r i s ( t ) , O < t i T )  (faseliquida) (1.1) 
Lv=O en D ; = ( ( r . t ) : s ( l ) < r < r l , O < t < T )  (fmes6lida) (1-2) 

4 0 )=Q (1-3) 
il(r,O)=(p(r),ro<r<a (1.4) v(r,O)=yl(r),a<r<rl (1.5) 
u,(ro,t)= 0, 0 <t  <T (1-6) v,(rl,t)= 0, 0 <t <T (1-7) 
rr(s(t),t)=O,O<t<T (1.8) v(sCt),t)=0, 0 < t  < T (1-9) 

v,(s(l),t)-u,(S(t),t)= W),0 < t < T ,  (1.10) 
siendo L el operador del calor. 

Obsavaci6m 1: Hemoa dado a la temperalvn de h i 6 n  el habitual valor 0, lo 
cual no q m a e n t a  n&ma pCrdida degeneralidad. 
Obseavaci6n 2: Situacioneo como cp= 0 o tp = 0 corresponden al problem a 
unafa.de ahf n,exclueiQ 
OLsavad6m 3: Si bim uspmos ma sola variable eappcid r, edemas trPbajando 
bajo ajxopiadaa cdcioneo ds sirnebfa en ma mgih de R' ctmicterizada por 
ro S r S t l .  

La re& n c i h  menciomda, a+ el oigrrificado geom6trico que tmga la 
variable r, ser$ el ecpacio e n c e d o  enbe 
i ) 2 p lmo p d e l o s  (emeate can0 la condici6n ro >0 oe puede remover), 
ii ) 2 supdcien cilhdricaa cirmlareo de i p l  eje de sirnetria, 
iii )2 supdciea erdbicaa concCotricaq 
en obvia comapondencia con loa treo tipos W e s  de oimeMa 

h a  h s  eqreoiaaeo comspondientes del +or del calor L, son 

las que se puedem esaibir en foma unificada como 




La e~qpresihrnificada para el operadw adjunto Loee 


Con estao notaciones, el Teorema de &em para ur apropiado doolioio 4 
nos dice que 

Paranuestros fines ,coavendr& poner en loo roles def y g ademadas solu- 
ciones de la ecuaci6n del calor y de eu ecuoci6n adjunta, respectivamede. 
Obsewaei6114: Ffsicamente, la codci6n de S t e h  (1.10) se iderpreta como 
ma comervaci6n de enegla Eo el caso ordinario (u 20, v S0), la tducci6n & 
(1.10) a lesguaje intuitive es que cada h e  "iatentaammir" sobre la o h ,  y que 
el aigao de i bdica cud fme 'lo lo@. h el craro del ll@do 8 o b m a d b  
(u s0, v sO), el d i d o  contiaha tfcmpljandotf per0 el llquido ahora "tiraw,pa lo 
que resulta i (t) s0 (esto, por cierto, oe puede probar riguoeamede). 

De ahora en m6s centrammoo meatra ateaci6n en el can0 del llqnido sobsen- 
fiado, por lo que incorpomos a (P,) Ian eiguiemtea caodicioaes sobe 10s datos: 

cp(r)SO, roSrSa 
,+,(r)SQ, a S r S r l .  

Bajo tales condiciones, si el problema (P,) tiem solucidap d e n  pase&mm 
tren cmoe, a saber: A (existencia de aolucida para intewalos de tiempo hi tra-
rirmede gambs), B (extinci6n de la fsseUquidr em tiempo finite) y C (coaocido 
como blowup, palabra que da idea de estdtido o explosidn). En el tsner caao 
la whci6n oe idemmpe en tiempo f ib por ccupep difbrentes a las del se& 
(en la Secci6o sigui-e darernos mgrares pciuiones). 

Anf Im C O B P ~$8 iaevitble prephme cdsno estdn ~l4cIonados lor daos 
delproblem con lapostbilldud de contimar la mlucidn indejnldanaente en el 



t i e m , con la obvia ideacib de l o p  ua a i ta io  ~ i l l o  que pamitapredeck 
aid P los tms ti'sde mfucidn tendmms. 

El objetivo principal de esta expoeici6n (Seccib 3) es d de pres* 4-
tador de [8], trabajo em el cud hemos procurado relponder a e m  c#e-, 
esenciahmte aM s  de maistegrl lderpregdofisiammb coopo leaeaergla 
Sin embqo, dpdp la halidad de edos Seminsrios, creemor oportuno (e i@-
meds importads) comigw sdes alguno~ de 10s antecedsdes de este erhdio, 
t& a una c o w a dosf 2 , lo que se ha14 a codirmaci6n. 

A Fmmo y M. Primicerio collsideraron en [4] el caao midimenaid (en 
erencia simtrla pima) de un problema de S t e h  a una fae  con bmde fijo 
aislado: 

h continua en [0,11,h # 0. 
Si una terna (T, s(t),z(x,t)) es soluci6n de (PI),se pueba BLciImente por me- 

dio del Teorema de Green (con f=z, g r 1) que : 

Eato nos dice y e  la me@a total es coostards en el tiempo, lo que no puede sor- 
prsndemos ya que ae@ (2.4) w h q  intescambio con el exterior. El primer au-
mando en cada miemko de (2.7) da cuenta de la energla acumulada en el llquido 
por cdor latente de hi6n 



Reolprocameate, ri ma t a m  dc ien temah  redar esti&ce el problems 
(2.1) - (2.5) y (2.7), puede probme que eatisface (2.6) y por ends (P,). En resu-
m (2.1) - (2.5) y (2.7) es otra vemi6n de (P,). Esto mele expsame diciemdo 
que (2.7) es la f o m l a c i d n  integml do la condicioa de St* (2.6). 

En el caso clbico (h 2 0) ,existe soluciC de (Pa)para todo tiempo, y E(t) 
es creciente. Ademss 

ser acdsdaen (0, a), 
* Z ( X , ~ ) + O  p8rat-+a,  u n i f o r m w e a x .  (2-8) 

0sea: a1no haber aporte extm de ma,queddparte del sblido sin derrethe 
jamb. Y toda la energla tended a convsttitse en calor latsdb de h i 6 n  

En csmbio, si no se hace ninguna e p c i j c a c i d n  s o h  el signo tie h y el 
problema admite a l p m  solucih, hay exactamente ires posibilidades: 

(A) El problema time soluci6n para T erbitrario; 

(B) Existe un tiempo Total que lim s(t)= 0; 
-Ti 


(C) Eniste un tiempo T, tal que lim s(t)> 0 , lim inf i(t) = -a, . 
W'Ti -Ti 

La demostraci6n de esta tricotomla, bajo ma coadicih de flujo m b  general 
que (2.4), puede verse en otro trabajo de 10s mismos autores ([9]).N&ese we, el 
no especificaree el sign0 de h, la dimcibn s puede no ser monMona Sin embargo, 
ha sido probada la existencia de 10sllmitee de s(t) que se mencionan en (B) y en 
(C). MBs ah, en el caso (C) la h c i 6 n  z es continua inclwo hasfa 
t = T ,  , O<x< lim E(t). 

-7': 

Pero continuernos con [4]. Alll se n u e hque (A) sigue iqlicando (2.8), 
peee a que ya no e h o s  en el caso clbico. Agcegsndo doe apropiadaa hip6tesis 
sobre h, se demuestra dePples que, em cmo de existencia de solucibn, la energfa 

I 

Q= l + l h ( x ) d r  
0 

permite caracterbr a priori loe tree caclos, a eaber: 



La m b  relevade de las hip6tesie iwo1und.s es: la ecuscih h(x) = -1 tie-
ne a lo sumo una rafz en [0,1] (o maversih plso debilitada de eda ooodici6n). 
La otra et3 la que m b delaute llamammo~(2.12). 

Tdee hip6teeir permiten proba a d a h  cpe 

(33) 3 lim irsi (t) -00= .3 

-Ti 


lo que ernpieza a presmmciar algunaoimilitud entre (B)y (C). 
Sin asumir laa hip6teeis adicionaler sobre h que condujeron a (2.9), re prue-

ba tambih alli que siguen oiendo didas: 
@)=Q=O,  
( A ) a Q r O ,  (2.10) 

con lo que QeO 3 (C). 

A d e d  (A) s l i m  s(t) = Q. (2.11) 


t+oD 

Obsavrri6n 5: Se puede sac= mayor partido de la cowergencia d o r m  qw 

(A) 3 lim L promz(x,t) J =O.  
t-b- re [O.al 

Eeto qos permite mejorp el resultado (2.10). Eo efecto: 

excluyendo el caso (A). Por ende, la inplicaci6n (A) s Q > 0 es vdldu en ge- 
ned .  De (2.1 l) se deduce entoaces que no puede h&r extincldn usintdtlcu en 
el problem a una fae. 

Detbquemos el valor de (2.9). Tenem08 i d d c a d a  macodicidn (Q s 0) 
que, pera la clme de 10sp r o b l ~que verifican las do8 hiphteaia dicionales, 
es necesudr y Mclentepam Zr ezisterzcicl globed de solucldn. O(ro teoto para 
la exidencia de un instante To talque s(Ti)=0, o bien de un T, tal que 

lim inf 3 (t) = -a . Para obtener tan intereoante reaultado, Fa~snoy Primi-
t-bri 

cerio hicieroa jugsr mpapel clave a un lema (Leama2.4, p. 441) 6til para des- 
csrtar el caso (C). Como e&e lernano depende en nada de la condici6n (2.4), hn 



contomo (varios de estos trabajoo es tb  citados en [l] y [2]). Nuestra intenci6n 
es apliclrr las mismas ideas en el redo de esta exposici6n. Por eso, y para que ee- 
tas notas tengan cierto grad0 de completitud, daremos ahora ma  versi6n del cita- 
do lema que incluye una generalizaci6n no esencial del enmciado y algrrma 
pequ&a variante en la demomi6n. 

Sea, entonces, h continua en [0,1] y con signo sin prefjar. Pidamos ademb 
que no exista 6 E (0 , l )tal que 

h ( ~ )S-1  , 1 - 6 < x S l ,  
lo cud es apenas una condici6n necesaria para la existencia de soluci6n ( [ lo ] ) .  

Laar21: Supongarnos que existe ma constante H > 0 tal que 
h(x) rN.(x- l ) ,  x E IO.11,  (2 .12)  

y sea (T, s,z)m a soluci6n de (P,) tal que 
s*- $f s(t) > 0. 

te(0.n
Si existen dos constantes d E (0,sT), zo E (0, 1) tales que Hd < 9 
y z(s(t) -d,t )  2 -0 ,  t E (0,T )  , &once# 

t ) ( l - 2 )  t ~ ( 0 , T ) .
d 

Dcaostraci6n. Definiendo oc= inf' / (t) para cada o E (0, T ), 
@p.*+ 

nos proponemos verificar que 

Fijemos un a 6. Si a, 2 0 ,  (2.13) es trivial. Si en cambio a, < 0 ,recmimos 
a1 artificio de considerar el dominio 

a,=( ( ~ , t ): s ( t ) - d < x  <s(t), o < t  < T - 6  t 
y la fimci6n de comparacibn 

donde a es ma constante positiva a ajustar coaveaientemente. 
Para cada t fijo (incluso t = 0), w es creciente y coavexa como h c i b n  de x. 

De la hipbtesis Hd s 2, y la convexidad de w(x,0),wge que 
w(x,O)SH-@-l )<h(x) ,  1 - d S x S 1  

(mbatin: w(x, 0) < He (x- 1) en el interior). 
Es inmediato ademb que 

w(s(t),t)=O=z(s(t),t),  O < t < T - s  
w ( s ( t ) - d , t ) = - ~ ~ S ~ ( s ( t ) - d , t ) ,O i t < T - S .  



Hasto Pqul no hizo firlta resbiogir el valor de la coodsote a. Tooleodo &om 
a 2 -ae>0 results 

Lw= w,- w , 2 0  an., 

de lo cud por Principio de MgDtimo obtenemos 
z(x,t)>w(x,t) an. ,  Y 

de donde, eligiendo a =-ae,se llega BLcilmente a la tesis. . 
Obsavacib 6: En caso de existir, la isotenna z=-1 tiem mpapel destacado a 
lo largo de todo este tema Intmsa sumayor o menor distamcia a la fioderP libre 
(isotermaz =0).Enpalabras sencillae, el Lema 2.1 nos dice que si elltss dos iso- 
terman es tb  dcientemente sepmadas, no pub& ocurir el caso (C). Dicho de 
otro modo: si ocurre (C), la isotermaz =-1 exixids y "alcsn7~"a la fiontera libre 
en el instade T,. 
ObservaciQn7: Lo cllriosa importancia del valor -1 se debe a gue el problema 
(5)eat&nod i zodo .  De lo contmrio, la temp- "critics" del llquido so- 

* 
brediiado habria sido -;, donde c es el calor especffico y 1 el calor latente 
de h i h  por unidad de masa 
Ohcrmdci6n 8: La hip6teaia (2.12) no ee vital. Puede elimhuree si tmbqjemoe 
en el d o d o  

nu=((x,t) : s(t)--d<x<~(t) , a d d - s ) ,  
con a E (0,T)y 6 E (0,T-a).En tal cmo la hipbtesis Hd 520se reemplaza por 

Recordemoo nuevamente que el problema (P,) con sobreexdiiarnieato (h s 0) 
enth relacionado con el problma de di6bpi6n-coo~mo de orlgemo en tejidoe 
vivoo. En lo que va de eata SecciQ hemoo trabajdo con 8imeMaplena Pen,un 
modelo m8o realista para aplicr a im tejido qw circunda a mvaso s q u h e o ,  
&biera considerat- dominios cilfndricoa. 



Eua idea motiv6 a D. Andreucci a eutdar  en 1121 el cormlato de (P,)en 
dmetrla cillndrica, es deck a trabajar en el caso a unafase reernplazando ( 2 . 1 )  
PW 

1U , + ~ U ~ - U ~ = Oen&= ( ( r , t ) : r o < r < S ( t ) ,  O < t < T )  
P 


por lo demb con cambios menores @or ejemplo s(0) = b > r,, y h (r) continua 
en [r,,,b]). Aplicando mavez m b  el Teorema de Green (ahora con f = u, g = r), 
lleg6 a la siguiente f i m l a  

7 b 

9 ( t ) - r ; + 2  r u ( r , t ) d r = b 2 - r i + 2 J r h ( r ) d r  , O < t < T .  
10 

Ehsta multiplicar amboa miembroo por x y por imavariable que represente la al-
baaen 108 cilindros, para comprewler que esta f 6 r d a  tambib expresa una con-
servaci6n de energla 

Andreucci eldimde a e t h  rituacih el ya citado teorema & [9] robre la trico-
tomfa (A), (B), (C). Luego d i z a  la relacih entre estos trea casos y el valor de 

b 

re 

pasando por ma variante del Lema 2.1 y siguiendo ma lhea argmental andoga 
a la usada por Fasano y Primicerio. Su cmclwi6n, ttunbih hyb apmpiadas 
hipdtesis sobre h, es (2.9)con P en el rol de Q. (2) 

Loe resultadon de [12] son apemas ma pate de la Tesi di h r e a  de An-
dreucci ([13]), do& a d e d  se obtienen cmclusionea similaes para rimetrla 
efirica (con demostracione~ idbnticas en lo esencial). S6l0 traurcribiremos aqd 
la firmula de conservacib de la e n e a  correspondiente al caso esf6rico (ai ae 

4prefiere, multiplfquese por -IC ):
3 

r) 

Luego vino la tarea de intentar extender tgcnicas y resultadoa d problema a 
d mferes con llquido sobee&iado. En m trabajo qw hicimos CQII C.V. Tuner 



([14]) tdamos el caso sirnetria plaoa de (P,), bajo la fonnade p-oblema midi- 
mensioad en el hbxvalo [0,1] con cp < 0, yr < 0. Utilizando el Teorema de 
Green en low dominios y D: (y sumando mismbro a miembro las igualdades 
halladas), obtuvimos la f 6 4 a  

Se notaba fgcilmede que el recorrido de Q coincida coo el intendo (- a,a), 
que lae hciones u y v eran n  e ~y que la ~ ,ftodera l i h  era noa finci6n de- 
creciente (y siempre mayor que Q). Pero mr@a una dificultad: al no esta m8s el 
s6lido a tempersbra conetante, no era tan prwisible si M a o no ma p d c i 6 n  
de (- a,a )  a1 ed lo  de antes, o sea una descooposicih en tres mbcoqjunto~en 
correspondencia con (A), (B), (C). Fialmente, cooseguimoe poaa de manifiesto 
qne el rol ahora activo de la h e  dlida se traduce enm c d i o  de msultados. 

El papel de isoterma critica c01m~poodi6,por ciato, a u = -1. Pero en vir-
tud de la diferencia (1.10) y (2.6). la d p h c i h  del Lema 2.1 nos llev6 a 
considera hciones de comparaci6n a ambos ladmde la fbntem libre. En BU-

ma, iorponiendo propiadas hipbtssis a cp y yr (sobre todo a T), probanos que: 
rn ( A ) o O < Q < a  
rn (B)=Q<O 
rn (C)=Q<O 
rn Pwcada valor de Q <0 exi- dor codpraciooer iniciales 
(w,yrl) Y ( 9 2 .  y r 2 ) . ~ = c ~ - s a ~ c h 4 ) d o r  
de Q, tales que p r o  la prhnena la rolucib ea dbl tip(B), y 
psrp la re-e m e  (C). 

En palpkps smillm, (B)y (C) @'conpPTtenM miano rqso de valores de un 
Q, el interval0 (- a,0). 
Ohavaci6m 9: Nbtew d cmtrade con el probletna a ma h e .  Mer hpbismos 
sedhdado una pegoaa similitud entre (B) y (C), pero el vlla de Q lor diferen- 
cisba Ahora, en cambio, dentro del ideMllo (- m, 0) es imposible cmacterbm a 
mo u otro 8610 por el vsla de Q, pea odor casor h p d e n  bmbih del perfil 
inicial ((R yr).  Ohndifkmcia er cp en el cam (A) p L babsr sborP extincih 
asintbtica del llquido (Q =0). 

En erre tmbajo tsnbih sloliesmor el caso de UI sblido lohcdedsdo  en 
cooEacto con (cp80, yr 20).un lfquido @@clCicoW Sin ahar a d ies  ru 



faEtibilidad fieica, en obvio que desde UCJpudo ds vieta matem6tico este proble-
maredta completamente andogo al &or. Abora el recorrido de Q es (a, m), 
u y v son hciones positivss, y la funci6n s redta crsciede (y s i eq re  menor 
que Q).La fase que puede extmgurse en tiempo finito es la s6lida, y la isoterma 
crftica corresponde a dichafase (v = 1). Naturalmente, las mayore8 hip6tesis pa-
san arecaer sobre yr ,  y 10sresultados expresrn que (A) corresponde a QE (a,l], 
y que (B) y (C) comparten el interval0 (1,m). 

El caso de m llquido sobreedriado en contact0 coa un &lido sohcalenta-
do (9<0,yr r 0), es de ma dificultad muy superior a la de loe dos problemas ao-
teriores, ya que: 

la fiwtera libre no necessrimede es mdtona, 
son m8s de trees 10sposibles tipos de wlucibn, 
ambas h e r  pueden tener i s o t m  critics, 
Q puede t o m  cualquiier valor real. 

Por tales motivos, si bien pudimos extmder el Lema 2.1 y algtin otro resultado 
tecnico, 8610 obtuvimos conclusiones psrcialeg (esencialmente, condiciones ne-
cesan'aspamdgunos t i p s  de con~~~rtammtode la solucidn ). 

Comaponde abwn exponer resultdm referidos al problema (P,) con eime-
Ma clllndrlca o e@rlca Pen, por obviaa razones & comodidad notaeiaoal, nos 
redrhgkmos aqui al primer caao, pueoto que lap vmiones de emmciados, de-
modmcionee y cdculos cornspondisden d caw edhico son, en lo Rlstencial, 
i&cm a laa del caso cilindrico. 
Mb atin, con un poco de cuidado es fsetible hacer m tratmento unljcudo 

de (P,),  enpleando las expnsionea (1.11) a (1.13). A Utulo de ejeaplo, 4 g a  
observar que las diferentesg que utiliPlnnos m el Teacma de m e n  respondlao 
a la fonna g(r) = P, con el m twociado al tipo & simetrfa (y la flkmuaresultm-
te siempn imrolucrabaab*'). 

Eo simeMa pl- el pmo de ma a doe firses requda de alpma minim88 
preceucimes, como la ya dicha de efectusr caap~rafimesa embos lados de la 
fiontera libn para poder edapCer d LeM 2.1. AborP ne qpeamapequeda difi-

m
cultad: el Mrmino TU, de (1.11)ya w per4mlo. 



Considemos, paes, el problema (P,) con sirnetria cilhdrica (o seq con 
m=l ) ,  yrecordemou lae hip6tesis c p ~ O ,y r ~ 0 ,cpf0, yr#O.Vsmos aaeumir 
adernbpnoexisteli E (0,a)bd qw &)<-I,  a - 6 < x < a .  

Proposlciba 3.1: Si (T,s,u,v) es solucibn de (P,), tmtonces para cada t E (0, T ) se 
verifica que 

&@ 

2(t)- 30 + 2 J r u(r, t) dr + 2 'I r v(r,t) dr = 
re 

'a 8 

Dmnost~7~ci6aBasta qlicar (1.13) en 10sdominios DL; y x ,y luego 811111~~ 
miembro a rniembro. . 
Propddibm 3.2 :Si (T,s.u.v) es soluci6n de (P,), entmceu 

i Q < U ' - ~  
ii) u < O e a q  y v<O enDF 
iii) s decrece estrictmente y ro < s(t)< a , O < t < T  
iv) &t)> Q + 4 . o < ~ < T .  

pio de M h o  junto con (1.10) y (3.1). 
Para ma h e  hablamos comentado qw,em el caso (C), z era continua hasta 

t = TI. Paa nuestro actual problemq a1 ser s demciente, la existeacia de lfmite 
de s(t) est6 firerade diacusih TmnbiC puede obtenerse que: 

(B)av  escontinuahastat=To, r ~ < r < r l .  
Por brevedad omitiremos lae pruebae correepondientes. 

Pnpedcik 3.3: Supongarnosque (P,) admite soluci6a Eotonces: 
i) 0 



DamerbrcM.. P ~ Bi) bash aplicar a (3.1) el Temma de Lebeepe para 
t -+ TO.Para ii) rs p d a  (sapleando, como a ma fase, m apropido lana de 
coaparaci6n) que u y v tienden dormemente a 0 para t +00. De alll srPgen 

Para intentar la reciprwa de la Prop. 3.3.ii), agregaremos hipbtesis, princi- 
palmente a la h e  lf quida 

(H) la ecuaci6n q(r) =-1 time a lo sumo ma& en [n,u];  
o bien plgo mhs d6bil: 

(H*)no existen tres docen r; ,r? r; en (ro,a) con r; if ir; ,tales que
q(r9 <-1 (re~pWthUld6>-1 ), 
1 ( r e .  - 1  p ro i= l ,Z ,  
Hr;). Hr i )  < 1 (reap. > 1). 

Si ademh Q>0 y (T,s,u,v)es soluci6n de (PJ,edonceo u(r.t) -1 en todo pun-
to de D",, o bien la ieoterma u = -1 esth o e p d  pot ma distencia positiva de 
r=s(t) ,  paratodo t G [ 0 , q tal que s(t) >ra .  

a 


Dunosbrrcidn. Primero notam08 que d -4+ 2 1r Hr) dr > 0, y db aquf ue si- 
re 

gue como en el cmo de rmo k e ,  consid8f8ndo un promedio de temperatmas (en 
este cam en una corona circular): 

a 


Damoa a c o ~ i 6 nel d o p  del Lema 2.1, en una verai6n deliberada- 
mente c6moda en bip6teaio y aieplido la idea de la Observacido 8. NtMese, sin 
embargo, que no 8e usan (H) ni (H'). 
Lana 3.5: Sea (TJs,uJv ) aoluci6n de (P,) tnl que s(T)r ro . Sem: d > 0 tal que 
d < m i n ( s ( T ) - b J r l - a ) ,zl E (0 ,1 ) ,  z 2 r 0 ,  a 1 0  talesque 
u(r,t )1-2 1 y v(r, t )  > -22 en lm pates re~pectivas& unn mi611 

E.= ( (r , t ) :  a < t < T ,  s ( t ) -drr<s ( t )+d) .  
Diminyendo d oi h s e  neceoario, auponemoo tambib que 

d - max br(r,a)I< 21 y d .  max (vr(r,a)l<a. 
[rmc@)] [dafI] 

Entonces existe ma colleEsote K > 0 tal que 



t ( t ) r - K  , a < t < T .  
DmnortrociOn P w lah e  lfquidahacemor ma compaaciQ 6u con 
wl = -zl (1-e-cd)-l[1-ecwW], c > 0 a ddamina (y todo s i p  coma 

en el Lema 2.1, pues el t6rmino Pdicional que hay cm Lwl juelpanuesh-o fwor). 
Para la f a ~ esblida, en cambio, dicho t6rmino adicional a p g a  dificultades, las 
que Be salvsn al menos de doe mamm dietintas, a saber: 

a) compsar v con = 2 2  ( r-Nt))(r- Nt)- 2d) 
b) si zl y 2 2  satisfien adem& 21 +z2 < 1,comparar v ccm 

wz = -22 ( 1  -ecd)-' (1 -ec(r-'ca)),ahomcon c < 0 apropiada. 
Obsavaci6n 10: Si ocurre (C), la isoterma u = -1 exide y alcanza la fiontera li- 
he .  Si cpk-1 (pro  cp+-l), eeu >-1 ynopuede ocurrir(C). 

hpoOidbn 3.6: Si 9satisface (H), edonces (C) 3Q < 0. 
Demostraci6e Si QTO,por Lana 3.4 la isohma u = -1 no exi- o bien esta 
separada de la fkontma libre, Entoncee ee puede splicsr el Lemo 3.5, exclyendo 

(C)-. 


Reuniendo a l p a  de 10s resultado8 aderioms, quedap b a d o  el: 
Tcorum 3.7: Si se verifica (H), entonces 

(A) o O S  Q < a 2 - 4 .  

Resta ver que es inposible dishguir (B) de (C)p a  medio del valor de Q. 
Proposieib. 3.8: Para cada Q < 0 exiate un perfil inicid ( a yr) tal que nucede 
@I-
Wmi61~DsdoQ(O,bsstoelegircpSO, yr SO demodoplecp2-1 

u r l  

en[ro,a] y Q = a 2 - 4 + 2 [ r q ( r ) d r  + 2 1 r  yr(r) dr. Parejemplo 
r0 a 
r - a

0 = rQ+ r l  , Mr) = - yr(r) = -M(r -a )
2 d - r ~' 

conM > 0 adecuada. 
El mdo ya ea aencillo, y omitimoa 10s detalles. 

Lmm3.9: Si yr(r) >-Mren[a,rl] ,  y Q S - 2 ~(4-4),e d o n c e s a u n ( ~ ) .  
M q g m e n t e  oi yr(r) > -K y Q s-K(rt -4 ) ,  tmnbih ocvn (c). 

Propdch 3.10: P wcada Q 0 exi* anpar ( 9  yr) tal que aucede (C). 

E-

I 

I 
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