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PREFACIO 

llado el notable desarrollo que el tenla ha experirnentado en 10s ulti~nos aiios (ver 

Anexo I ) ,  el Depar iamenio  de Maiemiitzca de la Facultnd de Czencias Ernprcsarzcllcs 

de la Unlzlcr.sidnd Austral  y el Progranta de Matemiitzca Puru y Aplzcadn de Rosurzo, 

PROMAR (C'ONICET-[JNR), que se desarrolla en el Insti tuio de Matcmht ica  "Rcppo 

Lezli" de la Facultad de Cierlcias Exactas, Ingenieria y Agrimensura de la Universidad 

Nacional de Rosario, emprendieron, a travds de 10s proyectos de investigacibn y 

desarrollo "Apltcnciones de Problemas de Frontera Lzbre" y "Problemas de Froniera 

Libre de la A s i c a  Matemiit ica", la organizacibil del interdisciplinario V Semznario  

sobre Problemas de I'roniera Libre y su.3 Apl icaciones ,  realizado en la ciudad de 

Rosario (Argentina) dlirante el period0 del 19 a1 21 de dicienlbre de 1994. 

Esta quinta edicibn se realizi, en inelnoria del Profesor Julio Esteban Bouillet, 

destacado investigador en el area de Ecuaciones Diferenciales, recientemente 

desaparecido, quien fuera rniembro del Con~itd Organizador y colaborador entusiasta 

de estos Seminaries desde sus comienzos. 

El Comitd Organizador estuvo compuesto por J. E. BOUILLET (IAM y UBA, 

Buenos Aires), E.A. GARCIA (CNEA, Buenos Aires), D.A. TARZIA (UA y 

PROMAR, Rosario) (Coordinador) y L. T. VILLA (UNSa, Salta). 

La Secretaria estuvo a cargo de L. R,. BERR.ONE, A. BRIOZZO (Coordinadora), 

G.G. GARGUICHEVICH, P.R. MARANGUNIC, M.F. NATALE, E. SANTILLAN 

MARCUS y M.C. SANZIEL. 

Este Seminario ha sido realizado, en parte, gracias a suhsidios que a tal efecto 

otorgaron la Fundacibn Antorchas, la Fundacibn J .  Prats y el CONICET. Ademb, se 

contb con el auspicio del Comitii Argentino de Transferenc,ia de Calor y Materia 

( CAMAT). 

Adembs colaboraroil las siguientes en t idades : CIDCA (CIC-CONICET-UN LP), 

L a  Plata; CNEA (sede Constituyentes), Buenos Aires; FAMAF (UNC), Cbrdoba; 

FCEFQ (UNRC), Rio Cuarto; FCEyN (UBA), Buenos Aires; IAM (CONICET), 



Ruenos Aires; IFLYSIB (UNLP-('ON1C:ET-CIC); INENCO (CONICET-UNSa), 

Salta; INIQIrI ((WNI(1ET- [JNSa), Salta. En el Senrinario participaron 3'7 personas 

provenientes de 8 ciudades argentinas (ver Anexo I1 - Lista de Participantes). 

Los objetivos del Seminario fueron : 

1) Ciestar un encuentro biantlnl/Irianual de las personas y grupos de investigacibn que 

trabajan en problemas de frontera lihre y temas conexos, en particular, en el probleme 

de Stefan (cambio de fase), a fin de provocar una &ti1 interaccibn entre 10s mismos. 

2) Despertar el inter& y promover el acercamiento de jbvenes graduados en 

MatemAtica, Fisica, Ingenieria Quimica y ramas afines y, de esta manera, contribuir a 

la formacibn de rtcursos hurnanos, no limitando el encuentro sblo a una reunibn de 

especialistas que se comunican las liltinias riovedades en la materia. 

Esta quinta edicibn del Seminario estuvo constituida por conferencias sobre 

aspect.0~ bbicos del tema y conferencias referidas a las aplicaciones (ver Anexo 

111-Prograrna). En afios sucesivos, 10s temas versaran sobre aspectos m b  especificos y 

complejos, ya sea desde un punto de vista t&rico o num6rico (no tratados en 

Serninarios anteriores) y 10s principios tebricos irhn paulatinamente dando lugar a las 

aplicaciones. Se prevC la realizacibn de una mesa redonda donde se invitara a 

industriales de distiiltas Areas para que expongan sobre 10s problemas no resueltos en 

sus respectivas empresas. 

Para finalizar, quiero dejar constancia de mi sincero agradecimiento a 10s 

investigadores encargados de la redaccibn de estas notas como asimismo a todas 

aquellas personas e Instituciones que de una manera u otra han colaborado para el 

Cxito del Seminario. 

Donlingo Alberto TARZIA 

Conlpilador 

Rosario, Marzo 1995. 



ANEXO I 


PROBLEMAS D E  FRONTERA LIBRE 


Los problemas de frontera libre son aquellos problemas de corltorno donde 

interviene ademiis una inc6gnita (la "frontera libre") que separa dos o mas regiones, y 

sobre la cual se conocen datos que dependen del modelo analizado. Seglin el nlimero de 

dimensiones del espacio, en lugar de una superficie de separacibn se podra tener una 

curva o un nliinero finito de puntos. 

Un ejemplo tipico es el probleina de Stefan (o problerila de cambio de fase), qr~e 

estudia la temperatura en el espacio ocupado por dos fases de un cuerpo, generalmeiite 

una fase s6lida y una liquida (por ej. hielo y agua en procesos de fusi6n o 

solidificaci6n). L a s  funciones que representan las temperaturas de las dos fases 

satisfacen las correspondientes ecuaciones del calor. Sobre la superficie de separacibn, 

que puede variar en el tiempo y que se encuentra a temperatura constante, se impone 

una condici6n adiciorial que surge del principio de conservaci6n de la energia. El interds 

y la dificultad del problema se debe a la presencia de dicha frontera libre, cuya 

determinacibn es de fundamental importancia en la practica. 

Otros ejeniplos son : 

a problemas de hidraulica, pot ej. el del dique poroso, donde una superficie 

desconocida separa la zona seca de la zona hiimeda; 

a el prohlema del ohstaculo, donde hay una zona de contact0 entre el obst~culo y la 

configuraci6n de equilibrio de la cuerda o membrana elastica; 

a prohlemas de difusi6n-reaccibn gas-sblido en Ingenieria Quimica, donde la 

superficie inc6gnita separa la regibn del s6lido ya atacada de la todavia no atacada; 

a problemas de elasto-visco-plasticidad, problemas tbrmicos con pared semi-

permeable, semiconductores bajo una uni6n P-N. problemas en medios porosos, 

problemas de meciinica de 10s fluidos, etc. 

Entre las mliltiples aplicaciones de estos problemas se puederl niencionar : 

i v  



elect ropintura; envenenamiento y regeneracibn de catalizadores; combustibn de sblidos; 

solidificacibn de aleaciones binarias; soldadura de nletales; colada continua del acero; 

congelacibn de a1iment)os en la industria frigorifica; almacenamiento de energia tirmica 

de origen solar por canibio de fase; oxidacibn del zirconio y fusibn del dibxido de 

uranio en reactores nucleares, en caso de accidentes; procesos de ablacibri tirmica; 

difusibn-consumo & oxigeno en tejidos vivos, para el tratamiento miidico de trlmores 

mediant,e la aplicacibn de radiaciones; problemas de control 6pt.imo ligados a procesos 

con calnbio de fase; solidificacibn de suelos hi~medos; derretimiento de glaciares; 

creciniiento de raices de cultivo; etc. 

El avance considerable que se ha obt?enido en el desarrollo tebrico de estos temas a 

nivel nacional, y sus variadas aplicaciones industriales que se encuentran en etapa 

inicial, impulsaron la realizacibn de este V Seminario, prosiguiendo la linea de 10s ya 

concretados I y 11 Seminario sobre el Problema de St,efan y sus Aplicaciones (Rosario, 

4 4 / 7 / 8 3  y 13-17/10/86, respectivamerite) y 111 y 1V Seniinario sobre Problemas de 

Frontera Libre y sus Aplicaciones (Rosario, 11- 15/10/1988 y 14 - 18/12/1992, 

respectivamente). El material correspondiente a 10s cuatro Seniinarios anteriores ha 

sido p~lblicado en la coleccibn CUADERNOS del Instituto de Matemiitica "Beppo 

Levi", nlinleros 11, 12, 13, 14, 17, 18, 23 y 24. 
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ANEXO Ill 
PROGRAMA DEL SEMINAR10 

L u n e s  19  d e  D i c i e m b r e  

L. T. Villa - ' H .  Quiroga, " Modelos de frontera libre en t8ra~lsforniacio~ies 
fluido - s6lido - reaciivo ". 

E. A. Garcia, " Mdtodo de frontera in6vil para simular la oxidaci6n de circonio a la 
temperatura de fusionanliento de un reactor nuclear de potencian. 

C. V. Turner, El problema de Stefan a una fase para un liquid0 sobrenfriado con 
una condicihn convectiva en el borde fijo". 

P. R. Marangunic, " El problema de Stefan simdt,rico a dos fases con sobre-
enfriamiento ". 

M a r t e s  20  d e  D i c i e m b r e  

nD. A. Tarzia, Coinportamiento asint6tico en el problema de Stefan a una fase con 
una condicihn convectiva en el borde fijo ". 

A. C. Briozzo, " Soluciones exactas en problemas de frontera libre con coeficiente de 
difusi6n no lineal ". 

J. I. Etcheverry, " Sobre un mktodo numhrico para resolver un problerna de 
ncontorno para ut = cr u, . 

L. R. Berrone, " Minimo de funciones arm6nicas en domiilios convexos con 
condiciones mixtas de contorno ". 

R. M. Mascheroni, " Dos problemas de frontera libre acoplados: solidificaci6n con 
Vsimultiinea sublimacihn ". 

A. M. Gonziilez, " Determinacihn de coeficientes tir~nicosen materiales semi-
infinitos con zona pastosa ". 

M. C. Sanziel, "Analisis nurn6rico de problemas de Stefan con fuente de energia 
intenla ". 

D. A. Tarzia, " Sobre el caso estacionario del problerna de Stefan-Signorini con 
condiciones mixtas de contorno". 



a N. bITolanski, " U n  prohlei~la de frotlt,era lihre proveiliente de la teoria de 
coinbustihn. Part'e I ". 
a C. Lederman, " IJn prohleina de frontera Iibre provenient'e de la teoria de 
combustihn. Parte 1 I". 
a V. A. Kuz, " Dinarnica de la condensacibn de un vapor sat'urado". 
a J. 1. Etcheverry, " Modelo nuinhrico de urnbrales de fusihn de metales irradiados por 
un eafi6n de elect rorles ". 
a A. C. Bouciguez, " Analisis thrmico y solucihn numdrica a1 prohlenla de 
t<ransferencia de calor en doe fases ". 
a J. C. Reginato, "Toina de agua y crecimierlto de rsices de cultivo ". 
a G. SAnchez Sarrniento, " Deterrninacihn numkrica del perfil de refractario erosionado 
y de la acumulaciiin de material- adheridos en un crisol de alto horno". 
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DOS PROBLEMAS DE FRONTERA LIBRE ACOPLADOS: 
SOLIDIFICACION CON SIMULTANEA SUBLIMACION 

Rodolfo H. Mascheroni 

Introduccion 

En 10s tres seminarios anteriores se presentaron distintos aspectos del problema 
de la transferencia de calor con carnbio de fase en la congelaci6n y descongelaci6n de 
alimentos. En el I1 Seminario se vieron 10s mCtodos de soluci6n numericos (Conferencia 
no publicada), en el I11 Seminario 10s mCtodos de soluci6n aproximados para geometrias 
regulares simples (1) y en el IV Seminario 10s metodos aproximados para geometrias 
mu1tidimensionales y/o irregulares (2). 

En 10s alimentos que se congelan sin empaquetar (como hamburguesas, albbndigas, 
filetes de pescado, etc) la situaci6n real es mucho m h  complicada que la descripta en 10s 
trabajos precedentes. Existe, ademis del fen6meno de transferencia de calor, un proceso 
simultineo de transferencia de materia originado en la sublimaci6n del hielo superficial. 
Una situaci6n semejante se presenta durante la congelaci6n de materiales biol6gicos y de 
suelos. 

En el caso de 10s alimentos esta sublimaci6n superficial genera un importante 
perjuicio econ6mico por el efecto conjunto de la perdida de peso y de la disminuci6n de 
la calidad por la peor apariencia, consistencia y sabor resultantes. En este sentido es 
importante poder predecir la influencia de las condiciones del proceso sobre la trans-
ferencia de vapor de agua entre el aliment0 y el medio circundante (el aire). 

El sistema fisico real corresponde a dos sistemas Stefan simultineos, que se des- 
plazan con velocidades muy distintas: Un frente de congelaci6n que alcanzari el centro 
del sistema (congelaci6n total) y un frente de deshidrataci6n que scilo penetrari muy su- 
perficialmente durante el period0 que dura la congelaci6n. La Figura 1 presenta un 
esquema de dicha situaci6n durante un momento intermedio del proceso de congelaciiin. 
En esas circunstancias habri una zona (parcialmente) congelada (ZONA 1) separada por 
un frente de cambio de fase de la zona sin congelar (ZONA 2). Simultineamente, dentro 
de la ZONA 1 y adyacente a la superticie existiri una "cdscara" de material deshidratado 



(ZONA 3), cuyo espesor sera muy pequefio respecto del espesor total del alimento. 


Fig. 1. Esquema del sistema estudiado: 1, Zona congelada; 2, Zona sin congelar; 3, 
Zona deshidratada 

No obstante su importancia te6rica y prictica, este tip0 de estudios ha sido abor- 
dado en muy pocas oportunidades. Ello se debe a las enormes complicaciones inherentes 
a1 desarrollo del modelo matemitico y a su soluci6n numerica entre las que se incluyen: 
- La fuerte variaci6n con la temperatura de las propiedades tCrmicas del alimento (ca- 
pacidad calorifica Cp, conductividad tkrmica k, densidad p y coeficiente de dihsibn D) 
(ya vistos en (1)); 
- El que en muchos casos no se conozcan en forma precisa, ni alin aproximada dichos va- 
lores; 
- El que las propiedades en la zona deshidratada (ZONA 3) dependan fuertemente de la 
estructura original del alimento y de la matriz desecada resultante (se deberh determinar 
experimentalmente); 
- El hecho de estar ambos balances (de calor y materia) fuertemente acoplados a traves 
de las condiciones de contorno y de la dependencia de D con la temperatura. 

Entre 10s que han modelado este tipo de sistema, alin con el uso de hip6tesis sim- 
plificatorias, Chau y col. (3) y Chau y Gaffney (4) trabajaron sobre la transferencia 
simulthea de calor y materia durante la refrigeraci6n de vegetales vivos (que respiran); 



Sukhwal y Aguirre-Puente (5) y Aguirre-Puente y Sukhwal (6) midieron y modelaron la 
sublimaci6n de hielo desde medios dispersos. No obstante la mayoria de la informaci6n 
publicada restante esti basada s610 en informaciiin experimental o en modelos semi- 
empiricos. 

Formulacion Matematica 


Se trabaj6 tanto sobre la geometria de esferas (la que se asimila a 10s casos de 
frutas enteras, porciones esfiricas, croquetas y alb6ndigas) como de cilindros finitos 
(casos de hamburguesas, pizzas y platos preparados) (7), (8). Para la ejemplificaci6n del 
problema presentaremos en este trabajo s610 el primer caso. Para de cilindros finitos el 
esquema es similar y puede consultarse en (7). 

El balance de energia a resolver es 

en el cual T es la temperatura, t el tiempo y donde, como se manifest6 previamente, p,  
Cp y k son funciones de la temperatura y composici6n (Sanz y col. (9)). 

Cp es una capacidad calorifica aparente, ya que incluye tanto a la capacidad calorifica 
verdadera (sensible) como a1 calor de cristalizaci6n del agua. Este tiltimo es liberado a 
lo largo de un arnplio rango de temperatura, ya que la mayoria de 10s alimentos se 
comportan como una soluci6n, presentando una depresi6n del punto de congelaci6n y una 
curva de equilibrio temperatura-concentraci6n ( I ) ,  (9). 

Las condiciones de contorno son las usuales para esta situaciiin: 

para el centro de la esfera y 

para la superficie de la esfera. 
En estas ecuaciones r es la coordenada radial, C la composici6n, T, y C, se refieren 

a las condiciones ambientales del aire y Lv es el calor de sublimaciiin del hielo. Para h 



y K, 10s coeficientes de transferencia de calor y materia, se han tomado 10s valores deter- 
minados por Tocci y Mascheroni (LO) para congeladores continuos de cinta y "corregi- 
dos" por la presencia de la capa deshidratada superficial de espesor 6 (6 depende de la 
perdida de peso y crece con el tiempo) corno: 

Aqui ho y KOcorresponden a la zona "nodeshidratada" (Zona 1); k, es la conductividad 
del alimento,deshidratado (Zona 3) y Deff el coeficiente de difusidn del vapor de agua 
en la matriz sdlida deshidratada (Pharn y Willix (1 1)). 

Simultheamente, el balance de materia a ser resuelto es: 

Se hicieron suposiciones similares a las utilizadas en el balance de energia. Las con- 
diciones de contorno para la superficie y el centro del aliment0 quedan expresadas como 

Cleland and Earle (12) demostraron que, para el modelado de la transferencia de ca- 
lor durante la congelaci6n de alimentos se obtienen resultados similares tanto si se usan 
esquemas de diferencias finitas explicitas como alternativas m8s elaboradas que impliquen 
mCtodos implicitos de 2 6 3 niveles de tiempo, siempre que se utilicen intervalos suficien- 
temente pequeiios de espacio y tiempo. Esto es debido a que las principales fuentes de 
error estin originadas, como ya se explic6, en 10s valores de propiedades a utilizar. Ba- 
sados en estos criterios se probaron 2 mCtodos explicitos que difieren en la distribuciiin 
espacial de los elementos de volumen (y por tanto de 10s puntos en la malla). 



M6todo A: Incrementos es~aciales de ipual tarnaiio-

Se trabaja con espaciado constante de malla Ar, tal como se lo esquematiza en 
la Figura 2a. 

Si llamamos Ar y At a 10s incrementos radial y temporal, respectivamente, definidos 
como Ar = R/(I-1) y T,"se refiere a la temperatura calculada en r = (i-1)Ar y t = nAt, 
la forma discretizada del balance de energia viene dada por la Ecuaci6n (3). Reordenando 
se obtiene la forma general vhlida para 10s puntos interiores (Ecuaci6n (4)). En ella es: 
RELl =At / A? y a = k / (pCp). 

( Z + l - T i " )  - ki" 
p; cpq+l - - ( T L 1 - 2  T ; + T ~ - , )  +

A t  A r 2  

+ RELl ( k f + l - k l(~ i" , l - 7" ,"_1 )  

4 cpf p; 

Fig. 2. Diagrama de 10s esquemas de csilculo usados. a: Iguales Ar; b: Iguales AV 
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Para 10s limites del sistema (centro (i =1)y superficie (i =I)) se obtienen las siguientes 
relaciones especificas discretizando las condiciones de contorno: 

c" = T: + 6 RELl a: (T,"-T:) (5 

fi'' = T,"+ 2 RELl a; [T& 

( 6 )  


Para C;+' se obtienen relaciones similares a las ecuaciones (4), (5) y (6). 

Mbtodo B: Incrementos de volumen @ales 

Chau and Gaffney (4) presentan un detallado desarrollo del metodo. Brevemente, con- 
siste en dividir el cuerpo (esfera o cilindro) en I cAscaras concCntricas de igual volumen 
AV, donde AV = V / I, donde V es el volumen total del cuerpo. Su ventaja principal es 
que, para esferas y cilindros infinitos, se genera una "concentraci6n" mis alta de puntos 
de la malla cerca de la superficie, lo que posibilitaria cilculos mis precisos de 10s perfiles 
de temperatura y concentracibn. Ademk el punto situado sobre la superficie no tiene 
masa asignada, con lo que es mucho m h  exacto el cilculo de su temperatura (4). 

Tal como se esquematiza en la Figura 2b, cada punto de la malla esti situado en el 
centro del elemento de volumen. La forma general, basada en el balance de energia en 
un elemento de volumen generic0 AV, es: 

en la que: A, = 4 a riri+,; r, = (1 + (1.5 - i) / I) para 2 I i I 1+1 ; Ar, = ri - r,,, 
Ar,, = Ti-, - ri. 

El punto 1 esti sobre la superficie y el punto 1+2 esti en el centro. 
Reordenando se obtiene la forma general para T;" 181: 



Para i = 1 (superficie) se tiene a traves de la condici6n de contorno: 

El punto I +2 no puede calcularse por aplicaci6n del esquema y puede ser obtenida 
por extrapolaci6n polin6mica. Esto es un problema de dificil soluci6n durante el can~bio 
de fase, cuando 10s perfiles son casi planos cerca del centro. La extrapolaci6n puede lle- 
var a valores de temperaturas muy superiores a 10s reales. Esta posible fuente de error 
es muy importante en el ciilculo de tiempos de congelaci6n. 

Para C:+' se obtienen relaciones similares a las ecuaciones (7), (8) y (9). 

Resultados 

Arnhos modelos numericos fueron codificados en QUICKBASIC y corridos en una 
PC AT486. En todos 10s calculos se utilizaron propiedades tCrmicas de carne vacuna 
picada tomadas de (9), las que dependen de la composici6n y temperatura y tienen 
diferentes f6rmulas de predicci6n por sobre y debajo de la temperatura de comienzo de 
congelaci6n Tcr. 

Para el MCtodo A se utilizaron 16 puntos de malla en casi todos 10s cilculos. En estas 
condiciones se ohtuvieron resultados estables utilizando At I 0.50 s. 

Para el Metodo B se utilizaron 14 elementos de volumen. En estas condiciones se 
obtuvieron resultados estables utilizando At < 0.10 s. 

Para amhos mCtodos el utilizar mayor nlimero de puntos no mejor6 las predicciones. 
No hub0 diferencias significativas entre 10s tiempos de congelacicin ft y la pCrdida de 



peso wl predichas por ambos mitodos. La mayor variaci6n en ft  fue de 0.22 min para 
Ta = -35°C y va = 10 m s-'; para wl fue de 0.026% para Ta = -35°C y va = 7 m s-'. 

Como ejemplo de la informacibn obtenida con el mitodo de prediccicin, la Figura 3 
muestra la variaci6n de 10s perfiles de temperatura con el tiempo predichos para una 
albbndiga de R= 0.019 m congelada con Ti = 5.0°C, Ta = -30.0°C, va = 7.0 m s-' 
y flujo de aire descendente perpendicular a la cinta, cuyo ft  fue 26.74 min. Un dato rele- 
vante es que, a medida que avanza la congelacicin, la forma de 10s perfiles de temperatura 
se distorsiona en la zona adyacente a la superficie. Esta distorsi6n es causada por las 
distintas propiedades en la zona deshidratada y el modelo es capaz de simularlo adecuada- 
mente. 

Por su parte, la Figura 4 muestra la historia tirmica para tres puntos (superficie 
(r = R),'centro (r = 0) y un punto equidistante de arribos (r = 0.5 R)) para las condicio- 
nes de congelaci6n previamente citadas. 

Fig.3. Perfiles de temperatura predichos para la congelacib de alb6ndigas con 
Ti = S°C, Ta = -30°C, va = 7 mls y flujo de aire descendente 



2 . 5  k ---1--7-- I I I I--T r- - -?--A1 

0 2 4 6 8 10 12  1 4  16 18 2 0  2 2  2 4  26  
Tiempo ( m i n )  

Fig. 4. Historias termicas predichas para distintos puntos de una albbdiga durante 
su congelaci6n en congeladores de cintas (R = 0.019 m, Ti = 5°C) 

Asimismo la Figura 5 muestra la variaci6n de 10s ft predichos (el tiempo necesa- 
rio para alcanzar -18°C en el centro) en funci6n de la temperatura y velocidad del aire. 
Como era de esperar la dependencia con ambos parimetros es alta, per0 disminuye a1 
descender Ta y a1 aumentar va. 

A su vez, la Figura 6 presenta 10s valores calculados de la perdida de peso wl pa-
ra las mismas condiciones de operaci6n de la figura anterior. Las perdidas predichas va-
rian entre 1.04 y 2.07% para 10s valores extremos de Ta y va. 

Discusi6n v Conclusiones 

- Es posible predecir la transferencia simulthnea de calor y materia durante la congelaci6n 


2 3 




Fig. 5. Tiempos de congelaci6n predichos para alb6ndigas en congeladores continuos 
de cintas con flujo de aire descendente 

y el almacenamiento de alimentos a travCs del uso de un modelo te6ric0, sin realizar 
hip6tesis simplificatorias en su deducci6n. 
- El empleo de m6todos numericos explicitos facilita el desarrollo y uso de 10s programas 
de c8lculo. 
- El uso del modelo de elementos de volumen constantes (MCtodo B) no increment6 la 
precisi6n de 10s c8lculos respecto del de elementos espaciales constantes (MCtodo A), 
per0 si las necesidades de tiempo de miiquina. 
- El modelo desarrollado permite calcular perfiles de temperatura y composici6n, tiempos 
de congelacidn y perdida de peso. 
- El modelo puede ser utilizado para mejorar el diseAo de equipos, disminuir el tiempo 
de proceso, el consumo de energia y las perdidas de peso. 
- Se pueden realizar aplicaciones similares para el caso de congelaci6n de suelos. 



Fig. 6. Pkrdidas de peso predichas durante la congelaci6n de alb6ndigas en 
congeladores de cintas 
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On a numerical method for solving a 

boundary value problem for ut = a(u),,. 


Javier I. Etcheverry 

1 Introduction 

We consider solrltions in - x of the problem 

with a ( u )a continuous nondecreasing function, and uo a positive constant. 
We recall briefly the method exposed in [I]. We discmtise the range of the 

solution in n nodes ui: 

o < ~1 < ... < un = uo (2) 
and we obtain a system of nonlinear ordinary difFerentia1 equations for the 
level curves yi, that we can write: 

where n u i  = uj+l - ui, and ai = a(u i ) .  

The solutions y;, i = 1,. . .,n must satisfy the initial data: 




2 

Note that the system is singular at t = 0, what makes this form difficult of 
integrate numerically. But the similarities of the main equation (1) suggest 
that yi(i) = ,&&, i = 1 , . . .,n. By replacing these expresions in equation 
(3), we obtain the nonlinear algebraic system (Ai = a, - ~ i - ~ ) :  

As the Pi define the level curves of a function, we must have: 

In the following we prove that the nonlinear system (4) has only one solution 
satisfying (5). 

Main Results 

We begin by noting that we can satisfy the first n - 1 equations above (4) by 
taking an arbitrary value P1 > 0, and by setting: 

In fact, the first equation from (4) yields: 

in accord with (6). By summing the first k - 1 equations (4),  we have: 



Solving for ,Bk,we obtain (6). 
Hence, the question is if we can satisfy the condition $,, = 0, as well as the 

relations ( 5 ) ,  for some value [jl. 
Next we prove two lemmas. 

Lemma 1 For each n > 1 ,  and lurgr enough, u ~ th a l v  

Proof: Let 

Let k be the first index such that Pk< 0. IJ k < n ,  we have: 

The last inequality follows from (7) 

Lemma 2 Let pl > 0 be such that ,& 2 bz 2 > Pk 2 0. Then, for 
W E [a,00) we have that Pz,.. . ,Pk+lare continuous increasing functions of 
PI. 

Proof: We have P1> PI.Suppose that there exist an index j ,  2 <- j <- k+ 1 
such that 13, 5 Pj.Let 1 be the first index such that f i  5 ,&. We have: 

a contradiction. By  repeating this procedure for any two values of ,& E [pl,oo) 
we obtain the claimed monotony. The continuity follouw from 



by  noting that then Pi, 2 5 i < k + 1 are composition of continuous functions 

of B 1 -

We can now proceed to prove the following t'heorem, that gives existence 
and uniqueness of the solution of the system (4). 

Theorem 1 For each n 2 2 ,  there exists a unique solution of the nonlinear 
algebraic system ( 4 )  that satisfies the inequalities (5).  

Proof: We are going to proceed b y  induction. Let be k = 2 ,  and note that 

By taking Bl = J27T; we have the only positive solution. Let be Bf 2 8; 2 
... 2 PL = 0 the unique solution of (4), (5). We want to prove that (4) 
with n = k + 1 has only one solution that satisfies (5). By Lemma 1 there 
exists ,8r > 0 such that the corresponding > 0. By hypothesis we have 
Pf 2 2 Pk = 0 and then 

By Lemma 2, for 2 Pf we have that Pk+1 is a continuous increasing function 
of P I .  The previous argument showed that this continuous function is negative 
or zero for W = P:, and positive for P1 = P;". We then conclude that it must 
vanish for a unique & E [ p f , @ ] .  The uniqueness of the solution of (4), (5) 
follows because for P1 < Pf some Pi, i < k + I must become negative, and for 
B1 > P;" we have Pk+, > 0. 

3 Numerical examples 
We have applied this method to solve the boundary problem (1) for different 
constitutive relations n(u). We show the results in Figures 1 - 4, corresponding 
to the heat equation, the porous media equation for rn = 2 and rn = 5, and to 
a Stefan problem respectively. 

The implementation is straightforward, using the ideas of the lemma's 
proofs in the preceding sections. The only difficulty is that for P1 not large 



Table 1: Errors of the numerical solution obtained for the discretisation 2 

enough, the values of some Pi, i < n can be negative, and then the sum in the 
denominator in equation (6) can even go to zero. To overcome this difficulty, 
we note that if we replace iteration (6) by the iteration: 

we obtain pn < Pn-1 < . . . < P2 < PI, for any initial value A. Now, if 
we found such that ,B, = 0, as calculated with this iteration, we have 
Pi > 0 i = 1,. . . , n - I, and then the solutiorl of iteration (8) coincides with 
that of iteration (6). 

We have applied a BRENT type routine to find the solution of (8) that 
satisfies Pn = 0. The solution of the nonlinear system is very fast. For instance, 
for n = 20000, it took less than two seconds in a 486 based computer. 

To analyze the error of the method, we compare the solution obtained 
numerically for a ( u )  = u, uo = 1 and a uniform mesh ui = uoi/n with the -

&-
exact solution erfc(-). 

2 J i  
We have computed the L1 norm of the error c by integrating numerically 

with the trapezoidal rule. 
The calculation of the L" error needs a little analysis. We are comparing a 

step function (the numerical solution) with a continuous one, and then is clear 
that the error in this norm can not be smaller than about Au/2. We choose to 
compare the average of each vertical segment of the numerical solution, with 
the corresponding exact value. 

'I'hr results obtained are displayed in Table 1. Note that the error decreases 
linearly with the value of n u .  



Table 2: Errors of the numerical solution obtained for the discretisation 9 

Also, we note that a preferred strategy to discretise the range of the solution 

can be to take (for a uniform mesh) Go = ug ) and 

so that the boundary value u(0, t )  = uo corresponds to the average of the last 
vertical segment of the solution. The results obtained with this discretisation 
are shown in Table 2. In this case the order of convergence is still linear, but 
the constants are smaller. 
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Figure 1 :solution of the heat equation with u(O,t)=l, u(x,O)=O. 

Figure 2: Solution of the porous media equation with m=2, 
u(O,t)=1; end u(x,O)=O. 



0.00 2.00 4.00 6.00 8.00 
Spatial coordinate 

Figure 3: solution of the porous media equation with m=5, 
u(O,t)=l, and u(x,O)=O. 
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Figure 4: Solution of a Stefan problem with u(O,t)=l, and u(x,O)=O. 
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MODELOS DE FRONTERA LlBRE EN 

TRANSFORMACIONES FLUID0 - SOLIDO 


REACTIVO 


L.T. VILLA - O.D. QUIROGA 

1.-Aspectos Generales 
El presente cursillo se nutre esencialrnent,e en el material que sobre el t e ~ n a  en 

cuestion se e~icuent~ra en el texto [Qui Av Fu] sobre ilrodelado de las trarisformaciones 
fluido-solido reactivo. 

Con el tdrniino " t,ransfori~~acioiiesfluido-solido reactivo se cubreii: 
( i ) reacciones quimicas heterogdneas no catali ticas 
(ii) disoluci6n de scilidos en liquidos 
(iii) vaporizaciones de solidos en gas 

('onsideraremos solo transfortnaciones producidas por reaccion qui~nicay no asi 
por iiit~eracciones de tip0 fisico. Supondrenios t,ambidn que las trailsformaciones son 
isotdrmicas . 

Hay evideiicia experimental de que la suyerficie de una particula de solido reactivo 
puro no poroso en contact,^ cot1 un reactivo fluido puede comportarse conio 
uniforiiieinente reactiva o no unifornieniente reactiva . 

En el primer caso toda la superficie solida tiene un grado de reactividad uniforme 
desde el momento nlisino en que solido y fluido se pollen en cont,acto. A reacciones de 
este t ipo se denominan t,ransforrnacioiies por ataa ue uniforme. 

En el segundo caso la reaccion recidn comienza luego de t,ra.nscurrido un interval0 
inicial de incubacibn o t,ienipo de latencia. No toda la superficie solida es h i 1  a1 ataque 
quimico. A reacciones de est.e tip0 se denorninan t,ransformaciones por ataaue no 
uniforme. 

EII la Fig 1 siguiente se ilustra esqueniaticamente el curso o evolucion 
experilllentado por tiria particula de solido reactivo bajo una tra1isfor11iaci6n por ataque 
uniforrne y no uniforn~e. 



- Transformacidn por ataque uniforme 


- Transformacidn p r  ataque no uniforme t i p  autolocalizada o topoquimica 


Fig 1 
(;losari0 y Notaci~n 

A continuation se explicita Iin glosario bbico usado en sistemas fluido-solido 
react,ivo. En el APENDI('E se provee la notacion utilizada en el desarrollo del cursillo. 

Particula reactante: Es la nl~iestra de solido reactivo objeto de modelado 
Superficie externa de la particula (Q): Es su borde 
Superficie interfacial (QI) : Es la superficie actual de la particula reactante en contact0 
con el reactivo fluido. 
Interfase reaccional (Qr) : Es la zona de la superficie interfacial donde tiene lugar la 
reaccion quimica s6lidefluido. 

Tal como se menciono previamente, la superficie interfacial puede o no ser 
uniformente reactiva. 

En general, las transformaciones fluido - solido que nos ocupan p~iedeil 
representarse por alguilos de 10s siguientes esquemas: 

REA("I'AN'TE; F'1,ITIDO + REACTANTE S O L I D O ~ O I ~ l l < ' T O  FLIIIDOS + PHODlJC"r0 

SOLID0 (1.2)  



1.1.- Etapas lnvolucradas en las Transformaciones 
Fluido-Solido Reactivo 

En el ( 'IIAUR.0 N O I  siguientc. sr ill~stra 1111 cbsq,letlla de las etapas ir~volurrad;rs ell 
Ins reaccioncbs fluido-sblido reactive, ter~iendo cti cuei~ta las que interesati a la regibn 
fluida, region sblida y las conlunes a amhas. 

CUADRO N~I 


Stapa ( A . 0 )  
v 

Difusi6n a trav&s da la 

capa llmita qua rodaa a 

la partlcula reactante. 


Etapa ( A . l )  Etapa ( B . l )  

Difusibn a trav&s de Formacibn da lainterrase 

estructdras s6lidas 


porosas o poco porosas. 


1 

Adsorcibn dal raactivo fluido 

sobre la intarrase reaccional. 


Reaccibn qulmica superficial. 


L 

Etapa (AB. I )  

Desorcibn dal product0 fluido. - - - - - - -


Xtapa ( A . 5 )  Etapa ( B . 5 )  
v 

Difusi6n a travas da 

estructuras s6lidas 


porosas o poco porosas. -i 

Btapa ( A . 6 )  

Difusi6n a trav&s da la 

capa llrite que rodaa a 

la partlcula reactant.. 




C'oino puede verse en [Qui Av Fu], se est,irlla convenierite agrupar las 
t,ransformaciones fluidesolido react(ivo en 10s cuatro grupos siguientes: 

'I'RANSFORMAC'IONES caracterizadrrs por: 

la)  reactivo solido pure no poroso 
Ib) superficie interfasial unifornletnente reactiva y coincidente con la superficie exterrla 
de la particula, esto es R G RI 
Ic) la transformacion se inicia ni bien st. ponen en contact0 10s reactivos solido y fluido. 

Observalido el (IllADRO ~ ' 1  , se infiere que en estas trarisforrnaciones las Etapa? 
(A.l), (B.l), (A.5) y (B.5) deben ignorarse. 

TRANSFORMAC1IONES con las siguientes caracteristicas principales: 

[la) preseiicia de una o rnas regiories solidas porosas, sea del propio solitio reactive o de 
un productlo solido adherido a la part,icula react,ante 
11b) la superficie interfacial es uniformen~ente reactiva 
Ilc) la transforrnacion se inicia en el rnismo moniento que se ponen en contactso 10s 
reactivos. 

En este caso, la Etapa (B. l)  debe ser ignorada. 

TRANSFORMACIONES III caracterizadas por: 

IIla) reactivo solido puro y no poroso 
IIIb) superficie interfasial no uniformemente reactiva 
Illc) a1 conlienzo de la transforrnacion puede observarse un tie~npo de induccion o 
latencia. 

'I'RANSE'ORMACIONES tierlen las siguientes caracteristicas: 

IVa) presencia de una o m& regiones solidas porosas 
IVb) superficie interfacial no uriiformemente reactiva 
IC'c) a1 comienzo de la transfornlaci6n puede observarse un tiempo de induccion o 
lat encia. 

'I'enientio a las vista las caracteristicas de las TRANSFORMACIONES I A IV 
explicitadas precedentement'e, resulda que 10s modelos de froritera libre como 
descriptivos tie procesos fluido-solido reactivo se circunscriben a1 carripo de las 
'I'HANSFORMA('1ONES I y algunos casos de la 11, esencialmente a t,ravis de : 

MOIIELO 1 Modelo del ~iircleo en contracci~n 

( a )  E:n estsa variant,e no hay forniacior~rli de producto solido ni de ceiiixas (solido 



inerte). El &lido atacado por el fluido d a  lugar por reaccibn quimica superficial a un 
producto fluido y eventualmente otro gaaeoso que se desprende de la superficie 
reaccional. El diametro de la particula dismihuye con el progreso de la reaccibn. La 
frontera libre es la posicibn del radio instantineo de la particula. 
(b) El diametro externo de la particula se mantiene inalterado y la reaccibn quimica 
superficial produce &lido interte poroso (cenizas) y producto fluido. La frontera libre es 
la coordenada de la interfase o superficie reaccional sblido inerte-sblido puro. 

MODEL0 2 2 Modelo de zona de reaccibn 

La reaccibn quimica se produce en una zona de pequeiio espesor con relacibn a la 
longitud cctracteristica de la particula. Tal zona cubre uniformemente a la particula a 
modo de pie1 y avanza hacia el interior de la particula a1 transcurrir la reaccibn, 
producidndose la disminucibn del tamaiio del &lido reactivo. 

En la a 2 siguiente se ilustra esquemiticamente el curso de la transformacibn 
fluido-sblido reactivo segun lo prescript0 por (a) y (b) del MODEL0 1. El MODEL0 2 
se ilustra en la Q. 



MODE L O  2 


Acerca de 10s precitados nlodelos hay mucho producido en la literatura, 
especiallnente sobre la variante (b) del MODEL0 1 y el MODEL0 2 [vet pot ejemplo 
[We], [Ra,Do] y referencia5 citadas en [Qui Av Fo] 1. Relative a (b) hay tarnhi611 un 
trabajo rnAs o menos reciente [Qui Av Fu]. 

En lo que sigue no ahcarelnos precisalnent.e a la variante (a) del MOlIELO 1 .  



2.- Consideraciones Generales sobre el Modelado 
k:n el al~alisis clel proceso quc3 110sacupa juegar~ su rol 10s sigtiie~~t es aspect os 

(',,.a) t,alar~ct> dc. ~i iasa para la particula de solido reactivo (ocupa el rol central ell la 
il~etodologia desarrollada ell [Qui A v  Fu]) 
(2.h) ecuaciolles cstequiorn6tricas de la tral~sforll~acion 
(2.c) principio de conservation de la nlasa del sistenla 
(2.d) expresio~~espara la cin6tlica de la reaccibn quirliica superficial 
('Lc.)~noclelos de la interfase reaccional y de 10s calribios estr~ct~urales que experirller~ia 
el solido reaciivo 
(2.f) tbcuaciones cie corit,inuidad para la. especics quirr~icas pertirlentes 
(2.g) tipo cie equipo (contwtor) donde se lleva a caho el proceso cie carnbio 
(2.h) reginlenes de velociciaci para la transforrnaci611 (cual sera la etapa cont rolante) 
(2.i) condicioiies operat ivas 

t'asarr~os erltonces a analizar en particular y a rnodo cie ejemplo especifico 
present ado en este cursillo corno un proceso de t ransformacion fluido-sblido react ivo 
descripto por un rr~odelo de frontera libre a1 siguiente: 

2.1.- Disolucion quimica de un solido en un liquid0 
La reaceion que ocurre en tal proceso se puede representjar coma 

I1saremos el MOELO 1 variante (a) para describir el proceso en cuestai6n, para el 
que aparte de las consideraciones ya hechas precedciite~nente explicitanios las 
siguien t es: 
( 1) 'I'oclos 10s pararnet ros fisicos y de transport e (densidad, viscosidad, difusividad) de 
solido y fluitlo se suponell constantes en el curso de la transfor~nacibn 
( 2 )  I,a particula reactante inaritiene su forrria y no se disgrega ni sinteriza eir el curso 
de la reaccion 
(3) Sobre (2 no hay acumulaci6n de especies quiniicas fluicias 
(4) La transforniaci6n se realiza a temyeratura constante 
(5) ('ondiciones ouerativas: Particula reactaribe estanca cn corriente liquida 
(6) E t a ~ a  controlante & la velocidad global del proceso: (A.O), (AB.2) a (AB.4) , 
(A.6) 
(7) E:xpresi&n cirlbtica para la velocidaci de reaccion quilllcia superficial r,9 

(8) (;eonletria especifica co~~sideradapara el &lido reactante : asti till as ylallas de 
espesor 2H y esferas de radio R [ ver esquerrias ilustrativos ell & (1 ] 



La ecuacion bbica  es la del balance de rnasa macrosc6pico de una particula 
reactante que se expresa corno 

siendo Mp y S2 la masa y la superficie externa de la particula reactante, qF el flujo 
mbico medio total de las especies quiinicas fluidas, evaluado sobre R. En nuestro caso 
se tkne  

n :vector norrnal a 0. 

Por ot.ra parte, para la ecuacion estequiornitrica se tiene 

es decir 



y de la restriccion irnpuesta por el principio de conservation de la nlasa del sisterna se 
sigue que I 

U A  , VB , VQ , v p  ( V t j  = - a ,  v B =  - b ,  vy = r l ,  vF = p ) so11 10s coefi~ierlt~es 
estequio1l16tricosy inA . m H , inq de las , Inp , pesos n ~ o l e c ~ ~ l a r e ~  especies clt~irrlicas . . 

1)enotando con S=S(t) la coordenada que con origen en el centro de la pastilla 
solida reactante ubica la posici6n a1 lierripo t de la superificic o irlterfase reaccional 
liquido - solido, teniendo presentme todo lo explicitmado en esta seccion, se puede escribir 
el siguiente rnodelo mat ernalico descriptivo del proceso en consideration: 

cis --
d t  -

-
h nlH 

f a  
( 'A,  

l + k , ( ' ~ ,  

S(O) = R 

t l o ~ ~ d epara cl coeficiente global de t,ransferencia de mass 

correlation debida a Frosling 

kc 

(2.14) 

, se consitlero la siguiente 

sit111doJ una constante positiva, IJ un flujo convectivo para el liquido, p~ y pL 

viscosidad y de~lsitlad del liquido. 



('A = ( ' A  (2.1 ) denota el perfil de coiicentracioi~ del reactante A en fabr liql~ida, 

DAl, la difusividad, nl rs u11 factor geoinjtrico [ in=O (pastilla plarla). tn-2 (pastilla 

esferica], = ( 'A (S(t),t,). 

3.- Aproximacion cuasi-estacionaria (m=O) 

En tal caso, el balance de rnateria para A en (2.9) queda: 

Suponiendo despreciable el seguildo liriniilo del segundo irlietr~bro de (2.15), a 

partir de (3.1), (2.9), ('1'. 10) y (2.1 1) se obt,iene 

En consecuencia, a partsir de (2.13) y (3.2) se encuentra el siguie~ite problema de 

Cauchy para la frontera libre S=S(t). 

J,os grupos paramit ricos usados en la resolution con1 put acioiial de (3.3) fuerou 

definidos de la .cliguiente Illanera: 



l,os ~.esultados dc la siinnlaciGt~ c o ~ ~ ~ p u t i l c i o ~ ~ a l  dt. (3 .3)  sc ili15tra11 cn Ias Fig. 5 a 

k'ig. 10 . La  depedt.rlcia para1ni.t rica partsce razol~ahlc. 

REFERENCIAS 


[Qui Av E'u] 0. 1). QI?IHO(;A - J .  H. AVANZA - A. J. E'ITS('O "Modelado de las 

'I'ransforr~~acionesk'luido-Solido Reactivo" . 

[LVe] ( '. Y. WEN "Noncatalytic heterogeneous solitl fluid react ion lnodels " . 
Industrial Eng. ('hem; 80, N O  9 ( 1968). 33 - 54 

[Ra 1101 A. HAMA('HANDRAN - L. I.i . I)ORAISUrAMj' "hgocleling of Noncatalytic 

(;as - Solid React ioris ", AlC'hE Journal, 28(6), 881-900, ( h o \  enll~er 1982) 

[Vi Qui hlo] L. 1'.VILLA - 0. D. QI'IRO(;A - core(;. V. MOHAI,F:S "'I'he shrir~kir~g 

modt.1 for nt~n-catalytic gas-solid rt~actions with arbitrary ordtbr with respect to the 

gaseous reactant alrd general I)o~irldary coilditions". ? 'rat~s I ('tic111 k:. Vol 70, Part A ,  

May 1992 









-., 
' NOTACIONES 

react i v o  fluido 

coeficiente estequio~nit rico de A 

react ivo &lido 

coeficierlte estequiorn&t8rico de B 

corcentrari611 molar de A m el setlo dr  la rrgi6n flllida, k~r~ol/nl" 

collcentraribn molar de A sobre la interfast. rracciot~al, k i l lo l /~n~ 

cwficiente de difirsi611 dc la i-isirna especie quir~iica err 1111nledio liquido L, 

m2/s 

Flujo n l i i co  superficial, kg/m2 s en ec (2.15) 

coeficien t,e cindtico 

coeficien t1e de t8ransferencia de masa, nl/s 

cwtniente cinCtico de adsorci6e de A, m3/knlol 

coeficierite geoniCt rico 

peso molecular de A, kg/knlol 

peso nlolecular de B, kg/kmol 

coeficiente estequiom6trico de P 

coeficient e estequionlCtrico de Q 

velocidad de reaccibn quimica heteroginea, especifica por unidad de interfase 

reaccional, kmol/m2s 

t ienipo, s 

coordenada espacial 

viscosidad del liquido, kg/ni s 

densidad del liqliido, kg/o13 



SUBINDICES 


F coil respect.^ a rlna region fluida 

(; con respeclo a ilria region gaseosa 

L cot1 respecto a una region liquida 

S con respecto a una regibn scilida. 
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ONE-DIMENSION MODEL FOR DYNAMIC 

CONDENSATION OF A VAPOR 


V. A, KUZ *, 

Abstract 
A fluid-dynamic one-dimensional model of condensation of a vapor into a 

liquid is presented here. Under special t hermodynarnic conditions a saturated 
vapor condenses into droplets. This non- equilibrium process is characterized 
by: a transfer of mass from the vapor to the incipient liquid, a thermal gra- 
dient at  interface and a release of heat from the gas to the interface (heat of 
condensation). These three fundamental physical aspects of the problem are 
taken into account in the description. The thermal boundary condition for a 
spherical interface is first derived. Then this surface equation together with the 
balance mass equation and the thermal "static" distribution of each bulk phase 
results in a first order non-linear differential equation. The general solution 
of the equation is analysed for different situations. In the case of single non 
interacting drops condensing onto a substrate ( heterogeneous condensation 
), it predicts an exponent of 113 for the time evolution of the droplet radius. 
But for an assembly of interacting drops the power law exponent changes to 
one. For the homogeneous case of single non interacting droplets, the equation 
gives a power exponent of 112 and for an assembly of interacting , for small 
values of time , the drop's radius grows linearly with time. These results are 
discussed and compared with experiment. 

1 Introduction 
Most human beings recognize the effects of gravity and condensation as phe- 
nomena happening everywhere around in nature . Formation of tiny droplets 
on every flower or leaf is a routine spectacle in every early morning all around 



the planet. "Breath Figures" or dew formation on windows or specta- 
cles [I], transformation of clouds into rain,condensation of water in a cloud 
chamber [2] microemlusions and macroemulsions stability [3] , creaming of 
emulsions [4] , grain growth [5] , etc. are problems of considerable interest 
and pose important questions to be understood in Condensed Matter Physics. 
In thermodynamics language this phenomena is known as a first order phase 
transition . Heterogeneous and homogeneous [6] are the names of the two ways 
of a saturated vapor condensation . When vapor condenses on an inhomoge- 
neous solid surface or a seed or a fast particle ( Wilson chamber ), the process 
is named heterogeneous condensation . But when a pure saturated vapor is 
condensed by density fluctuations, the condensation is called homogeneous . 
From the thermodynamic point of view [7], heterogeneous and homogeneous 
condensation differ on the density value at which each of it occurs. To trigger 
condensation, the later process requires higher density values than the for- 
mer. This fact will be used later to characterize both ways of condensation. 
Measurements were reported of the growth of breath figures on solids [8] , [9] 

9 on liquids[lO] and also the influence of wetting conditions in the formation 
of breath figures on fibers [ll]. Models considering diffusion-limited droplet 
growth developed from a mean-field boundary approximation [12] and the in- 
fluence of temperature gradients on the kinetics boundary layer problem for 
a condensing droplet have been developed [13] in order to understand the ex- 
periments. A dynamic-scaling approach was also developed for the description 
of the droplet-size distribution [14]. The kinetics of droplet growth was in- 
vestigated using Montecarlo simulations, scaling theory and the Smoluchowski 
equation[l5]. Simulation on the formation of large liquid drops by molecular 
aggregates was described and discussed for the stationary and falling case [16]. 
The laws of condensation onto a substrate or the homogeneous nucleation of 
a supersaturated vapor also could depend on the droplet's interaction. In-
teracting droplets grow faster than single ones. In an assembly of interacting 
droplets the growth is produced by coalescence. Bigger ones, following Laplace 
law, grow faster to reduce the pressure of the system . Single drop conden- 
sation could be seen as a convective transfer of mass and heat from the gas 
phase to the liquid drop . In a coalescence process the convective transport of 
gas is irrelevant. The growth is ruled by the transport of liquid . Certainly 
here condensation will be viewed as a fluid dynamic process but the thermal 



2 

distribution and the associated thermal gradients at each phase will be such 
that no internal flow though Marangoni or Raleigh-Benard convection takes 
place 

The Thermal Boundary Condition for a Drop. 
Before considering the specific fluid-dynamic problem of condensation of a sat- 
urated vapor into tiny droplets , it is necessary to know, in spherical symmetry, 
the interfacial thermal balance equation . This equation has been previously 
derived for the case of a plane surface of separation 1171. We follow here a 
phenomenological approach . We start by considering the conservation law 
1181 of the specific internal energy u of an inhomogeneous fluid (the interface) 

~ P U-- - -div(puv +J,)- P :grad(v)
at 

where p is the density , v the velocity , Jq is the heat flow and P is the 
total pressure tensor . From here on it will be considered that there is not any 
gradient of temperature, velocity or concentration on the surface of the drop. 
That is all changes occur along the radial direction r . Then the hydrostatic 
part of the product P :grad(v) reduces to 

where PN and v, are the pressure and theA6elocity along t&k radial direction. 
Besides all these special restrictions on the gradients and bn the tensor [19], 
we also assume that the system is in a steady state situation . However under 
these assumptions , equations (1) and (2) becomes : 

where ng is the normal part of the heat flow vector J, and K the heat con- 
ductivity. This last equation can be written as follow 
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By integrating this equation between two concentric spheres , r - e < r,  < 
r + e ,one at  the gas and the other at  the liquid side and assuming that v ,  is 
in this region a smooth function of r then we have : 

h indicates the specific enthalpy ( h  = u + y).The velocity v, has been ap- 
proximated by its value a t  the Gibbs dividing surface (v ,) , .  By inserting the 
Laplace relation ( A P  = 2 0 1 4  into equation (5), it becomes : 

As it can be seen this thermal boundary condition takes into account the 
enthalpics and the thermal flow of each phase as well as the capillary pres- 
sure contribution. Equation (6) is a basic equation for the description of the 
condensation process. 

One-Dimension Condensat ion 

The process of condensation of a saturated vapor into droplets consists basi- 
cally in the an interchange of heat and mass, occurring at the surface of the 
drop. The former, regulated by equation (6), is rewritten as follows : 

where the radial velocity v ,  = (&/a t )  and [.-]Iindicates a difference of 
the corresponding property at  both sides of the Gibbs dividing surface ( the 
liquid side and the gas side respectively ). Let us write , for the steady state 
situation , the continuity equation at  the droplet's surface . It reads 

pi and pg indicate the liquid and gas density respectively . As pl >> p, then 

it follows from equation ( 8 )that (&/a t ) ,  >> ( d r / d t ) l. Close to the interface, 




the gas particles move faster than the liquid ones. By remembering that the 
heat is transported from the gas ( saturated vapor ) to the liquid ( the drop ) 
, then equation (7), the surface energy balance equation, becomes : 

L represent the latent heat of condensation, and ng are heat conductivities 
of the liquid and gas respectively. In the next applications of this equation, it 
will be assumed that the thermal gradients are such that no convective motion 
at the drop's surface is present; neither Rayleigh nor Marangoni inst ability[20] 
is present 

a) Heterogeneous Growth of Single Drops 
In order to calculate the temperature gradients at the interface from the 

liquid and gas side respectively , it is necessary to know the thermal distribu- 
tion at both bulk phases. The temperature and the gradient can be found by 
solving the following differential equation . 

where dq is the sensible heat per unit mass transferred to the liquid droplet 
from the gas phase . J,  is the " heat flow "1181 and is given by the law of 
Fourier ( J, = -n gradT). The thermal evolution of the droplet can be found 
by solving the following equation : 

Here we have assumed that the sensible heat transferred to the liquid 
(pdqldt) = A, is constant . The solution of the above equation is 

where C is a constant. For obtaining the thermal distribution of the gas 
phase, it is assumed that heat flow radially to the drop, then the temperature 
is given by: 



The heat flow from the gas to the drop , then the solution of equation(l3) 
is: 

where A and B are constant. After substitution of the respective thermal 
gradients, evaluated from equations(l2) and (14), into equation (9) we get the 
following non lineal first order differential equation 

dr 2u 1d r  A, An, 1-+ --- -- = 0 
a t  p g L r a t  3 p g ~ r - ~ ~  

Here it has been dropped the subscript on the velocity , because it was 
assumed (&-/at), = (arlat).. The solution of this differential equation will 
provide us the condensation laws. It must be kept in mind that condensation of 
a vapor could be reached under two intrinsically different situations. When the 
saturated vapor condenses by fluctuations on an homogeneous surface of the 
system , the condensation is called homogeneous. The vapor is in a metastable 
state and the phase change is triggered at high density values . Another 
situation is when there are imperfections on the wall. In this case the transition 
in named heterogeneous and occurs at lower densities than the former. For 
water drops of the order of pm the "coefficient" of the second term of equation 
(15) is POL+ 

< 1 . Under this assumption equation(l5) reduces to: 

The solution of this equation after expanding the exponential is 

Drops without interactions grow with time following a power of 113 
Let us assume now that the temperature of the drop remains constant 

during the process of condensation ; in such a situation the thermal gradient 
evaluated from the liquid side will be null and the growth equation (9) will 
reduce to 



then 


Also here we get the same power law as before ( see equations (17) and 
(19), the temperature distribution of the drop does not affect the condensation 
law of single drops. The 113 growing power was found by experiment and by 
numerical simulation[9], [lo] and also predicted via an heuristic model [I]. 

b)  Heterogeneous Growth of an Assembly of Drops 
The situation in this case is different than for single drops . Here the 

growth is basically governed by the coalescence of neighboring drops. Bigger 
drops grows at expenses of smaller ones ( condition of mechanical stability ) 
. It could be assumed in this situation that the growing drop is surrounded 
by smaller ones of any size and it is practically circumvented by liquid . This 
bigger drop is imbibe in the same liquid. Then the temperature and its gradient 
will be given by a distribution similar to equation (12). However equation (9) 
reduces to 

By expanding the solution of equation (20), we have 

Coalescence accelerate three times the growth of a single drop . Experiments 
and simulation agree with this result [I]. 

c)  Homogeneous Growth of a Single Drop. 

The homogeneous growth of a drop is produced when a supersaturated 
vapor is condensed by fluctuations of density. Let us suppose that the tem- 
perature of the liquid drop is nearly constant and that of the gas ( the outside 
fluid) is given by equation (14). As we mentioned before the vapor density 
reaches here higher values than in the heterogeneous case . Under this circum- 
stances, it is assumed that 5;> 1, then equation (9) becomes : 



The solution of this equation is 


In this case the radius grows with the power exponent 112. This growth 
exponent is similar to the corresponding of a 3-D droplet on a 1-D substrate 

[ll 
d)  Homogeneous Growth of an Assembly of Drops 
As in the heterogeneous cases the growth of a drop is fundamentally con- 

trolled by the coalescence of the smaller droplets . The increase of the drop's 
mass by condensation of the saturated vapor is neglected in relation to the 
coalescence process. Here it is also assumed that g r  1 > 1 . A central bigger 2" 

drop is imbibe by smaller ones of the same liquid, the temperature and its 
gradient will be given by equation (12). Then equation (9) reduces to : 

The solution of this equation is 

It is seen from this equation that for small values of t ,  r % t and at large 
values of t ,  r % cte . The former asymptotic solution is similar to that found 
before for the heterogeneous case ( see equation (21)) 

4 Conclusions 


ft has been study here the condensation problem at the light of a fluid-dynamic 
approach . First of all it has been found the surface thermal balance equation. 
This equation was obtained, for the steady state situation, by integrating the 
three-dimensional energy balance equation . In the derivation, it was assumed 
that all the relevant changes occur along the radial direction of the drop and 
that there is not thermal or concentration gradient acting on the surface of the 
drop itself. The resulting equation (equation (9) ) links ,at the Gibbs dividing 



surface , the enthalpic , the thermal and the capillary pressure contribution 
to the energy. By using properly this equation it can be treated single non- 
interacting and assembly of interacting droplets for the heterogeneous and 
homogeneous condensation. The former case for both droplet's situation is 
represented by equations (16) or (18) and (20) respectively. These equations 
were obtained by assuming that the capillary pressure contribution is neglected 
in relation to the thermal and enthalpic contributions. It must be kept in mind 
that the condensation density values of the saturated vapor for heterogeneous 
systems is lower than the respective values of the homogeneous ones. Then 

2" 1 clearly represents the condition for condensation onto a substrate. 'a? 
Water drops of the order of pm fulfill this condition .For single non interacting 
and assembly of interacting droplets, the power growth exponents predicted 
here are 113 and 1 respectively. This results agree with experiments [lo] and 
numerical simulation [9]. It must be mentioned that the 113 power law was 
also obtained by a model where basically it was assumed a proportion between 
the rate of change of the drop's volume and the concentration gradient in 
the boundary layer [I]. The homogeneous growth of single and assemble of 
interacting drops have been considered by assuming in both cases that 1 < 

P& 
. Here capillarity instead the enthalpic contribution play an essential role in the 
description . Non interacting drops grow with the power exponent 112 . This 
growing power is similar to the one found experimentally on very thin thread 
under wetting conditions [ll].Finally for small values of t ,  the homogeneous 
case of an assembly of droplets, grows linearly with time. However it can 
be concluded that the present fluid-dynamic approach takes into account the 
relevant feature of the condensation mechanism.and predicts correct power 
laws. 
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ANALISIS TER.MIC0 Y SOLUCION 

NUMERICA AL PR.OBLEMA DE 


TRANSFERENCIA DE CALOR EN DOS 

FASES 


Angdlica Bol~ciguexjTLuis Saravia 

La acu tnulaci6n y posterior t~.a~lsferr~lcia cle ca,lol. es un problema interesantc, 
ell el acondiciorianliento pa.sivo de locales. Esto puede rea,liza.rse utilizanclo 
inatel-iales traclicionales (t,a,les r.ol-llo laclrillo, a,tlol,e, piedra,, agua, e t r . )  en 10s 
que solo esta preser~te una I'nsc~ y 1)ol. lo t,a.slto colrclure s6lO ],or calor sensible. 
Otros inateriales que prese~lba~l calllbio dr fa,sr: ell el railgo de 15 a 60 C han sitlo 
ttst,ircli;~.doscon este yi-o1>6si I i t .c~ l a  t,ra.nsferencia.1101-t.o 1)lles ellos per11 1 t'a.u.1l)i4l1 
calor latente, mient ras clrtrc (:I c:;l,lnbio de fase. l)er I t,ro clc est,a,s susta.11cia.s se ha, 
estudia,do el esteaxa.t.0 cle inet4ilo, cuyo pllnt,o cle frlsi6.11 sc rilcrlentra alredecloi- 
de 10s 3 O C '  (1). 

EIIeste traba.jo se senalail las experiencias rea~lizaclas para conocer el coil]- 
p~r t~amientode la sustancia y sc rlna, si1llr1la.ci611 p~-esent~a nrlrnPrica del misrno. 
a, 10s cfectos de podel. t>eilc;l. 1111 1l10delo frnon1el1ol6gico qlle permita pretle- 
cir el c:omporta,miento de t l i u l ~ i lsusta.l.\cia.(I oti.a,s simila.~.es, pa,lBa.las 1nisn1a.s 
geol~let~riaso collcliciolles ~ , < ' I . II lic.;~.s. Pol. ot [*a. pa.t.t,e, a.poy ri.ilclose en 10s da.t@os 
expcrin~ent,a.les,se l l i l l l  Ivja l clue I.)('I.Iiz;~.tlo c.d,l(.~ilos I l i  t.cn colloc.cl. 10s 11a.ri.inet1-os 
cllle gol)iel.na.n la, sust,a,~~c.ia, tlcl sblido, c:oefic:ie~~tcb 1;1,l(1sc.orlto ror~rltic.t,i\.icla<I 

t l c b(:on\,-cct.i\rotlel liclt~iclo 3, \x~loc.itl;~tl il\:tIllc.(b t l o l  I'~-t->~ltet l c *  l'r~sitill. 
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2 El material: Estearato de Metilo 

IqlI estc3arato tle ill(>tilo (>s11118 a11c.i~ i\sr~st d c  origcil o i i o  ( I I I ( ~  I ) I - ( ~ S C I I ~(11 

caudjio de  fas t .  soli(lo - licjuido e11tl.c~ los '!I y 10s 34 (' (dr. acuerclo a stc p r~rcza) ,  
con u n  calor lalelltc. tle 120 a 150 liJ / f ig  y u n  calol. esyecifico tle 1600 Jllig ( ', 
lo que permite realizar* ulla t,l-ailsf'e~.e~~c.ia de  calor inlpoi-tant,e t,anto el1 for1 )la 
sensible coino latente para el acorld iciolla.miento pasivo de  vivienclas. 

Adein6s el cambio de  fascl es revei*sible y no presents problemas de suben-
friamiento, a la vez que la sustancia no degrada tras sucesivos ciclajes tCrmicos, 
tal conlo se h a  coniprobado con estuclios de  infrarrojo y an6lisis tCrmico dife-
rencial (21, lo c1uc3 la llace j)articularmeiite interesante sobre otras  sustancias 
titilizadas con el nlislllo fill clue si pi.eseiitan estos incoiivwientes. (3) 

Las diferencia tle tlca~~siclatleiit1.e las fases scilida y liquicla (830 y 755 I<!//rr," 
respectivamente). seilalilr~ la ilecesiclad cle preveer 10s p1.oblemas d e  dilata.cioll 
que puedetl producirsc ( x i 1  10s recipientes qtle contiellell a la sustancia a,l pro- 
clucirse la solidificacibl~. ])or lo clue es acoiisejable el llenado de  10s inisnlos con 
susta~icia  liquida hasta U I I  80 '% de  su cal~acidad. 

3 Dispositivo experimental 

A 10s efectos cle ailil.1im.1. la. S ~ I Sta,llcia SC' la, ha ah-iacella,do en tanques d e  0,40 * 
0, 75 * 0, 07 11t3 (/ticb ( . o ~ ~ t i o ~ i e l ~11110s 17 lig tle est!eal-a,to. Pa,rtiendo d e  sustancia 
scilida (15C ) se la solllc.ti6 a (.il.lelita,i~liellt,ocoilstanlo (E  90 14/'/nt2) por una de 
sus cara,s, aislanclo convc~~liei~t~einente la,s restantes. hasla que la misma llego 
coinpleta~nente a,l esta,clo liquiclo (E  58 C),  lo que denland6 unos 200 min. 
Luego se quit6 la aisla.ciciil y se cort6 el suministro d e  calor produciCndose el 
enfria,~nientod e  la sust,a,~icia hasta llegar a1 estado s6lic10, lo que demor6 urias 
3 h,s. hasta  el conlie~izo de  la. fusi6n y unas 18h,s. ~nAs hasta  estar totalmente 
s6lida a 25 C .  El sensor qiie rnide la, temperaattira. se encueiltra en el punto 
riledio de  la. susta.ricia., a unos 3,5 ~ 1 1 2  de  la pared que recibe el calor. La 
susta.ncia, a.ulnent,a srl t en~pera~ t r ra  mie1-rt.ra.sse le sr~rni~l is t~-a,  calor, cortaclo kste, 
d i m i r ~ t ~ y e  cco~lsicle~*ableine~Itrla disnl i~l i~ye lla,st,ac11.10 enlpieza la solidifica,c:icil.~, 
esta,ndo por tanto  a la teinl)ei.a,t 11ra cle c.a,ml)io de  Iea,se, a co11 t i 1.1 cla.cib~r cua~litlo 
se h a  solidifica,do tot.alinen te  vuelve a tlisnli 11uir la ten^ l)eiVat,ura,con mayor 
rapidez, ta,l como se int~est~l.a en la figi11.a I .  
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Figrira 1: (?ompo~.tallrier~todel estr.alvato de nrrtilo 

Luego del estltdio expel.iinc311Ial de  la sustanria sch 11a ~.ealizaclo rln ruodelo corn- . . ,
putacional que permltlo i~llar110 solo par61riet 1.0s tales cotno conductivida.cl 
t4l.r11ica, coeficjentes convect i\,ohJ. \-eloc.itlatl( .o i l  ( 1 1 1 ~;1iranza (31 i'i.ente dtl fusi61-1. 
sino dcsarrol1a.r u1-1 modelo quo piletla ser aplic-atlo a ot,ras ~ust~ancias  a. fin de 
predecir su comportamir~l t,o y tlrci(lir sol~re srl posi I3le i1Lilizaci611. 

4.1 Caracteristicas del problelna 

Se traba clc 1111 1,lx)hlelllil t i ~ ~ i t l i ~ r r t ~ ~ r s i o ~ ~ ~ ~ l  il tlos fasw (sblitla jr liyuicla), st. 11a 

nlodelizado la si tjua.ci6n t.11 ( I I I ( \  ( . I  (.statlo i 1 1 i c . i i r 1  tasstilitlo y el fi 11a.1cs licl~~iclo. 



El intercamhio r l e  cillol. ell el est.atlo s6litlo es concluctivo, mierltras que en el 
estatlo liqilido c.s f t ~ r ~ t l a ~ ~ r c . n t a l ~ n e n t , econvcct ivo, por lo que se utiliza un modelo 
fc1zo111e~lol6gicoell (.I (111t '  6'1 (-o11l1m1.1a.rl~iol~to tlcl lirltliclo se laepresentacon 1111 

coeficielltc convect iivoh,, c.11 la pal.e(l qtle 1v.c.ihe calol y o t ra  h en la interfase. 
Las cci~acioncsC I I L ( >  gol)i(>t*r~il~~(31 ~>I.o(.( .s~so11 las tipicas d r  transfererlcia de 
calor, asi puctle~l(list i~~guil .sec.lara~~lolllc t tv.s casos: 

1. 'I'orla la s ~ s tn ~ ~ c . i i lso (:tlt.~te~~t.raC I I  C S ~i ~ d oshli(lo, por 10 qlle la ecrlaci611 
clue rigc su c.ol~ll)ol.t,all~iento cs: 

clolrcle, .I. es 1111(:jr 1101.1llala la i l l t ~ ( ~ t , t . i ly n = k / p C f p  os la clifusiviclatl 
tPrnlica cle la sust i l~~t . iay sc3 express c t ~i ~ r ' / s r ~ ,con las conclicio~lesini-
ciales y de  l)ol.tlr. nl>~-opiacla~s.Ell r s te  caso ?'( .c,O) = To y T ( 0 , t )  = Tb 

aT 
y + = 0, s i t .~~tlot el espesor cle la muestra. 

2. A1nl3a.sfases est6.n 1.)1-esentes,por lo clue es necesario coiisiclerar tres zonas 
a, saber: 

&lido (r/' < '1;) 

liquiclo (%' > 7'j) 

ca,rnbio (10 tililst!( 1' = I j ) 

Si 1' < 7 j  s(. i~l)li(.iiIn ec.nac-i6tl clue correspot~tlea1 estaclo solido y para 
T > 7> las 1,l'Oj)iils c l v l  ostarlo l i ' c l l~ i t lo  ( ( luo  s(. rspl ici t . i l~~en el pr6xinlo 
i t e ~ ~ ) .151 pl.ol,l(>~~ri~l'rttttla.~l~c~~r,alt l e  cste caso chsla zona cle interfase, esto 
ocr1r1-ecua.n(lo .r = = ( I  ), en tlo~tcleva.le qrle: 

clontle, 10s s~~l>i'r~tlic.t.s..i y 1 sc rc.ficre~~a soliclo y liquido, rcspectivamente, 
r ( t )  seilala r.1 I I I R ~ ~ I .  (Io~l(lese l)~.o(lit(.eel canll>io cle fasr, a, lo largo tle 

la esl)eriot~c.ii~\.il~.i;l (Ics(le 0 a ( (sita~~clo( , el espesol. (It3 la tnut:st21*a.)y 
11,-

( 7  = - os lil \-c.lo(.itliltl cot^ clnr a\.atlzn el fl*c111tetlc fllsititl. 
11t 



3. Se supolle cple el licluiclo c ~ t da ten~pera t~ura  constante y qne presenta dos 
salt,os tle te~l~pc:ratIII-aA 7'. 11110 ell la intrrfase y otro e n  el l~orcle. En  
el caso erl (1r1rse ~ I ~ ~ . U O I I I I . ; Ic.o~lrpletaii~e~lt,c.liquida solo se apol.ta calor 
desde el i~xtcrioly pola lo tallto \ralo la ecr~acioir: 

4.2 Planteo del problems 

Para ilevar a, c a l ~ o  la silllu laci61l I I ~ I1116ric.a se ha 11 cl  iscretizaclo convenielltelnente 
las ecuaciolles, de  moclo tic. ll.;tawl. l l l r i l  grills co111o ell la, figura 2se n r ~ e s t ~ r a  

X 

Figura 2: Grilla q r ~ r  ~ l ~ r ~ c ~ s t r a  pa.ra el cil-culo 10s puilt,os t.ol~la,tlos 

Se l>albtetl' sustallcia scili(lil il t.c~nrpel.iltui.a'1; < 7j ,  ell el caso bajo estudio 
r il o  = 14(', a 10s efectos (It. s r  collsiderci cjiie la fusi611sil~lolificar los c i l c ~ ~ l o s .  
oclll-re a 10s 29 ( '  y clue la t,(.~l~l)c~rilt ulna drl  liclrlido es la rnisllla p a ~ a  cada 
iilstill~trclc tiempo, lo clrl(b l ' i s ica~l~c~nl(~sig1lific.a clue a1 1)l.otlucirse la fusion la 
susta,lrcia uniforrl~iza su t ~ ' ~ ~ l l ) e ' l . i l tlira. ac lc~~~i r ie~~c lo  la clel licluitlo ya  esistenlr.  
El tliagi.anla cle flujo para el ciilclilct sib niurstra ell la fig111.n3 



Figura 3: Diagraina de flujo del modelo de cilculo 

Pr~gra~rnadlido: Las ecuaciones que gobierila~leste proceso son: 

donde el sul~irldicei indica variaci611espacial (x )  y el j indica variaci6n 
temporal ( t ) .sujeto a, la collclici6o initial 

T( . r ,Q)= To 

y las concliriones tle borde 

T(0,t )  = T i ( t )  en x = 0 

( + 1, j )  = T i- 1 j )  ell 3: = e. 



Progra,illa,liquido: ('ua,~ltlotocla la susta.~lciae s t i  licluida. se considera. 
gue la t,rmperaat,uracle 6sl.a c8s la inisma rli t,otlo el volr~men,e11t;onc:essi 

. ,Tbes la t,cnlperatui.a. c1c.I I~ol.tlc,va,lc la cBctla,clon 

dondc el subintlice 1 indica ( * ~ I I I ~sielil1~1.rliqr~itloy qrlcda claro que par el 
hecho de haber considerado clue el liquitlo e s t i  a la lilisma temperatura 
en t,oda su nlasa el sul>intlice i no seiiala vaxiaci6n en :r ,  esto es hay una  
sola ecuaci6n para ca.da j y 110 i eci~a.ciones. 

Progranla i~lterfase:CIrlalldo cocxistel~a.nll>asfases r s  1lecesa.rio plailtear 
una ecuaci6n paxa cacla r111a.t l ~ellas y otra para la ilil,erfa.se. Sea z ( t )  la 
posici6il de  la linea inlagillaria cllie sepa.1.a el liquido del solido. 

Entonces, por la p a r k  liquidi~,tenel nos clue 

con 1a.s acla.raciones l~ecllasell el item anterior para el subindice i .  

En la  parte s6lida vale la ecr1a.ci6n 

donde es ilecesarialllente Tfyuesto qrie en la int,erfa,sees 

T / (z ( l ) ,t )  = ?;(z( t) , t )  = Tf 

Tambibll es necesario calculal la velociclad tle avance tlel frente de fus io~q 
Imra lo cua.1 lra,y que teller pi.rsente qrie ell r = ~ ( t ) .vale clue 

clollcle 'r,es la tempel.ilt.irra clcl sdlido ell 1111 pullto situa,doa,una distancia,. 
Sz de la, in ter fax  y 'Ij es l i ~~ . ( . I I Il,cra.tura a. l a  clue se e ~ ~ ( - t ~ e l ~ t r ael Iiquido. 



Con esta.s ecua.t:io~lcbs, c.01 da.t,os 10s coeficientes conductivo, con- ~sitleral~clo 
vecticos, 10s calol-r.s la,tr.~tt~(x ), sensihle, sc s i~~ iu l a ,  el t.olnportamiento de la, sus-
t,af~~c-i;.\., l i~sl'e111l)c:~.ilI.~.~~.a,s la velocit1a.d de  a,va.nce cleleva.1 ~ ~ A . ~ ~ t l o s t ~  y est,i ~n i i .~~ t los r~  
f rc~ l tetle ftlsiol~. 

1,a figu1.a. 4 I I t.a.lcscn co~npara~c.:i6n 10slos i.est11 ta.clos rs l)e~*irlle~l '011 

obt.rniclos tle la s i~l l t l lac ic i~~ rlln puetlr verse la l ~ o ~ ~ t l a ~ t l  I ~ ~ I I  clel ajuste. 

0 20 40 60 80 100 120 140 160 180 200 

tiempo (min) 

Experiencia Simulacion 

Figura 4: Coxlll)aml.asi6nde  10s va410res experimelltales con 10s calculados 

De totlo lo exptlc.sl,o o l l r ~ c l r :  vc31*se cltle rl j~loclrlotle c.ilrr110 presellta U I I  br1e11 
a.justtb 'on 10s ~.es~llt,i~.tlc,s es factil)lr su 11t,iIixa,cit511 c b s l , c - b ~ - i ~ l t c * n l . n I r R ,1)or lo t111(' 

en pl.ol~lerna,s s i c~~i l i~ ,~-c~s .  cilc*ttlo d r  los 1ja.ld.11 lisicos t,l.a,vcs (It.].:I u?t'~*os a t l i -

cho nlotlelo result.6 (lo r~i.ilitlarl pnla I 1111 ~ o i i t o  co11-11)1t-:t.oI del 



con lpo~ . t a~n i e~ l totlc la sus ta~~c i i l .  
El l l (~ .hotlc clue el (>st ~ i l l ' i lt o c l r l  111(.t i 10  t 6. 1111 (.allll)io tle fase ~.t~vcrsil,lr~ O I . ~ ~ S ( ~ I I  

a, t , c~ i~ l )e ra t~~lsa  a l i~ l~ie l l t~elo 11a(x\ l)a~*t G t i l  c11 P Ii(-11lill.1ilel1t(~ i~coi~(licio~~aii~i(~i~to 

solar pasivo tle lor-ales, 1101. 10 I s u  esl ~ ( l i o  ti(31le c3sl)ecial intrrhs desclc. el 

p u l ~ t o  cle vist'a thsmico. Para ~ 1 1 0  sv 1 ~ 1 1C O I ~ S ~ ~ I - I I I ' ~ ~ ~  tlo11depa11e1es rel~a~tiblcs 

terior, 10s clue coloc-atlos cl(.tl-iis ( 1 ~llila tlol,lc \.iclriera, e s l in  e x p ~ ~ c s t o s  a la 
ratliacicin solar c[u~.ill~te cl ia;  sol scb girall cle 11lodo clue c-nt regc~~ 6.1 ir l cacbr c.1 

el calor a.culinulatlo a la I~al)itilcii)t~, c.11 la figura 5. Sit]tal ~ 0 1 1 1 0  s(> I ~ ~ I I C S ~ I - a  
enlbargo, es i r r iportante scilala I t a 111l1i411 (1 lie su psecio osci la ~llu(.ho ell el Irler-
catlo (descle 0 , 4  a 2,5 i~$.<). pol. lo clrlcb la rst,imacibn dr. los costos necesarios 
para su utilizaci6n se tosilal~ clilicrlltosos. 

& 

Figul-a 5 :  F:scl~~(\l~lil los ~ ~ i l l l ( ~ l t ~ ~~ l l o s l~~ . i~~ i t l o  3; los ~.t~.ipicrltes. 
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