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PREFACIO

Dado el notable desarrollo que el tema ha experimentado en los ultimos afnos (ver
Anexo I), el Departamento de Matematica de la Facultad de Ciencias Empresariales
de la Universidad Austral y el Programa de Matematica Pura y Aplicada de Rosario,
PROMAR (CONICET—UNR), que se desarrolla en el Instituto de Matematica "Beppo
Levi” de la Facultad de Ciencias Exactas, Ingenieria y Agrimensura de la Universidad
Nacional de Rosario, emprendieron, a traves de los proyectos de investigacion y
desarrollo ’;Aplicaciones de Problemas de Frontera Libre” y ”Problemas de Frontera
Libre de la Fisica Matematica”, la organizacion del interdisciplinario V Seminario
sobre Problemas de Frontera Libre y sus Aplicaciones, realizado en la ciudad de

Rosario (Argentina) durante el periodo del 19 al 21 de diciembre de 1994.

Esta quinta edicion se realizo en memoria del Profesor Julio Esteban Bouillet,
destacado investigador en el area de Ecuaciones Diferenciales, recientemente
desaparecido, quien fuera miembro del Comité Organizador y colaborador entusiasta

de estos Seminarios desde sus comienzos.

El Comité Organizador estuvo compuesto por J. E. BOUILLET (IAM y UBA,
Buenos Aires), E.A. GARCIA (CNEA, Buenos Aires), D.A. TARZIA (UA y
PROMAR, Rosario) (Coordinador) y L. T. VILLA (UNSa, Salta).

La Secretaria estuvo a cargo de L.R. BERRONE, A. BRIOZZO (Coordinadora),
G.G. GARGUICHEVICH, P.R. MARANGUNIC, M.F. NATALE, E. SANTILLAN
MARCUS y M.C. SANZIEL.

Este Seminario ha sido realizado, en parte, gracias a subsidios que a tal efecto
otorgaron la Fundacion Antorchas, la Fundacion J. Prats y el CONICET. Ademas, se
contdo con el auspicio del Comité Argentino de Transferencia de Calor y Materia

(CAMAT).

Ademas colaboraron las siguientes entidades : CIDCA (CIC-CONICET-UNLP),
La Plata; CNEA (sede Constituyentes), Buenos Aires; FAMAF (UNC), Cérdoba;
FCEFQ (UNRC), Rio Cuarto; FCEyN (UBA), Buenos Aires; IAM (CONICET),
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Buenos Aires; IFLYSIB (UNLP-CONICET-CIC); INENCO (CONICET-UNSa),
Salta; INIQUI (CONICET—-UNSa), Salta. En el Seminario participaron 37 personas

provenientes de 8 ciudades argentinas (ver Anexo Il — Lista de Participantes).

Los objetivos del Seminario fueron :

1) Gestar un encuentro bianual/trianual de las personas y grupos de investigacion que
trabajan en problemas de frontera libre y temas conexos, en particular, en el problema
de Stefan (cambio de fase), a fin de provocar una util interaccion entre los mismos.

. . , . .

2) Despertar el interés y promover el acercamiento de jovenes graduados en
Matematica, Fisica, Ingenieria Quimica y ramas afines y, de esta manera, contribuir a
la formacion de recursos humanos, no limitando el encuentro solo a una reunion de

especialistas que se comunican las ultimas novedades en la materia.

Esta quinta edicion del Seminario estuvo constituida por conferencias sobre
aspectos basicos del tema y conferencias referidas a las aplicaciones (ver Anexo
III-Programa). En anos sucesivos, los temas versaran sobre aspectos mas especificos y
complejos, ya sea desde un punto de vista tedrico o numeérico (no tratados en
Seminarios anteriores) y los principios teodricos iran paulatinamente dando lugar a las
aplicaciones. Se preve la realizacion de una mesa redonda donde se invitara a
industriales de distintas areas para que expongan sobre los problemas no resueltos en

sus respectivas empresas.

Para finalizar, quiero dejar constancia de mi sincero agradecimiento a los
investigadores encargados de la redaccion de estas notas como asimismo a todas
aquellas personas e Instituciones que de una manera u otra han colaborado para el

exito del Seminario.

Domingo Alberto TARZIA
Compilador

Rosario, Marzo 1995.
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ANEXO |
PROBLEMAS DE FRONTERA LIBRE

Los problemas de frontera libre son aquellos problemas de contorno donde
interviene ademas una incognita (la “frontera libre”) que separa dos o mas regiones, y
sobre la cual se conocen datos que dependen del modelo analizado. Segin el nimero de
dimensiones del espacio, en lugar de una superficie de separacion se podra tener una

curva o un numero finito de puntos.

Un ejemplo tipico es el problema de Stefan (o problema de cambio de fase), que
estudia la temperatura en el espacio ocupado por dos fases de un cuerpo, generalmente
una fase solida y una liquida (por ej. hielo y agua en procesos de fusion o
solidificacion). Las funciones que representan las temperaturas de las dos fases
satisfacen las correspondientes ecuaciones del calor. Sobre la superficie de separacion,
que puede variar en el tiempo y que se encuentra a temperatura constante, se impone
una condicion adicional que surge del principio de conservacion de la energia. El interés
y la dificultad del problema se debe a la presencia de dicha frontera libre, cuya

determinacion es de fundamental importancia en la practica.

Otros ejemplos son :
e problemas de hidraulica, por ej. el del dique poroso, donde una superficie
desconocida separa la zona seca de la zona humeda;
e el problema del obstaculo, donde hay una zona de contacto entre el obstaculo y la
configuracion de equilibrio de la cuerda o membrana elastica;
e problemas de difusion-reaccion gas-sélido en Ingenieria Quimica, donde la
superficie incognita separa la region del solido ya atacada de la todavia no atacada;
e problemas de elasto-visco-plasticidad, problemas teérmicos con pared semi-
permeable, semiconductores bajo una union P-N. problemas en medios porosos,

problemas de mecanica de los fluidos, etc.

Entre las miultiples aplicaciones de estos problemas se pueden mencionar
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electropintura; envenenamiento y regeneracion de catalizadores; combustion de solidos;
solidificacion de aleaciones binarias; soldadura de metales; colada continua del acero;
congelacion de alimentos en la industria frigorifica; almacenamiento de energia térmica
de origen solar por cambio de fase; oxidacion del zirconio y fusion del didxido de
uranio en reactores nucleares, en caso de accidentes; procesos de ablacion térmica;
difusion-consumo de oxigeno en tejidos vivos, para el tratamiento medico de tumores
mediante la aplicacion de radiaciones; problemas de control optimo ligadosA a procesos
con cambio de fase; solidificacion de suelos hiimedos; derretimiento de glaciares;

crecimiento de raices de cultivo; etc.

El avance considerable que se ha obtenido en el desarrollo teérico de estos temas a
nivel nacional, y sus variadas aplicaciones industriales que se encuentran en etapa
inicial, impulsaron la realizacion de este V Seminario, prosiguiendo la linea de los ya
concretados [ y II Seminario sobre el Problema de Stefan y sus Aplicaciones (Rosario,
4-8/7/83 y 13—17/10/86, respectivamente) y IfI y IV Semiinario sobre Problemas de
Frontera Libre y sus Aplicaciones (Rosario, 11-15/10/1988 y 14 —18/12/1992,
respectivamente). El material correspondiente a los cuatro Seminarios anteriores ha
sido publicado en la coleccion CUADERNOS del Instituto de Matematica ”Beppo
Levi”, numeros 11, 12, 13, 14, 17, 18, 23 y 24.
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ANEXO Il
PROGRAMA DEL SEMINARIO

Lunes 19 de Diciembre

e L. T. Villa — H. Quiroga, ~ Modelos de frontera libre en transformaciones
fluido — solido — reactivo”

e E. A. Garcia, " Metodo de frontera mnovil para simular la oxidacion de circonio a la
temperatura de fusionamiento de un reactor nuclear de potencia”.

e C. V. Turner, ” El problema de Stefan a una fase para un liquido sobrenfriado con
una condicion convectiva en el borde fijo”.

e P. R. Marangunic, ” El problema de Stefan simeétrico a dos fases con sobre-
enfriamiento .

Martes 20 de Diciembre

e D. A. Tarzia, ” Comportamiento asintotico en el problema de Stefan a una fase con
una condicion convectiva en el borde fijo”.

e A. C. Briozzo, ” Soluciones exactas en problemas de frontera libre con coeficiente de
difusion no lineal ”.

e J. I. Etcheverry, ” Sobre un meétodo numeérico para resolver un problema de
contorno para uy = a uyy”

e L. R. Berrone, ” Minimo de funciones armonicas en dominios convexos con
condiciones mixtas de contorno .

e R. M. Mascheroni, ” Dos problemas de frontera libre acoplados: solidificacion con
simultanea sublimacion ™ ~

e A. M. Gonzalez, ” Determinacion de coeficientes térmicos en materiales semi-
infinitos con zona pastosa”.

e M. C. Sanziel, ”Analisis numeérico de problemas de Stefan con fuente de energia
interna” '

e D. A. Tarzia, " Sobre el caso estacionario del problema de Stefan- Slgnorml con
condiciones mixtas de contorno”
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Miércoles 21 de Diciembre '

e N. Wolanski, "Un problema de .frontera libre proveniente de la teoria de
combustion. Parte 17, _

e (. Lederman, " Un problema de frontera libre proveniente de la teoria de
combustion. Parte 11°. v ’ '
e V. A. Kuz, ” Dinamica de la condensacion de un vapor saturado”.

e J. I. Etcheverry, " Modelo numérico de umbrales de fusién de metales irradiados por
“un cafnoén de electrones”.

e A. C. Bouciguez, ™ Analisis térmico y solucion numerica al problema de
transferencia de calor en dos fases”.

e J. C. Reginato, ” Toma de agua y crecimiento de raices de cultivo™. :

e G. Sanchez Sarmiento, ” Determinacion numerica del perfil de refractario erosionado
y de la acumulacion de materiales adheridos en un crisol de alto horno”.
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TOMA DE AGUA Y CRECIMIENTO DE RAICES DE
CULTIVOS

J.C. Reginato
Dpto de Quimica-Fisica, Facultad de Ciencias Exactas Fisico-Quimico y Naturales
Univ. Nac.Rio Cuarto, Ruta 8 - Km 601, (5800) - RIO CUARTO - Cordoba - ARGENTINA.
E-mail: Reginato@unrcc.edu.ar  Fax: 54 (058) 645980676224
D.A, Tarzia
Departamento de Matemdtica, Facultad de Ciencias Empresariales,
Universidad Austral, Paraguay 1950, (2000) - Rosario y
PROMAR (CONICET-UNR) - ARGENTINA

E-mail: Tarzia@uaufce.edu.ar

Se presenta un modelo mecdnico simple para el crecimiento de raices de cultivos debido a la

toma de agua. El modelo es deducido para una unica raiz y considera el efecto de los

pardmetros de sistema a través del acoplamiento entre el transporte de agua en suelo y la

absorcién de la misma por la raiz y no a través de los modelos clisicos de resistencias al

flujo de agua en rizésfera, interface suelo-planta asi como en el interior de l1a raiz. El efecto
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de la capacidad suelo-agua es incluida para suelos de bajo contenido de agua con una
aproximacion basada en el modelo de tubos capilares de Alexander para el flujo de agua. Se
obtienen soluciones analiticas a través del planteo de un modelo de frontera libre para el
crecimiento de la raiz. Dichas soluciones, para el crecimiento radial vs. tiempo asi como
valores del potencial agua sobre la interfase raiz-suelo vs radio raiz son graficadas en

funcién de pardmetros caracteristicos del sistema suelo-planta-agua.
INTRODUCCION

Una gran variedad de trabajos sobre ¢l flujo de agua en el sistema suelo-planta han descripto al
mismo por un anilogo de la ley de Ohm (Van den Honert, 1948 [1]) y han sido definidas
diferentes resistencias al flujo de agua hacia una unica raiz en suelo (Gardner, 1960 [2];
Newman, 1969 [3]), en la interfase raiz-suelo (Herkelrath, 1977 [4]; Weatherley, 1978 [S]) y en
el interior de la raiz (Newman, 1976 [6]; Fiscus, 1977 [7]), asi como la importancia de las
mismas sobre el transporte de agua (Passioura, 1980 [8]), pero sin considerar simultinecamente el
transporte de agua, toma de agua y crecimiento radical acoplados. Recientemente, s¢ han
presentado trabajos sobre transporte de nutrientes y crecimiento radical acoplados mediante la
modelizacién con problemas de frontera libre y solucionados a través del método cuasistacionario
(Reginato et al., 1990 [9], 1991 [10]) y el método del balance integral (Reginato et al.., 1993 [11],
[12]). Similarmentc, en fonﬁa analoga a los trabajos citados ultimamente, el objetivo del presente

modelo es estimar cualitativamente en una primera etapa los efectos de los diferentes parametros
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del sistema suelo-planta sobre ¢l transporte de agua y crecimiento radical acoplados a través de
un modelo de frontcra libre a una fase (el suelo).

ANALISIS

De acuerdo al modelo de flujo de agua hacia una unica raiz, el flujo en la direccion

radial hacia la raiz por unidad de longitud de raiz esta dado (Nye y Tinker, 1977 [13]) por:

v=—1trk(\y)ﬂ 1)
or

donde v es el flujo de agua (cm3 s'lcm‘l), r es la distancia radial desde cl centro de la raiz (cm)

como se¢ muestra en la figura 1, k es 1a conductibilidad hidraulica (cm s‘l) y yes el potencial

agua (cm).
t r
[ supertficle
rafz
suelo
-+
Figura 1
La ecuacion de continuidad correspondiente es:
2x * = 2)
ot ot

donde O cs cl conteénido de agua del suclo. Como 0 es funcion de y, 0 = 0 (y) se cumple:

=C(y)— &)



dondc C(y ) cs la capacidad diferencial de humedad del suclo y donde se asume que ¢l suelo no

presenta histéresis en ¢l humedecimiento y secado del mismo (y es funcién univaluada).

Reemplazando la expresion (3) en la ecuacion (2) y teniendo en cuenta l1a ecuacion (1) resulta:

C(vy)
r

dv _k(w) ow _ok(y)(ow)’ oy
nH or 6r+ oy (6r) +k(w)az “)

Las relaciones entrc k, y y 0 estan dadas (Campbell, 1974 [15]) por:

b
0 .
\v=\v«*(5—) =y,0 " con  y,=y0," )
n
_ Ve | _ -n _ n
k(W)_kq(T) _kow con ko _ks‘l’e (6)

dondc y , es el potencial suelo-agua de entrada de aire (cm), O ¢ es el contenido de saturacion

suclo-agua (cm3cm'3), kg cs la conductividad hidraulica saturada del suelo, -b es la pendiente de

la curva caracteristica suclo-agua y=w(0) en un sistema coordenado log-log y n es la

pendiente de 1a curva k(y ) en un sistema coordenado log-log.

De la expresion (S) s¢ obtiene la relacion inversa:

0= O.W -(1/b) con L= We(llb)e' )
Teniendo en cuenta la ecuacién (6) para *¥k/ % y y la ecuacién (7) para C(y ), la ecuacion (4)
puede exprésarse:

o \ll(l" ni1/b) _\lLr[_"_BW(AM l/b)WrZ __aw(1=n+l/b)wn =y, 3)

donde ¢y, =0y /Or, y_ = 62\11/6r2,\|1t =0y /0t. Con cstas suposiciones, ¢l crecimiento dec

raices de cultivos es dado por ¢l siguiente modelo de frontera libre (en coordenadas cilindricas):
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—a g M l"r—'mw“"“’"’w,’ —ayd MDYy () <r<R,0<t<T, (9.0)
w(r,0)=o@(r), s, <r<R, (9.ii)
yv(R,t)=y,, 0<t<T, (9.iii)

~2rs()k(w(s(t), Dy, (3(1), 1) = A (HG(y(s(t),1)), 0<t<T ©.iv)

F,xs” ()G(w(s(1), 1) = —w(s(t), t)—‘%‘l, 0<t<T O-v)

s(0)=s,, 0<s, <R (9.vi)

Aunque han sido propuestos numerosas funciones de extraccion de agua por la raiz [15]. una de

las mas sencillas y por simplicidad matematica es la de Feddes, 1978 [16]) con G (y ) definida

como:

G(y)=0 para 0> y ¢ > y 1 con y 1= potencial agua punto anaerobiosis
G(V¥) = Spax paray | > y ¢ >y 9 con y 5 = potencial agua punto limite
G(y) =S ux (%EE;— para y 3 > y ¢ > y 3 con y 3 = potencial agua punto marchitez
G(y)=0 para y 3> yg (10)

La figura 2 muestra la variacion de G(y ) vs. y scgun se indicé arriba.
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T es cl tiempo para el cual existe solucion. La ecuacion (9.i) es la ecuacidn de conduccion
hidriulica expresada en términos del potencial agua y ; teniendo en cuenta la dependencia de la
misma del contenido de agua de suelo 8 . Nétese que es una ecuacién a derivadas parciales con
coeficientes fraccionarios que resultan de determinaciones experimentales. La condicion (9.ii) es
el perfil inicial de potenciales entre la raiz y el radio del cilindro de sueclo R de donde extrae agua
la raiz. La ecuacidn (9.iii) es la condicién de contorno sobre R representando un potencial agua
constante (como podria ser ¢l obtenido bajo condiciones de riego por goteo). La ecuacién (9.iv)
represcenta cl balance de energia por unidad de masa dado a través del potencial agua donde cl
miembro de la izquierda rcpresenta el flujo sobre la raiz y el término de la derecha el mismo flujo
a través de la absorcion de agua por la raiz. La ecuacion (9.v) representa el mismo balance
expresado en funcion de l1a velocidad de crecimiento ds(t)/dt. La condicién (9.vi) cs la condicién
inicial para la frontcra libre s(t) en la cual F. es la fraccién de agua incorporada y usada por el

metabolismo radical para el crecimiento.



Las dos condiciones de frontera libre (9.iv) y (9.v) pueden ser escritas (para G(y) = Sp,00) ¥

para el caso muy particular (que conduce a una ficil resolucion) de suelos arcillosos (n = 2)

como:
\v,(s(t),t)=g(\v(s(t),t))=———2: S pax \v’(S) an
ds(t) s?
—_— . = — 1
m f(y(s(t),t)=-F.x W(S)S..,.x 12)

y para G(y ) = Spyax (Y ¢~ 3) / (W 2-y 3) como:

S
_ 2__ 3 - max
B =Adysw.” -w? ] con A-- e (13)
f(\,,,z.,,z[l_is_] con BT Sau_ s
v, Y~ VY3

Para resolver el modelo de frontera libre (9.1,ii,iii,iv,v,vi) aplicamos el método cuasiestacionario
(Stefan, 1889 [17]; Carslaw and Jaeger, 1959 [18]; Tarzia. 1988 [19]), a través del cual se
resuelve la ecuacion (9.i) con y¢ = 0 junto a las restantes ecuaciones (9.iiiii,iv,v,vi) (Estc
método, es decir, el método cuasistacionario, conticne implicitamente todos los modelos de
capilaridad que rclacionan n con b y en particular, el modelo valido para suelos con bajos

contenido dec agua (n= 1+3/b) (Alexander y Skagg, 1986 [20]) lo quc produce las siguientes

soluciones para G(y ) =S ay :

-1
1 SZS_“ s
\v(s(t),t)—[\yR MY lnR] 15)




) 1
() __pyrs, | 148 Swn 1, 8 (16)
dt VR 2k, R

y para G(y) =Spax (V¥ 3)/ (W 2~y 3) las siguientes solucioncs:

1
wis(t),t) =] —-l—+Aszwsln(Lt)-)—\/—l—+Asz\y,ln(—s-m)—‘ﬂn(it—))Asz(X’——l] /2
YR | ¥R R ] Ywr R R VR
17)

Y

———— dada 17). 18
w(s(t),t»]con W g dada por (17) (19)

f(w(s(t), ) = Bs’[l -

La ecuaciénes (16 ) y (18 ) son resueltas por ¢l método de Runge-Kutta para ecuaciones
diferenciales ordinarias y las figuras 3 y 4 muestran algunos resultados teoricos para el potencial
agua en la interfase raiz-suelo vs. radio raiz asi como la frontera libre s(t) vs. tiempo en funcién

de algunos parametros caracteristicos del sistema suelo-agua-planta como la conductibilidad

hidraulica kg, para el caso de toma de agua proporcional a y .
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Un andlisis mas detallado del efecto de los restantes pardmetros se muestran en los siguientes
diagramas de sensibilidad parametrica en los cuales se varian cada uno de los parametros con los

restantes pcrmancciendo constantes en los valores 0.5. 1, 1.5 y 2 como se muestra en las figuras 5
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y 6 que ilustran ¢l crecimiento radial a los 12 dias para los casos de toma de agua constante y

toma de agua variable lincalmente con y . respectivamente.
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Figura 6
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CONCLUSIONES

De un andlisis mas complcto de los resultados, se concluye que el crecimiento radial s
lineal para ambos casos de toma de agua constante y variando linealmente con cl potencial agua.
Asimismo se encuentfé que la eficiencia del mecanismo de absorcion para el crecimiento radial
¢s mayor en el caso de toxﬁa de agua variando lincalmente con el potencial agua. De la
comparacion de los diagramas de sensibilidad se concluye que a toma de agua constante,
mientras mas seco estd el suelo (potencial agua mas grande) menor es el crecimiento. En cambio,
para toma de agua proporcional al potencial agua, mientras mas seco esta el suelo, él crecimiento
puede ser ligeramente mayor. Este comportamiento (en este tipo de suelos), puede ser de gran
importancia tecnolégica para ¢l desarrollo genétipo de nucvas semillas que tengan valores
optimos del potencial agua maximo, Spqy, W2 y W3 adaptados a suelos particulares. Debe
remarcarse que, aunque las soluciones obtenidas solo brindan una aproximacién cualitativa de la
situacion real y el modelo sélo ha sido desarrollado para sueclos arcillosos, cstas conclusiones son
utiles para el disefio de modelos mas complejos (por ejemplo, en cualquier tipo de suelos) que
predigan la toma de agua en forma mads precisa, asi como para la instrumentacién de técnicas
agricolas que permitan optimizar el funcionamiento de cultivos desde ¢l punto del

aprovechamicnto del agua del suelo.
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DOS PROBLEMAS DE FRONTERA LIBRE ACOPLADOS:
SOLIDIFICACION CON SIMULTANEA SUBLIMACION

Rodolfo H. Mascheroni

Introduccion

En los tres seminarios anteriores se presentaron distintos aspectos del problema
de la transferencia de calor con cambio de fase en la congelacion y descongelacion de
alimentos. En el II Seminario se vieron los métodos de solucién numéricos (Conferencia
no publicada), en el III Seminario los métodos de solucién aproximados para geometrias
regulares simples (1) y en el IV Seminario los métodos aproximados para geometrias
multidimensionales y/o irregulares (2).

En los alimentos que se congelan sin empaquetar (como hamburguesas, alb6ndigas,
filetes de pescado, etc) la situacidn real es mucho méis complicada que la descripta en los
trabajos precedentes. Existe, ademés del fendmeno de transferencia de calor, un proceso
simultineo de transferencia de materia originado en la sublimacion del hielo superficial.
Una situacién semejante se presenta durante la congelacién de materiales bioldgicos y de
suelos.

En el caso de los alimentos esta sublimaci6n superficial genera un importante
perjuicio econémico por el efecto conjunto de 1a pérdida de peso y de la disminucién de
la calidad por la peor apariencia, consistencia y sabor resultantes. En este sentido es
importante poder predecir la influencia de las condiciones del proceso sobre la trans-
ferencia de vapor de agua entre el alimento y el medio circundante (el aire).

El sistema fisico real corresponde a dos sistemas Stefan simultaneos, que se des-
plazan con velocidades muy distintas: Un frente de congelaciéon que alcanzara el eentro
del sistema (congelacion total) y un frente de deshidratacion que solo penetrara muy su-
perficialmente durante el periodo que dura la congelaciéon. La Figura 1 presenta un
esquema de dicha situacion durante un momento intermedio del proceso de congelacion.
En esas circunstancias habra una zona (parcialmente) congelada (ZONA 1) separada por
un frente de cambio de fase de la zona sin congelar (ZONA 2). Simultineamente, dentro
de la ZONA 1 y adyacente a la superficie existira una "ciscara" de material deshidratado
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(ZONA 3), cuyo espesor serd muy pequefio respecto del espesor total del alimento.

Fig. 1. Esquema del sistema estudiado: 1, Zona congelada; 2, Zona sin congelar; 3,
Zona deshidratada

No obstante su importancia tedrica y practica, este tipo de estudios ha sido abor-
dado en muy pocas oportunidades. Ello se debe a las enormes complicaciones inherentes
al desarrollo del modelo matematico y a su solucion numérica entre las que se incluyen:
- La fuerte variacién con la temperatura de las propiedades térmicas del alimento (ca-
pacidad calorifica Cp, conductividad térmica k, densidad p y coeficiente de difusién D)
(ya vistos en (1));

- El que en muchos casos no se conozcan en forma precisa, ni ain aproximada dichos va-
lores;

- El que las propiedades en la zona deshidratada (ZONA 3) dependan fuertemente de la
estructura original del alimento y de 1a matriz desecada resultante (se deberan determinar
~ experimentalmente);

- El hecho de estar ambos balances (de calor y materia) fuertemente acoplados a través
de las condiciones de contorno y de la dependencia de D con la temperatura.

Entre los que han modelado este tipo de sistema, ain con el uso de hipétesis sim-
plificatorias, Chau y col. (3) y Chau y Gaffney (4) trabajaron sobre la transferencia
simultinea de calor y materia durante la refrigeracién de vegetales vivos (que respiran);

16



Sukhwal y Aguirre-Puente (5) y Aguirre-Puente y Sukhwal (6) midieron y modelaron la
sublimacion de hielo desde medios dispersos. No obstante la mayoria de la informacion
publicada restante estd basada s6lo en informacion experimental o en modelos semi-

empiricos.
Formulacion Matematica

Se trabajé tanto sobre la geometria de esferas (la que se asimila a los casos de
frutas enteras, porciones esféricas, croquetas y albondigas) como de cilindros finitos
(casos de hamburguesas, pizzas y platos preparados) (7), (8). Para la ejemplificacion del
problema presentaremos en este trabajo solo el primer caso. Para de cilindros finitos el
esquema es similar y puede consultarse en (7).

El balance de energia a resolver es

oT
pcp ST = V(k VD) (1)

en el cual T es la temperatura, t el tiempo y donde, como se manifest6 previamente, p,
Cp y k son funciones de la temperatura y composicién (Sanz y col. (9)).

Cp es una capacidad calorifica aparente, ya que incluye tanto a la capacidad calorifica
verdadera (sensible) como al calor de cristalizacion del agua. Este dltimo es liberado a
lo largo de un amplio rango de temperatura, ya que la mayoria de los alimentos se
comportan como una solucién, presentando una depresion del punto de congelacion y una
curva de equilibrio temperatura-concentracién (1), (9).

Las condiciones de contorno son las usuales para esta situacion:

oT |

ar|ro =0

para ¢l centro de la esfera y

~k9T| = h(T-T,)+K L,(C-C,) | ..,

para la superficie de la esfera.
En estas ecuaciones r es la coordenada radial, C la composicion, T, y C, se reﬁeren ~
a las condiciones ambientales del aire y Lv es el calor de sublimacion del hlelo. Para h
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y K, los coeficientes de transferencia de calor y materia, se han tomado los valores deter-

minados por Tocci y Mascheroni (10) para congeladores continuos de cinta y "corregi-

dos" por la presencia de la capa deshidratada superficial de espesor & (6 depende de la
pérdida de peso y crece con el tiempo) como:

h, K,

1 + 3 hy/k, K= T8k /petz

Aqui h, y K, corresponden a la zona "nodeshidratada” (Zona 1); k; es la conductividad
del alimento deshidratado (Zona 3) y Deff el coeficiente de difusion del vapor de agua
en la matriz solida deshidratada (Pham y Willix (11)).

Simultaneamente, el balance de materia a ser resuelto es:

aC _
3 V(D VC) (2)

Se hicieron suposiciones similares a las utilizadas en el balance de energia. Las con-
diciones de contorno para la superficie y el centro del alimento quedan expresadas como

ac
_Dg |r=R =K (C-Ca) ‘r=R

aC

E = 0|r=0

Métodos Numéricos

Cleland and Earle (12) demostraron que, para el modelado de la transferencia de ca-
lor durante la congelacion de alimentos se obtienen resultados similares tanto si se usan
esquemas de diferencias finitas explicitas como alternativas mas elaboradas que impliquen
métodos implicitos de 2 6 3 niveles de tiempo, siempre que se utilicen intervalos suficien-
temente pequenos de espacio y tiempo. Esto es debido a que las principales fuentes de
error estan originadas, como ya se explic6, en los valores de propiedades a utilizar. Ba-
sados en estos criterios se probaron 2 métodos explicitos que difieren en la distribucién
espacial de los elementos de volumen (y por tanto de los puntos en la malla).
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Método A: Incrementos espaciales de igual tamaiio

Se trabaja con espaciado constante de malla Ar, tal como se lo esquematiza en
la Figura 2a.

Si llamamos Ar y At a los incrementos radial y temporal, respectivamente, definidos
como Ar = R/(I-1) y T," se refiere a la temperatura calculada enr = (i-1)Ar y t = nAt,
la forma discretizada del balance de energia viene dada por 1a Ecuacifn (3). Reordenando
se obtiene la forma general vélida para los puntos interiores (Ecuacion (4)). En ella es:
REL1 =At/ Ay & = k / (oCp).

o (TF-TP k7
o7 cpp? LT S (Tha-2 TIHTE) +
(3)
+ (kf,,l“kf.l) (Tf-l—Tf-l) + kf (Tf+1—Tf-1)
4 Ar? (i-1) Ar?

T3 = TP + REL1 o (T],,-2TP+TP,) + REL1 &% (TR,-TP,) +

+£’1n (kf-bl—kf‘l) (Tfo-l—Tf—l)

4 Cp; pj

(4)

L

Fig. 2. Diagrama de los esquemas de cdlculo usados. a: Iguales Ar; b: Iguales AV
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Para los limites del sistema (centro (i=1) y superficie (i=1I)) se obtienen las siguientes
relaciones especificas discretizando las condiciones de contorno:

't = TP + 6 REL1 ] (T7-T)) (5)

Tt = 77 + 2 REL1 &% [Tf, - TF 1 -

k2, -k?
2 REL1 BL(h (TP - T) + kK (CP - C,) Lv) (=221, T
k7 ak? I-1

Para C™*! se obtienen relaciones similares a las ecuaciones (4), (5) y (6).

Método B: Incrementos de volumen iguales

Chau and Gaftney (4) presentan un detallado desarrollo del método. Brevemente, con-
siste en dividir el cuerpo (esfera o cilindro) en I c4scaras concéntricas de igual volumen
AV, donde AV = V /1, donde V es el volumen total del cuerpo. Su ventaja principal es
que, para esferas y cilindros infinitos, se genera una "concentracion” mas alta de puntos
de la malla cerca de la superficie, lo que posibilitaria cilculos mas precisos de los perfiles
de temperatura y concentracion. Ademads el punto situado sobre la superficie no tiene
masa asignada, con lo que es mucho méis exacto el cilculo de su temperatura (4).

Tal como se esquematiza en la Figura 2b, cada punto de la malla estd situado en el
centro del elemento de volumen. La forma general, basada en el balance de energia en
un elemento de volumen genérico AV, es:

n n
n cpP AV (75 -17) = ki-%Ai-l(T” -T) - ki*_;Ai(T“—T" )
p.l p1 i At Ari—l 1-1 1 Ari 1 1+1

(7)

enlaque: A, =4wrr,,; =01+ {S5-i)/)para2 <i<I+1; Ar,=r,-T1,,,
Ary, =T, - T

El punto 1 esti sobre la superficie y el punto 1+2 est en el centro.

Reordenando se obtiene la forma general para T,"*' [8]:
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k:__lAi_l klfi_lAi
= 7P [1-— AL R S |
Av; pi Co;! Ar;, Ar,
n oA TP K" A.TT (8)
A t ki__;Al—lTl_l ki+_21AlT1+1
Av; p? cp? Ar,, Ar,

+

Para i = 1 (superficie) se tiene a través de la condicion de contorno:

A
kiy,—~Ty +4n R (hTa-KLv (¢ - Ca))
7 = = (9)

A
k3n/2 All' +4 T R*h
1

El punto I+2 no puede calcularse por aplicacion del esquema y puede ser obtenido
por extrapolacion polinOmica. Esto es un problema de dificil solucion durante el cambio
de fase, cuando los perfiles son casi planos cerca del centro. La extrapolacién puede lle-
var a valores de temperaturas muy superiores a los reales. Esta posible fuente de error
es muy importante en el cédlculo de tiempos de congelacion.

Para C™*! se obtienen relaciones similares a las ecuaciones (7), (8) y (9).

Resultados

Ambos modelos numéricos fueron codificados en QUICKBASIC y corridos en una
PC AT486. En todos los célculos se utilizaron propiedades térmicas de carne vacuna
picada tomadas de (9), las que dependen de la composiciOn y temperatura y tienen
diferentes formulas de prediccion por sobre y debajo de la temperatura de comienzo de
congelacion Ter.

Para el Método A se utilizaron 16 puntos de malla en c3si todos los célculos. En estas.
condiciones se obtuvieron resultados estables utilizando At < 0.50 s.

Para el Método B se utilizaron 14 elementos de volumen. En estas condiciones se
obtuvieron resultados estables utilizando At < 0.10 s. :

Para ambos métodos el utilizar mayor ndmero de puntos no mejord las predicciones.

No hubo diferencias significativas entre los tiempos de congelacion ft y la pérdida de
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peso wl predichas por ambos métodos. La mayor variacion en ft fue de 0.22 min para
Ta = -35°C y va = 10 m s™'; para wl fue de 0.026% para Ta = -35°Cyva =7 ms".

Como ejemplo de la informacion obtenida con el método de prediccion, la Figura 3
‘muestra la variacién de los perfiles de temperatura con el tiempo predichos para una
albondiga de R= 0.019 m congelada con Ti = 5.0°C, Ta = -30.0°C, va = 7.0 m 5™
y flujo de aire descendente perpendicular a la cinta, cuyo ft fue 26.74 min. Un dato rele-
vante es que, a medida que avanza la congelacion, la forma de los perfiles de temperatura
se distorsiona en la zona adyacente a la superficie. Esta distorsién es causada por las
distintas propiedades en la zona deshidratada y el modelo es capaz de simularlo adecuada-
mente.

Por su parte, la Figura 4 muestra la historia térmica para tres puntos (superficie
(r = R), centro (r = 0) y un punto equidistante de ambos (r = 0.5 R)) para las condicio-
nes de congelacion previamente citadas.
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Fig.3. Perfiles de temperatura predichos para la congelacion de albéndigas con
Ti = 5°C, Ta = -30°C, va = 7 m/s y flujo de aire descendente
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Fig. 4. Historias térmicas predichas para distintos puntos de una albéndiga durante
su congelacion en congeladores de cintas (R = 0.019 m, Ti = §°C)

Asimismo la Figura 5 muestra la variacion de los ft predichos (el tiempo necesa-
rio para alcanzar -18°C en el centro) en funcién de la temperatura y velocidad del aire.
Como era de esperar la dependencia con ambos pardmetros es alta, pero disminuye al

descender Ta y al aumentar va.
A su vez, la Figura 6 presenta los valores calculados de la pérdida de peso wl pa-

ra las mismas condiciones de operacion de la figura anterior. Las pérdidas predichas va-
rian entre 1.04 y 2.07% para los valores extremos de Ta y va.

Discusién y Conclusiones

- Es posible predecir la transferencia simultanea de calor y materia durante la congelacion
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Fig. §5. Tiempos de congelacién predichos para albéndigas en congeladores continuos
de cintas con flujo de aire descendente

Tiem

-

y el almacenamiento de alimentos a través del uso de un modelo tedrico, sin realizar
hipétesis simplificatorias en su deduccidn.

- El empleo de métodos numéricos explicitos facilita el desarrollo y uso de los programas
de calculo.

- El'uso del modelo de elementos de volumen constantes (Método B) no incrementé la
precision de los cilculos respecto del de elementos espaciales constantes (Método A),
pero si las necesidades de tiempo de méquina.

- El modelo desarrollado permite calcular perfiles de temperatura y composicion, tiempos
de congelacién y pérdida de peso.

- El modelo puede ser utilizado para mejorar el disefio de equipos, disminuir el tiempo
de proceso, el consumo de energia y las pérdidas de peso.

- Se pueden realizar aplicaciones similares para el caso de congelacion de suelos.
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On a numerical method for solving a
boundary value problem for u; = a(u),;.

Javier 1. Etcheverry

1 Introduction

We consider solutions in IR>¢ X IR5g of the problem

U = a(u):c:c u(a:,(]) =0 U(Oa t) =U (1)

with a(u) a continuous nondecreasing function, and uo a positive constant.
We recall briefly the method exposed in [1]. We discretise the range of the
solution in n nodes u;:

O<u; <...<u, =up (2)

and we obtain a system of nonlinear ordinary differential equations for the
level curves y;, that we can write:

( y 1 Qq — (X
1 = —
Duy y2 —
1 i — Qi +1— @ .
4 = Q; — -1 Qi1 — O 9<i<n—1 (3)
Au; | ¥i — Yia Yi+r — Yi
3 gn = 0
where Au; = uiy1 — u;, and o; = a(u;). _
The solutions y;, ¢ = 1,...,n must satisfy the initial data:

¥1(0) = y2(0) = - = yn—1(0) = y.(0) =0

27



Note that the system is singular at ¢ = 0, what makes this form difficult of
integrate numerically. But the similarities of the main equation (1) suggest
that 4:(1) = B:ivt, i =1,...,n. By replacing these expresions in equation
(3), we obtain the nonlinear algebraic system (A; = a; — a;-;):

( A
hbw = 5

' A; A o (4)
Bilu; = — 2<1<n-1
1h Bi — Bici Biy1 — Bi

\ ,Bn = 0

As the §; define the level curves of a function, we must have:
/8121622"'21611—12,611:0 (5)

In the following we prove that the nonlinear system (4) has only one solution
satisfying (5).

2 Main Results

We begin by noting that we can satisfy the first n — 1 equations above (4) by
taking an arbitrary value 3; > 0, and by setting:

2A;

Bi=Bic1— 47— 2<i<n (6)
2Bl
1
In fact, the first equation from (4) yields:
24,
B2 = B 3,

in accord with (6). By summing the first £ — 1 equations (4), we have:

lki:lﬂ.Au. _ _L
21':1 ? ? /Bk—ﬂk—l
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Solving for f3;, we obtain (6).

Hence, the question is if we can satisfy the condition 3, = 0, as well as the
relations (5), for some value f3,.

Next we prove two lemmas.

Lemma 1 For each n > 1, and 3, large enough, we have

Br>2pP22 2P 23>0

By > ,sz;A,- (7)
j=2

Let k be the first index such that B < 0. If k < n, we have:

Proof: Let

2A
02 Be=fr— g A 2
J:

2A; 2451 2A;
> B — = Byy — _ >

2A; 2Ak 2 Ek=2 Aj

_ _ S . ..> g fg=2 A
Pra Br1lduy  Blduy T = B1 Duy >0

The last inequality follows from (7). O

Lemma 2 Let Bl > 0 be such that Bl > Bg > e 2 Bk > 0. Then, for
B1 € [Bh,00) we have that Bs,. .., Lk are continuous increasing functions of

B
Proof: We have 81 > (1. Suppose that there exist an index j, 2 < j < k+1

such that 8; < B;. Let | be the first index such that §; < 3;. We have:

2A; S ﬂ 2A,
N S =Y VX

B = B — = f

a contradiction. By repeating this procedure for any two values of 3, € »[Bl, 00)
we obtain the clatmed monotony. The continuity follows from

3N Bitu; > Y Bilu; >0
1=1 =1

29



by noting that then 3;, 2 <t < k + 1 are composition of continuous functions

of #,. O

We can now proceed to prove the following theorem, that gives existence
and uniqueness of the solution of the system (4).

Theorem 1 For each n > 2, there exists a unique solution of the nonlinear
algebraic system ({) that satisfies the inequalities (5).
Proof: We are going to proceed by induction. Let be k = 2, and note that
ﬂ2=51—2—142=04:*51=i 24,
A
By taking 3, = \/2A; we have the only positive solution. Let be 3% > 55 >
-+ > BF = 0 the unique solution of (4{), (5). We want to prove that (4)
with n = k + 1 has only one solution that satisfies (5). By Lemma 1 there
exists B > 0 such that the corresponding 3%, > 0. By hypothesis we have
BF>...> Bf =0 and then

2Ak41 2Ak41
Beyr = Bi — =~ <0
SRS S LN ko B A,

By Lemma 2, for 3, > BF we have that 8,1 is a continuous increasing function
of B1. The previous argument showed that this continuous function is negative
or zero for By = Bf, and positive for B; = B. We then conclude that it must
vanish for a unique By € [BF, B7']. The uniqueness of the solution of (4), (5)
follows because for By, < BF some B;, i < k + 1 must become negative, and for
B > BT we have Bryy > 0. O

3 Numerical examples

We have applied this method to solve the boundary problem (1) for different
constitutive relations a(u). We show the results in Figures 1 - 4, corresponding
to the heat equation, the porous media equation for m = 2 and m = 5, and to
a Stefan problem respectively.

The implementation is straightforward, using the ideas of the lemma’s
proofs in the preceding sections. The only difficulty is that for 3; not large

30



n | 10 | 100 | 1000 | 10000
Tello | 0.05 | 0.005 | 0.0005 | 0.00005
l[€|[: | 0.087 [ 0.0081 | 0.00078 | 0.000077

Table 1: Errors of the numerical solution obtained for the discretisation 2

enough, the values of some f;, 1 < n can be negative, and then the sum in the
denominator in equation (6) can even go to zero. To overcome this difficulty,
we note that if we replace iteration (6) by the iteration:

Bi = Bi — o 2<i<n (8)

> 1Bl Au;
1

we obtain (8, < Bn_1 < ... < B2 < By, for any initial value 8;. Now, if
we found (3, such that 3, = 0, as calculated with this iteration, we have
Bi>0:i=1,...,n — 1, and then the solution of iteration (8) coincides with
that of iteration (6). - |

We have applied a BRENT type routine to find the solution of (8) that
satisfies 3,, = 0. The solution of the nonlinear system is very fast. For instance,
for n = 20000, it took less than two seconds in a 486 based computer.

To analyze the error of the method, we compare the solution obtained
numerically for a(u) = u, ug = 1 and a uniform mesh u; = ugt/n with the

t solution erfc(—=)
exXacClt solution erict —~=).
2/t

We have computed the L! norm of the error ¢ by integrating numerically
with the trapezoidal rule. , | |

The calculation of the L™ error needs a little analysis. We are comparing a
step function (the numerical solution) with a continuous one, and then is clear
that the error in this norm can not be smaller than about Au/2. We choose to
compare the average of each vertical segment of the numerical solution, with

the corresponding exact value.
The results obtained are displayed in Table 1. Note that the error decreases

linearly with the value of Au.
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n 10 100 1000 10000
[ello | 0.0046 | 0.00046 | 0.000032 | 0.0000037
llell: | 0.051 | 0.004 | 0.00035 | 0.000032

Table 2: Errors of the numerical solution obtained for the discretisation 9

Also, we note that a preferred strategy to discretise the range of the solution

can be to take (for a uniform mesh) %o = ug (1 + ) and
: 2n + 1

1 : |
U = — i=1,...,n (9)
n
so that the boundary value u(0,t) = ug corresponds to the average of the last
vertical segment of the solution. The results obtained with this discretisation
are shown in Table 2. In this case the order of convergence is still lmea,r but

the constants are smaller.
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Solution u

Solution u
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Figure 1: solution of the heat equation with u(0,t)=1, u(x,0)=0.
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Figure 2: Solution of thé porous media equation with m=2,

u(0,t)=1, and u(x,0)=0. :
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Solution u

Solution u
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Figure 3: solution of the porous media equation with m=5,
u(0,)=1, and u(x,0)=0.
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Figure 4. Solutnon of a Stefan problem wﬂh u(O t)=1, and u(x 0)=0.
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EL PROBLEMA DE STEFAN A UNA FASE
PARA EL LIQUIDO SOBREENFRIADO
CON UNA CONDICION DE
CONTORNO CONVECTIVO

DoMINGO A. TARZIA CRISTINA V. TURNER

L. Introduccién

El estudio de la solidificacién de un liquido sobreenfriado tiene un doble
interés debido a:

a) que es un fenédmeno termodindmicamente metaestable.

b) su relacién con el problema de consumo-difusién del oxigeno.

a) La temperatura de equilibrio de fusién T,,, de un material puro es la
temperatura a la cual el estado sélido y liquido del material puede coexistir
en equilibrio termodinémico, (bajo las condiciones de presién ambiente).

A temperaturas mayores que Ty, la energia libre del liquido es menor que
la del sélido, con lo cual de acuerdo a la Segunda Ley de Termodinédmica, el
liquido es una fase estable, lo mismo ocurre para temperaturas menores que
t < Tyn, en la cual la fase sdlida es la estable por tener menos energia.

A pesar de esto, muchos materiales pueden ser enfriados a temperaturas
menores que T,,, sin que la fase sélida aparezca. Por ejemplo el agua puede
ser enfriada por debajo de temperaturas: —40°C sin que solidifique, bajo muy
estrictos controles. Otros materiales como los silicatos o polimeros pueden ser
enfriados cientos de grados y se transforman en vidrios en vez de cristalizar
(sélido desordenado o liquido amorfo).
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La temperatura a la cual un liquido es enfriado T' < T, se conoce como
la temperatura de superenfriamiento y la temperatura AT = T,, — T es el
grado de superenfriamiento.

El estado de superenfriamiento es un estado metaestable en el sentido que
la energia libre es mayor que la del estado real (el sélido), pero es un minimo
local de energfa libre respecto a otra variable coordenada (por ejemplo: or-
den),(8].

b) Ver V.

el problema de frontera libre.
Problema I:
Encontrar la temperatura 6(y, 7) y la frontera libre r(r) tal que:
r(7) sea Lipschitz continua para 7 > 0;
r(7) sea continua para 7 > 0;
6(y, ) sea continuapara 0 <y <r(r)y 7 > 0;
6-(y,7), 8,y(y, ) son continues para 0 <y < r(r), 7 > 0;
6,(y, T) sea continua para 0 <y < r(r), 7 > 0;
r(7) y 6(y, T) satisfacen las siguientes condiciones:

br =abyy, 0<y<r(r), 0<7T<T
6(r(r),7r)=0, 0<T<TH
k0y(r(7),7) = —pAf(r), 0<7< T
k6,(0,7) = h(6(0,7) —g(7)), 7>0
0(y,0) = OO(V)a 0<y<b
r(0) =15

Los pardmetros son:

a = difusividad térmica del material (m?/s)

k = conductividad térmica del material (KJ°C/m)

p = densidad del material (Kg/m?)

A = calor latente de fusién (KJ/Kg)

h = coef. de transferencia calérica del fluido a la superficie del material
(KJs°C/m3)
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g(7) = temperatura del fluido ambiente del material (°C).

El frente de la fusién en el tiempo 7 es r(7), mientras 6(y, ) es la tem-
peratura en la posicién y y el tiempo 7.

En (1) estd probado que la solucién del Problema I existe. Este proble-
ma se conoce como, el modelo matemético para la solidificacién del liquido
sobreenfriado (3].

La solidificacién del liquido sobreenfriado se debe a la transferencia con-
vectiva de calor desde el fluido externo a temperatura g(7) hacia la cara
externa del material (z = 0).

Se puede adimensionalizar el problema mediante el siguiente cambio de
variables

Luego las variables (T, s, z) satisfacen el siguiente problema:

Problema II:
(1.1) 24¢ = 2¢, en Dr;
(1.2) s(0) = 1;

(1.3) 2(s(t),t) =0,0<t < T}

(1.4) z:(s(2),t) = —4(¢), 0 <t < T;

(1.5) z(z,0) = ¢(z),0< z < 1;

(1.6) 2-(0,t) = B[2(0,t) — G(¢)], 0 <t < T.

donde 8 = ﬁ- es un pardmetreo adimensional, y

Dr = {(z,t)|0 <z < s(t),0<t < T}
c (Hpct
G(t = Xg ( k ) .

A continuacién resumiremos los resultados obtenidos en [7).
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En esta seclén cons1dera.rernos las slgulents hlpétesls
p(z) £0,0<z<1yG(t) £0,t>0y la condicién de compatibilidad

¢'(0) = Be(0) — G(0)).

Las primeras propiedades elementales de la soluciédn estdn resumidas en
las siguientes Proposiciones:

Proposicién 3.1. Si (T, s, z) es una solucién del Problema II, luego
i)z £ 0 en Dr.
i) §(¢) <0,t> 0.
111) G(t) £ 0, ¢(z) 2 G(0) = max¢>o G(t), luego z > G(t) en Dr.
i) ¢' 20, G(t) < 0 luego z; > 0 en Dr.

v) G > 0, p"” >0 luego 2¢ > 0 en D;.

Demostracién. Todas estas propiedades se desprenden del Principio del Mé-
ximo. 0O

Proposicién 3.2. Si (T,s, z) satisfacen (1.1)-(1.6) del Problema II, luego
se satisfacen las siguientes representaciones integrales para la solucidn:

s(t) =1+ /01 o(z)dz — /ot z;(0,7)dr — /.(t) z(z,t)dz (3.1)

0

8 1 t o(t)
22(t) = %+/; zp(z)dz +/0 2(0,7)dr -/o zz(z,t)dz (3.2)
1 t
s(t) [1 + gs(t)] =1+ g + /o (1 + Bz)p(z) dz + /o BG(r)dr
s(t)
_ /0 (1 + Bz)z(z,t) dz (3.3)

ot o3 1 Bz? 22
ﬂ2it) s(t) =_ﬂ__+l+/ (g-s—-+-:2—)cp(z)dz

c(t) z?
- /o ( —2-)z(z, t)dz + //I-)' z(z,7)(Bz + 1) dz(cf;."l)

Demostracidn. Sale de la identidad de Green. 0O
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Nota 1: En las siguientes secciones usaremos la notacién

Qi) =1+ §+/o (14 Bz)p(z)dz +‘/0 BG(7)dr (3.5)

En [1], (2] y (3] se puede ver que si (1) = 0, p(z) es Holder continua para
z =1y G(t) es una funcién continua a trozos en cada intervalo (0,t), ¢t > 0,
entonces este problema posee una tnica solucién para T “suficientemente
pequefio”.

M4és auln, si la solucién existe, ocurren tres diferentes comportamientos
(ver [1], Teorema 8 and [2]).

(A) El problema tiene solucién para T arbitrariamente grande.

(B) Existe una constante Tg > 0 tal que lim;_.1, s(t) = 0.

(C) Existe una constante Tc > 0 tal que infego,1o)s(t) > 0 ¥y
lim¢_ 1 $(¢) = —o0.

Analizaremos la posibilidad de ocurrencia de estos tipos de comportamien-
to en conexién con los datos iniciales ¢, de contorno, temperatura del fluido
externo G y el coeficiente de transferencia 3.

Proposicién 3.3. Si G < 0, ¢(z) > G(0) y la solucién (T, s,z) del Pro-
blema II, es caso (B) luego Q(T5) = 0.

Demostracién. Se toma limite cuando ¢t — T'g en (2.3) y se usa la acotacién
de z obtenida en la Proposicién 2.1. O

Proposicién 3.4. Si (T,s,z) es una solucién del Problema II, y los datos
iniciales y de contorno satisfacen las siguientes hipédtesis:

i) p(z) > M(z - 1), 0<z<1 O0<M<];

i) G(t) 2 -M

y existe un tiempo Tp tal que Q(Tg) = 0, luego la solucién (T, s,2) es
caso (B).
Demostracién. Se puede probar usando el Principio de Méximo que z(z,t) >
M(z -1). |

Si reemplazamos esta inecuacién en (2.3) para t = T, entonces s(Tg)
satisface la siguiente inecuacién

B(l-M)+M
2

S(Ta) (1= M) + o(Ts) | | + 8oy | <o
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La forma cuadrética entre corchetes tiene coeficientes 1 — M > 0 y
E-Q—-%H—M- > 0, luego s(T) =0. O

La siguiente Proposicién es una adaptacién de la misma afirmacién dada
en [4).

Proposicién 3.5. Supongamos que ty < T, lim¢—¢, 8(t) > 0. ¢ satisface la
hipétesis iv) de la Proposicién 2.1. M4s ain Q(t) > 0 Vt < t;. Luego si
definimos una funcién:
() = { max{z € [0,s(?)]|2(z,t) < -1}
M=V 0 if 2(z,t) > =1, z € [0,s(2)]
entonces se sigue

tliglo n(t) < tligxo s(t).

Proposicién 3.6. Sea (T, s, z) una solucién del Problema II tal qize e(z) 2
M(z-1), 0 <z <1y Sr =infigq,1) 8(t) > 0. Si existen dos constantes
d € (0,S71), 20 € (0,1) tales que Md > z, y

z(s(t) —d,t) 2 —29, 0<t < T,
luego
ln(l - 20)
—

Demostracién. Ver el Lema 2.4en[2]y[4]. O

§(t) 2

Proposicién 3.7. Sea (T, s, z) una solucién del of Problema Il y o satisface
las hipétesis de la Proposicién 2.1 iv), luego si la solucién es de tipo (C),
entonces Q(T¢) < 0.

Demostracién. Supongamos que Q(T¢) > 0, luego la isoterma z = —1 tiene
que estar separada de la frontera libre. Esto se desprende de la Proposicién
2.5.

Usando la Proposicién 3.6 $(t) tiene una cota inferior, lo cual contradice
el tipo (C) de solucién. O
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Corolario 3.8. Si(T,s, z) es una solucién del Problema Il y ¢ y G satisfacen
las siguientes hipdtesis:

t) p(z) 2 M(z-1), 0<z <1

1) G(t) 2 -M, 0<M<1,

¥ la solucién es de tipo (C), entonces Q(T¢) < 0.

Demostracién. Sigue de las Proposiciones 2.4 y 2.7. O

Proposicién 3.9. Sea (T),s, z) una solucién del Problemaa II, ¢ y G satis-
facen las siguientes hipdtesis:

i) p(z) 2 M(z—-1), M>0, 0<z<1;

it) G € L*(0,00).

Si la solucién es de tipo (A), luego Q(t) 2 0, t > 0. Mads ain si G(t) 2>
-M,(M > 0), Vt > 0, y si la solucidn es de tipo (A), resulta Q(t) > 0
vVt > 0.

La demostracién se basa en suponer que la tesis es falsa y encontrar una
contradiccién usando (3.4)

IV. Comportamiento asintético de la solucién

Proposicién 4.1. Sea (T, z,s) una solucién del Problema II del tipo (A)
bajo las hipétesis de la Proposicién 3.9 y iii) de la Proposicién 3.3. Luego
si existe lim¢—oo G(t) y notamos Qoo = limyoo Q(2), 800 = lime—oo 3(2),
entonces so viene dada por

b = 2TV Tﬂ* 26Qc (3.1)

Demostracién. Resulta de tomar limite ¢t — oo en (3.3). O

Proposicién 4.2.
t) Para cadat > 0 la frontera libre del Problema II satisface la siguiente
condicidn:

1
1) > 1+ /o p(z)dz + bt nt G(r).

41



i) Si G(t) < 0, p(z) > G(0), luego

1
2 .
s*(t) > 1+2/o ch(z)dz+2t0§x}f$tG(r).

Demostracidn. Salen usando la representacién integral y la Proposicién 3.1. O

] prob consumo difusién del oxigeno
Es interesante analizar cdmo depende la soluc16n z del problema de la
temperatura externa G(t).
Una manera adecuada para analizarlo es via la llamada transformacién
clasica al Problema de consumo y difusién del oxigeno:

u(z,t) = /;(t) {[y'(t)[l + z(a, t)] da} dy

Usando esta transformacién el Problema II se transforma en el siguiente
problema.

Problema III:

Ugr — Ut = 1, en Dy;

s(0) =1; |

u(s(t),t) = u.(s(t),t) =0, t>0;

u(z,0)=H(z), 0<z <1

ug(0,t) — H'(0) = B[u(0,t) — H(0) + ||Glj1,¢), t>0.

donde

1 1
H(z) = / / (1 + ¢(a)) dady.
z Jy
De aqui en més ¢ satisfacerd las siguientes hipétesis
~1<p(z) £0, 0<z<1,

luego |
H(z)>0, H'(z)<0, H"(z)>0,0<=z < 1.
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Proposicién 5.1. Sea (T,s,u) solucién del Problema III, con -1 < ¢ <0
en [0,1] y iii) de la Proposicién 2.1, luego u(z,t) < H(z), z € (0,s(t)),
t>0.

Demostracién. Sale de aplicar el Principio de Méximoa W =u-H. 0O

Corolario 5.2. Sea (T, s,u) una solucién del Problema III. Si G(t) > -1,
t > 0, luego u(z,t) > 0 en D.

Demostracién. Sale de la Proposicién 2.1 ii5) O

El préximo resultado determina cémo la solucién u depende de G(t).

Proposicién 5.3. La solucién (T, s,u) del Problema III, depende monéto-
namente de G. En particular si (T, s;,u;), i = 1,2 son soluciones para G,
y G3 respectivamente y si G;(t) < Ga(t), luego 8;(t) < s2(t) y ui(z,t) <
uz(z,t) en donde ambas estén definidas.

Demostracién. Sea v(z,t) la funcién definida como:
v(z,t) = uz(z,t) — ui(z,t)

en los puntos donde ambas estén definidas.
Sea t* = sup{t|uz(0,t) > u1(0,t)} y t** = sup{t|s2(t) > s1(¢)}.
Supongamos que t* y t** sean finitos. Por definicién v satisface el siguiente
problema

ver = v,z € (0,8:(2)),t € (0,t*);
v(z,0) = 0;
v(81(t),t) = ua(s1(t),t) > 0;
02(0,8) = B[00, 2) + (IGalss ~ IGu s,

Afirmacién 1: t* # t**. Supongamos que t* = t**. Luego
a) 81(t%) = s5(t*)

b) $;(t*) = $2(t*)

c) v(s1(t*),t*) = ua(s1(t*),t*) = ua(s2(t*),t*) = 0.
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Més ain u2(0,t) > u;(0,t) para t < t*, luego
v(0,t) >0, t<t*

y
v(s1(t),t) = ua(s1(t),t) > 0.

como v(8;(¢*),t*) = 0 es un minimo, luego por el Principio de Minimo apli-
cado a v en D; resulta v;(s;(t*),t*) < 0 lo cual contradice a) debido a

ve(81(t*),t") = uaz(81(¢*),t*) = uz.(82(¢*),t*) =0
Luego t* # t**.
Afirmacién 2: t* < t** resulta imposible:
En [0,t*], s1(2) < s2(2), ya que v(s1(t),t) > 0. Por definicién v(0,t) > 0

para t < t* y v(0,t*) = 0 con lo cual v(0,t*) es un minimo y por lo tanto
vz(0,t*) > 0, lo cual contradice

v2(0,2*) = B[v(0,t*) + (l|Gzll1,e+ — lIG1ll1,e+)] = BllIG2ll1,e+ — lIG1ll1,e+] < O.

Afirmacién 3: t** < t* es imposible:

Supongamos t** < t*, y como v(0,t) > 0, v(s1(t),t) = ua(s:1(2),t) > 0,
parat < t**, el punto (s;(¢**),t**) es un minimo para v porque v(s; (£**),t**)
= ug(s1(¢**),t**) = uz(s2(t**),t**) = 0. Luego por el Principio de Minimo:

vz(81(**),t**) < 0
o cual contradice

| v,(s;(t"""),t") = u;,(s;(t"),t") =0.

Luego queda probada la Proposicién. 0O
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MODELOS DE FRONTERA LIBRE EN
TRANSFORMACIONES FLUIDO - SOLIDO
REACTIVO

L.T. VILLA - O.D. QUIROGA

1.- Aspectos Generales

El presente cursillo se nutre esencialmente en el material que sobre el tema en
cuestion se encuentra en el texto [Qui Av Fu] sobre modelado de las transformaciones
fluido-sdlido reactivo.

Con el término ” transformaciones fluido-soélido reactivo se cubren:
(i) reacciones quimicas heterogéneas no cataliticas
(ii) disolucion de solidos en liquidos
(iii) vaporizaciones de solidos en gas

C'onsideraremos solo transformaciones producidas por reaccion quimica y no asi
por interacciones de tipo fisico. Supondremos también que las transformaciones son
isotérmicas .

Hay evidencia experimental de que la superficie de una particula de sélido reactivo
puro no poroso en contacto con un reactivo fluido puede comportarse conio
uniforinemente reactiva o no uniformemente reactiva .

En el primer caso toda la superficie solida tiene un grado de reactividad uniforme
desde el momento mismo en que solido y fluido se ponen en contacto. A reacciones de
este tipo se denominan transformaciones por ataque uniforme.

En el segundo caso la reaccion recién comienza luego de transcurrido un intervalo
inicial de incubacigon o tiempo de latencia. No toda la superficie solida es util al ataque
quimico. A reacciones de este tipo se denominan transformaciones por ataque no
uniforme.

En la Fig 1| siguiente se ilustra esquematicamente el curso o evolucion
experimentado por una particula de sdlido reactivo bajo una transformacion por ataque
uniforme y no uniforme.
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- Transformacién por ataque uniforme

O O o

t=0 t>0 t>>0

- Transformacién por ataque no uniforme tipo autolocalizada o topoquimica
t=0 t>0 t>>0
Fig 1

Glosario y Notacign

A continuacion se explicita un glosario basico usado en sistemas fluido-sélido
reactivo. En el APENDICE se provee la notaciéon utilizada en el desarrollo del cursillo.

Particula reactante: Es la muestra de sélido reactivo objeto de modelado

Superficie externa de la particula (2): Es su borde

Superficie interfacial (©5) : Es la superficie actual de la particula reactante en contacto
con e] reactivo fluido.

Interfase reaccional (€2r) : Es la zona de la superficie interfacial donde tiene lugar la
reaccion quimica solido-fluido.

Tal como se menciono previamente, la superficie interfacial puede o no ser
uniformente reactiva.

En general, las transformaciones fluido - sélido que nos ocupan pueden
representarse por algunos de los siguientes esquemas:

REACTANTE FLUIDO 4+ REACTANTE SOLIDO —PRODUCTOS FLUIDOS (1.1)

REACTANTE FLUIDO + REACTANTE SOLIDO4PRODUCTO FLUIDOS + PRODUCTO
SOLIDO (1.2)

REACTANTE FLUIDO + REACTANTE SOLIDO —INERTE SOLIDO + PRODUCTO FLUIDO
(1.3)
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1.1.- Etapas Involucradas en las Transformaciones
Fluido-Solido Reactivo

En el CUADRO N°I siguiente se ilustra un esquema de las etapas involucradas en
las reacciones fluido-solido reactivo, teniendo en cuenta las que interesan a la region
fluida, region solida y las comunes a ambas.

CUADRO N" 1

Etapas involucradas en Etapas involucradas en
la regibn fluida la regién sblida
Etapa (A.0)

Difusién a través de 1la
capa limite que rodea a
la particula reactante.

!

Etapa (A.1) Etapa (B.1) ' —_—
Difusién a través de Formacién de la intertase
estructdras sélidas reaccional.

' porosas o poco porosas.

Etapas involucradas en la
interfase reaccional

!

——— Etapa (AB.2) —
Adsorcién del reactivo fluido
sobre la interfase reaccional.

i

Etapa (AB.3)
Reaccién quimica superficial.

i

Etapa (AB.4)

Desorcién del producto fluido.}f — — — — — —_
1 T
Etapa (A.5) Etapa (B.S)
Difusién a través de Formacién —

estructuras sélidas
porosas o poco porosas.

i
Btapa (A.6)

Difusién a través de la
capa limite que rodea a
la particula reactante.
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(omo puede verse en [Qui Av Fu], se estima conveniente agrupar las
transformaciones fluido-solido reactivo en los cuatro grupos siguientes:

TRANSFORMACIONES I caracterizadas por:

la) reactivo solido puro no poroso
Ib) superficie interfasial uniformernente reactiva y coincidente con la superficie externa

de la particula, estoes  Q =
Ic) la transformacién se inicia ni bien se ponen en contacto los reactivos solido y fluido.

Observando el CUADRO N°1 , se infiere que en estas transformaciones las Etapas
(A.1), (B.1), (A.5) y (B.5) deben ignorarse.

TRANSFORMACIONES II con las siguientes caracteristicas principales:

[1a) presencia de una o mas regiones solidas porosas, sea del propio solido reactivo o de
un producto solido adherido a la particula reactante

IIb) la superficie interfacial es uniformemente reactiva

IIc) la transformacion se inicia en el mismo moniento que se ponen en contacto los
reactivos.

En este caso, la Etapa (B.1) debe ser ignorada.
TRANSFORMACIONES 111 carac»terizadas por:

Illa) reactivo solido puro y no poroso

[1Ib) superficie interfasial no uniformemente reactiva

lllc) al comienzo de la transformacion puede observarse un tiempo de induccidon o
latencia.

TRANSFORMACIONES IV tienen las siguientes caracteristicas:

IVa) presencia de una 6 mas regiones solidas porosas

IVb) superficie interfacial no uniformemente reactiva

IVc) al comienzo de la transformacion puede observarse un tiempo de induccion o
latencia.

Teniendo a las vista las caracteristicas de las TRANSFORMACIONES I A IV
explicitadas precedentemente, resulta que los modelos de frontera libre como
descriptivos de procesos fluido-solido reactivo se circunscriben al campo de las
TRANSFORMACIONES I y algunos casos de la II, esencialmente a traves de :

MODELOQ 1 : Modelo del ngcleo en contraccion

(a) En esta variante no hay formacion ni de producto solido ni de cenizas (solido
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inerte). El solido atacado por el fluido da lugar por reaccion quimica superficial a un
producto fluido y eventualmente otro gaseoso que se desprende de la superficie
reaccional. El diametro de la particula disminuye con el progreso de la reaccion. La
frontera libre es la posicion del radio instantaneo de la particula.

(b) El diametro externo de la particula se mantiene inalterado y la reaccion quimica
superficial produce solido interte poroso (cenizas) y producto fluido. La frontera libre es
la coordenada de la interfase o superficie reaccional solido inerte-solido puro.

La reaccion quimica se produce en una zona de pequefio espesor con relacion a la
longitud caracteristica de la particula. Tal zona cubre uniformemente a la particula a
modo de piel y avanza hacia el interior de la particula al transcurrir la reaccion,
produciéndose la disminucién del tamaro del solido reactivo.

En la Fig 2 siguiente se ilustra esquematicamente el curso de la transformacion
fluido-solido reactivo segun lo prescripto por (a) y (b) del MODELO 1. E1l MODELO 2
se ilustra en la Fig 3.

MODELO Y4 .

Fig2
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MODELO 2

ts0

Acerca de los precitados modelos hay mucho producido en la literatura,
especialimente sobre la variante (b) del MODELO 1 y el MODELO 2 [ver por ejemplo
[We], [Ra, Do] y referencias citadas en [Qui Av Fu] ]. Relativo a (b) hay también un
trabajo mas o menos reciente [Qui Av Fu].

En lo que sigue no abocaremos precisainente a la variante (a) del MODELO 1.
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2.- Consideraciones Generales sobre el Modelado

En el analisis del proceso que nos acupa juegan su rol los siguientes aspectos

(2.a) balance de masa para la particula de sdlido reactivo (ocupa el rol central en la
metodologia desarrollada en [Qui Av Fu])

(2.b) ecuaciones estequiométricas de la transformacion

(2.c) principio de conservacion de la masa del sistema

(2.d) expresiones para la cinética de la reaccion quimica superficial

(2¢.) modelos de la interfase reaccional y de los cambios estructurales que experimenta
el solido reactivo

(2.f) ecuaciones de continuidad para las especies quimicas pertinentes

(2.g) tipo de equipo (contactor) donde se lleva a cabo el proceso de cambio

(2.h) regimenes de velocidad para la transformacion (cual sera la etapa controlante)
(2.1) condiciones operativas

Pasamos entonces a analizar en particular y a modo de ejemplo especifico
presentado en este cursillo como un proceso de transformacion fluido-solido reactivo
descripto por un modelo de frontera libre al siguiente: :

2.1.- Disolucion quimica de un solido en un liquido

La reaccion que ocurre en tal proceso se puede representar como

a A(L) + b B(S) — q Q(L) + p P(G) (2.1)

Usaremos el MOELQO 1 variante (a) para describir el proceso en cuestion, para el
que aparlie de las consideraciones ya hechas precedentemente explicitamos las
sigulentes: ‘

(1) Todos los parametros fisicos y de transporte (densidad, viscosidad, difusividad) de
solido y fluido se suponen constantes en el curso de la transforinacion

(2) La particula reactante mantiene su forma y no se disgrega ni sinteriza en el curso
de la reaccion

(3) Sobre Q no hay acumulacion de especies quimicas fluidas

(4) La transformacion se realiza a temperatura constante

(5) Condiciones operativas: Particula reactante estanca cn corriente liquida

(6) Etapa controlante de la velocidad global del proceso: (A.0), (AB.2) a (AB.4) ,

(A.6)
(7) Expresion cinetica para la velocidad de reaccion quimcia superficial r,
k CA g
L L LI (2.2)
1+ k, Ca,

(8) Geometria especjfica considerada para el sdlido reactante : pastillas planas de
espesor 2R y esferas de radio R [ ver esquemas ilustrativos en Fig 4 |
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Modelo Matematico descripiivo :

La ecuacion basica es la del balance de masa macroscopico de una particula
reactante que se expresa como )

dMp

siendo Mp y 2 la masa y la superficie externa de la particula reactante, e el flujo
masico medio total de las especies quimicas fluidas, evaluado sobre (2. En nuestro caso

se tiene

"F = 77A + nq + ”p | (24)

col

1

n.:é / (—qi-n)(la- ' ' (2.5)
, Q :
n : vector normal a €.
Por otra parte, para la ecuacion estequiornétrica se tiene
mAVA+mBuB+mQuQ+mpup:0 (2.6)

es decir
—am, - b mB+me +p mp:O (2.7)
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y de la restriccion impuesta por el principio de conservacion de la masa del sistema se

sigue que
nAQ: uAmArsQr
UQ Q= vQmQ , (2.8)
np Q= Vp Mp Ty Q,

VAoV Vo Vp ( vy = —a, vg= ~b,vg=q.vp=p ) son los coeficientes

estequiometricos y my . mg, Mg, Mp, pesos moleculares de las especies quimicas
intervinientes.

Denotando con S=S(t) la coordenada que con origen en el centro de la pastilla
solida reactante ubica la posicion al tiempo t de la superificie o interfase reaccional
liquido - solido, teniendo presente todo lo explicitado en esta seccion, se puede escribir
el siguiente modelo matematico descriptivo del proceso en consideracion:

8C7A _ 1 a m 3(7A . .
(.)("A -1 ' ¢ ‘
DaL = ke [Cy, = a1 1>0 (2.10)
a(‘A k ("A :
-D = m,,;a ———a—, t>0 2.11
AL 75, z=5(t) A 1+ kl CAs ( )
Cyp (2,0) = CAO , R <z <L (2.12)
dS b mB k (‘As (2 1‘;)
dt 73 THEK Cyp, €
$(0) = R (2.14)

donde para el coeficiente global de transferencia de masa k. . se consideré la siguiente

correlacion debida a Frosling

1/2 1/3
ke S(t) S(t) U py
=2+J 2.1
Dyl * ( ) DaL r (2.15)

siendo J una constante positiva, U un flujo convectivo para el liquido, p; y pp

viscosidad y densidad del liquido.

55



(p = (A (z.t) denota el perfil de concentracion del reactante A en fase liquida,
D, la difusividad, m es un factor geomeétrico [ m=0 (pastilla plana). m=2 (pastilla

esferica), Cxg = Cp (S(t).t).

3.- Aproximacion cuasi-estacionaria (m=0)

En tal caso, el balance de materia para A en (2.9) queda:

9 (0CA Y\ _ \ .
(—9;( o )~0, S(t)< z < L (3.1)

Suponiendo despreciable el segundo término del segundo miembro de (2.15), a

partir de (3.1), (2.9), (2.10) y (2.11) se obtiene

ak Gy, Dar,
- 4 (3.2)
DAL(1+a]—l:%) (Z ke )

('A :(.‘AO -

En consecuencia, a partir de (2.13) y (3.2) se encuentra el siguiente problema de

Cauchy para la frontera libre S=S(t).

3—? = F (S, parametros)
(3.3)
'S(0) =R

En (3.3) los paramnetros son k, Dy, . k;.

Los grupos parametricos usados en la resolucion computacional de (3.3) fueron

definidos de la siguiente manera:
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ak ('AO B b mg k

ag = v by= o =k (‘A(, )
DAL( I+ ak ) (3.4)
Dap, (I+ ) +by  ay — e
dy =k, Dy, I= D dg s P= Dy dy €0 = % A

l.os resultados de la siimulacion computacional de (3.3) se ilustran en las Fig. 5 a

Fig. 10 . La depedencia parametrica parece razonable.
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A reactivo fluido

a coeficiente estequiometrico de A

B reactivo solido

b coeficiente estequiometrico de B

Ca concentracion molar de A en el seno de la regién fluida, kmol/m?

Ca concentracién molar de A sobre la interfase reaccional, kinol/m?
S

DAL  coeficiente de difusion de la i-ésima especie quimica en un medio liquido L,

m?/s
G Flujo masico superficial, kg/m? s en ec (2.15)
k coeficiente cinético
k¢ coeficiente de transferencia de masa, m/s
k, coeficiente cinético de adsorcién de A, m?3/kmol
n coeficiente geometrico

m, peso molecular de A, kg/kmol
my peso molecular de B, kg/kmol

p coeficiente estequiomeétrico de P
q coeficiente estequiometrico de Q
r, velocidad de reaccion quimica heterogénea, especifica por unidad de interfase

reaccional, kmol/m?s
t - tiempo, s
z coordenada espacial
BL viscosidad del liquido, kg/m s
PL densidad del liquido, kg/m?
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ONE-DIMENSION MODEL FOR DYNAMIC
CONDENSATION OF A VAPOR

V. A. KUZ ~,

Abstract |

A fluid-dynamic one-dimensional model of condensation of a vapor into a
liquid is presented here. Under special thermodynamic conditions a saturated
vapor condenses into droplets. This non- equilibrium process is characterized
by: a transfer of mass from the vapor to the incipient liquid, a thermal gra-
dient at interface and a release of heat from the gas to the interface (heat of
condensation). These three fundamental physical aspects of the problem are
taken into account in the description. The thermal boundary condition for a
spherical interface is first derived. Then this surface equation together with the
balance mass equation and the thermal "static” distribution of each bulk phase
results in a first order non-linear differential equation. The general solution
of the equation is analysed for different situations. In the case of single non
interacting drops condensing onto a substrate ( heterogeneous condensation
), it predicts an exponent of 1/3 for the time evolution of the droplet radius.
But for an assembly of interacting drops the power law exponent changes to
one. For the homogeneous case of single non interacting droplets, the equation
gives a power exponent of 1/2 and for an assembly of interacting , for small
values of time , the drop’s radius grows linearly with time. These results are
discussed and compared with experiment.

1 Introduction

Most human beings recognize the effects of gravity and condensation as phe-
nomena happening everywhere around in nature . Formation of tiny droplets
on every flower or leaf is a routine spectacle in every early morning all around
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the planet. ”Breath Figures” or dew formation on windows or specta-
cles [1], transformation of clouds into rain,condensation of water in a cloud
chamber [2] microemlusions and macroemulsions stability [3] , creaming of
emulsions [4] , grain growth [5] , etc. are problems of considerable interest
and pose important questions to be understood in Condensed Matter Physics.
In thermodynamics language this phenomena is known as a first order phase
transition . Heterogeneous and homogeneous [6] are the names of the two ways
of a saturated vapor condensation . When vapor condenses on an inhomoge-
neous solid surface or a seed or a fast particle ( Wilson chamber ), the process
is named heterogeneous condensation . But when a pure saturated vapor is
condensed by density fluctuations, the condensation is called homogeneous .
From the thermodynamic point of view [7], heterogeneous and homogeneous
condensation differ on the density value at which each of it occurs. To trigger
condensation, the later process requires higher density values than the for-
mer. This fact will be used later to characterize both ways of condensation.
Measurements were reported of the growth of breath figures on solids [8] , [9]
, on liquids[10] and also the influence of wetting conditions in the formation
of breath figures on fibers [11]. Models considering diffusion-limited droplet
growth developed from a mean-field boundary approximation [12] and the in-
fluence of temperature gradients on the kinetics boundary layer problem for
a condensing droplet have been developed [13] in order to understand the ex-
periments. A dynamic-scaling approach was also developed for the description
of the droplet-size distribution [14]. The kinetics of droplet growth was in-
vestigated using Montecarlo simulations, scaling theory and the Smoluchowski
equation[15]. Simulation on the formation of large liquid drops by molecular
aggregates was described and discussed for the stationary and falling case [16].
‘The laws of condensation onto a substrate or the homogeneous nucleation of
a supersaturated vapor also could depend on the droplet’s interaction. In-
teracting droplets grow faster than single ones. In an assembly of interacting
droplets the growth is produced by coalescence. Bigger ones, following Laplace
law, grow faster to reduce the pressure of the system . Single drop conden-
sation could be seen as a convective transfer of mass and heat from the gas
phase to the liquid drop . In a coalescence process the convective transport of
gas is irrelevant. The growth is ruled by the transport of liquid . Certainly
here condensation will be viewed as a fluid dynamic process but the thermal
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distribution and the associated thermal gradients at each phase will be such
that no internal flow though Marangoni or Raleigh-Benard convection takes
place

2 The Thermal Boundary Condition for a Drop.

Before considering the specific fluid-dynamic problem of condensation of a sat-
urated vapor into tiny droplets , it is necessary to know, in spherical symmetry,
the interfacial thermal balance equation . This equation has been previously
derived for the case of a plane surface of separation [17]. We follow here a
phenomenological approach . We start by considering the conservation law
[18] of the specific internal energy u of an inhomogeneous fluid (the interface)
a(;;tu = —div(puv + J;) — P : grad(v) (1)
where p is the density , v the velocity , Jq is the heat flow and P is the
total pressure tensor . From here on it will be considered that there is not any
gradient of temperature, velocity or concentration on the surface of the drop.
That is all changes occur along the radial direction r . Then the hydrostatic
part of the product P : grad(v) reduces to

Ov, ov,
P : grad(v) = %Pgﬁ_&v—; ~ Py 5 (2)

where Py and v, are the pressure and the velocity along the radial direction.
Besides all these special restrictions on the gradients and on the tensor [19],
we also assume that the system is in a steady state situation . However under
these assumptions , equations (1) and (2) becomes :

10,, oT Ov,
7,—25(7' (Puvr—"g))'*'PN 5y =0 (3)
where k2L is the normal part of the heat flow vector J; and x the heat con-

ductivity. This last equation can be written as follow

2 oo+ Pr) = kO] = v () = 0 )
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By integrating this equation between two concentric spheres , r — ¢ < r, <
r + €, one at the gas and the other at the liquid side and assuming that v, is
in this region a smooth function of r then we have :

aT r1+e¢ e of
[ (vrph — k2 )ITEE = (0 )al (P P)[EE = 0 (3)
h indicates the specific enthalpy (h =u+ E’fﬂ). The velocity v, has been ap-
proximated by its value at the Gibbs dividing surface (v,),. By inserting the
Laplace relation (AP = 20/r) into equation (5), it becomes :

Jorph — KD + (00,27 = 0 Q

As it can be seen this thermal boundary condition takes into account the
 enthalpics and the thermal flow of each phase as well as the capillary pres-
sure contribution. Equation (6) is a basic equation for the description of the
condensation process.

3 One-Dimension Condensation

The process of condensation of a saturated vapor into droplets consists basi-
cally in the an interchange of heat and mass, occurring at the surface of the
“drop. The former, regulated by equation (6), is rewritten as follows :

or 20 (Or oT1?
el
| where the radial velocity v, = (0r/0t) and []] indicates a difference of
‘the corresponding property at both sides of the Gibbs dividing surface ( the

liquid side and the gas side respectively ). Let us write , for the steady state
- situation , the continuity equation at the droplet’s surface . It reads

pi (Or/[0t), = pg (0r/ 1), (8)

pi and py indicate the liquid and gas density respectively . As p; >> p, then
it follows from equation (8) that (9r/8t), >> (8r/dt), . Close to the interface,
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the gas particles move faster than the liquid ones. By remembering that the
heat is transported from the gas ( saturated vapor ) to the liquid ( the drop )
, then equation (7), the surface energy balance equation, becomes :

o)y (20 1(or) __m (OT) . & (OT (9)
ot), pgLr \0t ,  pL\Or), p,L\Or :

L represent the latent heat of condensation, k; and «, are heat conductivities
of the liquid and gas respectively. In the next applications of this equation, it
will be assumed that the thermal gradients are such that no convective motion
at the drop’s surface is present; neither Rayleigh nor Marangoni instability[20]
1s present

a) Heterogeneous Growth of Single Drops

In order to calculate the temperature gradients at the interface from the
liquid and gas side respectively , it is necessary to know the thermal distribu-
tion at both bulk phases. The temperature and the gradient can be found by
solving the following differential equation .

dq

Pat

where dq is the sensible heat per unit mass transferred to the liquid droplet
from the gas phase . J, is the ” heat flow "[18] and is given by the law of

Fourier ( J, = —« gradT'). The thermal evolution of the droplet can be found
by solving the following equation :

d (,dT\ A,
Jpzﬂ-'—' (11)

Here we have assumed that the sensible heat transferred to the liquid
(pdg/dt) = A, is constant . The solution of the above equation is

= —diqu - (10)

T = —é—‘lir2+C | (12)

Ki

where C is a constant. For obtaining the thermal distribution of the gas
phase, it is assumed that heat flow radially to the drop, then the temperature

is given by: | o
d (,.zd_T) _ (13)



The heat flow from the gas to the drop , then the solution of equation(13)

T=§+B (14)

is:

where A and B are constant. After substitution of the respective thermal
gradients, evaluated from equations(12) and (14), into equation (9) we get the
following non lineal first order differential equation

or  2010r A, Ar 1
at  p,Lrot 3p, L p,Lr?

=0 (15)

Here it has been dropped the subscript on the velocity , because it was
assumed (0r/dt), ~ (0r/dt),. The solution of this differential equation will
provide us the condensation laws . It must be kept in mind that condensation of
a vapor could be reached under two intrinsically different situations. When the
saturated vapor condenses by fluctuations on an homogeneous surface of the
system , the condensation is called homogeneous. The vapor is in a metastable
state and the phase change is triggered at high density values . Another
situation is when there are imperfections on the wall. In this case the transition
in named heterogeneous and occurs at lower densities than the former. For
water drops of the order of um the "coefficient” of the second term of equation

(15) i -};’f} < 1. Under this assumption equation(15) reduces to:

or® A, , _ 34k,

- - =0 16
ot 3p,L  p,L (16)

The solution of this equation after expanding the exponential is

3
e (3 A, ) poL (1)

Drops without interactions grow with time following a power of 1/3
Let us assume now that the temperature of the drop remains constant
during the process of condensation ; in such a situation the thermal gradient
evaluated from the liquid side will be null and the growth equation (9) will
reduce to
or’  3Ax,
ot pyL
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then 4
rd = 2loy (19)
pol
Also here we get the same power law as before ( see equations (17) and
(19), the temperature distribution of the drop does not affect the condensation
law of single drops. The 1/3 growing power was found by experiment and by
numerical simulation[9],[10] and also predicted via an heuristic model [1].
b) Heterogeneous Growth of an Assembly of Drops
The situation in this case is different than for single drops . Here the
growth is basically governed by the coalescence of neighboring drops. Bigger
drops grows at expenses of smaller ones ( condition of mechanical stability )
. It could be assumed in this situation that the growing drop is surrounded
by smaller ones of any size and it is practically circumvented by liquid . This
bigger drop is imbibe in the same liquid. Then the temperature and its gradient
will be given by a distribution similar to equation (12). However equation (9)
reduces to
or A,

ot  3p,L

By expanding the solution of equation (20), we have

r=0 (20)

(21)

o
r=r,+r,——t
(] + O3ng
Coalescence accelerate three times the growth of a single drop . Experiments
and simulation agree with this result [1].

¢) Homogeneous Growth of a Single Drop.

The homogeneous growth of a drop is produced when a supersaturated
vapor is condensed by fluctuations of density. Let us suppose that the tem-
perature of the liquid drop is nearly constant and that of the gas ( the outside
fluid) is given by equation (14). As we mentioned before the vapor density
reaches here higher values than in the heterogeneous case . Under this circum-

20 1

stances, it is assumed that oLr > 1, then equation (9) becomes :

or? Ak, _
5~ =0 (22)
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The solution of this equation is

A
2= ngt

(23)

r
o

~ In this case the radius grows with the power exponent 1/2. This growth
exponent is similar to the corresponding of a 3-D droplet on a 1-D substrate
1]

d) Homogeneous Growth of an Assembly of Drops

- As in the heterogeneous cases the growth of a drop is fundamentally con-
trolled by the coalescence of the smaller droplets . The increase of the drop’s
mass by condensation of the saturated vapor is neglected in relation to the
coalescence process. Here it is also assumed that :g—"L} > 1. A central bigger
drop is imbibe by smaller ones of the same liquid, the temperature and its
gradient will be given by equation (12). Then equation (9) reduces to :

or A, 5,

The solution of this equation is

60 /1 1
T—T0+—A—o(t—;—'{) (25)

It is seen from this equation that for small values of t, r =~ ¢ and at large
values of t, r = cte . The former asymptotic solution is similar to that found
before for the heterogeneous case ( see equation (21))

4 Conclusions

It has been study here the condensation problem at the light of a fluid-dynamic
approach . First of all it has been found the surface thermal balance equation.
This equation was obtained, for the steady state situation, by integrating the
three-dimensional energy balance equation . In the derivation, it was assumed
that all the relevant changes occur along the radial direction of the drop and
that there is not thermal or concentration gradient acting on the surface of the
drop itself. The resulting equation (equation (9) ) links , at the Gibbs dividing
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surface , the enthalpic , the thermal and the capillary pressure contribution
to the energy. By using properly this equation it can be treated single non-
interacting and assembly of interacting droplets for the heterogeneous and
homogeneous condensation. The former case for both droplet’s situation is
represented by equations (16) or (18) and (20) respectively. These equations
were obtained by assuming that the capillary pressure contribution is neglected
in relation to the thermal and enthalpic contributions. It must be kept in mind
that the condensation density values of the saturated vapor for heterogeneous
systems is lower than the respective values of the homogeneous ones. Then
1> 2: L clearly represents the condition for condensation onto a substrate.
Water drops of the order of pm fulfill this condition .For single non interacting
and assembly of interacting droplets, the power growth exponents predicted
here are 1/3 and 1 respectively. This results agree with experiments [10] and
numerical simulation [9]. It must be mentioned that the 1/3 power law was
also obtained by a model where basically it was assumed a proportion between
the rate of change of the drop’s volume and the concentration gradient in
the boundary layer [1]. The homogeneous growth of single and assemble of
interacting drops have been considered by assuming in both cases that 1 < 2"’L 1
. Here capillarity instead the enthalpic contribution play an essential role in the
descrlptlon . Non interacting drops grow with the power exponent 1/2 . This
growing power is similar to the one found experimentally on very thin thread
under wetting conditions [11]. Finally for small values of t, the homogeneous
case of an assembly of droplets, grows linearly with time. However it can
be concluded that the present fluid-dynamic approach takes into account the
relevant feature of the condensation mechanism.and predicts correct power

laws.
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ANALISIS TERMICO Y SOLUCION
NUMERICA AL PROBLEMA DE
TRANSFERENCIA DE CALOR EN DOS
FASES

Angélica Bouciguez v Luis Saravia

1 Introduccion

La acumulacion y posterior transferencia de calor es un problema interesante
en el acondicionamiento pasivo de locales. Esto puede realizarse utilizando
materiales tradicionales (tales como ladrillo, adobe, piedra, agua, etc.) en los
que solo esta presente una lase y por lo tanto conduce sélo por calor sensible.
Otros materiales que presentan cambio de fase en el rango de 15 a 60 (" han sido
estudiados con este proposito pues ellos permiten también la transferencia por
calor latente, mientras dure el cambio de fase. Dentro de estas sustancias se ha
estudiado el estearato de metilo, cuyo punto de fusion se encuentra alrededor
de los 30 C" (1). '
En este trabajo se senalan las experiencias realizadas para conocer el com-
portamiento de la sustancia y se presenta una simulacion numérica del mismo,
a los efectos de poder tener un modelo fenomenoldgico que permita prede-
cir el comportamiento de dicha sustancia u otras similares, para las mismas
geoinetrias o condiciones térmicas. Por otra parte, apoyandose en los datos
experimentales, se han realizado calculos que permiten conocer los parametros
que gobiernan la sustancia, tales como conductividad del solido, coeficiente
convectivo del liquido y velocidad de avance del frente de [usion. '
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2 El material: Estearato de Metilo

Il estearato de metilo s una sustancia de origen organico que presenta el
cambio de fase solido - liquido entre los 29 y los 34 (" (de acuerdo a su purcza),
con un calor latente de 120 a 150 N'J/ N ¢ y un calor especifico de 1600.J/ N ¢ (',
lo que permite realizar una transterencia de calor importante tanto en forma
sensible como latente para el acondicionamiento pasivo de viviendas.

Ademas el cambio de fase es reversible y no presenta problemas de suben-
friamiento, a la vez que la sustancia no degrada tras sucesivos ciclajes térmicos,
tal como se ha comprobado con estudios de infrarrojo y analisis térmico dife-
" rencial (2), lo que la hace particularmente interesante sobre otras sustancias
“utilizadas con el mismo fin que si presentan estos inconvenientes. (3)

Las diferencia de densidad entre las fases sélida y liquida (330 y 755 I\ g/m?
respectivamente). senalan la necesidad de preveer los problemas de dilatacion
“que pueden producirse en los recipientes que contienen a la sustancia al pro-
‘ducirse la solidificacion, por lo que es aconsejable el llenado de los mismos con
sustancia liquida hasta un 80 % de su capacidad.

3 Dispositivo experimental

A los efectos de analizar la sustancia se la ha almacenado en tanques de 0,40 *
0,75 % 0,07 m> que conticuen unos 17 K ¢ de estearato. Partiendo de sustancia
solida (15 () se la sometié a calentamiento constante (~ 90 W/m?) por una de
sus caras, aislando convenientemente las restantes, hasta que la misma llego
completamente al estado liquido (~ 53(C), lo que demand6 unos 200 man.
Luego se quito la aislacion y se corto el suministro de calor produciéndose el
enfriamiento de la sustancia hasta llegar al estado solido, lo que demoré unas
3 hs. hasta el comienzo de la fusiéon y unas 18 hs. mas hasta estar totalmente
sélida a 25(C". El sensor que mide la temperatura se encuentra en el punto
medio de la sustancia, a unos 3,5cm de la pared que recibe el calor. La
sustancia aumenta su temperatrra mientras se le suministra calor, cortado éste,
diminuye la disminuye cousiderablemente hasta que empieza la solidificacion,
estando por tanto a la temperatura de cambio de fase, a continuacion cuando
se ha solidificado totalmente vuelve a disminuir la temperatura con mayor
rapidez, tal como se muestra en la figura 1.
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Figura I: Comportamiento del estearato de metilo

4 Simulacion numeérica

Luego del estudio experimental de la sustancia se ha realizado un modelo com-
putacional que permitio estimar no solo parametros tales como conductividad
térmica, coeficientes convectivos y velocidad con ue avanza el frente de fusion,
sino desarrollar un modelo que pueda ser aplicado a otras sustancias a fin de
predecir su comportamiento y decidir sobre su posible utilizacion. |

4.1 Caracteristicas del problema

Se trata de un problema unidimensional a dos fases (solida y Hquida), se ha
modelizado la situacion en que el estado icial es sélido v el final es liquido.
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El intercambio de calor en el estado solido es conductivo, mientras que en el
estado liquido es fundamentalmente convectivo, por lo que se utiliza un modelo
fenomenologico en ¢l que el comportamiento del liquido se representa con un
coeficiente convectivo /iy, en la pared que recibe calor y otro hy en la interfase.
Las ecuaciones que gobiernan el proceso son las tipicas de transferencia de
calor, asi pueden distinguirse claramente tres casos:

1. Toda la sustancia se encuentra en estado solido, por lo que la ecuacion
que rige su comportamiento es:

aT J*T
— =a—
Jat dx?
donde, 2 es un eje normal a la muestray a = k/pCp es la difusividad

térmica de la sustancia y se expresa en m?/seg, con las condiciones ini-
ciales y de borde apropiadas. En este caso 1T'(v,0) = Toy T(0,t) = Ty
y %ﬂ(e‘,)‘ = 0, siendo ¢ el espesor de la muestra.

2. Ambas fases estan presentes, por lo que es necesario considerar tres zonas
a saber:

e solido (T < TY)
e liquido (7" > T¥)

e cambio de fase (1' = 1Y)

Si T < Ty se aplica la ecuacion que corresponde al estado sélido y para
T > Ty las propias del estado liquido (que se explicitan en el préoximo
item). L5l problema fundamental de este caso es la zona de interfase, esto
ocurre cuando r = z(l), en donde vale ue:

T(=(t).t) = T=(1),0) = T

Jdl,

da

donde, los subindices s y { se refieren a solido y liquido, respectivamente,

z(t) senala el lugar donde se produce el cambio de fase, a lo largo de

la experiencia varia desde 0 a ¢ (siendo ¢, el espesor de la muestra) y
dz

v = 7 es la velocidad con que avanza el frente de fusion.

[y — by ATi(2(2),t) = pLv
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3. Se supone que el liquido esta a temperatura constante y que presenta dos
saltos de temperatura AT, uno en la interfase y otro en el borde. En
el caso en que se encuentra completamente liquida solo se aporta calor
desde el exterior y por lo tanto vale la ecuacion:

i = hAT

4.2 Planteo del problema

Para llevar a cabo la simulacion numérica se han discretizado convenientemente
las ecuaciones, de modo de trazar una grilla como se muestra en la figura 2

BRI RS

ij-1

Figura 2: Grilla que muestra los puntos tomados para el calculo

Se parte de sustancia solida a temperatura Ty < T, en el caso bajo estudio
To = 15(", alos efectos de simplificar los calculos, se consideré que la fusion
ocurre a los 29(" y que la temperatura del liquido es la misma’ para cada
instante de tiempo, lo que fisicamente significa que al producirse la fusion la
sustancia uniformiza su temperatura, adquiriendo la del liquido ya existente.
El diagrama de flujo para el calculo se muestra en la figura 3 |
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Figura 3: Diagrama de flujo del modelo de calculo

Programa solido: Las ecuaciones que gobiernan este proceso son:
a 6t

2(8x)?

donde el subindice i indica variacion espacial (z) y el j indica variacion

temporal (t). sujeto a la condicion inicial

T(x,0) = T

(T;,;, — Ti;-1) (Tigr; + Tich; — 2T55)

y las condiciones de borde
T(0,t) = Ty(t) en = = 0
T:+1,7) =T(t—-1,7) en a = ¢
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e Programa liquido: (‘uando toda la sustancia esta liquida, se considera
que la temperatura de ésta es la misma en todo el volumen, entonces si
Ty es la temperatura del borde, vale la ecuacion

prox Cu (T, = Ti;21) = ho 6t (T, — 15;)

donde el subindice ! indica como siempre liquido y queda claro que por el
hecho de haber considerado (ue el liquido esta a la misma temperatura
en toda su masa el subindice ¢ no senala variacion en x, esto es hay una
sola ecuacion para cada j y no i ecuaciones,

e Programa interfase: Cuando coexisten ambas fases es necesario plantear
una ecuacion para cada una de ellas y otra para la interfase. Sea z(t) la
posicion de la linea imaginaria que separa el liquido del sélido.

Entonces, por la parte liquida tenemos que
prox Cp(T;; — Tij-1) = [ (Ty = T:;) — hy (T, — Ty)] 6t

con las aclaraciones hechas en el item anterior para el subindice z.
En la parte sélida vale la ecuacion

a bt

)—W (Tigr; + Ticaj — 2T55)

(Ti,j - Ti,,j—l) -

donde T;4, ; es necesariamente Ty puesto que en la iterfase es

También es necesario calcular la velocidad de avance del frente de fusuon,
para lo cual hay que tener presente que en v = z(t), vale que '

T, - T
A—b—f — hy(Ty = Ty) = plLo
£

donde T es la temperatura del solido en un punto situado a una distancia
ox de la interfase y 1) es la temperatura a la que se encuentra el liquido.
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- Con estas ecuaciones, considerando datos los coeficientes conductivo, con-

vecticos, los calores latente y sensible, se siimula el comportamiento de la sus-

tancia, evaluandose las temperaturas v estimandose la velocidad de avance del

frente de fusion.

La figura 4 muestra los resultados experimentales en comparacion con los

obtenidos de la simulacion. En ella puede verse la bondad del ajuste.
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Figura 4: Comparacion de los valores experimentales con los calculados

5 Discusion

De todo lo expuesto puede verse que el modelo de calculo presenta un buen
ajuste con los resultados experimentales, por lo que es factible su utilizacion

en problemas similares. 191 calculo de los parametros fisicos a través de di-

cho modelo resultdé de utilidad para tener un conocimiento mas completo del



comportamiento de la sustancia.

El hecho de que el estearato de metilo presente un cambio de fase reversible
a temperatura ambiente lo hace particularmente util en el acondicionamiento
solar pasivo de locales, por lo que su estudio tiene especial interés desde el
punto de vista termico. Para ello se han construido paneles rebatibles donde
se montan los recipientes que contienen la sustancia aislados en su parte pos-
terior, los que colocados detras de una doble vidriera, estan expuestos a la
radiacion solar durante el dia; al cacr el sol se giran de modo que entregen
el calor aculmulado a la habitacion, tal como se muestra en la figura 5. Sin
embargo, es iniportante senalar también que su precio oscila mucho en el mer-
cado (desde 0,4 a 2,5 u%s). por lo que la estimacion de los costos necesarios -

para su utilizacion se tornan dificultosos.

pared

tanquc/
con // rebatible

estea- /
rato de
metilo |~

L’r‘ ‘-\ . £
.. aislacidn

& 5

Figura 5: Esquema mostrando los pancles y los recipientes.
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EL COMPORTAMIENTO ASINTOTICO PARA
UN PROBLEMA DE STEFAN A UNA FASE
CON UNA CONDICION DE CONTORNO CONVECTIVO

DoMINGO A. TARZIA CRISTINA V. TURNER

L. Introduccién

En este trabajo se estudia el comportamiento asintético para ¢ — oo del
sigiuente problema de frontera libre parabélico (Problema de Stefan a una
fase con una condicién de contorno convectiva sobre la frontera fija z = 0) :

Problema P:

(1) 2z = 2¢, en Dr;

(2) 8(0) = 1;

(3) z(s(t),t)=0,0<t < T;

(4) z2(s(2),t) = —3(t), 0<t < T;

(5) 2(z,0) = p(z), 0 < z < 1;

(6) 2£(0,t) = B[=(0, t) - G(t),0<t<T.

donde
Dr = {(z,t)|0 <z < s(¢),0 <t < T},

B>0, ¢(z) 20,0<z<1l y G(t)=20,t>0

y las condiciones de compatibilidad

¢'(0) = Blp(0)—G(0)] y «(1)=0.
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Se analizard el comportamiento asintético de la frontera libre s(t) en el
Problema P. Otros anélisis sobre comportamiento asintético para problemas
de Stefan se pueden ver en [1] y [2]. La existencia y unicidad para la solucién
del Problema P se puede ver en [3]. Aqu{ las condiciones sobre los datos serdn
tales que garantizan la existencia y unicidad de solucién para T arbitrario en
el Problema P. En [6] y [7] se puede ver el comportamiento asintdtico de la
solucién de la inecuacién variacional para el problema a dos fases de Stefan
en n dimensiones, con G(t) = cte. > 0. En [5] se analiza la dependencia de
la solucién respecto de B y el comportamiento asintético de la frontera libre
para G(t) = Tr > 0. En ambos trabajos el comportamiento asintético es
independiente de 3. En este trabajo analizamos el caso en que G(t) no es
constante para el Problema P.

suJtados preliminares,
A continuacién resumiremos los resultados obtenidos en [9]

Proposicién 1. Si (T, s, z) es solucidn de P, luego

(i) z(z,t) > 0 en Dr.
(i) §(t) > 0, t > 0. |
(#1i) G@#) > 0, ¢(z) < G(0) = min,>o G(t), luego z(z,t) < G(t) en Dr.
(iv) ¢' < 0, G(t) > 0 luego z; < 0 en Dr.

(v) G 2 0, ¢" > 0 luego z(z,t) >0 en Dy.
(vi) las siguientes representaciones integrales son satisfechas:

1 t '1¢))
ot) =1+ /0 o(z)dz — /0 2:(0,7)dr — /o o(z,t) dz (7

.922(t) _ _;_+ /0‘1 zo(z)dz + /ot 2(0,7)dr — /o‘(t)zz(a:,t) dr (8)

o(t)
s(t) [1 + -g-s(t)] = Q(t) - ./o (14 Bz)2(z,t)dz (9)
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Bs't) 8%t) B 1, [! Bz o
2 T8 ‘ﬁ+6+/o(T+?)‘°(")d"

o) Bg3 g2
- /o (-6— + ?)z(z,t) dz + /./D. z(z,t)(Bz + 1) da:cgo)

donde
Qt)=1+ ‘2 + /; (14 Bz)p(z)dz + /o BG(t)dr. (11)

Demostracién. Para (1)—(v) usamos el principio de méximo[4].
(vi) sale usando la identidad de Green. O

Observacién 1 la relacién (9) entre la frontera libre, la temperatura y la
expresién Q(t) definida en (11) ha sido usada en [8].

Proposicién 2. La solucién del Problema P depende monétonamente de G.
En particular si (z1(z,t),81(t)) ¥ (22(z,t), 82(t)) son soluciones del Problema
P para G; y G, respectivamente y Gy < G, entonces 8;(t) < s2(t) para
t> 0y 21(z,t) < 22(z,t) en donde ambas estén definidas.

Demostracién. La demostracién consiste en suponer que existe un primer ¢
en donde 8;(to) = 82(to) ¥y 81(to) > 82(to), con 31(t) < s2(t) para 0 <t < tp
y z1(z,t) < z2(z,t) para 0 < z < 3:(t), 0 < t < 2.
Ahora consideremos el problema que satisface v(z,t) = z1(z,t) — 22(z,t)
(1) veg=v¢+ D= {(z,t)|0 <z <s:1(t), t <to};
(i5) v(z,0)=0, 0<z<];
(155) v(s1(2),t) = —22(s1(2),t) < 0;
(iv) v:(0,2) = B[v(0,t) — (Gi(t) — Ga(?)))].
Supongamos ahora que existe t; < ¢p tal que v(0,t;) = 0. Luego (0,t,)
es un punto de méximo para v(z,t) en D, con lo cual v.(0,¢;) < 0. Si
reemplazamos la dltima desigualdad en (iv)

v(O, tl) < Gl(tl) - Gz(tvl) < 0

Lo cual es una contradiccién. Luego v(0,t) < 0, Vt > 0.
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Usando el principio de méximo para v concluimos v(z,t) < 0 en D.
Pero v(s;(¢0),t0) = 0, con lo cual (s;1(to),%0) es un méximo para v en D,
y por lo tanto
v,(sl(to),to) > 0.

Calculemos ahora

vz(81(t0), to) = 21z(81(t0) to) — 222(s1(%0), o) = d2(t0) — 41(%0) < O,
lo cual es una contradiccién. Con lo cual s;(t) < 83(t) y 21 <z2en D. O

Observacién 2. Para cada f fijo la solucién (s,z) de P se llamard
(s8,28) de Pg y Py, &l problema en donde la condicién (6) fue reemplazada
por ze(0,t) = G(t), 0 < t < T, y su solucién (Seo, Zoo )

Teorema 3. Si (T, ss,25) es una solucién de Pg con las siguientes hipétesis
sobrep y G
(H1) ¢'(z) < Opara0 < z < 1.
(H2) G(t) > 0, para t > 0.
(H3) maxo 1) ¢(z) < G(0), luego
(a) zp(z,ti < 2(z,t) en Dr, 38(t) < 80(t) VB >0, t>0.
(b) Dependencia monétona:
B1 < PBa, luego zg,(z,t) < 23,(2,t) en Dt y 35,(t) < 35,(2).
Demostracién. La demostracién se puede ver en [9].

. Co iento asintético.
Aqu{ presentamos resultados similares a los de [1], [2].

Teorema 4,
(a) Si G(7)dr < oo, luego tli’no'los(t) = 8o, donde 8o, es la tnica

solucién deola ecuacién
T (1 + -'gz) = A(B,¢,G)z > 1 (12)
donde
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1 (%)
AB,0,G) =145+ /0 (1+ BE(E)dE + B /0 G(r)dr.

(b) Sea (s,z) una solucién del Problema P con [;° G(r)dr = oco. Para
cadaty > 0, sea (o,v) la solucién del siguiente problema
(1) vzz =v,0 <z < 0o(t),t 2 to;
(i5) ©2(0,t) = B[o(0,8) = G(D)], 2 to;
(i¢s) v(o(t),t) =0,t > to;
(iv) o(to) = 0;
(v) () = —vg(o(t),t),t 2 to.

Luego
LUAY C(to)
15(;@—)) 51+0’2—(t0)’t>t0’ (13)
donde oto)
C(to) = 5*(to) + 23(;0) ¢ 2 04 2”)’(”’“)“. (14)
’ lim f(i)- =1
% 7(2)

Demostracién. (a) Usando (9), la acotacién de z(z,t) > 0 en Dt y la
o0

hipétesis / G(7)dr < oo resulta:
0

0 (1+ ) < AG0.0)

Luego se obtiene:
| s(t) < 8o parat >0 (16).

donde 8o = ﬂ}__@ es la 1nica solucién de la ecuacién (12).

(b) ver [9].
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Teorema 8. Si (T,sg,23) es la solucion del Problema P con la hipdtesis
(H3), f; G(r)dr = oo, f:o G(7)dr < o0, para todot y to, y ademds se cumple
lim¢, — o0 MBX[4,,00) G(T) = limtg—oo || Gllfeo,00) = 0, entonces se obtiene

lim spt)  _
fmoo \/2 fot G(r)dr

Demostracién. Usando la funcién auxiliar v(z,t) del Teorema 4 (b), y la
representacién integral (9) para (og,vs), se obtiene

B [; G(r)dr
1 + "G”[‘O’t]

< oa(t) (1+ 5700 (19)

“Ahora usamos (9) para (sg,zs) y el hecho que o5(t) < ss(t) con lo cual:

plucmar _u®(1+360) D)
A+ Gl )8 f; G(r)dr =  BfG(r)dr T [IG(r)dr

Luego tomamos limite { — oo y después g — oo y obtenemos

(20)

fim —208)  _toral g O
e J2 [1G(r)dr

Lema 6. Si(T,sg, 23) es una solucién del Problema P, y los datos satisfacen
las hipétesis (H1),(H2) y (H3) entonces

[166) -0 m0ar s =01 41610 ,v8 >0

Demostracidén. Sale de usar (9) y aplicar el Teorema 3.
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Teorema 7. Si (T,sg,z5) es una solucién del Problema P y los datos sat-
isfacen (H1), (H2) y (H3), luego (38,28) ¥ (300y 200 ) Satisfacen las siguientes
inecuaciones

2 — o2 as(t)
< .soo(t)z s5(t) N /o 2(2e0(2, 1) — 28(2, 1))

{(G(r) - 29(0, 7)) dr < 2=t
< [(6m) -0, mdr < =Da ey ,v8>0.

0

Demostracién. Se obtienen las representaciones integrales para ambos pares
usando (8), luego se sustraen y se aplica el Lema 6.

Corolario 8. (Convergencia § — o0) Si (sg,2s) es una solucién del Prob-
lema P y (8o, 200) lo €s de Po,, bajo las hipétesis (H1),(H2) y (H3), luego:
(5) limg—~oo 35(¢) = 800(t) para cada t > 0
(#1) limg~oo 28(z,t) = 20o(z,t) para cada 0 < z < s4(t), para cada
t>0.

Proof. Usando el Teorema y el hecho que 35(t) < 8x0(t) y 28 < zoo para
todo S, resulta

< 85 (t) — s3(t)

22 < 2= e

para todo 3, luego
ﬂl_i_x’rgo 35(t) = s00(t)
ﬂl_i_xgo z8(t) = zoo(t)
para cada 0 < z < so(t), paracadat > 0. O

Corolario 9. Si (sg,23) es solucién del Problema P, luego
() 35 < /300, >0

(i5) 85(t) > D o,

B
Demostracién. Sale de (9) y Proposicién 1. O
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