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PREFACIO 

Dado el notable desarrollo que el tema ha experimentado en los Gltimos aiios (ver 

Anexo I), el Depariamento de Matemhtica de la Facultad de Ciencias Empresariales 

de la Universidad Austral y el Programa de Matemi i ica  Pura y Aplicada de Rosario, 

PROMAR (CONICET- UNR), que se desarrolla en el Instiiuto de Matemi t ica  "Beppo 

Levaw de la Facultad de ~iencias Exactas, Ingenieria y Agrimensura de la Universidad 

Nacional de Rosario, emprendieron, a travbs del proyecto de investigacibn y desarrollo 

"Problemas de Frontera Libre de la A s i c a  Matemhtica", la organircacibn del 

interdkiplinario I V  Seminario sobre Problemas de Froniera Libre y sus Aplicaciones, 

realizado en la ciudad de b r i o  (Argentina) durante el period0 del 14 a1 18 de 

diciernbrb de 1992. 

El Comitb Organizador estuvo compuesto por H. R. BERTORELLO (FAMAF, 

Grdoba), J. E. BOUILLET (IAM y UBA, Buenoa Airea), E.A. GARCIA (CNEA, 

Buenos Aires), D.A. TARZIA (UA y PROMAR, k i o )  (Coordinador) y 

L.T. VILLA (UNSa, Salta). 

La Secretaria estuvo a cargo de L. R. BERRONE (Coordinador), A. BRIOZZO, 

G. G. GARGUICHEVICH, P.R. MARANGUNIC, M.F. NATALE y M.C. SANZIEL. 

bte  Seminario ha sido realizado, en parte, gracias a un subsidio que a tal efecto 

otorgi, el CONICET y la Fundacibn Antorchas. Ademis, se conti, con la ayuda de las 

siguientes. Institucionea Auspiciantes : AMCA (Asociacihn Argentina de M d n i c a  

Compu tacional) y CAM AT (Comi tC Argentino de Transferencia de Calor y Materia). 

A d e d s  colaboraron laa eiguientee entidedee :CIDCA (CIC -CONICET-UNLP), 

La Plafa; CNEA (Centm Athmico Bariloche), Bariloche; CNEA (sede Constituyentes), 

Buenos Airea; Courant Institute of Mathematice, New York; FA.MAF (UNC), 

Cbrdobs; FCEFQ (UNRC), Rio Cuarto; FCEyN (UBA), Buenos Aires; IAM 

(CONICET), Buenos Aires; IFLYSIB (WNLP-CONICET-CIC); INIQWI 

(CONICET-UNSa), Salfs; INTEC (CONICET-UNL), Santa Fe; INTEMA (UNMP), 

Mar del Plata; Princeton Institute for Advanced Study, Princeton; Univemidad 

Catblica de Chile, Santiago de Chile. 



En el Seminario participaron 46 personas provenientes de 12 ciudades argentinas y 

4 extranjeras (ver Anexo II - Lista de Participantes). 

Los objetivos del Seminario fueron : 

1) Gestar un encuentro bianual/trianual de las personas y grupos que trabajan en 

problemas de frontera libre, en particular, en el problema de Stefan (cambio de fase) 

en el pais, a fin de provocar una &ti1 inieraccibn entre los mismos. 

2) Despertat el interbs y el acercamiento de jbvenes graduados en Matemitica, - Fisica, 

Ingenieria Quimica y ramas afines y, de esta manera, contribuir a la fomaacihn de 

recursos humanos, no limitando el encuentro sblo a una reunibn de especialistas que se 

comunican las iiltimas novedades en la materia. 

Esta cuarta edicibn del Seminario estuvo constituida por conferencias sobre 

aspectos bAsicos del tema y conferencias referidas a las aplicaciones (ver Anexo 

111-Programa). En aiios sucesivos, los temas versarbn sobre aspect- mbs especificos y 

complejos, ya sea desde un punto de vista tebrico o numkrico (no tratados en 

Seminaries anteriores) y los principios tebricos ir6n paulatinamente dando lugar a las 

aplicaciones. 

Para finalizar, quiero dejar constancia de mi sincero agradecimiento a 10s 

profesores encargados de la redaccibn de eatas notas como asimismo a todas aquellas 

personas e Instituciones que de una manera u otra han colaborado para el Cxito del 

Seminario. 

Domingo Alberto TARZIA 

Com pilador 

b i o ,  Agosto 1993. 



ANEXO I 

PROBLEMAS D E  FRONTERA LIBRE 

Loe problemas de frontera libre eon aquelloe problemas de contorno donde 

interviene ademis una indgnita (la Vrontera librem)que separa doe o mba region-, y 

sobre la cud ee conocen datoe que dependen del modelo analieado. Segirn el nirmero de 

dimeneionee del eepacio, en lugar de una euperficie. de separacibn ee podrb tener una 

curva o un n&memfinito de puntoe. 

Un ejemplo tipico es el problema de Stefan (o problema de cambio de fase), que 

estndia la temperatura en el eapacio ocupado por dm fasee de un cuerpo, generalmente 

una fase ahlida y una liquida (por ej. hielo y agua en procescm de fwibn o 

solidificacibn). Las funcionea que repreeentan las temperaturas de lae doe fsees 

s&iafacen las correspondientes ecuacionas del calor. Sobre la euperficie de sepluacibo, 

que puede variar en el tiempo y que ee encuentra a temperatura conetantie, se impone 

una condicibn adicional que surge del principio de wnservacibn de la energia. El 

interhe y la dificultad del problema ee debe a la presencia de dicha frontera libre, cuya 

determinacibn es de fundamental importancia en la prictica. 

Otrcle ejemplos son : 

problemas de hidrbulica, por ej. el del dique poroso, donde una euperficie 

deeconocida separa la eona seca de la zona hhmeda; 

el problema del obsticulo, donde hay una tona de c o n k t o  entre el obsticulo y 

la wnfiguracibn de equilibria de la cuerda o membrana elhtica; 

problemas de difwibn-reaccibn gasklido en Ingenieria Quimica, donde la 

superficie incbgnita separa la regi6n del &lido ya atacada de la todavia no atacada; 

problem de elasbplasticidad, problemas thrmicm con pared semi-permeable, 

semiconductores bajo una unibn P-N,problemas en medios proms, problemas de 

m d n i c a  de los fluidos, etc. 

Entre las mbltiples aplicaciones de estos problemas se pueden mencionar : 



electropintura; envenenamiento y regeneracibn de catahadores; combwtibn de &lidos; 

solidificacibn de aleacionee binariae; mldadura de metal-; colada continua del acero; 

congelacibn de aliiendoe en la industria frigorifica; alrnacenamiento de energia t6rmica 

de origcn solar por csmbio de fase; oxidacibn del zirconio y h i b n  del dibxido de 

uranio en reactores nucleares, en caso de accidentes; procesos de ablacibn tbrmica; 

difueibn-coneumo de oxigeno en tejidos vivos, para el tratamiento m6diw de tumores 

mediante la aplicacibn de radiaciones; problemas de control bptimo ligados a procesos 

con cambio de faee; solidificacibn de suelos hirmedos; derretirniento de glaciares; 

crecimiento de rdcea de cultivo; etc. 

El avance wnsiderable que se ha obtenido en el desarrollo khrico de esdoe ternas a 

nivel national, y sue vari& aplicaciones industriales que se encuentran en etapa 

inicial, impulsan la realiwibn de este IV Seminario, prwiguiendo la linea de 1- ya 

concretsdos I y I1 Seminario sobre el Problema de Stefan y sus Aplicacionea (Rosario, 

4-8/7/83 y 13-17110186, respectivamente) y I11 Seminario sobre Problemas de 

Frontera Libre y sue Aplicacionca (Rosario, 11-15/10/1988). El material 

correspondiente a lw tree Seminark anteriores ha sido publicado en la wlecci6n 

CUADERNOS del Inetituto de Matemhtics "Beppo Levin, n6meros 11, 12, 13, 14, 17 

y 18. 

ANEXO II 

Carlos M. ALMIRON, Fac. de Cienciae Exactas y Naturales, Univ. Nac. del 
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Levi", Av. Pellegrini 250, 2000 Rosario (Argentina). 
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ANEXO I l l  

PROGRAMA DEL SEMINAR10 

Lunes  1 4  d e  Dic iembre  

J. C. Reginato "Modelos de frontera libre para el crecimiento de raicea de cultivo ". 
D. A. Tarzia "Aspectos matemiticos de modelos de frontera libre para el crecimiento 

de raices de cultivo". 

E. Pardo " Modelado tirmico de soldaduras GMAn. 

M a r t e s  15 d e  Dic iembre  

L. R. Berrone "Rango temporal de validez de modeloa que involucran a la ecuacibn 

del calor-difusibn ". 
M. K. Korten " Fronteras Libres en aoluciones de la ecuacibn vt =A ( v  - 1)+ ". 
I. Martinez Gamba "Sistemaa de ecuaciones diferenciales ordinarias que admiten 

ondas de choquen. 

L. T. Villa "Modelos de frontera libre-mbvil en sistemas de difusibn-reaccibn 

quimica gas-&lido ". 
J. E. Bouillet "Fronteras libres en ecuaciones de conduccibn con coeficientes 

discontinuos". 
L. A. Caffarelli "Problemas de frontera libre de evolucibn". 



MiCrcoles 16 d e  Dic iembre  

D. A. Tarzia " Anilisis numCrico de problemas elipticos mixtos para obtener un caso 

estacionario del problema de Stefan a dos fasesn. 

G. G. Garguichevich "Sobre un problema estacionario de Stefan con fuente de 

energia". 
a M. Elgueta "Localizacibn de soluciones de un problema de Stefan a una fasen. 

a C. Ledermsn "Un problema de frontera libre de elasticidad ". 

J u e v e s  17 d e  Dic i embre  

a J. J. Etcheverry " Ablacihn de polimeros mediante lisern. 

M. Storti "Modelizacihn n d r i c a  de fenbmenos de ablacibn como un problema de 

Stefan a dos fases". 
a C. V. Turner "El problema de Stefan para un liquid0 sobreenfriadon. 

M. C. Sanziel "Problemas con multifases". 

E. Garcia " Interaccibn de materides durante transitorios a d tas  

temperaturaa :argumentos en contra del uso de la constante de veloeidad parabblican. 
R. Piotrkowski "Modelizacihn de interacciones eutkcticae &lido-&lido. Aplicacihn 

de 10s sistemae Zry-Inconel y Zry-acero inoxidable". 

Viernee  18 d e  Dic i embre  

a E. Lami Dou, "Sobre la plaaticidad con endurecimienton. 

R. Mascheroni " Transferencia de calor con cambio de fase en sistemas 

multidimensionales :Urn de factor- de form* Md todoa aproximadoa". 
a V. Kuz Fluido-dinimica de la evaporacihn de gotasn. 

a D. F. Delmastro "Oscilaciones de frontera de entalpia en flujoa a dos fasesn. 
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RANG0 TEMPORAL DE VALIDEZ DE MODELOS QUE INVOLUCRAN A 


LA ECUACION DEL CALOR-DIFUSION 


Lucio R. Eerrone 


PROMAR (CONICET-UNR) 


Inst. de  Matemitics, 'B. Levi" 


Av. Pellegrini 250 - (2i)OCi) Rosario - Argentina 


Resumen: Se estadian problernas de valor inicial y con condiciones mixtas de  contorno para la ecuacitn 

nnidimensional del calor-difnsibn con el fin de obtener estimaciones del tiempo durante el cual 

solncibn se mantiene entre corrstantes prefijadas. Interpretando dicha: constantes conlo temperatnras de 

cambio de fase, ello corresponde a determinar el ranqo temporal de validez de ciertos modelos de 

conr'.rlccibn del calor en meclios materiales. Se exponen resultados existentes sobre el tema y se 

desarrollan mktodos de aplicacibn general para atacar estos problemas. 

1, Introdnccion 

En las piginas que signen focalizaremos nnestra atencibn en problemas como 10s descriptos a 

continnacion: 

&&&ma 1; Imaginemos nn cnerpo homogeneo e isbtropo R sujeto a nna distribncibn inicial de 

temperatnra OO(x). Sean To y Ti dos porciones de la snperficie de R tales qne rOU ri= a R ,  

1 ToMi( = 0 , 1 ro11 riI # 0 (vhase la fig. 1) . Indicamos con TI y Tv  respectivamente a las temperaturas 

de fasi6n y de vaporizacion a presibn constante del material constitutivo de Q y suponemos qne el 

cnerpo se encnentra inicialmente en la fase deterniinada por TI < 80 < T v .  En esta sitnacitn,. si 

imponemos ciertas condiciones de contorno sobre r0 y Ti (por ejemplo, mantenemos rO a ternperatura 



constante bo Y establrcemos on flujo dr  calor saliente de magnitnd qo sobre Ti) y asumimos que en el 

interior de $2 actua nna fnente de energia f i x , t ) ,  cabe la posibilidad de que el material empiece a 

solidificar o a vaporizarse o ambas cosas, despues de transcurrido cierto tiempo. D,esde el ponto de 

vista de la modelizacibn matemitica del proceso, sncede que el mode10 de conducci~n del calor en R 

aoAU(X,~ ) - -= f (x , t !at , X E O , ~ > O  

a(x,O) 80(1) 1 .  X E O  

CCO x € r 0 , t > 0  

CC1 x € r l I t > 0 ;  

donde C C 0 y C C 1 indican las condiciones de contorno, conservara so validez solo hasta cierto instante 

to en el qae R comienze a experimentar on cambio de fase. Despnes del tiempo to debera contemplarse 

en la modelizacibn la aparicibn de fronteras libres o regiones pastosas en $2. 

El problema consiste entonces en predecir, en fancion de 10s datos iniciales y de contorno, si el 

caerpo va a experimentar algnna vez on carnbio de fase y si es asi, estimar el tiempo to en el que un 





rl. Si el material constitativo cambia de fase a 13s temperaturas T, y T,,, (TJ <'T,), cabe preguntarse 

si el modelo de condaccion ha sido bien planteado; es dear ,  si puede o no descartarse 13 posibilidad de 

qae, para alghn x E n, la solncion a(x) verifique u(x) < TJ b u(x) > Tv .  Como veremos en la seccion 2 ,  

estos problemas han sido recienten~ente motivo de varios trabajos de investigac~in. 

Relacionadas intimamente con 10s problemas 1 y 2 existen cuestiones de control en lazo abierto 

de sistemas descriptos por modelos como (I) y (11). De hecho, ana vez sue se ha determinado alguna 

condici6n sobre 10s datos inicial y de contorno del sistema, suficiente para qae la temperatnra se 

conserve entre dos valores prefijados dnrante cierto int&valo de tiempo, estamos en sitnacion de 

controlar la evblncibn de nnestro sistema dnrante ese intervalo. Tomemos como ejemplo el problema 2 : 

el tiempo to para el qne la concentracibn quimica u(x,t) verifica 

Cl < n(x,t) < c2 , 0 < t < t o ,  

es una fnncibn to(co, C CO ,C C 1 ,ci, c2) de 10s datos del problema. Supongarnos qne por algun rnedio 

hemos resuelto el problema de estimar t o ,  de manera qne disponemos de nna funcibn 

ti(co, C C 0 ,  C C 1,cl ,c2) qne satisface las condiciones 



tl(cO, C C 0 ,C C 1 ,c1 ,c2) M tO(cO,C C 0 ,C C 1 ,C1 ,c2) . 

Sabernos ademis, que en las condiciones de contorno generalmente intervienen parametros que dependen 

del sistema mismo y sn entorno. Asumiendo que podemos especificar a voluntad alquno de estos 

parimetros, digarnos X , en la condicion de borde C C 0 , tendremos C C 0 = C C 0 0 )  , Y si las restantes 

condiciones es t in  deterrninadas, 10s tiempos to y tl seran funciones solo de r . .  Podemos entonces ajustar 

el parimetro de control X para obtener, por ejemplo, 

to(X) 2 t'; 

donde t* ha sido prefijado. En efecto, ccrmo to(X) 2 tl(X) bastara encontrar X de manera qne tl(X) 2 t'. 

El ajaste del parimetro de control X ha sido hecho en el instante inicial, de mod0 que estamos 

controlando en lazo abierto la evolncion del sistema modelizadcr por las ecnaciones (11) hasta el tiernpci 

t*. 

Para finalizar, comentaremos brevemente el contenido de las secciones subsignientes y fijaremos 

alguna notacibn qne s e r i  repetidamente ntilizada. En la seccion 2 pasamos revista de ciertos 

antecedentes bibliogrificos de 10s problemas 1 y 2 .  En las secciones 3 y 4 discntimos algunas instancias 

particulares de estos problemas y desarrollamos a proposito dos utiles mitodos de solncion: el estndio 

de la "formnlacion integral" de 10s problemas y eI empleo de transfcrrmadas integrales. 

Frecnentemente harernos nso del nhcleo nnidimensional del calor 

asi como de las fnnciones de Green y de Nenmann para x > 0 ,  definidas respectivamente por 

G ( x , f ; t , ~ )= K(x-{,t  - 7 )  - K ( x + { , ~  -7) , N(x,{;t ,~)= K(x- f , t  -7) + K ( x + f , t  - 7 )  . 

Emplearemos adernis la funcion de error 

la funcion de error complementaria erfc(x) = 1- er f (x ) ,  x € R ,  y la funcibn theta definida por 



2, Antecedentes 

Como hemos dicho en la Introdnccion, el caso estacionario de 10s problemas 1 y 2 ;  i.e., 

asociados a1 problema de tip0 eliptico (111) , ha merecido atencion en 10s ultirnos afios. A1 respecto 

paeden citarse 10s trabajos [61, [Y], [I91 y [2[1], donde podri hallarse ana bibliografia m i s  extensa. 

A diferencia del caso estacionario, problemas de evoIncion como 1 y 2 no han sido 

practicamente tratados, hasta donde sabemos, en la literatura. En el articnlo [I81 se considera alia barra 

semi-infinita, representada por el interval0 (0, + oo), con nna temperatura inicial - c < 0 y sometida a 

on flajo del tipo - h o l f i l  (ho > 0) , en su extremo x = 0 Asumiendo crne la temperatura de cambio de 

fase es de 0 O C ,  se demnestra qae el modelo de conduccibn sabsiste si y solo si se cample la condicion 

hO< c k l l m ,  donde kl es la conductividad y a1 es la difasividad tirmica del material constitntivo. 

En el t r a b a j o [ l l ] ,  se abordan problemas anidimensionales del tipo (I )  con condiciones de contorno 

lineales. A continuaci6n indicamos de manera snscinta el contenido de dicho trabajo. Propiamente, alli 

se abordan 10s problemas siguientes (escritos en naestra notation) 

ut - ass  = 0 , O < x < x o  1 O < t ;  


Q(x,O) = 80 (XI , 0 < x < xO; 


o(O,t) = b(t) , O < t ;  


us(xo,t) = - q(t) , 0 < t ,  


con a ) O ,  B > i l , 8 0 > 0 ,  b > O .  

En ambos problemas es 0 < xo < +oo. Tratindose de problemas lineales se sapone, sin pkrdida 

de generalidad, qne el material cambia de fase a la temperatura de 0 O C.  Parafraseando la terminologia 

atilizada en el estudio de la ecuaci6n de medios porosos, se denomina tiempo de espera t' a1 tiempo qne 

debe transcarrir antes de sue  el material cambie de fase. Dependiendo de las condiciones inicia.1 y de 

contorno, para 10s problemas (IV) y (V) paeden presentarse 10s casos 



;xo5x50para13,58,(x)i /3,,I0,02ii) 8L(x) 

Entre otros resnltados de interes, 10s autores prueban el 

I~QL2-1 Si 10s datos del problema (IV) satisfacen las condiciones 

i) O < s ( t ) l s , p a r a O < t l o ;  

iii) b(t) 2 0 ,b(t) 2 /Ii para 0 < t 5 o ; 

entonces el tiempo de espera t* basta la ocnrrencia de nn carrlbio de fase verifica la designaldad 

Respecto de las thcnicas empleadas en la demostracibn de e ~ t e  resnltado y de otros sirnilares 

para el problema (V), diremos sue  esencialmente consisten en comparaciones, efectaadas mediante 10s 

principios de miximo para la ecnacion del calor, entre las soluciones de estos problemas y las de 

problemas con solncibn exacta. 

3, Estudio de las "formnlacion integral" de 10s problemas 

Con el titnlo nn tanto desprovisto de significado qne hemos dado a la seccion, intentarnos dar 

nombre a nn potente m6todo para atacar problemas como 1 y 2 de la Introdnccibn. Como es sabido, 

despnhs de adecnadas manipnlaciones, las solnciones de rroblernas corao (1V) y (V) de la seccion 2 y aun 

otros m i s  complejos (v.9. problemas con condiciones de contorno no lineales), pneden expresarse corfio 

solnciones de ecuaciones integrales de Volterra (crf. [?I,  I101); es decir, ecuaciones integrales de 1-a 

donde 0 7 < 1 , f y k son continuas; o de manera mas general 



con f continua en [0 ,  + 00) y F sujeta a ciertas restricciones qne no interesan por ahora. Notese que en 

realidad, para cada valor de x E R se tiene nna ecnacibn distinta, de mod0 qne la ccrordenada espacial 

actha en ellas como nn parametro. 

Recordando qne buscamos estimaciones del tiempo to tal que Ti< u(x,t) < Tv , O < t 5 t o ,  

podemos ahora plantear este mismo problema no ya para el problema de condiciones iniciales y de 

contorno original sino para sn  "formulacibn integraln dada por la familia de ecnaciones integrales (3.1) 

paramctrizadi por la coordenada espacial x E R .  Afortnnadamente existen en la literatura resultados 

sobre estos problemas (cfr. [17], [22]). El teorema qne ennnciamos a continnacibn pnede considerarse 

bnen representante de la clase de estos resnltados y contribniri a formarnos nna idea sobre ella. 

Consideremos la ecuacibn 

donde 0 < 7 41 , f Y k son continuas con k de signo constante para 0 5 s I t I to .  Bajo estas hipotesis, 

(3.2) admite una in ica  solucibn n(t)  continna en (0, +oo) (cfr. [ lo],  [25]). Se cnmple entonces el 

Xea,. Ll Sean v(t) Y w(t) dos funciones continuas en [O,to] qne cnmplen, si  k 2 0 ,  las desigualdades 

o bien, si k < 0 ,  las hsignaldades  

Entonces la solncibn n de la ecnacion (3.2) satisface 

v(t) < n(t)  < w(t) 1 0 < t 5 to 

Si las desigualdades (3.3) (o  bien (3.1) se verifican de manera no estricta, lo mismo ocnrre con 
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0 las (3.5). 

Una demostracih  de este teorema pnede encontrarse en [3]. Debe notarse que podemos mny 

bien elegir v(t) TI,w(t) = T, e investigar si es qne las designaldades (3.3) (0 (3.4)) son satisfechas 

en a lg in  interval0 [O,tol. 

De manera esqnemitica, el mitodo qne heraos llamado "estudio de la formnlacion integral" 

consiste en 

i) Condncir el problema de condiciones inicial y de contorno a una ecnacion integral de Volterra 

( o  a nna familia de dichas ecnaciones). 

ii) Aplicar a la ecnacibn asi obtenida resnltados como el Teor. 3.1. 

Con la esperanza de aclarar en a190 estas ideas, desarrollarexnos a cordinnacibn nna serie de 

ejemplos. El primero de ellos s e r i  explicado con algin  detalle, mientras que en 10s restantes nos 

limitaremos pricticamente a exhibir resnltados seialando dbnde pnede encontrase mas informacibn. 

Elempiol 


Consideremos el problema 

donde O0 es continua y b ,  q son fnnciones seccionalmente continuas. El problema (VI) modeliza 

(despnks de nna normalizacibn dc 10s coeficientes tirmicos del material, asi como de la longitnd de la 

ba r ra )  el fenbmeno de condncci6n de calor en nna barra homogknea con nna distribncibn inicial de 

temperatnra dada por 80, con una temperatnra b ( t j  prescripts en nno de sns extremos y soportando en 

el otro nn flujo de calor de magnitnd q(t) .  

Vale la signiente representacibn para Ia solncibn n(x,t) de (V1) (cfr. 171) 

donde 



siendo 8 ana extension continua y acotada de Po a R ,  Y 92 soluciones secc:ic~nalmente continuas del 

srstema de ecaaciones integralcs de Volterra 

Si con el objeto de mantener a1 material constitativo en ana  fase, imponemos la5 obvias 

restricciones 

T, < 80(x) < T, , 0 I x 5 1 ; (3.9) 

T i < b ( t ) < T v I O < t I t o ;  (3.10) 

y controlamos la temperatura en el extremo derecho de la barra de modo que 

donde T, y Tv designan las temperataras de fusion y eballiciln del material constitutive de la barra, el 

principio de miximo dibil  (cfr. [71, [151) permitiri  conclair 

Poniendo por simplicidad u(t)  = a(1,t) , mediante alganas manipulaciones podemos obtener de 

(3.6) y (3.8) una Cnica ecaacibn integral para a( t )  de la forma 

donde se ha paesto, para t > 0 ,  

F(t) = v(1,t) - (k*v(lI .))(tl +b1*!b - v(0, .)))(t) - (k2*(q+vS(l, .)))(t) 

En (3.14) las fanciones kl y k2 est in  dadas por 



y el signo "*"indica la operacibn de convolncibn. 

Como k(t) i 0 para cada t 2 0 (ponemos k(0) = 0 por definicih)  , ana aplicacion del Teor. 3.1 

conduce a1 

_ - I -

TML 3.2 Sea to > 0 Y snpongamos qae, ademis de las condiciones (3.9) y (3.10), 10s datos del 

problema (VI) verif ican 

entonces el modelo conserva sn validez para 0 < t 5 to. Dicho con 10s tirminos empleados en [21], existe 

nn tiempo de espera t' > to. 

W Como consecnencia del principio de miximo dibil, de las condiciones (3.9) y (3.10) surge que 

bastari  probar sue  n(1,t) = n(t) verifica (3.11). En la d i scns ih  precedente se encontrb qoe n(t) 

satisface la ecoacion integral de Volterra dada por (3.12-15). El nucleo ktt) de dicha ecoacion es 

negativo con lo que, ntilizando la condition (3.161, pnede aplicarse el Teor. 3.1 para obtener el 

resnltado ennnciado. 

En adelante asumiremos qoe T, = 0 .  El signiente corolario mlnestra el mod0 en qne pnede 

aplicarse el Teor. 3.1 a problemas con datos qne cnmplen restricciones como las impdestas en el Teor. 

Corolario 3 3  Snpongamos qne para cierto a > 0 10s datos del problema (VI) satisfacen las condiciones 

i) O < q ( t ) i  9, , 0 < t < a ;  

iii) b(t) 2 Bb O < t < @ .I 

Entonces si Oo 2 2 sola solncion a(x,t) verifica 

n ( x , t ) 2 0  ,. O i x ~ 1 1 0 < t ~ u ,  


mientras sue  si PO < 2 q0 vale 


0 



- - 

donde 

1 
+(XI= f i (1- e- ') - erf 

Pera; El principio de miximo dCbil junto a1 teorema sobre el signo de la derivada conornial en un 

pnnto de miximo (cfr. [151), mnestra que la solacion n(x,t) del problema (V) con datos que cumplen las 

restricciones i) -i i)  y iii) e s t i  acotada inferiorraente, para 0 < t < u ,  por la solncion del misrno probleraa 

con datos dados por q(t)  = qo,  Bo(x) = Po, b( t) = BO. Despnks de alganos cilcnlos qne involncran el 

nso de la transformacibn de Laplace, la fancibn F(t) del Teor. 3.2 correspondiente a este ultimo 

problema paede escribirse en la forma 

Ademis tenemos qae  

de manera que s e r i  saficiente probar qne si Bo 2 2 q0 Se cnmple 

en tanto que si rOo < 2 qo vale 

Con tal  f in  notemos que la funcion 
4 

verif ica 
I 

#(t) = 1 ( 1 - e  '1 > 0 , t > 0 , 
2 ,G 

con lo que, para cada t > 0 ,  debe tenerse 



Estndiemos en primer lngar (3.19). Como 

y como Bo 2 2 q0 resnlta, para t > 0 ,  

Esto prneba la segnnda desigualdad en.(3.19) en tanto qne para la primera tenemos, para t > 0 ,  

Respecto de las desigaaldades (3.20), notemos ante todo qne pnede escribirse 

F(t) = B0 +Po erfc ($1- - 2 q0(1+ #(t)) , 

Y como f10 < 2 qo ,  para t > 0 se tiene 

y tambikn, para 0 < t 5 to ,  

F(t) - f iOerfc( \ )= f l O - 2qO(1+ ((1)) 2 0 .J 

Esto completa la demostracibn. 

El Corolario 3.3 se compara favorablemente con el Teor. 2.1 (Theor. 1 de [21]). De hecho, las 

hipbtesis del Teor. 2.1 son menos restrictivas y es m i s  precisa la estimacibn del tiempo de espera. Eh 

efecto, si para t > 0 definimos 

resnlta 

de donde, para t > 0 ,  se obtiene 

&(t)- ((t) > 3(0 + - ((0 '1 = - 1- ( - 1)= O , 

0 



y en consecaencia 

En particular, 

Estudiaremos ahora la instancia del problema 2 de la introdnccibn en donde el reactor suirnico 

R es t i  representado por el semieje positivo. Snponemos que tenemos inicialnlente en R nna concentracibn 

qnimica dada por c0(x), Y qne en el extremo x = 0 tiene lngar cierta reaccion suimica de primer orden 

junto a1 transporte difnsivo de material. En tkrminos matemiticos, pnede escribirse 

m2 22 con a .  &IE c0(0,+w) , g seccionalmente continua para t > 0 , y co E c2[0,+m) , I cO(x)I i ml e , 
x 2 0 . Como hemos dicho, la condicibn nt(O,t) + a(t) ~ ~ ( 0 ,  t) + B( t) n(0,t) = g( t)  nlodeliza algnna especie 

de reaccibn quimica en el contorno donde el tkrmino a ( t )  ns(O,t) representa el transporte difusivo de 

material. Como es sabido, la condicibn I n(x,t) 1 I mi e 
mp 52 , 0 < x < +oo, 0 < t ; ( mi, m2 > 0 1 ,  se 

agrega a1 modelo con el objetivo de obtener nn problema bien planteado (cfr. ['I], [la]).  

Para el problema (ViI) determinaremos condiciones saficientes sobre 10s datos cop  a , B Y 9 de 

manera sue, para 0 < t I to ,  la concentracibn a(x,t) se mantenga entre las cotas cl, c2 , (cl < c3), en 

cierta porcibn xi 5 x 5 xp del reactor. 

La inica solaci6n acotada del problema (VII) pnede expresarse ( cfr. [7] ) en la forma 

con 4 solncibn de la ecnacibn integral de Volterra con nicleo singular (a rnenos sue  ~ ( t )  a 0 !) 



en la qne hemos pnesto 

Haciendo k(t,r)  = 2 u(t) K(0,r) -P(t) ,  manipnlaciones como las empleadas en el ejemplo previo condacen 

a la signiente famiba de ecuaciones integrales para u 

donde 

Hemos redncido el problema (VII) a la familia de ecuaciones integrales de Volterra (3.24) -
(3.25), parametrizada por la coordenadn espa~ia l  x .  Estamos pnes en sitaacibn de aplicar el Teor. 3.1 

para obtener el 

39 Sean x i ,  ni E R , ( i  = 1 ,2 ) ,  tales qne 0 < xl < x2, 0 5 cl < cz. Asnmiendo qne 10s dator dg1 - I -..-
problema (VII) cnmplen las condiciones de regularidad Y crecimiento estipuladas arriba y que, .para 

algin to > 0 ,  satisfacen ademis de 
9 .. , -. - . 

i) cl 5 co(x) 5 c2 , xi 5 x 5 xz ; 

las condiciones 

ii) B(t) 2 0 y - a ( t )  2 @5(t) " ; 0 < t 5 fo ; 



o bien 

ii') B(t)<O y a( t )  < & - t ~ ( t ) , 0 < t < t o  ; 

( o  bien / ) ( t )2 0  Y a ( t )  5 0  , O < t 5 t o ) i  

donde F(t,x) viene dada por (3.25); entorices la solucion u verifica 

cl 5 n(x,t) 5 Cz , XI 5 x 5 xz O < t 5 to - (3.26)s 


Si i) y iii! (6 iii')) se satisfacen con desigaaldad estricta, entonces asi tambihn lo hace (3.26). 

En virtud de la condicion i) y el principio de miximo dhbil, para demostrar qne la solnci6n n 

del problema (V11) satisface (3.26) , bastar i  probar que 

Teniendo en cuenta sue  u(xi,t) es soluci6n de la ecnaci6n (3.24) con x = xi ,  i = 1 , 2 ,  y qne la condicibn 

ii) [ii')] asegura la positividad [negatividadl del nucleo k ( t , ~ )  de dicha ecuacion, pnede aplicarse el Teor. 

3.1 a la condicibn iii) [iii')] para obtener (3.27). 

Detalles sobre 10s desarrollos qne hernos realizado hasta aqni paeden consultarse en [31. 

Trataremos ahora de manera sascinta la aplicacibn de estas thcnicas a problemas no lineales. En 

[41 se estudia el problema 

111- llrr = 0 , O i x < l  , O i t ;  

u(x,(l) = f(x) , O < x < l ;  

uS(O,t) - R(t,a(O,t)) , 0 i 1; 

~ ( 1 , t )-Mt) O i t ,8 

donde f(x) es una funcibn continua en 0 5 x I. 1,  b(t) es seccionalrnente continua para t > 0 ,  y R(t,n) 

es continua para t ) 0 ,  -w < a < + m ,  Y localmente lipschitz-continua en u ,  i.e. para cada B E R 
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acotado , existe una fnncion positiva y locelniente acotada CB(t) , t > 0 , tal qne 

El problema (VI11) modeliza el fenomeno de conduccion del calor en una barra hsmogenea 

(despnhs de nna norrnalizacion de 10s coeficientes termicos de! material constitutivo y de la longitnd de 

la barra) con nna distribasibn inicial de tenlperatura f (x)  y con sn cara derecha mantenida a 

temperatnra b ( t ) .  En la cara izquierda se inlpone nna ley general de radiacibn dada por R(t ,u) .  

Asnmimos s u e  el material experirnenta un carnbio de fase cuando sn ternperatnra esta por debajo de T, 

o por encima de T,,. 

Con las mismas ticnicas, en dicho trabajo se abordan tambikn problemas conlo el problema 1 

para el modelo con ecnacibn cnasi-lineal 

donde f(x)  es una fnncibn continua para 0 5 x < 1, qi(t) y q2(t) son ceccionalmente continnas para 

t > 0 ,  y h satisface adecuadas restricciones de mod0 qne (IX)admita solucibn cualqniera sea T > 0 (cfr. 

[7]). Aqni la fancibn h representa nna faente de energia interna qae pnede d e ~ e n d e r  de la temperatura, 

en tanto qne se imponen condiciones de contorno de Nenmann. 

Dejando de lado el problema (1x1 vamos a ocnparnos en lo sue  sigue del problema con 

condiciones de contorno no lineales (VIII) . 

La solaci6n del problema (VIII) pnede representarse (cfr. [7]) en la forma 

donde la fnncibn 6 ha sido definida en la Introdnccibn y donde 

Las fnnciones dl y #2  qne aparecen en (3.28) son solnciones seccionalmente continuas del sistelna de 

ecuaciones integrales 



para t > 0 .  La anicidad de la solncion n e s t i  garantizada por la local Lipschitz-continuidad que hemos 

exigido r R (cfr. 171). 

Si definimos + ap -?(2n-1) 2 t 
p1(t) = T 1( - 1)~- ' (2  n - 1)  e , 

despais de algnnas manipnlacionas arrivamos a la signiente ecarcion integral de Volterra para 

n(O,t) = #l(t) 

donde hemos paerto 

Por lo general, la ley de  radiacion R(t1n) s e r i  nna funcibn no lineal de  n y en consecnencia, la 

ecuacibn (3.33) resnltari  nna ecnacion no lineal de Volterra similar a la ecnacion (3.1). Como hemos 

dicho a1 comienzo de esta seccibn, existen teoremas semejantes a1 Teor. 3.1 para estas ecnaciones (cfr. 

[171, [22]). En ellos, la condicion de invariancia del signo del nucleo exigida en el Teor. 3.1 es 

snstitnida por la monotonia de la fnncion n o  F(~,s ,u)  para cada 0 5 s < t . En el caso de (3.33), dado 

qae pz 5 0 ,  corresponde suponer que, para todo t ) 0 ,  n o  R(t,n) es nna funcibn rrron6tona. Respecto de 

este reqnisito digamos qae las leyes de radiacibn empleadas en la prictica norlualrnente lo satisfacen 

(cfr. [14]), de manera s u e  no resnlta tan restrictive como a primera vista parece. 

Tenemos el signiente resultado, cnya demostracion pnede encontrarse en [ 4 1 .  

TePL Supongamos que adernis de las condiciones 



Tt < b(t) < T, , 0 < t I to ; 

la fnncibn R verifica 

V t > 0 , u1 I u2 =$ R(t,ul) 2 R(t,u2) 

M i s  r6n, supongamos que 

Entonces la solucibn u del problemr (VIII) srtisfrce 

Tf < ~ ( x v t ) < T , , 0 5 ~ 5 1 ,  O < f S t O .  

Si en lugar de (3.31) y (3.38) se cumplen 


v t > 0 .a, S u 2  4 R(t,ul) S R(t,u2) , 


,entonces l rs  desiguildides (3.39) son todivia vilidas. 

En adicibn, si permitimos signos de igualdad en las desigualdades (3.35), (3.36) y (3.38) ( 0  

(3.41) ), entonces las desigualdades (3.39) se cumplen de manera no estricta. 

Veamos ahora el importante caso particular del Teor. 3.5 en qne la ley de radiac ih  es la de 

Stefan-Boltzman. La ley de radiacibn de Stefan-Boltzman prescribe nna fnncibn R de la forma 

donde To es la temperatura del medio externo y a > 0 es nna constante sue depende de las propiedades 

radiativas del material. Debe notarse que R definida por (3.42) es independiente del tiempo y que es 

una funci6n creciente de la temperatura. 

&&ri~ U Supongamos que la ley de radiacibn viene dada por (3.42) y que .se curnplen las 

condiciones 

0 



entonces la solncibn a satisface 

T f < n ( x , t ) < T v ,  O < x < 1 ,  O < t < t o ;  (3.46) 

es decir, el modelo de condnccibn (VIII) con R(t,n) d a d a  por (3.42) es vilido por lo menos hasta el 

tiempo to. Mas aun, si las designaldades en (3.43), (3.44) y (3.45) son no estrictas, entonces las 

designaldades en (3.46) son no estrictas tambien. 

Ddm.: Es nna aplicacibn inmediata del Teor. 3.5 a1 caso de la ley de radiacion dada por (3.42). 

Seiialamos por f in  qne el metodo que hemos explicado en esta seccion pnede, en principio, 

aplicarse a problemas mnltidimensionales qne admitan nna reformnlacibn en tirminos de ecnaciones 

integrales de Volterra. 

4, Condiciones necesarias y suficientes para la snbsistencia de modelos lineales: Transformaciones integrales 

En esta seccion daremos cnenta de otro mktodo util para atacar nnestros problemas: el nso de 

las transformaciones integrales. El estudio de las formnlaciones integrales solo proporcionaba 

condiciones snf icientes para la snbsistencia de 10s modelos. A diferencia, este mktodo permite la 

obtencibn de condiciones qne son tambiin necesarias. 

Las transformaciones integrales (v.g. Fourier, Laplace, Hankel, etc) son empleadas clasicamente en la 

resolncibn de problemas de contorno para ecnaciones diferenciales. Indicando con 9 a nna tranformaciin 

genirica, el procedimiento consiste en transformar el problema de contorno original (P) en otro 

(P') = 9 ( P )  cuya solncibn v es conocida. La solncibn del problema (P) s e r i  entonces a = Y i ( v ) ,  donde 

4 - I  es la transformacibn inversa de 4 (cfr. [a], 1231). 

Nosotros haremos nn nso levemente distinto de las transformaciones integrales. Para estndiar el 

signo de la solncion de nn problema de contorno (P)para cierta ecuacion diferencial en derivadas 

parciales, via nna transforrnacibn integral 9 se conduce (PI a nn problenla (P') (generalmente un 

problema de contorno para una nueva ecnacii~n en derivadas parciales). Suponiendo s u e  se ha 

caracterizado de alguna manera a 9 ( C ) ,  la imagen por '3 del cono C de las fnnciones no-negativas (ver 
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fig. 3 ) ,  resnlta que la solncibn de (P) s e r i  no-negativa si  y solo si  la solncibn de (PIpertenece a 9 ( C ) .  

Para nnestro mitodo es entonces esencial disponer de bnenas representaciones de 

i) el cono 9(C) 

ii) las solnciones de ( P' ) . 

En cnanto a1 reqnisito i) sabemos qne, obra de matemiticos como L. Fejir, C. Cqrathiodory, G. 


Herglotz, E. Fisher, F. Riesz, F. Hansdorff, S. Bernstein y D.V.Widder (c f r .  Cap. 3 y 4 de [241), en 


las primeras dicadas de este siglo fneron probados importantes teoremas en relacibn a las 


transformaciones ntilizadas m i s  frecnentemente. A continnacibn ennnciamos dos de dichos teoremas qne 


nos se r in  particnlarmente itiles. El primero de ellos se relaciona con la transformacibn de Laplace en 


tanto qne el segnndo tiene qne oer con la transformacibn de Fourier finita. Las integrales qne aparecen 


en ambos deben interpretarse en el sentido de Riemann-Stieltjes. 


IULU ( F. Hansdorff- S. Bernstein ) 


Una funcibn f E Cw(O, + oo) verifica ( - 1)" f(")(t) 2 0 , ( t  > O ) ,  para cada n = 0 ,  1 ,  2 ,..- ; si  y sblo 




donde a(t) es nna funcibn real no-decreciente y la integral converge para 0 ( t (m. 0 

Las fanciones f E CaD(O,+oo) qae camplen ( - 1)" f(R)(t) 2 0 para cada n = 0 ,  1,  2 ,- , y 

t > 0 ,  se llaman complitamente monbtonas en (O,+m) y son en realidad analiticas para t > 0. Un 

estodio detallado de estas fnnciones asi como tambiin distintas prnebas del Teor. 1.1 pueden 

encontrarse en el capitnlo IV de [24]. 

TCPL 13.( G. Herglotz - F. Riesz ) 


Condicibn necesaria Y snficiente para qne la snces ih  de nimeros complejos { ~ n :n E 2 )  verifiqne 


ii) para cada n = 1, 2,. -a, y para cada conjnnto de nhmeros complejos hi:15 i 5 n 1 se cample 

es qne 

donde a(8) es nna fnncibn real no-decreciente. 0 

Una sucesibn compleja sue  satisface las condiciones i) y ii) del Teor. 4.2 se dice definida 

positiva. Nbtese qne estas condiciones establecen precisamente que la forma 

es nna forma hermitiana no-negativa. Una prneba de este resnltado pnede encontrarse en el clisico libro 

[161. 

Ahora bien, del Teor. 4.1 se deduce ficilmente nna caracterizacibn de la imagen por la 

transformacibn de Laplace del con0 de las faclones no-negativas. En efecto, es bien conocido qne las 

fnnciones del espacio 

2 ={f:(0. +oo)+R : f secc. continua; f(t)  =0(es0') caando t + + ri lim ta f(t)  = 0 p. a. 0 < a < 1 
110 

admitan transformada de Laplace. Una funci6n f E 2 se dice no-negatiia, u se indica f 2 0 ,  caando f es 

no-negativa en cada nno de sus intervalos de continuidad. Con S!+ indicamos el cono de las funciones 

no-negativas de 2; es decir 

I!+ = { T E E :  f L O ) .  

2 2 



0 

Tenemos entonces el siguiente 

Corolario 43 Si f E L(B), es condicibn necesaria y snficiente para que f E L(8') que f sea ada fancion 

complitamente monbtona en (so, + a). 

Por otra parte, del Teor. 4.2 derivamos ana caracterizacibn de la imagen por la transformation 

de Fourier finita del cono positivo g 'del  espacio 

8 - { f : ( ~ , l r ) + l  : f ucc .  continua} . 

Propiamente, vale el siguiente 

Corolarlo el Sea f E 3, y para cada n E Z definamos c, -- $einsP(x) dx. Es condicibn necesaria y 

suficiente para qae f E 3+,qae se cumpla 

2 . f  L O ,E 'j-r , r
j,k =l  

para todo conjunto de nimeros complejos hi:15 i 5 m 1, m E N .  

Demostraciones de 10s Corolarios 4.3 Y 4.4 pueden encontrarse en [51. 

Veamos ahora cbmo funciona en la prictica el mitodo que hemos diseiiado. En [5] se con~ideran 

problemas como 

donde ao, al, Po, Pl E R  son tales queIaoI  +Iall>O, lPo)  + IOl )>0 .  

Como es sabido, (X)constituye a n  modelo normalizado del feribmeno de conduccibn de calor en 

una barra que inicialmente se encuentra a temperatara Bo(x) Y e s t i  sajeta a la accibn de la faente de 

energia interna h(x,t) , en tanto qae se imponen en sas  extremos condiciones dadas por ( I - i i i )  y ( I -
i v )  Asamiendo, sin pirdida de generalidad, que el material constitutivo de la barra cambia de fase a 

ana temperatara de 0 OC. ~nvestigaremos el problema de determinar, en fnnci6n de 10s datos, el 



intervalo de tiempo en qae sabsiste el modelo de conduccion (X). 

En lo que signe consideraremos la aplicaci6n de las transformaciones de Laplace y de Fourier 

finita a1 problema (X). La primera arrojar i  condiciones necesarias y suficientes para la subsistencia 

indefinida del modelo de cor~duccion, rnientras qae la seganda tarilbikn proporcionara sirnilares 

condiciones para la subsistencia en an  intervalo temporal finito. 

Sapongamos que a ( t ) ,  b(t) E Z! y que tt+ g(x,t) E l! para cada 0 < x < 1. Supongamos ademas 

sue  tIO E c ~ [ o , ~ ] .En estar condiciones .si 

el problema (X) se convierte en la familia de problemas de contorno regalares y autoadjantos 

(i) 

(ii) 

(iii) 

donde H = L(b), A = L(a), B = L(b) Y s > so-

Suponiendo s u e  la familia de problemas homogkneos asociados a (X),; es decir 

(i) 

(ii) 

(iii) 

tiene a U, E 0 como unica solacibn (lo qae ocarre si y solo si para cada s > so es 

(alPl s2 - uoPo tanh s + (alPO - uoPl) s + 0 , (4.1) 

condicibn qae es satisfecba por la generalidad de 10s casos de interhs), resulta que la arlicidad de la 

solacibn de la familia (X), qaeda garantizada por el Teor. de la alternativa de Fredholm. Es conocido 

que en estas circanstancias, la solacion de (X), paede expresarse corao 



donde G, es la fnncibn de Green de (X-h),, G: es so luc ih  del problerna 

y G: es rolacibn d e  

Hemos consegaido asi camplimentar los reqnisitos i) y ii) exigidos por anestro mitodo; es decir, 

contamos con nna representacibn de la imagen por la transformacibn de Laplace del cono de las 

fnnciones no-negativas dada por el Corolario 4.3 y a la Fez disponemos de la representacibn 14.2) de la 

solacion del problema transformado. Estamos pnes en situacibn de ennnciar el siguiente 

TePL 93 Snponiendo qne se cumple (4.1), es condiciba aecesaria y snficiente para que el problema de 

conduction (X)snbsista en todo tiempo t > 0 qne, para cada 0 < x (1, la fnncion 

sea completamente monbtona en (so,  + 00) . 

Dem.: Basta fijar b < x < 1 y aplicar el Corolario 4.3 a la representacibn (4.2). 

Observernos, antes de finalizar este pirrafo, qne en ansencia de fnentes de energia interna 

cobra validez el principio de miximo dibil  para la ecnac ib  del calor. De este modo, caando en (X)  es 

h(x,t) E 0 ,  puede simplificarse la condicibn establecida en el Teor. 4.5., y se cnnlple el 

TPPL Snponiendo satisfecha la ecnacibn (4 .1)  y ademis h(x,t) = 0 , .  do (x)  2 0 ,  0 < x < 1, es 
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condicion necesarla y snficiente para la snbsrstencia del problerna (X) en todo tiempo t > 0 qne las 

fanciones s HU,(O) Y s I+ U,(l) sean completamente m~notonas  en ( so ,  t 40) 

La transformaci6n de Laplace es util en contextos diferentes a1 presente. Signiendo 10s 

lineamientos trazados hasta aqai pneden encontrarse condiciones necesarias y snficiente de cambio de 

fase para coerpos homogkneos mnltidimensionales con cierta sirnetria (cfr. [81), asi como para ciertos 

casos con condiciones no lineales de contorno. 

Para las tranformaciones integrales de tipo convolatorio T(f)(s) = 
tS G(s-t) da(t) , oxisten 
-a0


+ m 
teoremas de representacibn de la clase de fnnciones S H S G(s-t) da(t) con ~ ( t )  no-decreciente anilogos - 01) 

a1 Teor. de Hausdorff-Bernstein para la transformacibn de Laplace (cfr. Chap. '111 de [ I l l ) .  Argurnentos 

como 10s qae se atilizan para probar 10s Corolarios 4.3 Y 4.4 condncen entonces a caracterizaciones del 

cono 9(C). Particnlarmente, en [24] pnede encontrarse esta clase de resnltados para la transformation 

bilitera de Laplace y en [5] para la transformacihn de Mellin. 

Paralelamente a1 procedimiento empleado en el pirrafo anterior, consideramos en este las 

transformadas 

Debido a poe las fonciones x I+e'"', ( n E 2 )  , no cnmplen generalmente las condiciones de 

contor no 

a fin de obtener ana representacion adecoada para W,(t) es inconducente transforrnar directamente las 

ecoaciones (X,  i-iv). En lugar de ello obtendremos ona representacion adecuada de la solncion del 

problema (X) a travks del metodo de expansion en autofunclones (cfr [13]. [23]) Sean para ello Po Y 

x H h(x,t) , ( t > 0 ) , fnnciones de L~ (0, l )  Sean ademas a y b fnnciones seccionalrnente continuas para 

t ) 0 ,  y consideremos el problema hornogeneo y antoad~anto de aotovslores 



Si { An : n E N) son IPS antovalores y ( dn:  n E N 1 las aatofunciornes normalizadas de (X-a) , 

entonces, como es conocido, la solucibn de (X)paede representarse en la forma: 

donde cn(t) satisface el problema de valores iniciales 

en el qae se ha paesto 

1 ddn(1)- a t )  si ao+  o --dx b(t) si  B O # O  
An( t) = 

"0 dx 
Bn(t) = Po +D . 

-
al 
1 #,(O) a(t) si ul # 0 --4 

1 1 b t  si  Bl # 0 

8 h .  . , 

La solacion de (X-pvi) paede expresarse de la sigaiente manera: 

Hemos obtenido asi. para cada n E 2 ,  la dguienti representadbn de -Wn 



donde, para cada t > 0 ,  el intercambio entre lo; signos de sumatoria e integral queda ~ustificado por la 

convergencia nniforme para 0 S x 5 1 de la serie del secrundo ruiembro de (4 51 

Nnevamente hemos conseguido, esta Fez para la transformation de Fourier t'inita, cumpllr~~entai- 

10s reqnisitos i) y ii) del metodo, por lo sue  podem~s  establecer el siguiente resultado: 

TePLU Snpongamos qne se verifiquen las restricciones impuestas arriba sobre 10s datos del problema 

(X),y sea 0 < to 5 +w. Entonces, condicibn necesarla y suficiente para que el problema de conduccic?n 

(X)snbsista en el interval0 temporal [O.tol es qne, para cada 0 < t Ito ,  1a.s formas hermitianas 

con W,(t) dado por (4.5), Sean no-negativas. 

Dem_: Basta aplicar el Corolario 4.4 a la sncesion { W,(t) : n E 2 ) .  

Paede parecer qne las condiciones necesarias Y snficientes de subsistencia expresadas en 10s 

Teoremas 4.5 y 4.7 son poco intnitivas, bastante tkcnicas y poco operativas. Ello es estrictamente cierto: 

no es sencillo determinar caindo nna funcion es complitamente monitona, y el problema de establecer 

la no-negatividad de ana familia infinita de formas hermitianas es desalentador. Aun asi podemos 

atilizarlar provechosamente, como 10s sigaientes ejemplos intentan mostrar. 

ElemPlasdeaPlicacibn 

En este p i r ra fo  ejemplificaremos el aso de las ticnicas de transformaciones integrales 

considerando con alg6n detalle el caso particular del problema (X)dado por (V1) 

1) Un cilcalo ratinario permite expresar la fnncion U,(x) del Teor 4.5 en la forma 

donde 

0 



Exigiendo qne b 2 0 Y 80 2 0 , el principio de miximo dibil permite simplificar las condiciones 

del Teor. 4.5. De hecho, vale el 

~ ~ Q U Q4.B Suponiendo qne b ,  q E 2 ;  b 2 0 Y So 2 0 ,  el problema (VI) admite una solncion no 

negativa en todo tiempo si y solo si la funcibn 

es complCtamente monbtona en (so,  t W) . 

tanh( 4;)
Lku~De (4.8) Y (4.9) re obtiene 0:(1) = 1 ,~ : ( l )= , Y

cosh(f i )  f i  

La expresibn de U,(1) dada por (4.7) coincide entonces con la funcibn del ennnciado, Y pnede ahora 

aplicarse nn razonamiento similar a1 sue  conduce del Teor. 4.5 a1 Teor. 4.6. 

El Cor. 4.8 pnede ntilizarse para demostrar an  resultado anilogo a1 Theor. 3 dc €211: 

TrPL L4 Scan J0 L 0 , q E C ,  q 2 0 .  u sopongarnos que para 0 < t < 6 ,( 6  > 0) , sea q(t) 2 2
9 

con 

qO> 0 y il B < 1 Entonces en lor casos en que 
tb 

1) P > + .  

ii) 8 = i v  J;q,> b,, 

0 



existe un carnbio de fase despuis de nn tiempo finito, cualquiera sea la temperatura b E C .  

Si para cierta b E C la solucibn de (VI) fuese no-negativa para todo tiempo t ', 0, por el Cor. 

4.8 la funcion 

seria completamente monbtona en ( so ,  + W) . En particular, para cada s > so se tendria 

y por tanto 

Por otra parte, dado sue  t es un operador positive, de la hipotesis sobre q se deriva sue  

y como eOE cO[O,ll, existe bo 2 0 tal que 0 5 bo(x) 5 bo, 0 5 x < 1. De este modo, tenemor que para 

s > so es 

Ahora bien, si  B > f , (4.5) muertra que lira inf B(s) = +oo; Y- s i  B = 31 es 
s t + m  

lim inf B(s) 2 f i n o  - bo > 0 ,
S t + #  

absurdo en ambos casos pues para toda b E P es lim B(s) = 0.
S t + @  

W LUL En el caso en que P = f Y f i q o  5 bo,  puede no presentarse on cambio de fare. En efecto, 

eligiendo q(t) = - , ( t  > 01, BO(x) = 1 ,  (0 5 x 5 11, y Qt) = e r f ( 1 ) .  ( t  > 0 ) ,  resulta que la m 2d 

0 



es completamente monbtona en (0 ,  +w) , u el corolario (4.8) muestra entonces qne la solncibn n de ( V I )  

es no negativa para todo tiempo t > 0 .  

2) Con la notacibn empleada previamente, para el problema (VI) encontramos 

donde, para cada m E N es A . 


n 2 2 t 2 

c,(t) = Q, e 
--(am - 1) t 

-4 J‘e 
- E ( 2 m - 1 )  2 ( t - S )  

(f(2 m -1)b(s) +( ;lp q(s)) dr.  (4.12) 
0 

Restringiremos el anilisis a1 caso en s u e  10s datos del problema son constantes: 
.- ' . 

U o ( x ) r b o 2 0  , b ( t ) r b l > O  , q ( t ) = q O > O  .. 

Si qo > bi,  pnede emplearse el Cor. 4.8 para conclnir qne existiri nn carnbio de fass en nn 

tiempo finito to. Igual resultado se alcanza considerando la solnci6n estacionaria n,(x) =.- 90x + bi. 

Interesa estimar el tiempo to en qne ocnrre el carnbio de fase. 

En lo sue sigae atilizaremos Iq.siguiente nbtacion (cfr.  [I]) 



Como aplicacibn del Teor. 4.7 probamos a continuacibn el 

TrPL Lll Si 10s datos del problema (VI) son constantes y se cumple go > 2 b l ,  existe un cambio de 

fase en an  tiernpo finito to.  M i s  aun, to verifica la desigualdad 

13em.: Consideremos la forma hermitiana Rl(t; z) para el problema (V1) con datos constantes. Segun 

(4.51, (4.11) y (4.12) tenemor Rl(t; z) = Wo(t) I z 12, donde 

2
-1-( 

Como para t > 0 es e = b < 1, para crda m E N vrlen l r s  rcotaciones 

2 b -1 , si m es impar 
-f( h - l ) 2 t

( -1lm (l- e  


I 1 , si m es par ; 


WO(t)paede mryorrrse como sigae 



2 3 
Es conocido ( cfr. (11) que X(2) = y a(3) = ' luega de la hipotesis hecha sabre bl y q0 resulta 
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con lo qae el hltimo miembro de (4.13) se anala para 8 = e to donde to satislace la ecuaci6n 

En virtad del Teor. 4.7, dete  presentarse un cambio de fase antes del tiempo to dado por 

(4.14). 0 

Mediante el aso del principio de miximo, probamos ahora el 

Cpt LljL Saponiendo qae 10s datos del problema (VI) satisfagan las condicioncs 

i) 0 5 8 0 ( x ) 5 b o  , ( 0 5 x 5 1 ) ;  

existe an  carnbio de fase en a n  tiempo finito to qae verifica la desigaaldad 

Dem.: Dado qae 10s datos q ,  80 y b satisfacen respectivamente las condiciones i) , ii) y iii), t i  

principio de miximo dCbil garantipa qae la solaci6n de (VI) no es mayor qae la del mismo probiema con 

datos constantes q,, b, y b,. Como este hltimo problema presenta por el Teor. 4.11 a n  calhbio de fase 

en el interval0 temporal indicado, con mayor razbn ello debe ocarrir para el problema original. 0 

W U A fin de estimar la bondad de la cota obtenida para to en el Corolario 4.12 paede calcalarse 

explicitamente la temperatara en el extremo derecho a ( l , t )  (cfr. [81). Para ello, notamos qae de la 

ecaacibn (4.7) resulta qae 
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ecuacibn en cuyo ultinlo miembro por simplicidad hen~os pnesto bo = bl.  En caalquier tabla de 

transformadas de Laplace (por ejemplo [I]) se encnentra entonces 

Si como en la prueba del Teor. 4.11 ponemos 6 = e -,(4.15) puede dominarse como sigue 

por lo que, s i  bl = bo < qO,  existe a n  cambio de fase para cierto 0 < t i  < -4 90 
r2  14-1 = tl * 

Suponiendo ademis que 2 bl < qO,  la cota dada por el Corolario 4.12 es en este caso 

C O ~ Opara o < x < f se cumple 

. .Aaradeclmlentas: Quiero expresar mi agradecimiento a1 Proyecto 'Problemas de Frontera Libre de la 

Fisica Matemitica" (CONICET-UNR, Rosario, Argentina), qae ha financiado parcialmente este trabajo. 
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El problema de Stefan unidimensional para el liquid0 
sobreenfriado 

Cristina Vilma Turner 

El problema clfrsico de Stefan unidimensional a una fase (caso fusi6n)) consiste en 
hallar la temperatura 8 = 8 (y, T) y la frontera libre r = T (T) soluci6n del siguiente 
sistema : 

donde: 


k es la conductividad t Crrnica. 


p es la densidad de masa. 


c es el calor especifico. 


I es el calor latente de fusi6n. 


a = k es la difusividad tCrmica. 

P C  

4 es la temperatura inicial. 


9 es el flujo de calor en el borde fijo y = 0. 




Realizando el siguiente cambio de variables: 

El problema (1.1) se transforma de la siguiente manera: 

donde: 

Observemos que las nuevas variables independientes x, t y las nuevas variables 
dependientes z(x ,t )  ,s(t)  son adimensionales. 

Ademis, la condici6n de flujo sobre el borde fijo y = 0 puede ser reemplazado 
por una condici6n de temperatura, es decir: 

~ ( O , T )= ,O(T), 0 < T < To 

la cual se transforma en 



2 

Diremos que el triplete ( T ,s ,  z  ) es una soluci6n clisica de problema de front era 
libre ( 1 2) si y s61o si 

ii) s E C[O,T ], s E C ( 0 ,T ), s ( t )  > 0 en [0,T ) .  

iii) L a  funci6n z = z ( z ,t ) es continua y acotada en 0 < z < s ( t ), 0 5 t 5 T ,  
la funci6n z , (z , t )  es acotada en dicho dominio y continua en el mismo salvo 
un eventual nlimero finito de puntos sobre la frontera parab6lica; las funciones 
z x x ( x , t ) y z t ( x , t )  son continuas en 0 < z < s ( t ) ,  0 < t < T .  

iv) Se satisfacen las condiciones de (1.2). 

El problema de Stefan ordinario ( h  2 0 ,  g < 0 )  ha sido ampliamente estu- 
diado. L a  existencia de soluci6n e s t i  probada para todo T y i ( t )  > 0. 

En [ I ]y [2]se puede encontrar bibliografia sobre el tema. 
El prop6sito de este trabajo es analizar el problema de Stefan unidimensional 

correspondiente al liquido sobreenfriado, es decir el caso h 5 0 ,  g > 0. Este 
problema difiere sustancialmente del problema de Stefan ordinario. 

Anhlisis de 10s distintos tipos de soluci6n 

En esta secci6n y en las subsiguientes consideraremos el problema de Stefan para 
el liquido sobreenfriado con una condici6n de contorno en la cara fija x = 0 de 
temperatura. Por lo c u d  se requiere que la funci6n go sea una funci6n no positiva 
y continua a trozos en cada interval0 (0 ,t )  t > 0 y h sea una funci6n continua no 
positiva en el [ O ,  11, h (1 )  = 0 y h ( x )  Holder continua en x = 1. 

Entonces si la soluci6n del problema (1.2) existe, tres diferentes tipos de com- 
portamientos de la soluci6n (T ,s ,  z )  se observan: 

(A)  El problema tiene soluci6n para T arbitrario. 

(B) 	Existe una constante TB > 0 t d  que lim s ( t ) = 0. 
t 4T,-

(C) 	Existe una constante Tc > 0 t d  que lim s ( t )  > 0 y lim i ( t ) = -00. 
t- T; t 4T,-



La demostraci6n se puede ver en [3]y [4]. 
Como veremos, cualquiera de estos tres casos puede ocurrir con una apropiada 

elecci6n de las funciones h = h(x) y go = go(t) en el problema (1.2). 
Una manera apropiada de analizar c6ales datos iniciales y de contorno (h,go)  

generan soluciones de tip0 A, B y C es a travCs de las denominadas integrales de 
energia, Cstas son simplemente representaciones integrales del problema. 

Por ejemplo, se puede probar facilmente que si (T,s,z) es soluci6n del problema 
(1.2) entonces se satisfacen las siguientes ecuaciones integrales 

Las cuales se obtienen usando la identidad de Green 

donde L representa el operador del calor y L* el operador del calor adjunto. 
Las f6rmulas (2.3), (2.4) y (2.5) se obtienen tomando z soluci6n del problema 

(1.2) y u 	= 1, u = x y u = x2 respectivamente. 
Otras relaciones del mismo tip0 se pueden obtener usando polinomios de mayor 

orden para u(z, t ) .  
Las propiedades m6s importantes del problema (1.2) son enunciadas en la si-

guiente proposici6n. 

Proposici6n 2.1 Si (T,S, z) es solucidn del problerna (1.2)) entonces: 

( i )  z 5 0 en DT. 

(ii) s(t) es una fineidn decreciente en (0, T). 

(iii) Si h'(x) > 0 y go(t) < 0, luego z,(x,t) > 0 en DT. 
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(iv) 	Si h ( x )  = c - 1, con c = constante, para 0 5 x 5 1, y go(t )  > c - 1 pam 
t > 0, entonces el problema (1.2) no tiene solucidn. 

Demostraci6n 2.1 (a), (ii) y (iii) se obtienen de la aplicacidn del Principio del 
mdzimo. 
(iv) Para cualquier solucidn (T,s ,  z )  de problema (1.2)) se satisface 0 5 s ( t )  5 1 
y 0 5 t 5 T I  y por el principio del m&imo resulta z ( x ,  t )  > c - 1 en DT, luego 
de (2.4) se obtiene 

es decir, 4)1 c < 0 ,  Zo pue es U M  contmdiccidn junto a c < 0 y s ( t )  5 1. 

Observaci6n: 
Un resultado general de no existencia se puede ver en [5]. Una condici6n sufi- 

ciente de no existencia es t i  dada por h 5 -1 en el entorno izquierdo de z = 1 ,  
independientemen te del comport amiento de la temperat ura de con torno g = go(t) 
en z = 0. 

Proposicihn 2.2 Si (T ,s ,  z )  es soluci6n del problema (1.2) y 

h (z )  2 m(g0) ( 1  - z )  , 0 5 2 5 1 (2.6) 
luego 

t )  1 m(g0) ( 1  - z )  en  DT 	 (2.7) 

donde m(g0) = min go(t).
OStST 

Demostraci6n 2.2 (i) Definimos la fincibn 

compamndo W con z y usando el Prineipio del m h i m o  se obtiene (2.7). Usando 
(2.4) se obtiene (2.8). 



En lo que sigue procederemos a caracterizar 10s casos (A), (B)  y (C) dependiendo 
de 10s vdores de R( t )  donde 

observamos que ~ ( t )= go(t) .  

Proposicibn 2.3 Se tienen las siguientes implicaciones: 

(i) caso (B) R ( T s )  = 0 

(ai) caso (B) LTBt,(O,r)d r  = 1 t 

1 i1x'(iii) caso (B) j 2 z ( z , r )  d zdr  = -- - h ( x )  dx 
3 

Demost racibn 2.3 Debido a la Proposicidn (2.2) podemos tomar limite para t + 

TB en (2.3), (2.4) y (2.5) y obtener las tres relaciones de am'ba. 

Proposicibn 2.4 Asumiendo que h ( z )  satisface: 
Eziste una constante positiva H tal que 

I .  h(+)  2 H ( 1 - z ) ,  0 5 2 5 1 

y sea (T,s,  t ) una solucidn del probkma (1.2) tal que 

ST = inf s ( t )  > 0. 
t(0,T) 

Ademds que ezistan dos constantes d E (0, sT) ,  z0 E ( 0 , l )  tal que H d <- zo ln 2 
y r ( s ( t ) - d , t )  2 - t o ,  0 5 t 5 T;luego 

- H  l n ( 1 -  zo) 
i ( t )  min [-, Izo d 

Demostracibn 2.4 Es del mismo tipo que la del Lema (2.4) en [3]. 



Corolario 2.1 St ocurre caso (C), entonces la isoterma z = -1 eziste y alcanza 
la fiontera libre en t = Tc . 

Proposici6n 2.5 Sea ( T ,  s,  z )  una solucidn del problema (1.2). 
Si R(TB)= 0 y -1 5 m(go) 5 0 ,entonces la solucidn pertenece a1 caso (B). 

Demostraci6n 2.5 Reemplazamos R(TB)  = 0 en (2.8) de la Proposicidn (2.2), 
luego obtenemos la siguiente ecuacidn: 

Como 1 + m(g0) 2 0 y m(go) < 0 ,  resulta s(TB) = 0 lo que implica caso 
(B)* 

Proposici6n 2.6 Si (T,s,  z )  es solucidn del problema (1.2), con go E L1(O,oo) ,h 
verifica la inecuacidn (2.6) y la solucidn pertenece a1 caso A, entonces: 

Demostraci6n 2.6 Usando la inecuacidn (2.4) y las hipdtesis se obtiene la si-
guiente 

inecuacidn: 

donde C 2 0. 

De las inecuaciones anteriores se concluye 


A'(t' x2 ( - z ( x ,  t ) )dz 5 A'(t' x ( - z ( x ,  t ) )  dx 5 C .  

Reemplazando la inecuacidn anterior en (2.5) obtenemos: 
- ,  

Supongamos entonces que exista un To tal que R(To) < 0, luego de (2.4), se 
stgue que 

< 7 



Si integramos con respecto a1 tiempo la tiltima inecuacidn, resulta 

lo que contradice (2.13). 

Proposici6n 2.7 Si (T,s ,  I )  es una solucidh del problema (1.2) y la funcidn h y 
fi satisfacen las siguientes hipdtesis 

(i) h = h ( x )  5 0 es una funcidn creciente en [0,1]; 

(ii) go = go(t) 5 0 es urn fincidn decmciente, t 2 0 ; 

entonces si la solucidn pertenece a1 caso (C), luego R ( T c )  5 0. 

Demostraci6n 2.7 De la Proposicidn (2.1) tenemos z=(x, t )  > 0 en DT . Del 
Corolario (2. I), la isoterma z = -1 debe akanzar la fiontera libre en t = Tc , 
luego el dominio DT peda dividido en dos regiones y z ( x ,  t )  5 -1 a la izquierda 
de la isottnna z = -1. 

Reemplatcmdo esta estimacidn en (2.4) obtenemos 

es decir "(Tc) 2 R(Tc) + a2(Tc) 
2 2 


Luego R(Tc) 5 0. 

0bservacidn: 
Las hipbtesis de la Proposicibn anterior pueden ser debilitadas, ver Corolario 

(2.9) en [6]. 
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Corolario 2.2 Sa R ( t )  > 0 para todo t > 0 ,  entonces la solucidn (T ,s ,  z )  
pertenece a1 caso (A). 

Observaci6n: 
De la misma manera hacha en esta seccibn, se pueden obtener resultados andogos 

para la fase del s6lido sobrecalentado. 

El caso go(t )  = constante 

En esta seccibn vamos a considerar el caso en el c u d  la temperatura z (0 , t )  es 
constante para todo tiempo, digamos go( t )  = -B , con B > 0 y temperatura 
inicial h = h ( x )  r 0. 

Observaci6n 1: 
Recordemos que en el cambio de variables hecho en el problema (1.1)para obtener 

el problema (1.2) adimensionalizado 

C 
go(t) = - *(t )  donde c es el calor especifico y 1 el calor latente d e  fusibn. 

1 

Con lo c u d  si estamos en el caso de temperatura constante en el borde x = 0 

C
B = - qo donde !Po = constante

1 

al coeficiente B se lo denomina niimero de Stefan. 

Observaci6n 2: 
Como consecuencia de la Proposici6n (2.7) en este caso no existe soluci6n global, 

con lo c u d  solamente se observarii comportarniento del tip0 caso (B) o caso (C). 
Miis afin, uno puede probar fiicilmente que la soluci6n para un dado B > 0 ,  

existe para todo t 5 T con T 2 &. 

Proposici6n 3.1 Sea (T ,s, z )  una solucidn del problema (1.2). Si 0 5 B < 1 , 
entonces la solucidn pertenece a1 caso (B). 

Demostracibn 3.1 Usando el Principio del m k m o  se sigue z ( x ,  t )  >- - 1. De la 
Proposicidn (2.4) el caso (C) es excluido, luego s d b  el caso (B) es posible. 



Proposicidn 3.2 Sea (T,s ,  z )  una solucidn del problema (1.2) luego 

( z , )  2 - e r f c ( )  , en& 
2 4  

Demost raci6n S.2Se sigue del Principio del mdzimo aplicado a z ( z ,  t ) = -W ( z ,  t ) ,  
aqui W es la soluctdn de la ecuacidn del calor en el primer cuadrante z > 0 ,  t > 0 ,  
con las siguientes condiciones de contorno: W ( z ,  0 )  = 0, z > 0 y W ( 0 ,  t )  = -B , 
t > 0. 

La solueibn W ( z ,  t )  ttene la siguiente forma: 

Como consecuencia de la Proposici6n (3.2), se obtienen las siguientes estima- 
ciones sobre B para el caso (C). 

Proposicidn 3.3 Sea (T,s,  t ) una soluctdn del probkma (1.2). Luego, B 5 f es 
una condicidn necesan'a para que la solucibn pertenezca a1 caso (B). 

Demostracidn 5.5 De la Proposicidn (9.2) se deduce 

Si reaplazarnos la estimacidn anterior en (2.4) se obtiene 

Proposici6n 5.4 La hontem libre satisface las siguientes inecuaciones: 
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Demostracibn 3.4 La primera y la tiltima inecuacidn se obtienen reenqdixmndo 
z 5 0 y z 2 - B  , respectivamente en (2.4); h segunda se obtiene reemplazando 
z 2 -B y (3.15) en (2.3). 

Solucibn explicita 

Denominaremos problema PB al problema (1.2) para go(t) = -B , B constante 
B > 0 y temperatura inicial h = h(x) .  

Vamos a dar una soluci6n explicita a1 problema cuando i ( 0 )  < 0. 

Proposici6n 4.1 El triplete ( T ,  s,Z )  definido por z ( z ,t )  = 4 (ft), 0 < z < 
s( t ) 1 

0 < t < T , es solucidn del probkma PB st y sdlo si 4 satisface 

donde 7 > 0 es una solucidn de la ecuacidn 

L 

G ( X )  = z exp(-x2)  F ( Z )  con F ( Z )  = rr2 

Mds atin, en este caso tenemos 

Demostracihn 4.1 La funcidn 4 = +(() debe sotisfme la siguiente ecuacidn d2- 
ferencial 



Observaciones: 
La ecuaci6n G(z) = +, z > 0 ,  tiene solucibn si y s d o  si, 

0 < B 5 2GM 2 1.29 = 2 max G(z).
z>O 

Si 0 < B 5 1 ,  el niimero z es bnico. 
Si 1 < B < 2 GM existen dos soluciones (ver GrAfico 1). 

Proposici6n 4.2 Si elegimos un pardmetro rl 2 0 ,  podemos definir la siguiente 
familia de funciones: 

que es solucidn del probkma de Stefan para el lfquido sobreenjhado ( P B ) .  
Mtis atin, la solucidn pertenece a1 caso (B). 
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TRANSFERENCIA DE CALOR CON CAMBIO DE FASE EN SISTEMAS MULTIDIMEN- 

SIONALES: US0 DE FACTORES DE FORMA EN METODOS APROXIMADOS 

R.H. MASCHERONI 

En 10s dos seminarios anteriores se present6 el problema de la transferencia de 

calor con cambio de fase en la congelaci6n y descongelaci6n de alimentos. En el II 

Seminario se vieron 10s metodos de soluci6n numericos (Conferencia no publicada) y 

en el Ill Seminario 10s metodos de solucidn aproximados (1 1. En arrlbos casos se centr6 

el enfoque sobre sistemas con geometrlas simples (placa plana, cilindro infinito, esfera, 

cilindro finito, varilla rectangular infinita y prisma rectangular). 

El sistema flsico en sl es del tipo con rango de fusi6n1 con la existencia de una 

zona pastosa. La transformaci6n agua-hielo comienza por debajo de la temperatura de 

congelacidn del agua pura (O°C) y sigue una curva de equilibria que depende (en una 

forma dificil de predecir) de la composici6n del aliment0 (ver (1) para rnds detalles). Las 

propiedades fisicas, capacidad calorlfica Cp, conductividad termica k y densidad p 

varian fuertemente en ese rango de temperatura. El sistema es no lineal; ademds es 

dificil medir o predecir 10s valores de las propiedades que dependen de la composicibn, 

estructura y temperatura. 

Ante estas dificultades ha tenido un gran avance el desarrollo de metodos 

aproximados de predicci6n de tiempos de congelacidn y descongelaci6n, 10s que 

necesitan mucha menor informaci6n sobre valores de propiedades z/ su variacidn con 

la temperatura. 

En (1) se discutid largamente sobre 10s metodos mds adecuados para 

geometrias simples. La realidad es que una gran proporci6n de 10s alimentos que se 

congelan no pueden asimilarse a esas geometrias (cortes de carne, pescados enteros, 



frutas u hartalizas enteras, etc). Para estas situaciones se deben desarrollar rnetodos 

aproxirnados de prediccidn especlficos o, mas habitualmente, adaptar 10s de 10s casos 

unidimensionales por algun tip0 de correccidn que tenga en cuenta la forma. Estos 

aspectos son 10s que se discuten a continuacidn: 

FORMAS MULTlDlNlENSIONALES 

1. METODOS ESPEClFlCOS 

. Valen para productos de una forma determinada. Pueden ilegar a ser muy 

precisos porque fueron deducidos para esa forma en particular. Su desventaja es que 

no se 10s puede generalizar y, en algunos casos, son de uso muy complejo. 

Veremos brevemente algunos ejemplos caracterlsticos: 

a) Hayakawa y colaboradores en distintos trabajos (21, (31, (41, (5)y (6) obtienen 

regresiones basadas en resultados de metodos numericos. Cubren las geometrias de: 

- Cilindro finito 

- Varilla rectangular "infinita" 

- Esferoides 

Obtienen metodos aproximados para predecir tiempos de congelacidn (tc) y de 

descongelacidn (td). Son regresiones con 7 u 8 pardmetros adimensionales y de hasta 

32 terminos, muy diflciles de emplear 

b) Lin, Kwok, Ni y Dai (7) obtienen soluciones aproximadas para cubos y varillas 

cuadradas de longitud "infinita" 

Usan la solucidn para formas simples con un "radio equivalenten Req. 

Para cubo: Req = 1 126 R (R = radio de la esfera inscripta) y la solucidn para 

esferas 

Para varilla cuadrada infinita: Req = 1.066 R (R = radio del cilindro infinito inscripto) 



y la solucidn para cilindro infinito. 

Comparando con casos tedricos idealizados les dB error maxim0 de + 21 % 

para cubos y + 12 % para varillas. 

C) Chung y Merritt (8)calculan tc para cilindros finitos segun: 

tc = tp + tf + ta tp = tiempo de preenfriamiento 

tf = tiempo de cambio de fase 

ta = tiempo de atemperado 

Usan tp y ta para un cilindro finito (con propiedades constantes) y t f  por una 

ecuacidn de Plank (1 ) modificada. Para 49 datos experimentales propios les dB un error 

de entre -9.3 % y + 14.9 %. 

2. METODOS GENERALES 

Todos se basan en "corregir" el tc o td,de una forma simple (generalmente placa 

plana) por uno o mas factores. 

Esos factores = funcidn (forma, Bi, Ste, Pk) (Bi = h Llk, con h = coeficiente 

de transferencia de calor; L = longitud caracterfstica. Ste = pc Cpc (Tcr - Ta)/dH, con 

pc y Cpc de la fase congelada, Tcr: temperatura de inicio de congelacidn, Ta: 

temperatura ambiente (external y OH: entalpfa de cambio de fase entre Tcr y Tc, Tc: 

temperatura final en el centro termico. Pk = poCpo (Ti -Tcr)ldH, con po y Cpo del 

product0 sin congelar y Ti: temperatura initial). 

Para el tc o td de la forma simple se utiliza una fdrmula aproximada de precisi6n 

comprobada, tal las citadas en (1  de Cleland y Earle (ec. (311, Pham o Salvadori et al. 

(ecs. (4)o (5)),entre otras. 

Origen de 10s factores de forma: La idea no es nueva y se basa en estudios de 

transferencia de calor por conduccidn en s6lidos sin cambio de fase (calentamiento o 



enfriamiento). 

En esos casos, si se tiene un sistema con Bi + 0,no hay perfil interno de 

temperatura. Se puede hacer un balance macrosc6pico que dB: 

Con T = temperatura 

t = tiempo 

V = volumen 

A = Brba superficial 

L = longitud caracteristica 

La velocidad de enfriamiento dT1dt es proporcional a la relaci6n Brea/volumen 

dada por ALIV. El tiempo de proceso es inversamente proporcional a la velocidad de 

enfriamiento y a la relaci6n 6realvolumen. 

Se obtiene: t placa: t cilindro 00: t esfera = 6: 3: 2 = 3: 1.5: 1 

pues es: 

Las relaciones para otras formas regulares (paraleleplpedo, cilindro finito) 

tambihn pueden obtenerse fdcilmente. 

Pero para Bi -. 00 la relacidn vista varla a 1 : 112.24 : 114. 

0 sea aue dependen del Bi. Ademas en sistemas con cambio de fase, al haber 

propiedades fuertemente variables, tambihn depende algo de Ste y Pk. La idea es 

sistematizar esas relaciones como factores de correcci6n explicitando su dependencia 

con la forma, Bi y, en algunos casos, Ste y Pk 



Hay 3 enfoques, en esencia no muy diferentes, que cubren la mayorla de las 

formas habituales y que dan resultados de precisi6n comprobada testedndolos contra 

la mayor parte de la informacidn tedrica y experimental existente 

A. Enfoque de Cleland y Earle. R.L. Earle, junto con A.C. Cleland y posteriormente D.J. 

Cleland a lo largo de varios trabajos fueron perfeccionando el concept0 de EHTD 

(equivalent heat transfer dimensions), o mas simplemente E (9), (101, (1 11, (1 2). 

Partiendo de la relacidn 6:3:2 para placa: c i l . ~ :  esfera que vale para Bi = 0, 

definen que para Bi +0 es: 

tc = el de la forma en estudio 

tcpl = el de la placa plana 

E= f (forma, Bi, Ste, Pk). El E implica aproximadamente a "cuantas superficies de placa 

plana" se puede asimilar la forma del alimento. 

En etapas posteriores simplificaron a una relacidn (levemente menos precisa 

pero mas simple) del tipo: 

E = f (forma, Bi). En estos casos la regresionaron para valores medios de Ste y Pk, para 

Bi entre 0.1 y 100 y para 131 y (32 entre 1 y 10 (I31 y 132 son las relaciones de las 

longitudes del 2do. y/o 3er. lado (eje) respecto del menor que da el L; 61 = L21L1; R 2  

= L31L1). 

La forma que les dio definitiva, despues de distintas mejoras es: 

I)Para formas regulares: 

E = G, + G, E, + G, E, 

r,f< 



donde X (arg.)= arg./(~il.~~/arg.) 


11) Para formas irregulares: Vieron que el enfoque anterior no alcanzaba a definir bien 

las situaciones de formas irregulares. Llegaron a la conclusi6n que cualquier caso se 

puede caracterizar con D, V, A, Bi y uno o dos descriptores de forma. 

D se puede definir: 1) Como el menor espesor medido a lo largo de una recta que pasa 

por el centro termod1n8mico; o 

2 ) Dos veces la distancia mas corta entre el centro termodinamico y la superficie. 



A veces ni se puede hallar bien la posicidn del centro y 6sta cambia durante el 

proceso. Para cuerpos poco distorsionados ambas definiciones son casi equivalentes. 

Los descriptores de forma reemplazan a 131 y 132. De todos 10s posibles eligen PI  y P2 

que son 10s perimetros de 2 secciones transversales al cuerpo, perpendiculares entre 

si y cuya interseccidn pasa por el centro termodinamico y es D (la longitud 

caracteristica). Estos perimetros deben ser el menor y el mayor posibles de obtener bajo 

estas condiciones. Los planos asi definidos por estos perlmetros tienen Breas S1 y S2; 

de aqui se obtienen 10s descriptores de forma: 

Lo que hacen estos descriptores es comparar S1 y S2 con el area de un clrculo 

de diametro D y dan una idea cuantificada de la distorsi6n respecto a una esfera. 

Sigue valiendo que E = G I  t G2 E l  t G3 E2, con 10s rnisrnos valores para 

GI,  G2, G3 y X(arg) y con: 

0 .  Enfoque de Pham 

En 2 trabajos (1 3), (1 4), Q.T. Pham presenta la idea del MCP (mean conducting 

path = camino conductivo medio). Se trata de un "espesor promedio ponderado" o 

"espesor equivalente" Dm que debe reemplazarse en las f6rmulas para placa plana en 

lugar del D (por ej.: en la de (1 ) ya citada, u otra similar) para representar la conducta 



del cuerpo multidimensional. 

Encuentra el valor exacto de Dm/D para formas muy simples. Para otros casos 

obtiene en forma aproximada como r = DmID = f (Bi,R1,132), probando distintas 

combinaciones lineales de funciones de 131 y 132.Los resultados no son muy precisos. 

Pero en 10s trabajos ya citados ( 1 01, ( 1 1 1 se deducen las relaciones exactas entre E y 

r a travks de GI, G2, G3, v ,  y v ,  (o sea aue ambos enfoaues son equivalentes). 

C. 	Enfoque de Arroyo y Mascheroni 

Utilizan dos coeficientes de forma siguiendo un enfoque similar al de Cleland y 

Earle, aunque realizando la correccidn de distinta manera (1 51,(161,( 17). 

Partiendo de cualquier metodo aproximado de prediccidn de tc o td  de la forma: 

lo corrigen segun: 

C O  



donde V' corrige sdlo por la forma (su influencia es independiente de 10s parametros del 


sistema). A', aunque tambien depende sdlo de la forma, estd dentro de un factor que 


incluye al Bi. Su influencia es distinta segun el valor de Bi, siendo el factor de 


correccidn para altos Bi (cuando BIBi < < 1). 


V* = volumen adimensional = VI(A'L), donde 


Los Ai y Li son 10s correspondientes a cada una de las n caras del cuerpo. 


El V '  es una versidn levemente modificada de la relacidn volumenldrea traditional y da 


mds peso en la transferencia a las caras de menor espesor. 


A '  = factor de correccidn para altos Bi. Se obtiene por consideraciones puramente 


geometricas ( 15). 


Ambos coeficientes tienen valores exactos o pueden calculacse con muy poco 

error para 10s alimentos de las formas mas usuales, tal cual'se presenta e n  la tabla de 

la pdgina siguiente: 



FORMA 

Placa plana infinita 

Cilindro infinito 

Esfera 

Cilindro largo (L, >2R) 
finito chato (L, <2R) 

Varilla rectangular oo o placa 
rectangular aislada 

Varilla eliptica infinita 

Cilindros distorsionados 
infinitos de (1 8) 

Forma 4 de (1 8) 

Forma 8 de (1 8) 

Manzana 

Pera 

Frutilla 

Huevo de (1 8) 

Piramide rectangular truncada 
de (1 8) 

Paralelepipedo rectangulo 

oblato 
Esferoide 

prolato 

V' A' 

1 1 

112 1 

1 13 1 

1 /[(2R/Ll)2 t 21 (4R'/Ll/ + 1 )"' 

1I[1 t (L,/R)2/21 1 

1/[ 1 t (L, /L2l21 1 

1/[2 L, 2/L22 t 2I1l2 1 

(1 t L2/Ll)/[2 t (2 t 2L22/L,2)1121+ 1 

0.719' 1 

0.843 ' 1 

0.335 ' 1 

0.360 - 0.385 ' 1 

0.434 + 1 

0.4002 ' 1 

0.528 ' 1.19 

1 /[(L,/L312 + (L1/L212+ 11 (L,~+ LJ7)1'7/L3 

4 1 
6 + 3(L,/L2)21n[(l+e) / ( l  -e)l/e ' ' 

2/[3(Ll/L2 + (1 /elsin-' (el)] ' ' 1 

t valores aproximados; + + e = excentricidad = (1 (Ll/L2)21112; L1<L2<L3 

6,n 



D. Correcci6n de Hossain, Cleland y Cleland al caso A. 

En tres trabajos muy recientes (1 9),(20), (21 ) presentan el fundamento tedrico 

a 10s valores de E, basdndose en estudios de calentamiento o refrigeraci6n sin cambio 

de fase y obtienen nuevas ecuaciones para su predicci6n. 

I. Para formas resulares (1 9) tratan sobre 

- varilla rectangular infinita 

- cilindro finito alargado 

- cilindro finito chato 

-	 paralelepipedo rectdngulo 


Para cada caso dan un desarrollo completo y uno asintdtico para Bi< 116. 


Como ejemplo, para paralelepipedo rectangulo es: 


E = (I+-B"i) 	
1 

sin A, 

Bi 


con A, y A, raices de Bi = A, tan(A,) y Bi 13, = A, tan(A,) y 

A,,' =An2(322 +Am2(B2/13,)'-

Da resultados algo mas precisos que el E original de (1 1 ). 

Para el caso asintdtico es: 
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II. Para formas irrequlares bidimensionales (20) suponen una elipse equivalente de igual 

drea transversal e igual longitud caracteristica. Dan 2 opciones de cdlculo. 

F6rmula variational (supone perfil cuadrdtico de temperatura) 

Pseudo e l i ~ s e  para la cual hay solucidn exacta para el problema de Plank. Su form; 

varia con el Bi. Para Bi -+ -+ elipse verdadera. Para Bi -+ 0 -+ varilla rectangular w .  

Da mds precis0 el segundo metodo que el primero y aun que el original de (1 1). 

Ill. Para formas irrequlares tridimensionales en (21) proponen una extensi6n del caso 

bidimensional. Usan la forma de un esferoide equivalente, de igual longitud 

caracteristica, igual volumen e igual secci6n transversal menor (que incluye a la 

dimensi6n caracterlstica). 



Fdrmula variational 

Fdrmula ~seudoeli~soidal y a paralelepipedo rectangulo (tiende a elipsoide con Bi + 

a Bi -+ 0 )  

De ambas la EpEes mas precisa respecto de datos numericos, y tambien mejor que el 

E original. 

Los tres metodos generales de prediccidn seleccionados: tipos A (y su extensidn 

D), B y C presentan la mejor precisidn de todos 10s metodos aproxirnados conocidos. 

Cualquiera de ellos puede utilizarse con buena precisidn en casi todo el rango de 

variables de proceso habituales en congelacidn y descongelacidn. Su eleccidn debera 

hacerse principalmente en funcidn de la mayor simplicidad de c~lculo para la forma 

particular con la que se trabaje. 
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Abstract 

A fixed doinaiil i~uinerical scheme based oil tlie eiltalpl~y for~nulation ailtl 
witli teinperature crs tlie inail1 dependent variable is prcsei~ted. A fictitious niate- 
rial which occupies the region where the niaterial 11as been rcnioved is introduced, 
and its material propertics are: null specific heat and ally vduc for tlie coiiduc- 
tivity, preferably that of the lower teinperature pllasc. The ablatirig surface is 
t r;insformcd or1 ail internal iriterphase a,nd t 11etlleriilal load there is represented 
ns a concentratetl iilteriial heat source on tlie iritcrl)l~ase. The rest11 ting two phase 
Stcfai~ prol>lein is discrctizctl wit11 tlie scl~eiuc prc-sc-ntccl in a series of previous 
1jal)crs [1,3,4,5]. Finally, several iilirnerical exaiilples are presentcxl. 
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0. Introduction 
Thermal ablatioii ISa very iinl)ortnnt prohlo~i1i ir i  aerospac-c i~idust~ry [2] (ther-

mal protectior~ of spaw voliieles d ~ ~ r i ~ i g  the rc-eiitry stagc arid ill i:c,rkct, iiozzlcs) aiid 
laser welding. A sevcarcBlieat flux, typically coiiii~ig fro111 radiation or convc~tion, 
is applied to the body, which is initially in "virgiii" pliase. As tllc to~ri1perature 
rises it can experirneiit oiie or several clic~iiiical trarisforiilations. Iri the case of 
tliermal protection for tlic aclrospncc iild~istry tlicse arc, typically, pyrolysis with 
gas ernissiori and melting. For the thenrial protection to be c:ffectivc all this re- 
actioris niust be strongly endotliennic. The material exposed to tlic tlierinal load 
is removed by several effects: mechanical (liigh shear stresses in tlie aerodynariiic 
boundary layer) or chemical. In the case of a phase ch'axlge to a pllase with very 
low mechanical strength, the material is removed immediately after if reaches the 
pliase charige temperature. This is the Stefan-type or pllrrse-cha~igc ablation zuitl  
it will be the pllysical model adopted iri what follows. 

Ablation problems, as well as one or two phase Stefa~i problems, are rnovixig 
bo~~ndaryproblems. The entalphy balance equation for the two pliase Stefan pro- 
blem is a single equation wliich includes the heat equation in each phase and the 
energy balance equation at thc interphase. Discretization of thqs sirrgle equation 
leads to the entalphy formulation which allows the use of fixed meshes. The phase 
change is present as a siilgularity in the entalphy/temperature relationship and the 
interphase is "captured" by the dgorithm, rather than being "tracked". In a series 
of papers we presented a discretization scheme based on the entalphy forrnulation 
for two- (or more) phase Stefari problems. The scheme has tlie temperature as tlie 
main unknown without regularization parameters. The most important difficul- 
ties present are: the accurate integration of a discontinuous quantity, namely the 
entalphy, over the partially melted eleirients [3] arid the efficient solution of the 
non-linear resulting system, described in [4]. 

The basic idea of the present work is to put the one-phnqe ablation probleni 
in the context of the two-phase Stefan one by slieans of tlie iiitrocluction of a 
fictitious phase occupying the region where niatcrial has bcen removed. This 
fictitious phase exists at  temperatures above the pllase change one and it has null 
specific heat so that everitual variations of temperature does not co~itribute to the 
energy balance. Furthermore its conductivity is specified as thc same of the low 
tcrnperature phase, so that its thermal diffusivity is infinitely liigher than that 
of the low temperature phase. As a consequence, the fictitious phase is always 
in quasi-steady state and, due to the particular boundary conditio~i (111111 flux at 
initial bourrdaries and temperature equal to tlie nleltirig one at the irlterpliase), it 
hiss a uniform temperature i~ifinitesimally liigher than tlie niclt,iiig oiie. 

1 .  Problem description 

For simplicity we will assume no int-er~nedinte transformation so that as the 
virgin material is heated and its temperature exceeds the melting tenlpcrature 
T, it transforrns to the low mechanical strength phase and is i~istanta~ieously 
removed. Initially, the virgin material occupies the domairl SZ witli l~ounclnry r. 
Due to tliermal loads Q over certain part of the boundary rq( t  = 0) c r ,  tlic 
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ternpcraturc rises and once the T,, is rcaclic(l at sorne t i~ne t = to at  some point 
of the boundary, xnaterial begills to bc rcriioved. For t > t o  we have tlie do~iiair~ 52 
partitionccl iri two: 52 = $2, UR,,,,, (fro111 virgiri i ~ r i t l~crriovc<l,scc figlire 1). Due to 
tlie reliiotioli of some part of the ii~atc.riiil, tliv s11rfi1c.c- cxposcd t,o tlic ther~nal load 
is 110 loiigcr rq(t O), Ijut it is ~oiiipos(~1 = l)y ])art of it and tlie riiovirig bountlary. 
If t.11~. tli('rlllill 1oi1<1 is 110 10llg~b~ tll(' t ( ' l l l ~ ) ~ l . i ~ t ~ r ~;1l>l)lic5tl; ~ f t ( Tcc~rt;liri ~~lolllt'llt, of 
tlii* niovirig 1,oiiiitlary coultl dcscc~~itlI,clow T,,, aiid t , l i~  frolit CC~ZSZS(~Sto ildva.11~~. 

All t,liis cascxs arc. ilicl~itlcd in the followilig govcniirig eqil, CLt' 1011s: 
Givc~lx ( x )  fo~.x in $2, q(t, T(x) ,x)  for f > 0 n~ld x ~ J Irq(t),illd 


T(x)  < T,, fol-x in rT,find S2,(t) a11d ~ ( x , t )for t > o and x E 52,(t) 

such that: 


pc,f = V . (kVT), x E R,(t), t > 0 (1) 

T = T, in (3) 

as2, = r,(t) u rT (4) 

where 1) is the normal advance speed of the nloving front, wl~ich is res- 

tric ted by the following cornplemen tary coi~ditioi~s: 


T < Tm, v = 0, (steady front) ( 5 )  

T = T,, v 2 0, (moving froi~t), (6) 

and initial conditions: 

Here A: is the thermal conductivity, and L the latent lieat of the pllase change. 
Expression (2) is the usual energy balance at the irlterphase for moving boundary 
problen~s. The expression for tj is often 111ore conlplicated, since, in general, it, 
involves a boundary layer calculation over the surface of the body abd, then, results 
in a 11011-local function, cleperiding on the global shape of the ablati~lg surface rq(t). 
However, this complex dependence is treated in an explicit form and, then, tllc 
presented representation is quite sufficieqt to explain the algorithm. 

2. Two-phase equivalent formula tion 

2.1 A two-phase formulation for the 1D problem 

For the om-di~nensional semi-infinit(. problem ccluations (1-8) rtduccs to: 

Given z ( x )  for x > 0 and q ( t )  for t > 0, find ~ ( t )for t > 0 ilfld 


T(3 ,t) for t > 0, x > ~ ( t )slich tllat: 




with boulldary collclitions; 

T(.s(t)) = T,,, inld i :> 0 or T < l:,, alld .j = O ( 11) 

ilrlcl initial cod i t  ions: 

s(O)=O, T(.r ,O)=T,( .r)  (12) 

For sitiil~licity sul~posc k,pc,, constants and @ clepcl~dillg oilly on tiriltr, i.e. 
not on s'\trfa.cc tcbriil)cr;~t~irct as ill tlic case of radiation or corlvection. A l~ossil>le 
extetisiorl to i i  two-phase Stcfan problcrll is thc followiilg: the fictitious pllitsc cxists 
for T > T,, arltl kfic = k,, pcPfiC= 0. Tlio therirla.1 load q(t) is applied on s = 0 
(see figure 2). In detail: 

Giver1 z(:r)for z that for > 0 and q(t) for t > 0 fincl T ( s , t )  s ~ l c l ~  
r > 0.t  > 0: 

with bounclat-y col~ditions: 


LIT 

-k- = q(t), ill x = O, t >.Oax 


a.nd initial cor~clitions: 

T(z ,  0 )  = T,(x), para t = 0 

The (-i~t,a.l~)lly IS (SCY fig~irv3 for t11v g(:~icri~l cPv(T) ) :f ~ i i l t - t i o i ~  ca,scb(,,,,, 

111 the following we will sllow how this f o r i l~~~ la t i o~ i  t,o tllc- origillirl rc-tl11c.c~ 
oile (9-12). 'I'll[- ilon-trivial p i~r t  of  the clclriorlst,ratiotl c.ousist,s ill sllo~viiig how tllc- 
t-ilergy b ~ l i ~ ~ c c  ( 1 0 )  is (b~~for(.cvl > tO.T1lts y)(&cific 11~i~ tis;it tllc. i l~ t~( '~ l ) l~i~h( '  for 1 
111111 in the- fic.t,itio~ts pllnsc. 0 ( I , ( t )  50 in st(~i~t1y that ~t i h  ~ t , i \ t ( ' .  



but, by the energy balance at the interphase for the twclphase problem: 

Froni (18) and (19) we obtain the desired crlergy balance at tlie surface: 

This formulatiori is very well suited to apply all the theory from the two-phase 
proble~n (the resulting system is symmetric and positive definite). However it can 
not be extended to the multidi~~iensional in 1D all the heat flux imposed case: 
at x = 0 is transmitted to the free bounti;uy trough the fictitious phase without 
inertia. In the multidimensional case the heat flux applied at the origi~ld surface 
of the body is redistributed in the fictitious phase and there is no control on tlie 
density of flux at each point of the interpllase. 

To overcoine this difficulty, the forrliulation is slightly irlodificd as follows: the 
thermal load q is no longer applied at z = 0 but is represented as a concentrated 
heat source in the interphase (see figure 4). The properties for the fictitious phase 
are the same as in the previous model: 

Given z ( z )  for x > 0 and Q(t) for t > 0, find T(x, t)  for t > 0, z > 0 
such that: 

~ = a ( k ( ~ ) S ) + q ( ~ , t ) ,i n z > oa x  

with boundary conditions: 

and initial corldi tions: 

T(z,O) = X(x) 


The heat source Q(z, t) is proportional to a Dirac's 6 distribution at the 
illoviilg front T = T,,,, with a total amount of heat delivered per unit time given 
by the thermal load ij(t): 

wliere # is n test function. Now, we will sliow how this fornlulation is equivalciit 
to the origixial one. As in the previous fornlulation, the fic.titious phase is in the. 
stcacly state aild, theii, the heat flux is coilstant throughout: 



The energy balance at tlie interphase, taking accou~it of the concc~iltsntcd souscc 
Q,is: 

and tlie desircd energy balaiice is oilforced. 

2.2 The rnultidimellsional problem 

The. extensio~i to the multidin~ensioiinl case is now obvious: 

Given z ( x )  fir z in R, q(t,x, T(x)) for t > 0 and x ill R, fii~dT(x,t )  
for x in 52, t > 0 sucl~ that: 

h = V .(kVT) + Q(x, t), in R, t > O (28) 

with boundary coi~ditions: 

rvhere n is the unit normal exterior to Rfic,and initial conditions: 

h(T) is defined always by (17) and the generalization of tlie tlefinition of Q 
(24) is: 

To show the cquivalence with the original ablation problenl (1-a), we note first 
that, as the'syecific heat of the fictitious phase is null, we have: 

with boundary conditions: 

aT
-k- = 0, in rq ( t  = 0), and T = T,,in I?, (~novi~lg (34)fso~lt)

an 


The solution to this steady problem is trivial: 

But this implies that the heat flux co~ning to the interpliase fsoni the fictitious 
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pliase is null: 

= o  
~~~ fic 

Writil~g dowli an energy balance over a sni:~ll "pillbox" sliaped colitrol-volume of 
thickllcss 6 cllclosi~igall clclnc~itary p~rt~iol i  of s~lrfilcedS of the ilitcrl)linse, we 
arrive to: 

d S + Q t l S b = L v , , d S  

wllcro ii is the llriit ~iorlrial exterior to Q G C .  But, fro111 tlie tlcfiliitioli of Q, equa.tiol1 
(32): 

QdS2 = Q c i S b = ? d S  (38) 

rcplacilig (38) and (36) ill (37) wc arrivc. to th(. dcsircd encrgy bil.liu~ce at  tlie 
iiitesplinsc: 

3. Discretization scheme 

Once the ablation problem has been cast i11 the for111 of an equivalent two- 
pliasc Stefrui problem, ally discrctizatiol~ schcllic. for this last, si~lll)lcr, p~.oblcln 
can be applied. Certainly, the equivalent two-phase problem is llarder tliari ty- 
pical two-phase Stefan problems due to the riull specific lieat for the fictitious 
phase, and some degree of robustness of tlie scheliie is advisable. In tlie following 
we will review briefly the discretization scheme whicll has been presented in pre- 
vious papers [1,3,4,5], and has been used succcssf~~lly in the nu~rlerical experiments 
presented in section $4. 

First we recall the variational formulation of the S t e h l  problem: 

wliere 4 is a tcst function sucli that it vanislies at  tlie Diriclilet boundary. As usual 
in the finite elelrierlt lrlctliod (FEM) the telnperature field is approxinlated by: 

where 11 is node index aiid the {Np(x))arc FEM iliterpolation fu~ictiolis. Also, the 
interpolation funct.ions corresponding to tliose notles which do ilot belong to the 
Dirichlet part of the boundary are take11 as tcst functions. Replacing (41) in (40) 
and 4 by each of tlic il~terpolatioil fulictic)ris wc obtain a nolilinc~i~r systeliiODE'S 

of tllc form: 
h ( ~ )= f(T)+g(t ) (42) 



where h, f and g are column vectors of lcngtll N = number of nodes, with entries: 

h, = Np h(T(x, t)) dR (nodal entalpies) In 
fp = -/.VN,, .kVT(x, t) dR (notlnl co~iductive fluxes) 

The difficulty conies froin tlie fact that the sclatio~i hetwcc~i T and h is not 
one-to-one. The ODE'S syste~rl is discretized in time according to a gcrleralized 
trapezoidal rule as: 

1 

-
At 

(h(T(t + At)) - h(T(t))) = 

af(T(t  + At)) + (1 - a)f(T(t)) + g(t + aAt)  (46) 

This scheme reduces to: forward Euler, Crank-Nicholson, Galerkixi and backward 
Euler for a = 0,1/2,2/3 and 1, respectively. For a given temperature vector T at 
tiine t, equation (46) is a nonlinear equation for T(t  + At). Non-linearity comes 
from the dependence of k and pcp on temperature arid also from the c1ia.nge of phase 
wbich, as a matter of fact, could be viewed as a 6-type singularity in the pcp(T) 
relationship. Tlle expression for the nodal entalpies (43) involvcs thc integral 
over the element of the entalphy which is discorltinuous at the interphase. This 
integral must be evaluated very carefi~lly, mainly by a reason of conditioning of the 
non-linear system than by a reason of accuracy [3-41. For instance, tlie classical 
numerical quadrature by Gauss points, so familiar in the FEM,givcs nodal eiltalpies 
with jumps at those nodal temperatures where the interphase passes through a 
Gauss point. 

For the implicit scllernes ( a  2 1/2), the non-linear system is solved by Newton- 
Raphson iteration, ancl a correct evaluation of the jacobian is the key feature to 
obtain good corlvergcnce propertics. Besides the usual terms in the jacobian, like 
the conductivity rnatrix and tlle capacity xnatrix corresponding to seilsible heat, 
there is a term coniiiig frorn the latent heat which doiniilates at slllall Stefan 
numbers (high latent heat), and whose expression is [4]: 

where itL is that part of the eiita1l)hy colniiig fro111 the latelit 1ica.t. The integral is 
calculated over tlie intcrphnse T = T,, and its I~liysical sigliificn~lce sllows 111) if tlict 
factor L/IVTI is interpreted as  tlic specific heat pc8r unit area of the intcrl)llast-!. In 
numerical expcri~nent~s (higll latciit lieat.) tllc: full Ncwtoii-at low Stcfarl xl~litil~ers 
R.aphsoii rncthod has becri proved to be ~ i i~ tch  rnorc cfficie~lt and rol)ust tlinr~ sccilnt 
mcthods, i.c. ~liet~hods c.n.l,;lc.ity ~rii~.t,rix. which (lo not incli~(le this i~~t.crl)lla.se 

Tliere is n point to be cln.rifict1, r~gil.rcli~~g tllc cl~arncter of t l l c n  t , l i ~ % ~ ~ ~ l i ~ lIoii(1 
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vector coming froin the heat source Q ( x , t ) .  In fact, this is not a standard heit 
source, since it depends on the temperature vector through the position of the 
interpllase, besides the explicit d<yendeilceof the flux density on the temperature 
of tlle ablating surfacc. Then, i t  col~t~ributcsillso with a tcrlli to the jacohiru~of 
t,l~esyst.en1, whosc exprcusiori is rather coillplicated: it has one terii~comiug froill 
a cllzulge iu  tllc intcr~x)littionfull(-ti011at tllc i~~t~crpl~asedue to its ~noveineiltitlltl 
nilotl~crc.oi~iii~gfro111a dlangc ill tile c.l~rv;tturc-of the interphasc [GI.We havc 11ot 
irlcll~clctlthis t,cri~ii i ~t.hv itecmt,ioi~~lliitrix,1111t, 110 iilstability his l ~ w nobservccl, 

it colild bc*cxpectecl. 

4. Numerical examples 

4.1 One-dimensioaal example with exact solution by t r u ~ ~ c a t i o no f  the I 

Neurnanr~solution 

Coi~sidcrthe following stailtl;t~.dt~i~stcirdyhat-conduction probleni with coils-
t,allt coefficic11t.siil a seiili-infiiiit,~ir~ct l i~~~ri :  

aZT
p,T = k- para x > 0, t > 0dl? ' 

with r < Tw. The so-called Neumarm sol11tion is obtained by sinlilarity argrlrucnts 
in terms of the error function: 

T(z ,t )  =T'- (T, -Z)erf (A 
where D = k/pcp[=]rn2/seg is the diffusivity, mitl the error fi~nrtior~is defincxl LS: 

The ablation problen~is constnlctecl clloosir~gsoii~t:phase chaage te~~iperatureT,,,, 
Ti < <,, < Tw,a latei~theat L > 0 alld an il~itialsurface position 80 > 0, akrl 
selecting the heat flux llistory q ( t )  such that thc resultitkg tenqxraturc ficld is 
giver1 by (49). 

Tlle position of thc interphnse is 01~t;liilctlfroill: 



and, t l ~ eyrcl~crrting tiiiie to  is givcil by: 

-so = s* 
,mG 

For t < to the= heat to be apl,lid at 30 is gjvcii by: 

and for t > to  tlie lateut heat dclivcrcd iii~ist I,e tirkeil account: 

Rc-placieg the cxpressioi~ for the tciilperntrirc ficld froin (49)and tlie advancc speed 
from (52) tkc explicit exprmsioii for tlic tl~crinnl load is: 

2 k-- for t < to
fim( T ~- ~ i ) e x p(-&); 

(56)
2

2Ls'V + -k(Tw -Tile- a*') ; for t > to
fi 

(see figure 5). Tlie theriilal load is discoritinuoris at t = t o ,  and tlie magnitude of 
the jump is: 

4.1.2 Numerical results 

The problem was solved nuinerically for tlle followillg values: 

from which: 
Ste = pcp(T' -3 )=0.2, z, = 1,

L 

S' = 0.477, to = 0.275 

The heat flux history is (see figure 5): 

The interval 0.5 5z 5 7 has k n  discretirwd witli 50 elciiieiits witli the followiilg 
distribution: 

?A 



10 elemelits in 0.5 5 x 5 1 (Ax = 0.05), 
20 elenlents ill 1 _< x 5 3 (Ax = 0.1), 
20e le111en t s in35~<7  (As=0.2) .  

I11 figures 6-7 we coliipare the numerical sol~ition ant1 the exact one for t = 1.5 
and t = 5, and in both cases tliey agrce very well. There is a little differe~ice in the 
left at t = tlwre, and the null flnx conditio~i 5 since temperatures are sig~iifica~lt 
imposed at x = 7 is no longer valid. Finally, the te~iil>erature profile in the fictitious 
pliase is not exactly T,,, hut a little higlicr, ;rs is cxpcctctl. We rc~iiei~iher tliat this 
does not affect the energy balance equation, since the specific lieat is null in that 
zone. Tliis effect is caused by tlie heat delivercd by that portion of tlie niaterial 
ablated during the last tirne step, and, then, call he reduced choosi~ig a smaller 
ti~rie step. 

4 .2  Asymptotic solution for tlle const ant load problem 

4.2.1 Problem description 

Consider now the typical case of a semi-irifiliite (x > 0) constant-coefficients 
problem witli a constant heat load ij # ~ ( t ) .  For t -,w the solutioll approaclles 
asyniptotically a steady profile moving at constant speed: 

where v, is the limit advancing speed and f is the nor~nalized profile satisfying 
f(0) = 0 iuid f ( w )  = 1. As is typical in thernlal transients, thc rbpproach to. the 
limit solution is exponential, mid we car1 put: 

where $0 is a limit shift produced by the transient and T a cha.racteristic decay 
time. v, is easily obtained from a power balance: 

Replacing (58) in the heat conduction equation, and cliangilig to a coordinate 
system attaclicd to the moving profile, a si~nple ODE for f is obtained, wliose 
solutioli is all exponential function. The resulting temperature profile is: 

where the characteristic decay length of tlie profile in t l ~ e  rnediu~ii is: I = D l v ,  .' 
Finally, the lirnit shift is obtained from a. balance of tlic total energy applied ,to 
the body: . 



arid results iri: 

Tliis asyinptotic sol~itioii is k~iowii a.s the "c:vaporatioii-co~itrollcdli~iiit". 

4.2.2 Nu~nericalresults 

.We liave solvctl t.iiis probleni for tlie following pliysical da.t,a 

The grid is the saliie as that used ill the prcvious pxainple for 0.5 5 x _< 7, 
and 10 elei~ients have beexi adtled in 0 5 5 0.5. 111 figures 8-9we can see tlie 
nlunerical res~ilts for t = 2 and t = 3. The coincitlciice is very good, being better 
for t = 3, wheii the asylnptotic approxiination is expected to be better. It is worth 
to note that tlie algoritlirri predicts the advance speed exactly as a aonsequencc 
that it satisfies exactly a discrete energy balance eclliatioii. ki coiitrast, a ~luinerical 
error is expected in thc position of the inoving front, related to the so, since it is 
halzr~ccd ill the eilergy equation with tlic eilcrgy contaiiied iii the profile, whic-li 
has a ~~urrlerical error. Froin thc exaniple, it can be seer1 that tliis error is not 
perceptible, cvcil for sri~all Stefan numbers. 

The tenq)crature in the ficiitious phase exceeds the phase-change teinperature 
in, at most, 6% of (T,-x). 
4.3 Ablation of a thermal protectio~l 

Tlie geometry (see figure 10) is n 180' sector of circular annulus 
BCDAD'C'B, with Re,, = 1, Rillt = 0.3. T l ~ e  thermal'loacl a t  a point P of 
tlie bollildary CB dcponds of tlie incitlenre angle with respect to a point F over 
the symnictry pli~11~ of 2 uiiit lengths froill tlic point B to the A B  at  a tli~t~ance 
right: 

q = 5 inax{t:os 8,0) 

wliere tlie illciderice arigle 8 is give11 1,y: 

and n is thc cxtcrior unit 1iosni:~l tc) tlic. (lolllaill. This kilitl of aligl~li~rcli~tsi\)l~tioii 
is similar to tliat causctl I>yaero(lyna1iiic heati~ig. Tlic r(*iiiaiiii~~g C,'D,I ) ~ \ I I ~ ( ~ ~ L s ~ c s  
DA aiid AB area acliali~tic.. Tlie 1ni~t.eria.l propcrt,ies arc; 



The Stcfm i~urnber for the problein is: 

Ste = PC~(TII,- Ti) = 1
L 

This value is s i ~ ~ ~ i l a r  to tl~ose found i11 sti~nclard problems with c11ar as thertua.1 
protectior~ (2). 

The characteristic length, in the evaporatio~~ t.controlled linlit, for ail cquivirl(~~r 
one-d iu~ei~s io~~dproblem is: 

We have chosen a time step of At = 0.02 and an in~plicit sche~ue wit11 cr = 1. Tlle 
FEM-rneshof 15 X 15 clenleilts is s l~owilill figure 10. By symmetry, only onc llalf 
(90') of the circular sector has been i~~ocl~led .  at  t 0.OS,0.10 i t ~ l c lTllc isothcril~s = 
0.12 arc shown i r ~  figures 11-13, respectively. 

In figures 14-16 we can see the tcnlperattire as a 3 0  elcvatior~ surfilce for 
t = 0, 0.1, 0.12 a t ~ d  0.16. Note the temperature y1atc:au in the removed part, near 
the nose of the protection a t  B. The te~r~peraturc tllcre is only sliglitly above tho 
ablation ternperature: 5%of (T, -T i ) , at most. The ten~pcrature dccays strorlgly 
in the interior, what is expected since the characteristic length of the therinal 
problem is nearly one half the characteristic lcngth of the gcometry, taken as &,'. 
5. Conclusions 

An equivalent two-phase forxnulation for ablation problems is presented, which 
allows the modeliug of ablation problems by means of a robust sofver for the two- 
pllnse problem. The removed part is replaced by a fictitiotis material wit11 null 
spccific heat a i d  thc thermal load at  the interphase is added as a stroi~gly locnlizcd 
heat source. The advance speed of the moving froi~t is preclictcd exactly for tl~ct 
one-tliinensio~li~lconstant-load problem. Thc tt:n~perature ill t l ~ e  fictitious pllasc. 
is al111ost cons tank, higher then the melting tcmpcraturc. 

A.  Notatior~arid Symbols 
c, = specific heat 
2) = thermal diffusivity 

e r f ( ~ )= error function 
f = sci~ledtemperature profile 
f = vector of conductive fluxes 

( )fit = refers to the fictitious ~r~atcrial 
g = loadsvector of t l ~ e r ~ ~ l a l  

h(T) = enatalphy 
11 = vector of nodal entalpllies 
k = tl~erinal conductivity 
1 = characteristic decay lcilgtll of the tenipcrature profile (s& 54.2) 

L = latelit h a t  
( )' = tern1 coming fro111 tllc latcllt, hc3at cot~tributiol~ to the el~talplly 
M~ = ir~terphase capitcity ~ni~t.rix 



fi = unit ~iorlnal 

N,,= ~ ~ ~ - i ~ i t e r y o l a t i o n 
functic)n 
Q = volunie licat source 
q = therlilal load at tllc I,oulltlary 

( = refers to tile rc~iiovcxl zone 
~ ( t )= ablating surface posit,io~l in ol1c--<li l i i<~lls i$1~t~l1)1.oI)l(~1ris 
dS = eleiiientary portion of tlic intcr1)hase 
so = initial positio~i of tlie i11tclpll;isc (see 54.1) 

Ste = Stefau nuniber 
t = tirrle 

to = preheating time 
At = time step 
T = temperature 

= initial temperature field 
T, = melting temperature 
T = prescribed te~npernture on the Dirichlet boundary 
T = vector of riodal te~nperatures 
v = advance speed of the ablating surface 


( ), = refers to the virgin material 

v, = limit advance speed 


x = one-dimensional coordinate 

x = vector of spatial coordinates 

a = temporal discretization para~neter 

4 = test functio11 

I' = boundary 


I', = interphase 
8 = incidence angle in the definition of thc fluxes 

rq(t)= bou~ldary of O , ( t )  whcrc t l i~ r~ i~ i i l  10nds arc, npplic(1 
rT = Diriclilet part of the boundaly 
v, v = node indices 


p = density 

SZ = domain of resolutioli 

0 = empty set 
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Figwe 2: Two-phase forlnulatio~i of the one-clin~cnsiol~irl problclll. First vclsion: 
tlie thermal load is applied at the surface alid is trallslriitted without 
i~iertia througli the fictitious lnatcrial. 
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Figure 3: entalyhy furictioll for tllc t\\lo-plmseforll~~~latioll. 

ii~tcrl~l~ase. in the fictitioits j,llasc: is const;~llt t oTolllj~cl.atu~.c alltl CQIIRI 
( 8 +11, . 8 3  



Figure 5: Thennal load for the one-dimc~lsioiritl rrblaticw pl-oblcm with c x k t  
solution. 

Figure 6: Conlparison betwccn cx;ict aiicl ~lu~nericalsolt~tionsat t = 1.5. 
R 7 




Figure 7: Comparison between exact and numerictd solutions at t = 5. 

Figure 8: Nurnericiil and asynll>totic solutio~l for .the cvaporatio~~-controlled limit 
a t t = 2  
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Figure 10: c ; c o ~ ~ ~ c t r yclcscril)tior~a l ~ t lI:i:h~-nlc.sl~POI. tllc I)itli~nc~lsio~l;tlI)~~ol,le~ll 
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Figure 11: Isotllerills for t = 0.08. 

Figurc 12: Isotllc.rms for t = 0.10. 
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Figill-e13: Isotlier~ns for t = 0.12. 



Figure 15: Temperature elevation at t = 0.12. 

Figure 16: Temperature elevation at t = 0.16. 
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U N  PROBLEMA D E  F R O N T E R A  LIBRE 


E N  ELASTICIDAD 


La  torsi6n ellistica de u n a  barra 

Se considera una barra cilindrica en R3de material elbtico, de secci6n 

transversal uniforme. Se supone que el material del cilindro es homogineo e 

isotr6pic0, y que la secci6n transversal del mismo es perpendicular a su eje. 

El problema de la torsi6n es el siguiente: un extremo de la barra se 
mantiene fijo y en el otro extremo se aplica una fuerza (torque) que lo hace 
rotar un h g u l o  dado. 

La teoria de la torsi6n elbtica indica, que si la barra es larga en relaci6n 
a las dimensiones de su seccihn, y en ausencia de otras fuerzas, cada una de las 

secciones de la misma efectia un movimiento rigido de rotaci6n en su propio 
plano (de Angulo proporcional a la distancia al extremo fijo), y a su ves se 

deforma en la direcci6n perpendicular. 

Por su simetria, puede pensarse como un problema plano. 

Sea D c IR la secci6n de la barra (antes de deformarse). Si la barra es 

maciza, es decir, si D es simplemente conexo, su energia una vez deformada, 
viene dada por -

E ( D ) =  min 
v € H ; ( D ) 2 D 

La funci6n que alcanza dicho minimo, llamada funcibn de torsibn, permite 

conocer las tensiones en el interior de la barra en su estado deformado. 

Por otra parte, se define la rigidez torsional de la barra T (D) ,  como la 

fuerza (torque) requerida para rotar la barra en un angulo 8 = 1 por unidad 



de longitud. Se cumple que E(D) = - lo cual indica que cuanto menos Tq, 

energia tenga una barra, mayor sera su resistencia a la torsi6n. 

Si la barra es huc~ca, es decir, si la secci6n transversal de la misma es 
TI n 

multiplemente conera, con agujeros HI,  . . . , H,, , U 8.c D l  donde D \  U 8. 
g = 1  a=  1 

es La regi6n ocrlpada por material, la energia viene dada por 

n 

E ( D \ U ~ . ) =  min 1/ lvvt2- 2 /D v ,  4 constantes, 
i = l  V E H ; ( D )  2 D 

v=c,  en Hi  

y su interpretacibn es la misma que en el caso anterior. 

Una descripcibn detallada del modelo puede hallarse por ejemplo en [4], 

[5Il 181. 

La coqjetura de Saint Venant 

Podemos citar dos problemas cliisicos vinculados a la torsi6n elhtica de 
barras: 

El m& antiguo de ellos es la conjetura de Saint Venant (1856): Entre todas 
las barras cilindricas de material elhtico, con seccibn transversal de la misma 
Area, hallar la mAs resistente a la torsibn. 

Matemdticamente, el problema es 

min E(D)  

ID1 = 0 0  

D simplem. conexo 

Este problema fue resuelto por Polya en 1948 (ver [6]), mediante tCcnicas 
de simetrizacibn, y la secci6n de la barra bptima es un circulo del Area dada. 

El segundo problema, que generaha al anterior, es el siguiente: Entre 
todas las barras cilindricas de material eliistico, que tienen su secci6n transver- 
sal de la misma Area, y misma Area conjunta de sus agujeros, hallar la m& 

resistente a la torsi6n. 

MatemAticamente, el problema es 

min E ( D  \ U, B,) 
U;a.  c D 

~ D \ U , ~ ( = U O ,~ u , ~ ; I = ~ l  
D simplem. conexo 



Polya y Weinstein resolvieron este problema en 1949 (ver [7 ] ) ,y la barra 

6ptima es aquella cuya secci6n es un anillo bordeado por circulos concCntricos. 

Se observa que si se fija la cantidad de material oo,la barra 6ptima de 

este 6ltimo problema seri  mds resistente a la torsi6n cuanto mayor sea el Area 

de su agujero interior. 

2. Planteo del problema 

El problema que discutiremos en estas notas es el siguiente (para m b  

detalles ver [a]): 
Entre todas las barras cilindricas huecas, de material eliistico, que tienen 

su secci6n transversal de la misma Area y un mismo agujero H dado, se busca 

aquella que sea m b  resistente a la torsi6n. 

En otras palabras, se supone dada una superficie cilindrica, y una cantidad 

fija de material eliistico, y se quiere saber de que forma rodear a la superficie, de 

mod0 tal de obtener un cilindro hueco de material elhtico de secci6n uniforme, 

que resulte m b  rigido para la torsi6n. 

Comencemos observando que cuando H es un circulo, podemos razonar 

como arriba y concluir que la soluci6n es la barra cuya secci6n es un anillo 

bordeado por dos circulos concintricos. 

Por otra parte, se puede ver que el problema con un agujero fijo H ,  no 

tiene soluci6n si se permiten otros agujeros arbitrarios (en este caso no existird 

una barra 6ptima ya que podremos obtener barras cada ves m h  resistentes). 

Por lo tanto impondremos que las barras admisibles no tengan otros agujeros 

ademds del que se fija. 

En consecuencia, si llamamos D a la secci6n transversal, H a1 agujero, 

D \ H a la regi6n ocupada por el material y wo su Area, matenlbticamente, el 

problema consider ado es el siguiente: 

Dado H c IR , un dominio acotado de rlase C 2, con IR  \ B conexo, 

y dado 0 < wo < +oo , se quiere hallar entre todos 10s abiertos D c I R 2  tales 

que D 3 ff , con IR \ D conexo, y ID \ BI = wo , aquel que tenga energia 

eldstica minima, es decir 

PF(H) 1 min min f JD pv12 - 2 J D  v .  
D>E V E H ; ( D )

R '\D conexo tr  = conat. cnH 
~ D \ E I = W ~  



3. Problema..variational 

Nuestra manera de atacar PF(H) es la siguiente. Fijado un domino ad- 
misible D ,  observamos que el segundo minimo en PF(H) se alcansa en una 
funcion v que satisface D = { v  > 0) .  Pensamos a v como elemento del 

conjunto 

y proponemos el problema variacional auxiliar 

P(H): min I /  I V V J ~ - - ~ / ~ ~ V -
UEK(H)2 ma 

Comencemos observando que si el problema P ( H )  tuviera una soluci6n 
u ,  seria u 2 0 en R2y por lo tanto u = c 2 0 en H .  Si ademh u fuera 
suficientemente regular y c > 0 ,  u seria soluci6n del problema de frontera libre 

Au = -2 en Sn{u> o), 
(1) 	 u = 0, a-,U = A sobre i?{u > 0) (A > 0, constante) 

u = c > O  en H 

De ese modo, una soluci6n u del problema variacional P ( H  ) determinaria 
tres regiones sobre el plano: 

1) 	Una region donde u es una constante positiva c ,  que representa la zona 
donde esta el agujero H , 

2) Una regi6n donde u > 0 y Au = -2, que representa la zona ocupada por 
material (es decir, la secci6n de la barra bptima), 



3) 	Una regi6n donde u = 0 que representa la zona donde no hay material (el 

exterior del cilindro) . 

Estas tres regiones estin claramente delimitadas por dos fronteras: una 

frontera fija y conocida, que es la frontera del agujero H y la frontera libre 

d { u  > 0) , que no conocemos y de la cual queremos estudiar sus propiedades. 

Volviendo a1 problema variacional P(H) observamos que al intentar re- 

solverlo se presentan 10s siguientes inconvenientes: 

a) Las funciones de K(H)  estin definidas en todo R 2 ,con lo cud, en 

principio, ]as sucesiones minilnizantes no tienen por que converger a un 

minimo del problema . 

b) La condici6n v = const. en H , cumple el papel de condici6n de contorno, 

y Csta es variable, ya que el valor de la constante en H es una de las 

inc6gnitas del problema. 

c) El hecho de fijar la medida de {x 4 H / v(x) > 0) para las v admisibles, 

complica el problema variacional. 

4. 	Problema penalizado 

La complejidad de P ( H )  nos lleva a resolverlo en varios pasos. Tomamos 

primero las funciones de K(H) que valen una constante fija c > 0 en H .  
Luego penalizamos el funcional de mod0 de eliminar la restricci6n sobre el 

volumen de (v > 0) ,de la siguiente manera 

donde 

y notamos P i (H)  al problema de minimizaci6n asociado. Como el dominio de 

las funciones admisibles es no acotado, resolvemos el problema minimizando 

primero el funcional penalizado con la restricci6n suplementaria de que las 

funciones tengan soporte en una bola de radio R .  

Esto nos permite probar (mediante tdcnicas en el estilo de [l]y [2]): 



Teorema 1 

Existe una soluci6n u al problema P,C(H) . Ademis, si u es solnci6n de 
P t ( H ) ,  u satisface 

i) 11 2 0 , u es lipschitz 

ii) ( u  > 0) es conexo y acotado 

iii) d{u > 0) es localmente analitica 

iv) si E es cbico, l(u > 0} ngCl= wo 

u) u satisface ( 1 )  

Observemos que las propiedad- i) y ii) son muy importantes p u a  el con- 
junto ( u  > 0) s e d  un candidato a soluci6n del problems Pp(R) (donde 
busclibamos la secci6n de la barra 6ptima). Cabe destacar ademhs la propiedad 
iv), -es deck, que no es necesario pasar al limite en E para que la mediia de 
{u > 0) nzcse ajuste a1 valor deseado. 

5 .  Solucibn del problema original 

El teorema anterior permite probar que el problema P ( H )  tiene soluci6n. 
Ademb se pnede ver que si el valor c de la soluci6n u en H es positivo, en- 
tonces u resuelve P,C(H) para E pequeiio, y por lo tanto heredalas propiedades 
ya establecidas. Ahora si, estamos en condiciones de volver al problema PF(H) . 
Tenemos el siguiente resultado: 

Tcoren~a2 

Si existe una soluci6n u de P (H)  que satisface c uIH > 0 y 
m 2\ (U > 0) es conexo, entoncer D = ( u  > 0) a soluci6n del problema 
fisico original PF(H) .' 

En conclusi6n, hemos resuelto el problema P para cudquier agujero H , 
y llelnos encontrado condiciones bajo las cuales las $oluciones de P permiten 
obtener soluciones de PF . Dichas condiciones resultan naturales para el pro- 
lilt-ma fisico que queremos resolver: la condici6n uIH > 0 indica que H es 

eft-ctivamente un agujero en la secci6n de la barra, es decir, H queda rodeado 
por material. La condici6n 1~~\ ( u  > 0) es conexo, indica que en la secci6n 
de la barrs no hay otros agujeros ademais de H . 

Por otra parte, si para un H dado se tiene que uJH= 0 para toda soluci6n 
u de P ( H )  ,se estb en la siguiente situaci6n: la barra de secci6n circular (sin 



agujero) es mbr resistente a la torsi6n que cualquier barra que tenga en su 

secci6n al agujero H dado. 

Sin embargo, cuando el agujero interior es circular o bien, cuando tenemos 

un agujero con Area no muy chica en relaci6n a su perimetro, la situaci6n 

recidn descripta no ocurre, es decir, en estos casos, existe una barra con agujero 

interior H ,  que es mas resistente que la barra sin agujero. Adembr se puede 

probar que si un agujero tiene esta propiedad, tambiCn la tendri todo agujero 

cercano. 

Un andisis de distintos ejemplos lleva a pensar que las condiciones del 

teorema 2 podrian no cumplirse en ciertos casos: por ejemplo para agujeros 

con area muy chica en relaci6n a su perimetro (donde fallaria ulH > 0 ) o bien 

para agujeros altamente no convexos (donde fallaria P \ (u > 0) es conexo). 

Por liltimo, se puede ver que existe una clase 3 de dominios regulares H 
(agujeros) para 10s cuales PF(H) tiene soluci6n y donde ademb, tenemos 

estabilidad: si H est i  en la clase 3 ,  todo cercano tambiCn esti, y adembr 

sus energias son cercanas y sus soluciones tambiCn. 

Los resultados comentados en estas notas forman parte de la Tesis Doctoral 

de la autora ([3]). 
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Fronteras Libres en Ecuaciones de Conducci6n con 
Coeficientes Discont inuos 

Julio E. Bouillet 

En esta conferencia nos referiremos a ecuaciones de tipo conducci6n- 
difusi6n de la forma 

ut = (a(u))zz 

Sabemos que las soluciones autosemejantes, funciones u(z ,t) = u(x /t1I2), 
evolucionan a partir de datos iniciales en t = 0, o datos iniciales y de con- 
torno en x = 0, que constan de dos valores, eg. 0 y 1. En otras palabras, 
evolucionan a partir de un dato escalonado. 

Sabemos que, en este caso, la ecuaci6n se reduce a una ecuacibn ordi- 
naria, y que es posible hallar en forma implicita, mediante una ecuacibn inte- 
gral, esa solucibn u(z /t1I2), y ello no import a cud fuera la funci6n rnonbtona 
y acotada a definida en 0 5 u 5 1 (cf.[l]). 

Nos proponemos mostrar que, cuando a es una fincidn escaldn no de- 
creciente que toma 10s valores O y 1,y para datos iniciales muy generales, 
por ejemplo, continuos por trozos, se puede obtener la soluci6n mediante 
un sistema de ecuaciones diferenciales odinarias. Es mbs, el mdtodo se ex- 
tiende al caso en que a es una fincidn escalem no decwciente, dando lugar 
a una forma de aproximar nurndricamente soluciones de problemas de datos 
iniciales para coeficientes a generales, de 10s que surgen naturalmente al es- 
tudiar problemas de cambio de fase en una dimensi6n espacial si se emplean 
variables ent tilpicas . 

Sea H(r)el g~cifico de Heaviside, es decir, 

H(T) = 0, si TSO, 

H(T) = el segment0 [0, 11, si T = 0,  


H(T) = 1, si T > 0. 


Comenzaremos estudiando el problema de valores iniciales que llarnare- 
mos (H): 



donde el dato inicial ul, es, por ejemplo, no negativo y estrictamente 
decreciente alrededor de x =. xo y tal qile ul(xo) - 1. 

Nos convendrd hacer algunas consideraciones heuristicas sobre las solu- 
ciones de la ecuacicjn, que aclarardn el significado de las deducciones que 
sigan 

1)La ecuaci6n puede pensarse como una ecuaci6n de difusi6n no lineal 
cuya difusividad, dependiente de u, estd concentrada alrededor del valor 
u = 1: en efecto, si H fuera derivable en u, tendriamos 

y deberiamos pensar a H'(u - 1)como tomando valores muy grandes cerca 
de u = 1, y valor cero cuando u difiere de uno. Entonces, para aquellos 
(2, t) con u(z, t) # 1, ut = 0, es decir, u permanece constante en el tiempo. 

2)Sin embargo, la regi6n donde la funcibn alcanza el valor uno deberia 
aurnentar en tamaiio, debido a la elevada difusividad HI, sugiriendo la 
aparici6n de zonas donde u(x, t) = 1. 

3)Combinando lo dicho en 10s dos puntos anteriores pareciera que, si la 
soluci6n que deseamos no resultara constante, tendria que ser discontinua, y 
zonas del plano (x, t)  donde u < 1estarian separadas de zonas donde u > 1 
por zonas donde u = 1. Las curvas que bordean estas zonas son a priori 
desconocidas, y deberdn ser halladas junto con la soluci6n u(z, t): son, por 
lo tanto, fronteras libres. 

En vista de las observaciones que anteceden debemos dar un sentido a 
la soluci6n del problema (H): uno podria pensar en definir soluciones gener- 
alizadas, no necesariamente continuas, empleando direct amente la funcidn 
discontinua H(u - 1):diriamos que la funci6n localrnente integrable u(x, t), 
definida en el serniplano t > 0, es soluci6n de la ecuacibn, cuando, , 



Para toda p(z, t)  E C r ( R  x (0, oo)), 

Pero esta definici6n nos conduciria necesariamente a las soluciones u r 
constante. En efecto, supongamos que H(0) = 0: entonces, si un arco suave 
7 separara dos regiones donde u > 1 y u 5 1, 

De aqui, haciendo que cp aproxime a la funci6n caracteristica de un 
rectiingulo (por ejemplo), es fiicil llegar a que u r coastante. 

Puede verse que no importa quC valor se de a H(O),esta forma ya cldsica 
de definir soluciones discontinuas de m a  ecuacibn, ''en el sentido de las 
distribuciones", conduce a casos triviales si se insiste en introducir dentro 
de las integrales a la funci6n discontinua H(u- 1). En cambio, si adjuntamos 
a la funci6n de Heaviside el segment0 vertical, como se ha hecho al definir 
el g rsco ,  podemos reformular la definici6n de la siguient e manera: 

Definici6n. Diremos que la funci6n integrable u(z, t), definida en el semi- 
plano t > 0,es soluci6n de la ecuaci6n ut = (H( U  - I))*,, cuando existe 
una funci6n medible U(z, t) E H(u(z,t) - 1))a.e. z ,  t > 0, tal que 

para toda cp(z, t)  E C r ( R  x (0, oo)), 

Con esta definici6n podemos construir la evoluci6n de UI en un entorno 
de z = 20, para tiempos pequeiios. En efecto, definiremos a u(z, t)  y a 
U(z,t)  de la siguiente manera: 

obtendremos dos curvas s(t) y d(t) como se indicard mBs abajo, y pon-
dremos: 

mientras que 



Las curvas s(t), d(t) est6n definidas mediante el sistema de ecuaciones 
ordinarias siguiente: 

donde puede verse que st(t) = [-U.]/[u], cociente del salto de -Uz 
a1 cruzar s(t) con el correspondiente salto de u(z, t), y andogamente con 
dt(t). 

Es decir, las fronteras libres s(t), d(t), bordes de la regi6n donde u = 1, 
satisfacen a una condici6n parecida a la de Stefan, para la ecuaci6n del 
calor, o a la de Rankine-Hugoniot, cuando la ecuaci6n diferencial es una ley 
de conservaci6n de primer orden ([2],[3], [4]). 

Asi, para cada punto zo < X I  < . . . donde el dato inicial cmce el valor 
u = 1, suponiendo, claro estb, que son puntos aislados, tendremos definida 
una regi6n donde u r 1 mediante dos curvas sj < dj, j = 1,2, . . . 
que comienzan en zj ,  y que terminan en puntos donde dj = sj+l, que 
deben existir debido al sistema de ecuaciones para s(t), d(t). Entre valores 
dj < sj+l,6, por ejemplo, a la izquierda de so,  la soluci6n coincide con 

U I ( ~ ) .  

De esta manera, si el dato inicial tiene soporte compacto, llegar6 un 
instante t, para el cud la soluci6n coincide con la funci6n caracteristica 
de un interval0 cuya longitud es el valor de Jurdz, y que est6 centrado 
en el baaricentro del dato inicia1:J zuIdz/ J uIdz. Para t 2 t,, la soluci6n 
permanece constante en el tiempo, e idbntica a esa funci6n caracteristica 

(cf.[41)-

Nos interesa desarrollar el siguiente ejemplo: sea 

Varnos a interpret ar a u; como aproximant e de la masa punt ual unit aria 
6(2) localizada en el origen, hallaremos su evoluci6n bajo la ecuaci6n (H), y 
haremos E --+ 0 : 



Por lo dicho anteriormente, resulta 

de aqui obtenemos, 

I 1 E 2t(d - s)  = ----(I - -), 6 sea d(t) = s(t) + JG,
d - s  l - E  -

Entonces la soluci6n serh u', UC donde 

mientras que UC(z, t) es m a  poligonal continua que vale cero para 1x1 > d(t), 
y vale 1para 1x1 < s(t). Cuando E -+ 0, enellimitees s(t) O,d(t) = @, 
y la soluci6n del problema (H) con ur(z) = 6(2) es: 

En las dtimas dos f6rmulas indicamos (-)+ = maz(0, -). 
Es instructivo comprobar que, asi definidas, u, U curnplen con la definici6n 

de soluci6n de (H) dada m h  arriba, aunque 10s valores de u(z, t) incluyan 
un thrmino singular (la rnedida 6(x), que no es una funci6n); en este caso 
t, = 118. Ademis, el dato inicial UI = S es alcanzado en el sentido de las 
medidas sobre R: 



Asi hemos obtenido la evoluci6n de datos iniciales "simples" bajo la 
ecuaci6n de evoluci6n con funci6n constitutiva H(u - 1). Si en su lugar 
tuvikramos una combinacidn lineal de funciones H(u - u;), a cada u; cor- 
responderia una regibn, separada por dos curvas, donde u E u;. Pero ahora 
las ecua&nes de estas curvas estar6n acopladas, pues importa la ubicaci6n 
de la curva contigua, correspondiente a la regi6n u = u;-1, 6 u = u;+1. 

Puede verse que, aproximando funciones a(u)  mon6tonas mediante com- 
binaciones lineales de escalones, se llega al mCtodo nurnQico expuesto en [5]. 

En el caso en que el dato inicial es una medida 5(x) , tal como lo tratamos 
m6s arriba, puede verse que el paso al limite cuando E -+ 0 ~610 afecta a 
la regi6n donde u = 1 / ~ ,y la soluci6n se obtiene resolviendo un sistema 
parecido al del caso en que ul(x) es una funci6n acotada. 
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