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PREFACIO 

Dado el notable desarrollo que el tema ha experimentado en 10s liltimos aiios (ver 

Anexo I) ,  el Departamento  de Matemi t i c t l  de la Facultad de Ciencias  Empresar ia les  

de la Universidad Ausiral  y el .Prograrna de Maiemhl ica  Pura  y Aplicada de Rosar io ,  

PROMAR (CONICET-UNR), que se desarrolla en el Instiiuio de Matemht ica  "Beppo 

Leva" de la Facultad de Ciencias Exactas, Ingenieria y Agrimensura de la Universidad 

Nacional de Rosario, emprendieron, a trav6s del proyecto de investigacibn y desarrollo 

"Prob lemas  de  Frontera  Libre de la Fisica Maiernhiican, la organizacibn del 

interdisciplinario I V  Serninario sobre Problemas de Frontera Libre y sus  Aplicaciones,  

realizado en la ciudad de Rosario (Argentina) durante el period0 del 14 a1 18 de 

diciembre de 1992. 

El Comit6 Organizador estuvo compuesto por H. R. BERTORELLO (FAMAF, 

Cbrdoba), J. E. BOUILLET (IAM y UBA, Buenos Aires), E.A. GARCIA (CNEA, 

Buenos Aires), D.A. TARZIA (UA y PROMAR, Rosario) (Coordinador) y 

L. T. VILLA (UNSa, Salta). 

La Secretaria estuvo a cargo de L. R. BERRONE (Coordinador), A. BRIOZZO, 

G. G. GARGUICHEVICH, P.R. MARANGUNIC, M.F. NATALE y M.C. SANZIEL. 

Este Seminario ha sido realizado, en parte, gracias a un subsidio que a tal efecto 

otorg6 el CONICET y la Fundacibn Antorchas. Ademis, se cont6 con la ayuda de las 

siguientes Instituciones Auspiciantes : AMCA (Asociacibn Argentina de Mec6nica 

Computacional) y CAMAT (Comit6 Argentino de Transferencia de Calor y Materia). 

Ademis colaboraron las siguientes eatidades : CIDCA (CIC -CONICET-UNLP), 

La Plata; CNEA (Centro Atbmico Bariloche), Bariloche; CNEA (sede Constituyentes), 

Buenos Aires; Courant Institute of Mathematics, New York; FAMAF (UNC), 

Cbrdoba; FCEFQ (UNRC), Rio Cuarto; FCEyN (UBA), Buenos Aires; IAM 

(CONICET), Buenos Aires; IFLYSIB (UNLP-CONICET-CIC); INIQUI 

(CONICET-UNSa), Salta; INTEC (CONICET- UNL), Santa Fe; INTEMA (UN MP), 

Mar del Plata; Princeton Institute for Advanced Study, Princeton; Universidad 

Cat6lica de Chile, Santiago de Chile. 
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En el Seminario participaron 46 personas provenientes de 12 ciridades argentinas y 

4 extranjeras (ver Anexo I1 - Lista de Participantes). 

Los objetivos del Seminario fueron : 

1) Gestar un encuentro bianual/trianual de las persoilas y grupos que trabajan en 

problemas de frontera libre, en particular, en el problerria de Stefan (cambio de fase) 

en el pais, a fin de provocar una i t i l  interaccibn entre 10s mismos. 

2) Despertar el interds y el acercamiento de j6venes graduados en Matemiitica, Fisica, 

Ingenieria Quimica y ramas afines y, de esta manera, contribuir a la formacibn de 

recursos humanos, no limitando el encuentro s6lo a una reunibn de especialistas que se 

comunican las bltimas novedades en la materia. 

Esta cuarta edici6n del Seminario estuvo constituida por conferencias sobre 

aspectos bhsicos del tema y conferencias referidas a las aplicaciones (ver Anexo 

111- Programa). En aiios sucesivos, 10s temas versariin sobre aspectos miis especificos y 

complejos, ya sea desde un punto de vista tebrico o numirico (no tratados en 

Seminarios anteriores) y 10s principios te6ricos iriin paulatinamente dando lugar a las 

aplicaciones. 

Para finalizar, quiero dejar constancia de mi sincero agradecimiento a 10s 

profesores encargados de la redaccibn de estas riotas como asimismo a todas aquellas 

personas e Instituciones que de una manera u otra han colaborado para el dxito del 

Seminario. 

Dorriingo Alberto TARZIA 

Corn pilador 

Rosario, Agosto 1993. 



ANEXO I 

PROBLEMAS D E  FRONTERA LIBRE 
Los problemas de frontera libre son aquellos problemas de contorno dondt; 

interviene ademis una incbgnita (la "frontera libre") que separa dos o m6s regiones, 3 

sobre la cual se conocen datos que dependen del modelo analizado. Seglin el nlimero dr 

dimensiones del espacio, en lugar de una superficie de separacibn se podr6 tener uncl 

curva o un nlimero finito de puntos. 

Un ejemplo tipico ea el problema de Stefan (o problema de carnbio de faae), qur 

~ t u d i ala temperatura en el espacio ocupado por dos fases de un cuerpo, generalmenttl 

una fase &lid8 y una liquida (por ej. hielo y agua en procesos de fusi6n 4 1  

~lidificaci6n). Las funcionea que representan las temperaturas de la8 dos fasee 

satbfacen las correspondientea ecuacionea del calor. Sobre la superficie de ~paracibn,  

que puede variar en el tiempo y que ae encuentra a temperatura constante, ae impone 

una condici6n adicional que surge del principio de conservacibn de la energia. El 

hterds y la dificultad del problema se debe a la presencia de dicha frontera libre, cuya 

determinacibn es de fundamental importancia en la practica. 

Otros ejemplos son : 

problemas de hidriulica, por ej. el del dique poroso, donde una superficie 

desconocida separa la zona seca de la zona hhmeda; 

el problema del obsticulo, donde hay una zona de contact0 entre el obsticulo y 

la configuraci6n de equilibrio de la cuerda o membrana elistica; 

problemas de difusibn-reaccibn gas-&lido en Ingenieria Quimica, donde la 

superficie inc6gnita separa la regi6n del &lido ya atacada de la todavia no atacada; 

problemas de elasto-plasticidad, problemas tdrmicos con pared semi-permeable, 

semiconductores bajo una unibn P-N,problemas en medios porosos, problemas de 

me&nica de 10s fluidos, etc. 

Entre las mliltiples aplicaciones de estos problemas se pueden mencionar : 

i,v 



electropintura; envenenamiento y regeneracibn de catalizadores; combustibn de sblidos; 

solidificacibn de aleaciones binarias; soldadura de metales; colada continua del acero; 

congelacibn de alimentos en la industria frigorifica; almacenamierlto de energia tkmica 

de origen solar por carnbio de fase; oxidacibn del zirconio y fusibn del dibxido de 

uranio en reactores nucleares, en caso de accidentes; procesos de ablacibn tdrmica; 

difusibn-consumo de oxigeno en tejidos vivos, para el tratamiento mddico de tumores 

mediante la aplicacibn de radiaciones; problemas de corltrol bptimo ligados a procesos 

con cambio de fase; solidificacibn de suelos himedos; derretimiento de glaciares; 

crecimiento de raices de cultivo; etc. 

El avance considerable que se ha obtenido en el desarrollo tebrico de a t o s  temas a 

nivel nacional, y sus variadas aplicaciones industriales que se encuentran en etapa 

inicial, impulsan la realizacibn de este IV Seminario, prosiguiendo la linea de 10s ya 

concretados I y I1 Seminario sobre el Problema de Stefan y sus Aplicacionea (R,osa.rio, 

4-8/7183 y 13-17/10/86, respectivarnente) y I11 Seminario sobre Problemas de 

Frontera Libre y sus Aplicaciones (Rosario, 11-15/10/1988). El material 

correspondiente a 10s tres Seminarios anteriores ha sido publicado en la coleccibn 

CUADERNOS del Instituto de Matemdtica "Beppo Levi", nhmeros 11, 12, 13, 14, 17 

y 18. 
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ANEXO Ill 


PROGRAMA DEL SEMINAR10 


L u n e s  1 4  d e  D i c i e m b r e  

a J. C. Reginato " Modelos de frontera libre para el crecimiento de raices de cultivo". 


a D. A. Tarzia "Aspectos matemAticos de modelos de frontera libre para el crecimiento 


de raicea de cultivo". 


a E. Pardo " Modelado tCrmico de soldaduras GMA ". 


M a r t e s  15 d e  D i c i e m b r e  

a L. R. Berrone "Rango temporal de validez de modelos que involucran a la ecuacibn 


del calor-difusibn ". 

a M. K. Korten " Fronteras Libres en soluciones de la ecuaci6n vt =A ( v  -1)+ ". 

a I. Martinez Gamba "Sistemas de ecuaciones diferenciales ordinariaa que admiten 


ondas de choque ". 

a L. T. Villa "Modelos de frontera libre-m6vil en sistemas de difusibn-reacci6n 


quimica gas-&lido ". 

a J. E. Bouillet " Fronteras libres en ecuaciones de conduccibn con coeficientes 


discon t inuos ". 

a L. A. Caffarelli " Problemas de frontera libre de evoluci6n". 




Mihrco les  16 d e  D ic i embre  

D. A. Tarzia " Anilisis numbrico de problemas elipticos mixtos para obtener un caso 

estacionario del problema de Stefan a dos fases". 
G. G. Garguichevich "Sobre un problema estacionario de Stefan con fuente de 

energia ". 
M. Elgueta " Localizacibn de soluciones de un problema de Stefan a una fase". 

C. Lederman " Un problema de frontera libre de elasticidad". 

J u e v e s  17  d e  D ic i embre  

J. J. Etcheverry " Ablacibn de polimeros mediante IAser ". 
M. Storti " Modelizacibn numCrica de fenbmenos de ablacibn como un problema de 

Stefan a doe fases". 
C. V. Turner "El problema de Stefan para un liquido sobreenfriado". 

M. C. Sanziel " Problemas con multifases". 

E. Garcia "Interacci6n de materiales durante transitorios a altas 

temperaturas: argumentos en contra del uso de la constante de velocidad parabblica". 

R. Piotrkowski "Modelizacibn de interacciones eutbcticas sblido-sblido. Aplicaci6n 

de loe eietemaa Zry-Inconel y Zry-acero inoxidable". 

Vie rnee  18 d e  D i c i e m b r e  

E. Lami Dozo "Sobre la plasticidad con endurecimiento". 

R. Mascheroni " Transferencia de calor con cambio de fase en sistemas 

multidimensionales : Uso de factores de forma- MCtodos aproxirnados ". 
V. Kuz " Fluido-dinamica de la evaporacion de gotas". 

D. F. Delmastro " Oscilaciones de frontera de entalpia en flujos a dos fases". 
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Cuatlcrn. 11191. Mnl. 1)ci)l)o I,cvi, 23 (1003),27-33. 

bfOl)El.A~)O 'I'I<RbI I C:O 1)E S01, l )Al) l I lZAS GMA 

E l  p roccso  tlc soIdi1tlura Gas bletu I Arco ( G P I A )  s c  e s t h  
popula r  i zando  ace  lcrndamellte porn sol t lar luras  nutolllilt i c n s  y semi 
au toinat i c a s  do lnucllos lrlela l e s  colncrc i a  l c s .  E s l e  t i po tle I j rocesos  
de s o 1 tliltlura, c o n s i s t  c  esquelnA t  i calacil t c en ul i  a ~ - c o  e  l Cc t  r  i co 
e s t a b l c c i d o  e n t r e  u n  e l e c t  rotlo tlc nla l~l l ) re  y  I n  [ ~ i c z na  s o l t l a r ,  
en a t ln6sfc1-a  cont ro ln t l i l ,  que funrle e l  c l  e c t  l.otlo. 1.a ve l o c i d a d  tle 
a I illlerl t r ~ c  i (5n  tlc 1 e l e c t  rotlo consullli b l e  y su  ve loc  i t l i~d de avance  
r e s p e c t o  n  la  1)ieza deterlliinarl I n  c an t  idnd tlc l l ~ e t a l  a p o r t a d o  por 
u n  i (lad ( I t :  1 i crnpo. I111 (1 i ngrallla esquelnAt i co de 1 l j roceso tle s o d a d u r ; ~  
GPIA s e  i l u s l r i l  en la  f i g u r a  1 .  Pa ra  ap l  i c a c i o n e s  outolsAt i c a s ,  en 
p a r t  i cu  I a r ,  s c  r e q u i c r c n  c c l r r e l n c i o ~ ~ e sc n t  r e  l o s  ~ : t r d a ~ e l r o sde 
solt ln(lurr!  y  I n s  t l i l l~ens iones  nletl i i ~ stlc l a  r eg i6n  fund i t l a ,  cuya 
deLe1.1ninnci611e x [ ) e r i ~ n e ~ ~ t t r I  c o s t o s a  l lnbituall i lel l te I i m i t n d ae s  y 
n c s t  r ectlos I . ; I I I ~ ~ Sdc  v a r i n c i h n  tlc l o s  l);ir811lctros. E n  e s t c  
s e n t  i tlo, U I I  mode l o  ~nat  era8 t  i  co f l ex i I )  Ie clc l procescl e s  tle sulno 
u t I I i t l i i t l .  

S i  b i cn  crl l o s  61 t imos  ve i r l l e  aiios s c  han ensayndo nutnerosos 
motlc Ios  C O I I I J ) ~t a c  iona I e s  tle o l r o s  p r o c e s o s  tle s o l d a d u r a  ( G T A ,  
LAser,  e t c .  ) ,  ha habit lo illuy pocos i r ~ l c r l l o s  tle nlotlc l a r  e l  p r o c e s o  
GblA dcl)i t lo,  e n l r e  o t r o s  f a c l o r e s ,  n I t l i f i c u l t a d  n t l i c iona l  
i r~lpuesta  por e l  ag regado  dt. 111etn1 fulltlido o I n  p i e z n .  E n  e s t e  
t rabn jo  s e  d e s c r i b e  u n  ~notlcl o  t C.rlnicr) 1 r id inlcnsiona 1 , 
e s t a c i o n a r  i o ,  bnsntlo en e l  ~nCtodo tlc e l c n ~ c n l o s f i n i  10s. 

El.  Mo1)EI.O LIATEUAT I CO 
Dado clue l a  a [ ) I i c a c i 6 n  e s e n c i a l  d e l  node lo e s  l a  c o r r e l n c i 6 1 1  
en t l - e  l a s  dil l lensiones medias  dc In r e g i 6 n  funt l i t la ,  u n  modelo 
e s  tilc i o r ~ a r  i o ,  que u sa  un s i s t e n ~ t ~  coort lenadas  que s e  lnueve tlc con 
la fue l l t c  clc c n l o r  e s  mds convenic r l l c  que uno c v o l u c i o n a r i o .  
Cl l lonces ,  l a  t r i l n s f e r e n c i a  rle c a l o r  Ltrr~lo en f i ~ s e  s d l  i d i ~  como en 
f i isc  l irluitla cluetlti g o l ) c r ~ ~ n d a  l i ~e c u a c i 6 n :por 

dontle e s  t l ens idnd ,  c c a l o r  e s p c c i f  i c o ,  'I' t empern lura  y v e s  l a
P
velocitlild l o c ; ~ l  de  l a  I n a t e r i a .  Con r e s p e c t o  a l a s  c o n d i c i o n e s  de 

coll torrlo,  e s l a s  son tle D i r i c h l e l  en e l  " f r c n t e "  de  l a  p i e z a ,  e 
i g u o l  n l a  d i s t r i b u c i 6 n  i n i c i a l  de  t e m p e r a t u r a .  En l a s  
s u ~ ) c r f i c i e s  s u p e r i o r  e i n f e r i o r  l o  contl ici61i cs - d e  t i p o  Cauchy 
y s i ~ l ~ u l aIils pCrtlidns d e  c a l o r  por convecc i6n ,  r n d i n c i 6 n  y 
v n p o r i z a c i 6 n .  F i n a l l ~ i e n t e ,  l a  f u c r l ~ etle c a l o r  s e  s i n ~ u l a  como un 
f l u j o  de c n l o r  que s i g u c  una d i s t r i b u c i 6 n  g a u s s i a n a  en t o r n o  a1 
c l e c t r o d o .  

MODEI.AI)O DEI,  CAMRIO DF FASE---- ---_ _ - _ _  a -
Dado que Ins  d imens iones  de In r c g i 6 n  fundidn  son  l a  v a r i a b l e  d e  
nlayor- i n t c r b s ,  e l  nlotlclndo d e l  cnmbio de f n s e  e s  de  1.a mayor 
iln[)or t nnc i n .  A l r e s p c c t o  cnben dos  o l ) s c rvac  i o n c s .  



I m e l u g a r ,  cn I i l s  a l c a c i o r l e s  l n c t d l i c n s  In s  Cases l i q u i d a  
y s 6 l  itla coex i s t e n  en u n  i n t e r v n l o  de  t e r n p e r a t u r i ~ s ,  que producen 
zonas  "pas  t o s a s "  e r ~  l a  C u s i i 5 n  y s o l  i t l i  f i c a c i 6 1 i .  S i n  ernbargo, en 
10s PI -ocesos  de so lda t lu r a  10s g r a d i c n  t e s  tCr111icos son  t a n  
e l e v a d o s  que e l  tanlaiio <le l i t  rcgi611 p a s t o s o  e s  sumarllcnte pcqueiio. 
POI. e l  l o  c o r ~ v i e n e  cor i s i t l e rnr  que e l  callibio tlc r a s e  s e  produce 
bruscnmcn t c  a  una ti11 i c e  t e ~ a l ) e r a t  u r a .  AtlcmSs, t l e sp rcc i ando  e r e c  t o s  
d i n d ~ n i c o s ,  e l  p r o b l e a i ~  puetle c o n s i d e r i i r s e  i s o t C r ~ n ic o .  
E n  segu~i t lo  l u g a r ,  cx i s t e r i  d i v c r s o s  1114todos para  t  r a t n r  calnbios 
de Case,  a t c lapera turn  T i  j u ,  en e l  c o n t e x t 0  dc  e lcn ien tos  Cini  t o s  
[ I ] ,  s ienclo 10s ~ n A sp r c c i s o s  l o s  quc hacen uso  tlc r e d e s  m6vi l e s  
( 2 1 .  S i n  e ~ n b a r g o ,  dillla l a  i n c c r  t  i t lus~l>re i n l i e r en t e  a  10s 
per i tmetros  i i s i c o s  tlel procesc) tie s o l d a d u r a  que s e  no tie la, y e l  
c n o r ~ ~ r et  icslpo ile cCi1111)utoclue ~ 'eclucri r i a  u n  ~nbtodo  de red n16vi l , 
c s  converlieri tc u s a r  un l~ibtodo tlc reti C i j n .  E l  1116totlou t i l i z a d o  
s e  t lescr  iljc en t l c t a l  l e  c11 [ I 1 piira p ~ . o b I e n ~ n st I - i r r i s i  t o r  i o s  s i n  
advecc i  Cin y pnril c s t a c  i o ~ ~ a r  tlcc11 [ 2 ]  ~ r o b l e ~ n f i s  i o s  co11ducci6n 
a i lvecc i6n .  Es t e  c o ~ l sis t e  en c o r ~ sider i i r  u n  cn lor- e s p e c i  r i c o  
s i r i g u l a r  tle In Co1-11ii1: 

= const. + ~ , 6(7'-T,)c~ 

donde L ,  e s  e l  c a l o r  de Cusi6n,  T, e s  l a  t c ~ ~ i p e r i i t u ~ . ncle cambio de 
r a s e ,  y 6 e s  l a  d e l t a  de D i r a c .  
Para  ob te l ie r  una ror1nuli ici6n dblji 1 tlel proljleniir, s e  a p l  icc? a  l a  
ecuac i6n  ( 1 ) e l  proced i ra icnto tle r e s i t l uos  po r~de rados  tle G a l e r k i n ,  
o b t e n i  Cndose la  i dcn t  i tlntl i n  tcgl-ill  

donde N .  son  I n s  i u n c i o n e s  base  u t  i  I i z adns  pa ra  aproxinlar  l a  
ir1c6gni I n  '1' como combinuci6n de 10s v a l o r e s  n o d a l e s  Ti  por l a  
r e l a c i 6 n  

E l  tCrlnino dc l a  e c u a c i 6 n  i ~ l t e g r a l ( 2 )  que c o n t i c n e  l a  d e l t a  de  
D i r a c  pucde s e r  t r nns lo rn~ac lo  de una i n t e g r a l  d e  volu~nen en una 
s o b r c  l a  s u p e r f  i c i c  dc cc~llibio de Case a p l  i c i ~ n d ol a  I-el n c i 6 n  





E l  csquelsa c x p l l c i  t o  c s  d e  ~ n A s  l c n t a  convergenc in  que e l  
i m p l l c i  t o ,  pc ro  ~)uct lc  e v i t a r s c  e l  r e c d l c u l o  y r e i r l v e r s i 6 n  de l a  
m a t r i z  en cntln i t e r a c i 6 n ,  por lo  clue puetlc i n s u n ~ i r  menor t  iempo 
dc CI'IJ. I'ura quc c s t o  s cu  p o s i l ) l c ,  s c  r e q u i e r e  que In l l la t r iz  
g l o b a l  no t1cl)crltln tlc I n  p o s i c i 6 n  tlc I i r  i r i t c r f n z .  I ,en~cntablernente 
e l  l o  no o c u r r c  c11 e l  ~ ) rob lc r l~nclue nos i n t e r e s a .  Ell  c f e c t o ,  l a s  
p rop icdadcs  t C r ~ n i c n s  tle I n s  di)s S n s c s ,  l i q u i d a  y s b l  i d a ,  no son 
i g u n l c s .  llay ur1 sir l t o  corls i t l c rnb lc  ell I a s  c o r l s t a n t c s  termof i s i c n s  
-k y c que i ~ i t e r v i c n c  I e l  tle l a  n la t r iz  ( 7 ) .  E n~ I c b ~ r ~ p u t o  c i e r t a s

P
s u s t n r ~ c i n s  c s t e  s a l  t o  c ~ r  l a s  l )~ -~ [ ) i c t l i r t J c s  1)otlr.ia omit i r s e  sir] grnn 
p4rtlitla tlc l ) r e c i s i 6 n .  S i r1  e a ~ l ~ a r g o ,  1111 fcnb~neno c a r o c t e r i s t i c o  I~ay  
de lirs s o  I c l ;~ t lur i r s  (;MA que hate i Illl)rcsc i r i t l  i 1) I c e l i ~ s o  tlc 1 csquenla 
i m p l i c i l o .  I:sto s c  t l cscr i l )e  ell I i r  s c c c i 6 n  s i g u i e n t c .  

Durnntc  l a  solt lntlura par n r c o ,  c l  tlc I i r  f a s en l o v i ~ r ~ i e ~ ~ t o  l i q u i d a  
irfcc t n  cons i(Iern1)lenlcrlte I forl i~a tlc I n  rcg  i f i n  f u n t l  i t la .  Est  c  
~ l i o v i ~ n i c r ~ t o  iccrs, tle f I o toc i6n(Icpcndc tlc 1 [IS fucrzcis e l e c t  r .o~n; lg~~bt  
y por e l  grirtI i c n t c  tlc tensi611 supc r f  i c i i r l  ( e f e c t o  bliirangoni ) .  La 
a g i  taciOn tle l l i qu i t lo  s c  t  I-atluce en ull i l  t r n n s f c r e n c i i ~  t4 r1nica  lnuy 
s u p e r i o r  a I n  que ter l r l r ia  e l  l i qu i t l o  en r eposo .  Por e l  l o ,  urla 
buena aprox i ~naci 6n a l n~otleI ntlo de I prob 1c11ia t 4r1ni co en 
so ldn t lu rns ,  e s  c o n s i d c r a r  a1 l l q u i d o  como una f a s c  cn reposo  ( e s  
d e c i r ,  d e s p r e c i a r  e l  campo de v e l o c i d n d e s ) ,  pe ro  con una 
conductivit lntl  tCrrnicu e f e c t i v a  v n r i n s  veces  s u p e r i o r  a l a  tie1 
I l q u i d o  reill en r e p o s o .  E n  so lda t lura  GWA, s i n  embargo, l a  
t r a n s f e r e n c i a  de meta l  fund ido  a g r a n  v e l o c i d a d  e n t r e  e l  
e l e c t r o t l o  y l a  p i ezn  e s  l o  que ~ n A s  a f e c t o  a l  p a t r 6 n  de 
c i r c u l a c i 6 n  tle l a  f n s c  1 I q u i d a .  E s t o  s e  puede s i m u l a r  
ap rox i~nadamen tc ,u l i l i z a r i t l o  una c o n d u c t i v i d a d  f i c l i c i a  a n i s 6 t r o p a  
e inhomogenea en l a  f a s e  I I q u i d a .  Datlo que e s t n s  v a r i a b l e s  
a f c c t a r ~  a  I n  l l latr iz d c l  sisterl la de e c u u c i o n e s ,  y  que dependen de 
I n  p o s i c i 6 n  dc In i n t e r f a z ,  s e  conc luye  que e s  c o n v e n i e n t e  u s a r  
e l  esquenla i n ~ p l i c it o  d e s c r i p t o  1n6s n r r i b n .  

Por o t r a  p a r t e ,  c l  meta l  de a p o r t e  f o r m  l r a s  l a  s o l i d i f i c o c i 6 n  
un cord6n o s o b ~ . c ~ n o n t e ,co~rlo s e  i l u s t r n  en l a  f i g u r ~2 .  La 
geomet r i a  d e l  cord611 tlc so lda t lura  a f c c l a  I n  d i f u s i 6 n  tle c a l o r  en 
e l  s 6 l i t l 0 ,  y por e l l o  t i e r l e  i ~ i f l u e n c i n  en l a s  d ime~is ior ies  de l a  
regi61i  funtlitlii. E l  ~not le lo  1n6s sel lc i  1 l o  e s  suporler que e l  ancho 
d e l  cortl6n c o i n c i d e  con c l  tle In p i l e l n  I I q u i d a ,  que a s u  vez s e  
d e s c o ~ l o c e s p r i o r  i . E s t o  i n t r o d u c e  o l r u  no-1 inen1 idatl en l a  
detel - rninaci6n de In f r o n t e r n  1 i b r e .  E l  t r i t o n l i e n t o  u t i l  i zado  s e  
d e s c r i b e  con d e t a l l e  ell ( 5 1 .  

-----RESUI.TAIIOS 
E l  ~nodel o  d e s c r  i p t o  fue  ut  i l i zndo pa ra  c n l c u  l o r  e l  aricho, l a r g o  
y profundidntl  dc l a  r e g i 6 n  Tunditla en s o l d n d u r o s  GWA, en u r ~  
amp1 i o  rnngo clc contl i c  i o ~ ~ e s  tle operaci611. 1'1-ev ia r r~ente ,  10s 
par f r~ne t ros  l i b r e s  d e l  motlelo ( e x t e n s i 6 1 1  y e f i c i e n c i : ~  de  l a  f u e n t e  
de c a l o r ,  contluct ivitlarl T i c l i c i u .  d c l  I I q u i d u ,  e t c . ) ,  fueron  
a j u s t a d o s  Iiastn o t ~ t e n e r  c o i ~ l c i t l c n ci a  con d i ~ ~ i e n s i o n e s  tle 
~~~~~~~~~~as t iect~ns en Irrbor.nlor i o .  La li gu ra  3 lriucst r a  e l ancho 
y pellet raciCin prctl iclio par e l mode l o  en funci6r1 de l parB141etr o  
atli~nensiorl;rl n  c l c r i~ l i t l o  por 



Donde Q es el color aportado, v la velocidad de la fuente, la 

difusividad termica, k lu conductividad, y TO y T f  las 

rtemperaturas inicial y de fusidn respectivamente. Los resultados 
numCricos se comporan con una rcgresibn lineal de resultados 
experinlentales obtenidos por Thorn et. al. 161, y con resultados 
numCricos obtenidos para soldaduras GTA (sin aporte cle metal). 
En la figura 4 se comparan resultados del modelo nu~nCrico con 
lineas de ajuste experiolentol obtenidas por Chandel et. al. [7]. 
En ambos casos es posible obtener un acuerdo razonable entre las 
prediccioncs del n~otlelo y resul tatlos tle laboratorios. De la 
figura 4 s e  tlesprentlc ta111biCn que el n~odelo es capaz de predecir 
In influcncia tle las distintas variables dc soltladurti, con mayor 
precisihn quc olros motlelos disponibles [8]. Esta caracterista 
pucde ex[)lotursc para reducir la tnrui~ experi~llental nccesar ia 
I)ilrfi c l tlesarrol lo tle procedi~l~ientos dc soldodurn o dc algori tmos 
de control para aplicaciones automtlticns. 
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PIC. 1 - IlusCracibn de una soldadura a Cope aMA. 
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Fig. 2 - Seccldn lotr~lturllnal elr I Ilnea central mostrando 1-

condlclones de contortro ~rsatlas en el modelo. 
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Fronteras libres en soluciones de la ecuacicin 


M.K. Korten * 

El resultado al que nos referiremos aqui ha sido obtenido en colaboraci6n con 
Daniele Andreucci, del Dipartimento de Matemitica "Ulisse Dini" de la Univer- 
sit& Degli Studi di Firenze, durante una visita de la autora a este Dipartimento 
en mayo, junio y julio de 1991 (ver [A-K]). 

Se trata de estimar el crecimiento "en el infinito" de soluciones 0 5 u E 
L1 (Rn x (0,T)), 0 < T E R, en el sentido de D'(Rn x (0, T)), de la ecuaci6n ~ O C  

Podriamos decir que esta ecuaci6n actlia como la del calor si u > 1, y se 
reduce a ut = 0 en las zonas en que es u 5 1, al menos, si supiiramos que u 
resulta continua a trozos. De hecho, resulta que (u - 1)+es continua (ver [A- 
K]), cualquiera sea la soluci6n u. Tenemos entonces abiertos en que u satisface 
la ecuaci6n del calor, separados de zonas en que satisface la ley de conservacibn 
ut = 0. Si (U = 1) fuera una variedad suave, en (u > 1) u seria soluci6n de un 
problema de Stefan con calor latente variable (ver [Bl]). 

Por otro lado, por el principio del miximo sabemos que soluciones v de la 
ecuaci6n del calor vt = Av que evolucionan a partir de un dato (por ejernplo) 
0 5 VI E C r ( R ) ,  v l  # 0, tienen la propiedad de que Vt > 0 es v(x, t) > 0 Vx E 
Rn,es decir la difusi6n se produce instantineamente. Por lo que vimos arriba, 
este no es el caso para soluciones u de (1) (salvo que evolucionen a partir de un 
dato UI > 1);es como si la difusi6n se viese "contenida" por la apa~ici6n de las 
int erfases. 

Se sabe (ver [W], [A]) que soluciones no negativas de la ecuaci6n del calor 
definidas en Rn x (0,T), T > 0, satisfacen la condici6n de crecimiento 

para cierto c = c(T) > 0. Estimaciones de este tip0 se encuentran tambiin 
para soluciones de las ecuaciones de 10s medios porosos wt = Awm, m > 1 (ver 
[A-C])y generalbaciones wt = Acp(w), con ciertas hip6tesis sobre cp (cp siempre 
es mon6tona no decreciente) (ver [D-K]). Estas estimaciones de tip0 Harnack 
permiten probar la existencia de trazas iniciales para soluciones no negativas 



de las respectivas ecuaciones y caracterizar el crecimiento en el infinito de estas 
trazas: de hecho identifican la "mejor" clase de existencia para datos iniciales 
medidas no negativas. Es interesante notar que (2) es tambiCn la condici6n 
que se requiere para poder comparar soluciones entre si o asegurar unicidad 
de soluci6n del problema de Cauchy cuando 10s datos son funciones localmente 
integrables y se alcanzan en el sentido de Lfoc(Rn), para una clase de ecuaciones 
que incluye a (1) (ver [B2]). 

En definitiva, pese al "freno" a la difusi6n impuesto por la aparici6n de las 
fronteras libres, la estimaci6n que en [A-K] obtenemos para soluciones distribu- 
cionales no negativas localmente integrables definidas en Rn x (0, T) de (I),  
es 

Aqui 0 < P < 1 es arbitrario y 0 < M = M(u, n, T,P) .  Esta desigualdad 
es 6ptima, en el sentido de que existen soluciones que exhiben exactamente el 
crecimiento permitido por (3). 

Para obtener la estimaci6n (3) nos hemos apoyado en 10s resultados de re- 
gularidad local obtenidos en [Kl]: 10s m L  importantes son u E L;oc (Rnx (0, T); 
la posibilidad de comparar soluciones definidas en cilindros D x (a, b), D do-
minio acotado con d D  suave y 0 < a < b < T; y u € LEc(Rn x (0, T)). En 
([A-K]) se prueba que adem& (u - 1)+E w~*'(K) ,para cualquier compacto 
K c Rn x (0, T) y en consecuencia por 10s resultados de [DiB] que (u - 1)+ 
resulta continua. De lo dicho se desprende que (3) es el primer resultado global 
en este estudio y permite encarar el problema de Cauchy para (1)en las condi- 
ciones m h  generales posibles. En efecto, a continuaci6n probamos la existen- 
cia (y unicidad, consecuencia de [B2] y (3)) de soluci6n para el problema de 
Cauchy para (1)con datos 0 5 uz E LLc(Itn) tales que J u~(x)e-Cl'ladx< m, 
valiendo el resultado de existencia tambidn para medidas 0 5 p localmente fini- 
tas, con J e-'lZl 

a
dp(x) < m. Adem& se obtiene que el crecimiento exponenecial 

cuadrdtico se verifica puntualmente y que las soluciones u de (1) pertenecen a 
~ ~ ( ( 0 ,- YE > 0.T E )  :L:,~(R"), 

Nota: Cuando este resumen fue escrito se habia conseguido probar tambidn 
la unicidad de soluci6n del problema de Cauchy con datos medidas (y que se 
alcansan en el sentido de las medidas) (ver [K2] y [K3]). 
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MODELOS D E  FRONTERA L I B R E - M O V I L  

E N  SISTEMAS D E  D IFUSION-REACCION 
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Luis T. VILLA 


1 - lNTItODUCClON 

2 - MODELOS DE FRONTERA 1,IRRE 

2 . 1 - DEPENDENCIA PARAhlE'I'RICA Y COMPOR'J'AMIENTO ASlNTOTlCO DE LA 

FRONTERA LIBRE. ESTABI1,I DAI). 

3 - MODELOS DE FRONTERA MOVlL 

4 - FIGURAS 

1 - INTRODIJCCION 

Desde el aiio 1955 en que Yagi y Kunii desarrollan un nlodelo de frontera mbvil para un proceso de 

difusibn-reaccibn gay-sblido en uua particula eafirica, con una reaccibn quimica de primer orden 

respecto del reactivo gaseoso, la formulacibn, anilisis y resolucibn de modelos para la descripciin de 

procesos no cataliticos en sistemaa gas-sblido es rnotivo de interds de diversos autores (ver referencias 

[ll  - [261 1. 
I'uetle decirse que enlre 10s modclos matemiticos que se usan m i s  frccuentemente para describir 

procesos cbrno 10smencionados, ee encuentran : 

(A) MODELOS HOMOGENEOS 

(n) MODELOS DE ZONA DE REACCION 

(C) MODELOS DE FRONTERA LIBRE 

(D) MODELOS MIXTOS (IIOMOGENEOS - FRENTE MOVIL) 

(E) MODELOS DE FRONTERA MOVlL 

En a t e  cursillo 110s referirnos precisarnerite a c~levtiories relativas a modelos de fronlera libre 

(mbvil) en precesos de difidbn-rcaccibn gas-sblido. 



En efecto, consiclcrc~~~os proceso entre un gas A y un sblido B para un sblido porosa P IIII 

y gaeoso Q segin la ecuacibn 

Las t1ip6tcsis f i~nda~~~enta les  que conllevar~ eslos rnodelos son las siguientes : 

(a) 	 Rcacci6n isotkr~nica, isobirica e irreversi1)le. 

(b) 	 Sblido reactivo puro cornpacto. 

(c) 	 El sblido no cambia de forma o tarnaiio en cl curso de la rcacci6n. 

(d) 	 La superficie de reaccibn rnarca la iuterfase clue separa las regiones de producto s6lido y sblido 

abn no convertido. Se supone adernis que tal supcrlicic es 11niIbrmenre11te reactiva. 

(e) 	 Contradifilsi6n equinlolar de reactivo y produclo gaseosos. 

En la Figura 1 se iluslra 1111 esquelna del curso dc u11 proceso dirusibn-reacci611 entre un gas A y un 

ahlido reactivo esnrico B. 

A continuacibn se explicita la notacibn para variables, funcioncs, parirnetros y constantes que se 

usarin : 

b : Coeficiente estequiomi.trico del reactivo 13 

C ~ b: Concentraci6n del gas A lejos del dl ido B 

CA = CA(r,t) : Concentrcibn del gas A en la zone de difusibn 

C = C(z,8) : Concentracibn adimensional del gaa A ( C = CA/CAb) 

Cs : Concentracibn molar del s6lido reactivo 

Difusividad del gas A 

Difusividad efectiva del gas A en la capa producto sblido-poroso 

Constante de velocidad de reaccihn quimica 

Coeficier~te cle transferencia pclicular de materia gas-dido 

Orden de reacci6n con respecto a1 componentc gaseoso A 

Longitud caracteristica del d l ido reactivo 

Posicibn de la frontera libre (iaterfase de reaccibn) 

Coordenada espacial 

Conversibn del d l ido rcactivo B 

Coordenada espacial adimensional 

Posicibn adimensional de la frontera libre o i~~terfase de 

rucciin gabdlido ( S = $ ) 
Coordenada temporal 



Letrqa arkeas 

a , / ? :  Parimetros 

0 , s  Coordenadas teniporales adi~nc~~sionalccl 

OBSERVACION 1 . l3s de notar quc en sisternas gas-sbliclo cornpacto se cumplc que C ~ b  b ~ < < 1  y e n  -
consecuencia la auposicibn de estado erstacionario para la conccntraci6n del gas A en la zona de difusibn 

es una buena aproximacibn (ver (261). Por la misma razbn razonable adoptar el modelo de Wen- 

Langmuir para describir estos sisternas, lo que sc 11arA oportunamcnte en sccciones siguientes. 

2 - MODE1,OS DE FRONTERA ClRRE 

Habida cuenta de la Observacibn 1, considerarcmos 10ssiguientes rnodelos de frontera libre como 

descriptivos de 10s procesos bajo anilisis, en estado estacionario. 

Modelo a(adimcnsional) 

S(O) = 1 para 0 = 0 (4) 

& = D ( ~ - C )  para z = l  (5)Bz 

= a P F(C) para z = S(8)
82 (6) 

donde rn es un factor geomktrico (m = 0, 1, 2 para sblidos planos, cilindricoa, esfhricos 

respect ivamen te). 

La funcibn F = F(C) denota la Ley Cinktica para la reaccibn quimica del proceso, siendo loa casos 

m i s  usual- 10s siguientes : 

En (7) el parimetro n der~ota el brden dc reaccibn rcspeeto del componente gaseoso A. 

5 5  



OBSERVACION 2 . Nay abtrrldante inrormacibn enipirico que illvita a cor~jelurar qlle la ecuacibn (2) 

puede tomarse como buena aproximacibn para el caso de transformocibn de ~6lidos con geometrias 

tales que 0 < m < 2 ,  m # 1. 

OBSERVACION 3 . En adelante co~lsiderare~nos solo la expresibn dada por (7) para F(C). 

Modelo2 

Este mode10 ee obtiene reemplazando en el Modelo 1 la contlicibn (5) por : 


C(z,B) = 1 para z = 1 ,0 > 0 (5)' 


En (2)-(6) ee han usado las siguientes variables, firnciones y parlrmelros adimer~sionales : 


2 . 1 -ub& 10s Modclos 

Definiendo lae funciones f LT-. ((2) ,g = g(z) como : 

se puede ver que la solucibn de (2)-(6) puedc representarse por (ver [24]) 

debiendo A(S(0)) satisfacer la siguienle ecuacibn 



Teniendo prcser~te lo prcccdente, allora cs posiblc generar el siguiente problcma de valor.inicial no 

lineal dc primer orden para las f~~ncioncsA = A(0) y S = S(0) : 

a = IIo (S, A, parimetros) 
de 

3= I l l  (S, A, parimetros) 

S(0) = 1 , A(0) = A0 

con las funciones 11, y H1  dadas como 

n" a r n ~ ~ - ~ [ l - ~ g ( ~ ) ] ~ [ l - ~  IAs"' ( 1 - A g(S) Sm 
IIo = (16)

1 + a  P n S m  ( 1 - A g ( ~ ) ) " - l  g ( ~ )  

y A. dcbe encontrarse resolviendo la siguiente ecuacibn algebraica 

Es importante destacar que cualquiera sea el orden de reaccibrl para el gas y la geometria deI eblido 

reactivo, la rcsolucibn con~putacional de (15) rnediante el uso de un sirnulador o integracibn nurnkrica 

clAsica, brinda la posibilidad de obtener inforrnacibn sobrc el perfil de concentracibn a travCe de la 

expresibn (13) y sobre el cornportarniento dc la frontera libre S = S(O), que es precisamente el objetivo 

central de la presentc secci6n. 

ODSERVACION 4 . Para 10s casos de geornetrias comuncs (m = 0, 1, 2) se puede vincular la posicibn 

de la frontera libre S(0) con la fraccihn de transformacibn o conversibn X(0) del &lido reactivo. En 

efecto se tiene : 

y consecuentemente (15) puede tambikr~ forrr~ularse como : 



fi= \I2 (X, A, parirnetroa) 
de 

mnde la funcibn 112 vicne dada por la expresibn (16) ree~n~litzandoS en tkrniinos de X a travis de 

( I @ ) .  
Si ee desca, ahora el procesamiento coniputacional de ('LO) provce inforniacibn sobre la conversibn 

Jcl d l ido reactivo. 

OBSERVACION 5 . Cabe destacar que para los valores conrnncs n = 0 , 2 '  1 , 2 del orden de 

reaccibn respecto del reactivo gaseoso, a partir de (14) es posible explicitar A en tdrminos de S (ver 

[24]). Bajo tat circunstancia obviamente el problcma de valor inicial (15) se reduce al correspondiente 

problerna de valor inicial para la funcibn S= S(0). Esto cs : 

Si adernis fuera m = 0, 1 b 2 la formulaci6n de (21) en tirminos de la conversibn X resultaria : 

debiendo insertarse para A cn (22) la expresibn que correspondiere. 

A modo de una prueba sirnple de la generalidad de la matodologia de anilisis respecto del orden de 

reaccibn gaseoao y geometria del sblido para el modelo (2)-(6) presentado precedentemente, a 

continuacibn ae explicita : 

r)  la expresibn analitica de la solucibn irnplicita del problema de valor inicial (15) para el caso 

particular de los siguientcs conjuntos pararnitricw 



donde 

t
4 I1 - (1 - x ) ~ +  1 para rn = 0 

i -1 --1 1 

urn ~ ( u )  du = 41 I1 - (1 - xlm+' 1 - (1 - xlrn+lln (1 - X)3. 
-1 para m = 1 


(1 - ~ ) ~ + l  


- 4 [ I  - (1  - x)"" 

2 
para m = 2  

(25) 

que es uria clisica y cot~ocida relacibn en eistemas gas-dlido. 

ii) para el caso de n = 0, m elimi~~ando= 0, 1, 2, 0 en (20) y resolviendo se encuentra : 

2.1.a) Influencia del orden & reaccibrl n pendiente inicial de la frontera libm [vd~idd& 
ikl-1 

A partir de (IS), teniendo presenk (17) se dgue inmdiatamente que 

siendo A. la hnica raiz a obtener de la &hacibn (18). Es clero que hay untt dependencia mon6tona del 

valor de tal rait con n, en el sentido de que ei n, y na son doa 6rdenes de reacci6n para el gas se tiene 



Tal propiedad ye puede ver iluvlrada en la Figure 2 . 

Entonces, de (27) y (28) ee encue~~trala siguienrc depelldelxia para dS ( 0 = 0 ) :
a 


valiendo la pena enfatizar que la propiedad (29) prevista para el comportamiento inicial de la frontera 

libre vale para cualquier orden de reaccibn gaseoso y cualquier geometria del dlido. 

Eh importante tener presente que a1 eer el rnonto de la velocidad inicial del 8< 0 , V 0 2 0 

proceso viene en realidad dado por el valor absoluto de dicha derivada, siendo entonces tal valor, 

mayor rnientras rnenor ca el orden de reaccibn gaseoso n. 

En particular, para las geornetrias clisices ( rn = 0, 1, 2 ) de (19) evaluada para 6 = 0 y (28) se 

infiere la siguiente propiedad para el cornportarniento inicial de la conversibn del sblido : 

Por otra parte, a partir cle (22) y (30) se concluye ripidarnente la sig~~ierilepropiedad de 

nionotonia para la conversibn X COII el orclen dc reaccibn n 

Usando una nueva escala temporal r dcfinida como 

y un oportuno tiempo de referencia, en las Figuraa 3 a 6 se iluetra grificamente la soluci6n nurndrica 

del problema de valor inicial (22) para el caso de geometria plana y divers05 6rdenes de reaccibn para 

el gas. Se puede ver que tales Figures estin cle acuerdo a lo previsto pot la propiedad expresada por 

(31). 

2.1 .b) Influencia &I coeficiente & transfcrcncia kc a travde del ~ar i rnet ro  0 en el ~ornrmrtarniento& 
la frontera libre Sm ( a B = cte. ) 

Para el caso de 10s siguientes valores de 10s parirnetros rn y 11 ( nl = 0, 1, 2 ; n = 1, 1 , 2 ), a 

parlir de (21), te~iicndo presente la perti~iente cxpresibn para A, se infiere ripidamente la siguiente 

conclusibn 

A 0  



La propiedad (33) se ilustra grificamente CII las Figuras 7 y 8 . 

2.l.c) Estahilidad & frontera lihre 

Tal como fud explicitado por Isllida y Wen en [2], se pueden presentar f enhenos  de inestabilidad 

dcl frente de reaccihn (frontera libre) S(0) cuando d 
2 

C alcanza un extremo para algbn valor de S. Sohn y
d 0 

Szekely en [I I] analizaron numkricarnente la cucstibn aludicla en el caso particular de un sblido reactivo 

esfirico y otras geometrias bajo concliciones opcrativas que permitian suponer despreciable la 

resistencia externa a la transferencia del gas. EII el prescr~te se provcd un argument0 analitico para la 

prediccibn del comportamicnlo de 'IS en tkrmir~ou de S y su dependencia con par6metros. Ena 

parlicular, reproduciendo las concliciones analizadas en el trabajo antes citndo, se reencuentran lo8 

mismos resultados. 

Tornando como ejcmplo simple cl orden de rcacci6n gaseoso n = 1, en (24) se obtuvieron lo8 

siguientes resullados respecto de poeibles minimos para do en tkrminos del pardmetro /3 

(i) Cilindro 

Se presentari un ~llir~irno solamcnte en el caso que 

P > l  

siendo las abvcisav y ordur~adav dcl ~ninimo dadas por 

(ii) Esfera 

Se presentad un minimo solo si 

P > 2  

con alxuisa y o rdenda  dadw pot 

Los resultados precedentes, predicl~os analiticamenk, se explicitan grificamente en las Figuras 9, 

10,11 y 1 2 .  
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En particular, si m = 2 y f l  -. + se obtiene oo (seria el caso de resistencia externa d ~ p r e c i ~ b l e ) ,  

que es precieamente lo ol)tenido en [ll]. 

3 - JrlODELOSDE FRONTEItA MOVIL 

En esta secci6n queremos reealtsr la resonabilidad del modclo de Wen-Langmuir en estado 

estacionario para un problema de frontera m6vil en procesos de difusi6n-reacci6n con d i d o  reactivo 

cslC.rico. En efecto, consideremos el siguiente modelo adimensional de Wen-Langn~uir con resistencia 

despreciable a la transferencia externa ( f l  -. + oo ) : 

(b) C( 1 , 8 ) = & 4(8) , 8 > 0 

Ab 


(e) S(0) = 1 . 

Por otra parte, el correspondiente modelo de frontera mbvil bajo la condici6n asint6tica de 

reacci6n interfasial instantbnea, resulta a partir de (39) reemplazando la condicibn (c) por 

c ( s ( e ) , e ) = o  (40) 

Designaremos como (39)' a este Cltimo rnodelo. Introducicndo el parbrnetro w definido como 

w = $ , resolviendo ambos modelos ae obtiene 

1 

) (8) = CAI, [ - o S(0) 3 ( 1 - S(0) ) + f ( - 3 )' ] para el n~odelo (39) 

wn' 

4 (0) = CAb [ - o S(0) 3 ( 1 - S(0) 1 para el modclo (39)' 

Obviarnente, la expresion de )(8) para (39) tiende a la correspondiente para (39)' cuando 

w -+ + oo, lo que prccisamente significa reacci6n interfasial instantinea. 

h? 
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1 -PLANTEO DEL PROBLEMA. 

Consideremos el problema de la distribucibn estacionaria de temperatura 8 de 

un cuerpo R con una fuente de energia interna de densidad g. Supondremos que 

R c R" time una frontera suficientemente regular an=r, u r2u r, , con r, y I?, 

disjuntos y de medida ( n -  1)-dimensional positiva. Asumiremos, sin pdrdida de 

generalidad, que la temperatura de cambio de fase del material es O0 y que el flujo 

sobre rl verifica una condici6n de tip0 Fourier, y es igual a q sobre r2y nulo sobre r3. 

Presentaremos aqui condiciones necesarias y/o suficientes que relacionartin 10s 

datos sobre la frontera 8R  para que el material presente dos fases (la temperatura 8 no 

sea a signo constante); que fueron estudiadas en [I] generalizando 10s resultados 

obtenidos en [7] para el caso g = 0. Este problema es iddntico a1 analizado en [5] 

donde hemos reemplazado el dato 8 = B sobre rl por una condicibn de tip0 Fourier 

para el flujo. 

Si definimos la temperatura estacionaria por: 

8, (x ) , x E R1 (fase sblida) ; 

8 ( x )  = 0 , x E l. (frontera libre) ; 

O2 (x ) , x E R2 (fase liquida) , 
con fl=fll u R2 u l., se deben satisfacer las siguientes condiciones: 



donde k; > 0 es el coeficiente de conductividad tdrmica de la fase i ( i =  1 fase sblida, 

i =  2 fase liquida), cr > 0 es el coeficiente de transferencia de calor sobre rl, B es un 

dato de referencia y n es la normal exterior a r2,r3o & segiin corresponda. 

+Por la conocida transormacibn de Duvaut ([2], [9]): u = k2 0 -kl 9- en R, 

este problema resulta equivalente a: 

el que a su vez admite la siguiente formulacibn variational: 

donde 



siendo 7. el operador de traza de orden 0 sobre I?, , ( i =1,2) . 
t 

2 -EL OPERADOR SOLUCION Y SUS PROPIEDADES. 
1 1 

E$ conocido ([3], [9]) pue si g E ( Q ) ,  B E HZ(r l  ) y q E Hf ( r 2 )  

entonces exisbe una hnica solucibn u dlel problema (111). esto nos permite
to,g,q,Bl 

TeMndo en cuenta el signifmcda fisico de 10s datos, es decir, que g > 0 

mpffeseph la existencia ch una fwnte en n, g < 0 la de un sumidero; q > 0 un flujo de 

c&# saljif28e por r3y q < 0 uno que ingresa; resulta natural que el operador solucibn 

satisfaga las siguientes grogiedades de monotonia y acotacibn que se prueban en [I]: 
..r 

'tz'* 

Proposici6n 2.1: i) Si gl 5 g, , q, > q, Y B1 5 B2 , resulta 

h(%gl,ql ,Bl)  I A(a,g2,q2,B2) . 
i i ) $ ~ < O y q > O , r e s u l t a  A ( 0 9 s q , B ) < ~V B E H ' ( Q ) ~ ~ ~ ~ U ~ ~ ~ ( B ) = B .  

iii) S i  al 5 a,, gl 5 g, I0, q, >q, > 0 y B1 < B,, resulta 

Afal,gl,qlrB1) I A("1,g2,q2,B2) . 
i v ) S i g  < 0 y q 2 0, resulta u 

l ~ , g , n , B l< U [ g , q , ~ l
,V a > 0 ;siendo u 

[g,q, Bl 

la solucibn del problema planteado en [5] con dato de contorno d = B.rl 

Para obtener condiciones necesarias para la existencia de dos fases, 110s 

planteamos cuiiles serian las hipbtesis sobre 10s datos para que la temperatura resultara 

de signo constante (por ej. u > 0). Obviamente, las condiciones necesarias resultariin de 

75 



la negacibn de dichas hipbtesis. Resulta razonable fisicamente, por lo expuesto en el 

pirrafo anterior, que en el caso g > 0 ,q 5 0 y B 2 0 ,  la solucibn u
t",g,q,Bl 

sea no 

negativa en R y este hecho es una consecuencia inmediata de la Prop. 2.1 i). 

La condicibn natural para que la solucibn u sea no negativa es, siguiendo las 

ideas desarrolladas en [8], la positividad del funcional L (es decir, 

~ ( v ) = / g v d x - / q ~ , ( v ) d c + a  / B  yl (v )do  > o \I v E A'(R) ,  v -> 0 ) .  A U ~ ~ U .  

R r2 rl 

demostramos la certeza de esta afirmacibn, esta condicibn que pareceria m b  general 

que la enunciada anteriormente, no lo es, ya que, usando convenientes 

"regularizaciones" de g ,q y B ,se prueba en [I] el siguiente resultado: 

Proposicih 3.2: L es un funcional positivo sobre H' ( R )  si y solo si g 2 0 , g < 0 y 

B 2 0. 

Las condiciones g < 0 ,  q > 0 y B < 0 son necesarias pero no suficientes para 

la existencia de dos fases, como podri verse en el ejemplo de la seccibn 5. 

4- CONDICIONES SUFICIENTES. 

Si analizamos el caso n = 1, es decir, R cR , H1(R) c CO ([a ,  b]) ; resulta que 

u cambia de signo en R = (a,b) si sgn u ( - 2  sgn u (b) . Para n > 1, la continuidad 

del operador de traza de orden 0 implica que yl y y2 son operadores positivos, y de 

este hecho se deduce trivialmente la propiedad general: 

Proposici6n 4.3: Si y l (u)  y y2(u) asumen distinto signo sobre r1 y r2 
respectivamente, entonces u cambia de signo en R. 0 

Esta propiedad nos conduce a estudiar el comportamiento de la solucibn u en 

8R con el propbsito de establecer corldiciones suficientes para la existencia de dos fases 

que resulten ficilmente verificables. 

Tomando v =1 en la ecuacibn variational ( 111),obtenemos una expresibn para 



la temperatura media iil sobre rlen funcib de 10s datos g, q y B, esto es: 

De aqui resulta clararnente el siguiente: 

Teorema 4.4: i )  Si L ( 1 )  > 0 , u asume valores positivos en R. 

ii) Si [ L ( ~ ) ~ ~ ( u ) ] -# 0 ,  u no es de signo constante en R. 

Dado lo simple que resulta verificar la condici6n i) del teorema previo, 

intentaremos a continuaci6n, establecer condiciones suficientes para que la soluci6n u 

asuma valores negativos en R (no necesariamente sobre r 2 ) .  Con este objetivo nos 

limitaremos a considerar linicamente el caso de la existencia de un sumidero, esto es 

< 0 ,  lo que nos permitira usar la Prop. 2.1 iv) y un resultado previo aparecido elkQ -
[5], para obtener la condicibn deseada. 

Proposici6n 4.5: Si g 5 0 ,  q > 0 ,  B > 0 son constantes, y 

donde w E V ~ = { V E H ' ( Q ) :y l (v )=O)  , w > 0 en R y es la Gnica solucibn de la 

ecuaci6n variational 1Dw V v dx =/ vdx , V v t Vu ; entonces u asume 

valores negativos en R . ( Nbtese que w depende hicamente de la geometria de R .) 

Para el caso de datos acotados, no necesarianiente constantes, se concluye 

directamente de la Prop. 2.1 i )  y de la que antecede, 10ssiguientes resultados: 

Corolario 4.6: Si g, q, B verifican que sup es g =gl 5 0 , inf es q =ql 2 0 ,
R r2 



sup es B=B1 > 0 y
rl 

entonces u asume valores negativos en Q . 

Teorema 4.7: Si L ( I )  > 0 )4 se s&isfawn 1% Ilipbksis del C o r ' ~ M o  4.6, enlioncd u 

cambia de signo en 0. 

Exiskn muchas pr&knm g\se stisfacen lks hipbtesis del Teorema 4.7. En 

particular, esfo es cierto yara el caso & datos constwtes, cuando se verifica: 

Estas condiciones determiaman ULconjunto convex0 no vacio en el espacio de dstos 

(g, q ,B ) ,exceptuando las probkmw para cuya geometria resulte: 

Consideremos el rectingulo O=(O,q,) x (O,y,), (x,> 0 ,  y, > 0 ) ,  con 

frontera BO= rl u r2u r3,donde I'l y son wrpectivamente 10s bordes izquierdo y 

cierecho y r3is la uni6n del borde superior y el inferior. Si a,g, q, B son constates, la 

soluci6n del problema (?I) es: 
1 2 g 4 - 9 )u ( x , ~ ) = - ~ g x  + ( g x , - q ) x + ( B -  a 

0 



El caso g=O esta resuelto en [7] y las dos fases se presentan si y solo hl 

B 10 < -ct < xu. En el caso g # 0 se tiener~ dos fases si y solo si 
B > 00 = ~ ~ - 8 w + 2 ~, y ade rn l  

Esto prueba que la condicibn rlecesaria planteada en el pirrafo 3 no es 

suficiente, como ya observamos. Eligiendo, por ejemplo, g < 0 ,  q < 0 ,  B < 0 tales que 

--- 2 0  ( b a s t a r i q u e 8 e c u r n p l a a B < q ~ ! ) , r e s u l t a u ~ O .  

( g ~ + ~ * ~ ) ( ~ g x : - ( q + ~ ) ~ + ~ + $ )< 0 , 

g a 

Las condiciones suficientes enunciadas en 10s teoremas 4.4 y 4.7 son 

respectivamente, en a t e  ejemplo: 
1 g 

Y 

Una variante interesante de este ejemplo es la considerada en [I] para id6nticos 

Q , r,, r, y r3;con q > 0, B > 0 constantes y 

g l < O ,  O L x L t  

g(xty )= 0 t l x l t l9 

g z > O ,  ' 1 5 ~ 5 x 0  9 

donde 

cuya solucibn exhibe una regibn pastosa, es decir, que la frontera libre t ya no es una 

superficie (n-1)-dimensional sin0 que resulta una regi6n de medida n-dimensional 

posit iva. ( Cf. [4] ,[5],[6]) . Se prueba alli que, en este caso se sat isfacen las condiciones 

suficientes del Teorema 4.4 ii ). 
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Andisis de Modelos de Ablaci611 de Polinleros 

J.I. Etcheverry 

Abs t r ac t  
El fenolneno de ablaci6n de polimeros rnediante 1;iseres ult~ravioletas 

operados en rigimen de pulsos (de duracion del orden de 10s nanose-
gundas) ha demostrado ser un fenomeno dinamico, que tiene lugar 
durant,e el pulso. Modelos simples fueron prcscntados por Mahan et  
al. ([I]) ,  Lazare y Granier ([17]), Schildbach ([2]). Se presenta aqui un 
anilisis de algunos modelos, con especial bnfasis en la prediction co-
rrecta de dos parametros de inter&: la energia residual en el material, 
y la profundidad del material descompuesto por el pulso. En particu- 
lar, se ohtiel~e un modelo con un buen comportamiento cualitativo y 
cuanti tativo, conio Iln problema de Stefan a dos fases, con una zona 
pastosa. 

I,os procesos de a1)lacion por lke r  tienen considerable aplicacion en la indus- 
tria y la tkcnica. El descubrimiento de la ablaci6n de polimeros organicos 
por inetlio dc lisc~rcs ultravioletas operados en rdgjinen de pulsos (por lo 
gci~eral de duracioncs tlel orden de 10s ~lanosegundos), data de 1983, y ha 
ahierto r~ucviis 1)c~rspectivas en el tratamiento de materiales, y en especial en 
la tdc~rica de la 1t~icroelectr6nica. Permite una alta resoluci6n espacial (del 
orden dc la longit ud de onda del laser empleado, en casos de interds, 308 nm, 
248 nm, 193 nrrl), con escaso daiio tkrmico a1 material subyacente. Entre 10s 
polirneros ru i s  iisados estan poli-imida, Teflon, polifenilquinooxalino, polies- 
tjrcno. En particu1a.r es i~rlportante el caso de la poli-imida, muy utilizada 
en microelcctronica por sus buenas propiedades mecinicas y su estabilidad 
t4rmica. Slls yropjedades fisicas se detallan en el ApCndice. 

Un primer modelo de ablacibn, basado en la imagen estitica de un ma- 
tc~ialquc\ absorbe todo el pulso del k e r ,  y luego se desconlpone, condujo a 
la ley de Beer para el espesor de material descorrlpuesto por un pulso: 



2 

.A(lui'a es el cocficient,~ dc at)sorcitjn del politnero. F la fluencia del laser erl 
la, sllporficie (c?~iorgia. por pulso y por unidad de superficie) yIota1 c\l~trega,da. 
FI.ul ia  fluc\ncia. u~ilbra,l ])or dehajo de la cual 110 ha.y ablacibn. Este nlodelo 
a.j~lst,a10s tlatos t.xpcrirlientales s6lo en un rango limitado de fluencias, y 
t>ietrcu ria, wrie do i ( ver [7], [ 8 ] .[9]).rkc:o~lvenient~es 


'I'la.bajos posl.t?~.iores 
J [12], [GI ,  [15], [14], [lo]) rr~ostra.rorl que la ablaci6n 
6.s un fen6rlleno diu;i.nlico, que ocurre dura.nte el pl~lso de IAser, y que la 
illteracci6n del ldsor con el material ya dest:otllpuesto es uno de 10s factores 
tle irnporta,rlcia. 

Si bier1 hay a , l i ~ ~  controversia sobre si el rrlecarlisrrlo predominante en la 
ablacion de polilrleros es fotoquimico o tbrrnico, hay evidencia de que el caso 
cie poli-imida a 308 nm puede nzodelarse conlo un feno~neno t6r1nico. 

Buscarnos entonces un rnodelo tbrrnico unidimensiorlal para la ablaci6n; 
conlexlzarexnos nlostratido algunas conclusiones que se puecien extraer del 
balance de energpa, y de datos experi~rlentales sobre la cantidad de calor 
residual acunlulada en el material y el espesor de la capa de polimero de- 
sco~npuesta por el pulso, para distintas fluencias. 

Considerenlos un medio semi-infinito, que ocupa a tiempo t la region 
x 2xo(t ) .  Elegimos xo(0)= 0. El laser inicide por la izquierda, con una 
intensidad I ( t ) .  En muchos casos de inter&, I ( t )es gaussiana en t .  En lo que 
sigue suponemos que I ( t )es distinta de cero s61o en un interval0 [O,T]del 
orden de 10s nanosegundos. Con xT(F)= xO(T)notaremos la profundidad 
del material desconlpuesto por el liiser al final del pulso, en funci6n de  la 
fluencia incidente. 1,a ~iotacibn para las constantes fisicas del material es la 
del Apendice. 

Consideraciones preliminares 

1Jna. evaluaci6n - a. 1)rior.i tle la longitud tipica de difusi6n durante rin pulso 

. I'am 10s pariinletros fisicos de la poli-iniida., y T = 100 ns, 

Id - 2. 1W4rnm. Supoilirrido vdida la ley de Beer para el arllort.iguanlient.o 
clel I k e r  dentro tie1 nia.terial, la intensidad a profrl~rdidadd vienc dada por 
I,5mp(-ad ) ,  dondt. I, es la intensidad del laser en la supcrficie y a el co- 
eficiente de absorcion del polinlero. La longitud tipica de prnetraci6n del 
liaer es por lo tallto I ,  - l . l ~ - ~ r n r nl / a  - para poli-inrida a 308 nm, y a,hn 
menor para 248 nrrl o 193 11111. En el caso de 308 nm, Id  y I, son aproxi~nada- 
~nente  del misrrlo orden, por lo que no es fisicame~lte descriptive incorporar 



c1l efec-to del Iascr st510 en u l i a  co~rdiciti~)tle fiujo en la frontera (corno en cl 
c*onoc.ido conro prol)lcll~a cic ahlac-i61r). 1.3s necesario incorporarlo corno 111) 

t6rrnino dc fuer~t~os c3tr la ec~lacihn para (11 n~ateria~l.  
Para Ilacor ~rso dcl bali~nce de energia a1 final de un pulso de Iiiser: 

energia del pulso =energia residual en el materialjenergia del material des- 
compuesto clebetrloh cvaluttr 10s t 6r1riinos i~lvolucrados. La encrgia entregacla 

r 7' 

Medicio~lt~sde la caliticl;td;lr ralor a l~wcenada  por el material d find del 
pulso [It(]indican (suponicrrdo quc toda la encrgia se encuentra en fornla de 
calor) que la el~ergia, residual es aprr~xirrla.dan~e~~teconstante para fluer~cias 
rlliiyoses que la fluencia U I ~ Ibral (ver Figura I ). Por lo tanto, suponiendo qrle 
la desco~nposicib~l del ~uaterial ocurrc a utla  teulperatura deter~liirrada UJ c 
i~lvolucraurl calor latente A fijo, la cnergia del material desconlpuesto debe 
crecer linealrnente con la  fluencia. Si se supone yue el material descompuesto 
no at)sorhe el haz de l h e r  ( y  por sirnplicidad, que pcp es constante), la 
cncrgia alrllxenada en 61 puede evaluarse: XT(A+pcp(u -m))de manera tal 

1
L 


(jtlc tiiir1t)i6l1 la curva zT(F)rcsulta lineal, y de pendiente 
A +  pcp(uf - uo) '

.I pilrtir tle resr~ltados experirnentales, verllos que el espesor dc la capa dc 
111atcrial cjcsc.orllp~rc\sto por un pulso crece rrlerlos que linealmente corl la 
fluellcia (ver E'igusa 2) ,  ]>or lo que clebe asurnirse un rnecanisrno adicional 
~ I Vi i l ~ ~ l i l ( ~ c ~ ~ a t r ~ i c ~ ~ ~ t oenergia. Es razonable suponer que la absorcibn de ~ l e  
oric1rgiii par el ~r~atorialdtsprerldido pueda jugar en esto un papel irnportantc. 

3 Modelo cornprehensivo 

i'lantearcrrlos para el poli~llero la ecuacibn del calor, con un thrmino dc 
fucntes dado por el a~nortiguamiento de ldser dentro del material. SegGn 
lo anterior, debe rnodelarse ademds la absorcibn del ldser por el material 
dcsprendido. Suponiendo que es aplicable la ley de Beer con un coeficientc! 
de absorcibe constante a,,y que 10s fragmentos de material descompuesto 
no sc tlifunden lateralmente (ver [2]), obtenemos para el tCrmino de fuentes: 

hTodc.la,~l~oscl proccso de ablacibn corno un cambio de fase con calor latente 
de trarlsici611 A, qoe ocurre a te~nperatura uf .  Se puede ver que un rrlodclo 
que consist,a sit~~plernc\~ite cn plantear la ecuaci6n del calor con el t6rnlino de 



fuentes, con u n a  condici6n de Stefan en xo(t), conduce a sobrecalent amientos 
sill sigllificado fisico en el interior. Esta situation es caracteristica de la 
a.parici611 de una zoila pastosa (ver [20]). De acuerdo con esto, emplearemos 
una for~~iulacion La relaci6n entre E yclisica para la energia (o entalpia) E. 

la te111pera.tura u es t i  dada por: 

donde O es la funcirin salto urlitario de Heaviside y c, es igual a la capacidad 
txlorifica del solido c,, si u 5 u j  e igual a la capacidad calorifica supuesta 
para el material descompuesto c 

Pg 
si u 2 uf .  Tellenios entonces el siguiente 

problema: 

pcp,ut = (nu,), + ~ ( t ) aexp(-agzo(t)) ~ X P (-a(z - zo(t))) en S 
ct = I ( t ) a  exp(-a(x - xo(t))) en P 
pcPgut = (ngu,), + I(t)ag exp(-agx) en D 

tlonde S si~nboliza el scilido, Y la zona pastosa, y D el material descompuesto. 
Se trata d t  un proceso en tres etapas. Primero, el polimero se calienta 

por influencia de la, fuente interna hasta llegar a la temperatura de descom- 
posicion uf a tienipo t*. Luego, aparece toda una zona que va cambiando 
de fase, 0 <- z 5 zl( t ) ,  sin que el borde haya llegado acn a adquirir la 
energia necesaria para deprenderse. A continuacibn, para t > t** comienza 
la. ablacion. El materid ocupa a tiempo t la regi6n xo(t) 5 z 5 oo. Las 
condiciones de contorno que deben satisfacerse son las habituales (ver [20]): 

u ( ~ ( t ) , t )= uf para t > t* 

[elf j( t)  = [-nux],
B para t > t* 

do~ide s( t )  representa a las interfases xo(t), xl(t) .  Se necesitan ademis 
condiciones en x = 0 y x -,oo: 

Fkte problenla se puede resolver numGricamente, por ejernplo, regulari- 
za .~~dola. expresibn para E: 

[PC,+ ~ 6 . ( u -u )]ut = (nu,), + I ( t ) a  exp(-agxo(t)) exp(-a(x -xo(t))) (2) 

~io11dea,(.) = "(1 - (:) 2 ) .  a t e  mCtodo tiene la ventaja de no requerir 
4 

1111 seguirl~iento cspecifico de las fronteras libres. Perfiles representativos de 



la distribuci6n de temyeraturas obtenidos se muestran en la  Figura 3. El 
n~odelo pernlite buenos ajustes de las curvas experimentales de espesor de  
rnattlrial desconipucsto por un pulso vs fluencia, para varios polimeros. Ver 
E'igura (1. 

F;s il~tcl.esar~teailalizar una sirriplificaci6n del problema anterior, con- 
siderando la int.ol~sida<idel liser, p, c,, tc constantes, y despreciando el co- 
cficitli~tc de ahsorcibn y la condutividad ter~nica de la fase descompuesta. 
St\ obtioi~e asi un probleina con una zona pastosa, en la cual la energia es 
c.ol~tii~~lii, -+ oo en la  forma y clue adtr~ite solucioi~es asint6ticas cuando t 
tie olidas viajeras. Estas pueden ser obtenidas analiticamente. La veloci-

r 
1


dad de la. onda viajera resulta c = -, y el ancho de  la zona pastosa
A€ 

x l ( t )- x O ( t )= -
1 

In 
A€ . Aqui AE= A + pcp(u -m).La densidad 

a pcp(uf - uo? 
de ei~ergia ( o  entalpia) resulta: (q = z - zo(t))  

(pcp(uf - uo) + A) e x ~ ( - a q )  en P 

pcp(uf - uo) [ ( I  -A)exp(-Mav) + exp(-aq)] S 

clonde M = PCP-- PCP'. Simulaciones numkricas muestran que la forrna 
K A ~ T  tca 

final del perfil es practicamente igual a la asint6tica para duraciones del pulso 
del orden de las decenas de nanosegundos, es decir, que estas expresiones 
soil representativas de la distribuci6n final de energia dentro del material. 
Es int eresaate comparar con la situaci6n de [19]. 

Pu'otar que el espesor de la zona pastosa no depende de la conductividad 
tCrirlica tlel material, ni de la fluencia empleada. Ademas, en la expresi6n 
para la energia en el sblido, aparecen dos tkrnlinos muy significativos. El 
primer0 corresponde a la influencia de la difusi6n termica, mientras que el 
segundo sigue el decaimiento de la intensidad del laser en el interior del 
material. $11 ir~il)ortai~cia relativa esta dada por la constante M: cuando M 
es grande, la primer exponeiicial decae muy rapidamente en el interior, y el 
coeficiente quo la rrlultjplica se hace pequeiio. Es decir, la  difusi6n tkrmica 
cornienza a no jugax ningu~i papel en la determinaci6n de la distribuci6n de 
e~lergiainterior. l'or el contrario, cuando M es chica, es el primer termino el 
doniinaiite, y la  difusi6n es la responsable de la distribucibn de temperati~ras. 
Para el caso coilcreto de la poli-imida, a 308 nm, F = 1.J/mm2 y T = 
30.ns, M - 30. Es decir, la importancia, de la djfusi61i es ya enteramente 
dcsprecia.l)le. Esto nos lleva a analizar qu6 ocurre con el nodel lo anterior, 
dcspreciando la irlflue~icia de la difusi6n. Veremos que conduce a una f6rmula 



propuesta yor Schildbach [2] de~itro de un niodelo diferente. 

4 Modelo sin difusi6n 

(lonsideranlos el lkkodelo precedente, srlponiendo K = K, = 0. En t6rrninos 
de la deiisidad de energia: 

De acuerdo a lo anterior, el polimero debe alcanzar una densidad de energia 
= AEa11t~es dc ser descompuesto. El proceso de ablaci6n consta ahora de 

dos etapas: pri~nero el material se calienta desde su temperatlira inicial w, 
hasta que su densidad de energia llega a E,. Luego, comie~~za la ablaci6n 
debida a1 flujo de l k e r  apantallado por el material desconlyuesto. Para la 
primera etapa se tiene: (x  2 0, t 20) 

et (x, t) = a I ( t )  exp(-ax) 
io( t )  = 0 
€ (2,0) = 0 

Resolviendo: 

Para t* tal que a 10 I($)& = E,, comienza la segunda etapa. Si t* > T, no 

€a

hay ablacibn, yor lo que tenemos: FT = -, la fluencia umbral. 

a 

En la segunda etapa tenemos (q = x - xo(t)): 


ct(q, t ) - Bo(t  )c, = a I ( t )  exp(--a,xo(t)) e x p 6 - a ~ )  
~ ( 0 ,t )  = Ea 


~ ( q ,t * ) = E, exp(-aq) 


para q 2 0, t > t * .  
La, soluci6n tlc este probleina es: (q > 0, t > t*) 

f (  q, t ) = Ea exp(-aq) 

~ o ( t )= exp(-agxo(t )) 

Esta ecuaci6n difercrlcial para xo se resuelve, con la condici6n inicial xo(t*) = 0 
dando: 



(vcr [ 2 ] ) .  ICsta fo1.111111a. te ;tjusta.r I I ~ U  bierr datos de ablacicin para p~r,rrli y 
varios polilllcbr.os, y a varias lolrgitudes tie ojida. 

1.11 ~ ' ( ~ I I ~ > I I I ( ~ I I O(It) ablacioll tic polirrleros por l&sc:res 17V, err aquellos casos erl 
( 1  ireb os c~sc~r~cialiitente se puede rnodelar como u nt&rtrli(:oy no fotoyuin~ico, 
j)~~ol)l(~rlla( I ( ?  St.ef'irl a dos fases, con aparicih de una zona. pastosa. En 
osp(l(.i;ll.c.1 ajust e es nluy hueno para poli- irilida a 2.48 nrn, para polife- 
niltjrii~~ooxalil~oa 1!13rlrr1, 2/18 r i l r l  v 3.51 rirn. y br~c~rlopara poli-irnida a 308 
11111.  

1 . l ~osc\~~t:ial por la plunia, c.orlsidc!rar el efecto dirr6 rrlico ( I f )  ii!,a~~tallarrlicrlto 
(10 rrlotlo t j r ~ c lj)~rc~clor~ 1nr.jora.s a1 rl~otlcblo illc.orporando ~nodelizacibri c3hl)t>r;trst 
c l ( a 1  t.a.riic.tclr 3-11 d c .  la c>voIuc-i6r1 tlel rnatcrial tlcsc.or~l~)r~est~o. 

Los oSoc.t os ( I ( >  clifusi6li tbrruica cor11iellza.11 a sor despreciables a fluencias 
allas. 1.5 tl(Ic.ir. c.rr;iritlo cl frerlte dc ablaciorl se nlrleve muy rapido. Notar 
s i  I I 11l)ar.go. (1 l r c b  a PSI as flucnc'iac;, corrlienzar~ a aparecer nuevos fenomenos, ( 1 1  

( 1  I I O  (.ol~rj)licar~ Para pulsos de el I);l,rtora.lna: forrnacion de plasrrlas, etc. 
d I I  r,ac.io~lclsclc tlccc~las de ns, la difusion no juega practicamente ningrin 
l);ip(>la f111cilc.ias tlel orden 2FT. Para duraciorles del orden de 10s centenares 
(10 ns. ya co~nicwzaa afectar sustancialmente 10s resultados. Adem&, no-

c ~ bla (.st irtlat.i611 111as grosera ld .v 2,/g la que da la longitud tipica de 

cliS1rsi611,si~lola, rlliis precisa ld .v -KAET-, cosa curiosa~nente no tenida en 
pc,' F-

c . r ~ t b l l ta ~ II (as estirria,ciones de la literatura. 
Ot r o  aspecto ir~lportante soil las altas tenlperaturas que el modelo pre- 

clic.o para la plurna, llegando a 10000 Oh' o superiores. Aqui es de esperar 
( 1  I I c ~ I  c.onll)ortzitt~lierlto~ est6 ya ligado a la existencia de un plasma, y a las 
('or1I l)lo.jaes r.caccio1lc.s de descom yosici6n involucradas. 

http:polilllcbr.os
http:tl(Ic.ir
http:l)ar.go
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Tablo 1 : ( 'ooficicntes de absorcion de la poli- ilnida 

Apkndice: Constantes fisicas de la poli-imida 

1,os valol.cs de la5 c,or~stant cs fi'sic-as de la poli-inlicia son: 

1) Densiclad p = I .  I2 lo-:' g/111~n'3 

2 )  Reflec.tivi(l;ltl R = 0.1 I para 2.48 111li. :10* n n i .  ~ricdida a bajas fluencias. 

3 )  ('alor csptcific.~ c,,: (tlatos di> ['L'L]) 


donde u es la t,enlpcrat,ura en Kelvin. y las ~~[ri(latlt:, J / ( g  O K ) .son 

4)Conductividad tbrmica: (itjustado a partir (It>(lato>( ~1 1211) 

Aqiii tc esta dado en Watt/(cnl O K ) .  

Ambas expresio~les s(: suponen v5.lida.s para r ( l~~lp(b~. l i t  ritllgo1lr.a r B l i  0 1  
300 Oh: 900 O K .  Se tor~iciuo = 30O0k corrlo la ti~tr~pc>~.iitur.a yi~~ i~ l ) i~ l l t ( l ,  
uj = 1100 O K  para la tcn~peraturadc fusi6n. 

5 )  Los coeficiel~tes dc al>sorci611 para difere~~t o:, lo~lgit udt~:, tlc ontia de 
intcrds son 10s datlos cn la tabla 1.  
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ABSTRACT 
A fluidodynamic description of evaporation of droplets is presented here. 

Single-component , in the continuum and the free molecular regime, as well 
as coated droplets with in-miscible layers of nonvolatile liquids, will be con- 
sidered . First it is derived a thermal boundary condition for a spherical 
interface . Then surface and bulk balance equations are used to model the 
process . The transfer of sensible heat per unit volume and time, from the 
droplet to the gas phase , is also taken into account. For a single-component, 
in the free molecular regime , it is found that the radius decreases exponen- 
tially with time and at small time they are linearly related like is predicted 
by the Hertz-Knudsen kinetic model and observed by the experiments . In 
the continuum regime ( forced evaporation ) the convective effect produced 
in the gas phase is taken into account . At small time, the square of the 
droplet's radius decreases linearly with time while for large t it diminishes 
exponentially . The coated regime is also studied. Finally, in the case of a 
single-component, it is found the sensible heat values by a direct comparison 
with experiment . 

INTRODUCTION 
An early theoretical description of the evaporation of droplets is related 

with the names of Maxwell and Hertz . They approach to this problem via a 
kinetic model . The model [I ,  2, 3 ,4 ]  itself, of standard use nowadays, consid- 
ers a kinetic balance between the net rate of arrival and departure of random 
molecules from the drop's surface . In the case of droplets surrounded by 
completely unsaturated air vapor (free continuum regime ) Maxwell found, by 
assuming evaporation a diffusion-controlled process , that the rate of change 
of the square of the droplet diameter is a constant, which is proportional 
to the diffusion coefficient of the vapor phase , the molecular weight of the 
vapor , the vapor pressure , the density of the droplet and the absolute tem- 
perature. This description is not valid, when droplets have only a layer of 
saturated vapor adjacent to it. This regime of "natural evaporation" is called 



9, the free molecular regime" . By considering this problem Hertz, in a theo- 

retical analysis, found that the maximum rate of evaporation of a substance 
is constant and it can never be larger than the number of vapor molecules 
that strike the interface. Knudsen completed the analysis by introducing 
the so called evaporation coefficient. This coefficient considers the fact that 
not all the molecules which strike the surface will be reflected into the va- 
por phase [5]. It must be mentioned here the contributions of Fuch[l] who 
extended this analysis to droplets initially smaller than 10 mm where the 
validity of the equations break down . The effect of monolayers on the rate 
of evaporation of small drops is a very important field of research . Bradly 
[6]has been one of the first who study theoretically and experimentally this 
problem. Recent studies of evaporation rate data of droplets coated with in- 
miscible layers of nonvolatile liquids shows [7], that the liquid core of droplets 
(glycerol) covered with DOP (dioctylphthalate), evaporates faster than pure 
glycerol droplets of the same size. The inverse case has also been observed in 
droplets covered with hexadecanol monolayers [8, 9, 101. A model [glwhich 
considers the diffusion of glycerol molecules through the DOP layer , has 
been developed in order to explain this last fact. All these analysis, done 
by applying the kinetic model or an incomplete fluid-dynamic description 
[lo], suffer basically from considering constant the temperature of the whole 
system . Cooling of a fluid surface [ll]during evaporation is a well establish 
experimental fact. Besides , they neither consider the transfer of sensible heat 
from the liquid droplet to the gas phase nor the latent heat of vaporization 
during the phase transformation that happens during evaporation . However 
a more realistic model may include all these effects as well as the convection 
of heat into the gas phase . Basically our analysis is performed by including 
all these effects via the surface (12, 13, 14land bulk balance equations of heat 
and mass. Convective motion of the core liquid due to superheating or to 
surface tension gradients ( Landau or Marangoni instability ) [15, 16lwhich 
could induce a chaotic motion or a tessellation of the droplet, will be not 
considered . Both regimes , the continuum and the free molecular , will be 
treated separately. In the free molecular case the gas phase surrounding the 
droplet is considered motionless while in the continuum regime, the steady 
convective radial flow of the gas is taken into account. We show, in a special 
paragraph , that the sensible heat per unit volume and time transferred from 
the droplet to the gas phase is constant. At the end, after of discussing some 
aspects of the obtained drying laws, it is predicted the sensible heat for both 



regimes . 

THERMAL BOUNDARY CONDITION FOR A DROPLET. 
Before considering the specific fluid-dynamic problem of evaporation of 

liquid tinny droplets into vapor , it is necessary to know, in spherical sym- 
metry, the interfacial thermal balance equation . This equation has been 
previously derived for the case of a plane surface of separation [14] .  We 
follow here a phenomenological approach . We start by considering the con- 
servation law [17]of the specific internal energy u of an inhomogeneous fluid 
(the interface) 

where p is the density , v the velocity , J, is the heat flow , and P is the 
total pressure tensor . From here on it will be considered that on the surface 
itself of the sphere ( the drop ) there is not any gradient of temperature , 
velocity or concentration . That is all the changes occurs along the radial 
direction r . Then the hydrostatic part of the product P : g r a d ( v )  reduces 

where PN and v, are the pressure and the velocity along the radial direc- 
tion . Besides all these special restriction on the gradients and on the tensor 
, we also assume that the system is in a steady state situation . However 
under these assumptions , equations ( 1 )  and (2) becomes : 

where tcg is the normal part of the heat flow vector J, and n the heat 
conductivity. This last equation can be written as follow 

By integrating this equation between two concentric spheres , r - e < r. 
< r + c ,one at the gas and in the other at the liquid side and assuming that 
v, is in this region a smooth function of r then we have : 



h indicates the specific enthalpy ( h  = u + k)and the velocity v, has been 
P 

approximated by (v,)..its value at the Gibbs dividing surface . By inserting 
the Laplace relation ( A P  = 20lr) into the above equation , it becomes : 

As it can be seen this thermal boundary condition takes into account 
the enthalpics and the thermal flow of each phase as well as the capillary 
pressure contribution.. This equation is a basic equation for the description 
of the condensation process. 

FLUIDODYNAMIC APPROACH 
a) The free molecular regime. Let us assume the droplet has an 

adjacent layer of saturated vapor .The natural slow flow, from the interface 
to the gas phase, results in a diminution of the droplet's radius with time. 
Evaporation cools the liquid layers [ll]below the interface ,therefore the 
thermal surface balance equation [12, 141, equation (6) ,when the capillary 
pressure contribution is not taken into account ,becomes : 

where p is the density ," the velocity component in the radial direction , h 
the specific enthalpy ( enthalpy per unit mass ) , n is the heat conductivity 
. [I:indicates a difference of the corresponding property at both side of 
the Gibbs dividing surface ( the liquid side and the gas side respectively ) 
. In the present situation the gas density is such that the mean free path 
X is much less than the drop's radius (the free molecular regime) and the 
droplet's liquid remains nearly motionless . By assuming that nearly all the 
thermal energy transferred from the liquid phase to the surface is consumed 
in the latent heat ,equation (7) ,becomes : 

where pg is the gas density, (g) is the rate of change of the radius at the gas 
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side ,L is the latent heat of vaporization , nl is the liquid heat conductivity 



. Let us determine at  the interface from the liquid side , ( )  . The heat 
1 

evolves with time by the following equation (171: 

where dq is the sensible heat per unit mass transferred from the liquid 
droplet to the gas phase . We will show below , in an special paragraph , 
that A , , ~ %  can be considered constant J, is the "heat flow " and it is given 
by the law of Fourier ( J, = -nl g r a d T  ). Then the thermal evolution of 
the droplet can be found by 

The solution of this equation is 

where C is a constant . By substitution of g,obtained from equation ( 5 ) ,  
into equation (2) ,we have 

: The liquid and the gas phase are separated by a mathematical equimolecular 
plane ( the Gibbs surface ). The real surface layer has a thickness D . In 
general this thickness , far away from the critical point , is less than few 
molecular diameters . However to measured the radius a t  the liquid side or 
..t the gas side of the Gibbs surface makes no difference if r>>D . This is 
t lie reason we have dropped the indexes from equation (12) . The solution 
of this equation is 

Equation (13) ,for small values of t , reduces to 



Equation (14) represents the solution of the problem . We will return to this 
point later . 

b) T h e  continuum regime . When the surrounding air of the single 
component droplet. is unsaturated, the natural evaporation regime X << 
rdrop( free molecular regime ) is modified. The pressure and the density of 
the gas phase surrounding the droplet, diminishes in such a way that X >> 
rdrop. The droplet is subject to a forced evaporation . The driving force in 
the liquid side is the thermal gradient produced by the cooling effect of the 
evaporation . The evaporation rate is such that the instability of the liquid 
droplet will not be initiated . The gas phase surrounding the droplet moves 
with a ste'ady radial flow. Let us write , for the steady state situation , the 
continuity equation [12]at the droplet's surface . It reads : 

P. Pi 1(g)= (g) 
From equation (1 5), we can see that (g) > > (E)because pi > > pg , then 

the surface balance energy equation can ge approximated by 

It must be mentioned that we keep here the contribution coming from the gas 
side (second term of equation (16) ) , because the density in this situation 
( continuous regime ) is much less than in the free molecular regime case 
. The fluids are suppose to follow standard laws of the thermodynamics of 
liquid mixtures [la]. We will not consider the effects of droplet's curvature 
upon equilibrium . L indicates here the latent heat of vaporization of the 
core liquid mixture . The temperature inside the core follows from equation 
(11) , while the gas phase surrounding the droplet evolves according the 
convection-conduction equation 

K is thermal diffusivity of the liquid into the gas . In order to solve this 
equation we assume that the velocity close to the liquid interface is 
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By introducing this approximation into equation (17) we get 


The solution of this equation is 


This is the temperature distribution in the gas phase , close to the fluid 
core . By inserting into equation(l6) the respective gradients of temperature 
obtained from equations (11) and (20) , the velocity (g) is 

The velocity close to the interface is the result of two flow contributions, one 
coming from the the liquid core and the other from the gas phase. With the 
help of this equation and the surface mass balance equation , equation (15) 

we find the following differential equation, 

here also are assumed to be valid the same kind of consideration we made at  
the paragraph below equation (12) . The solution of equation (22) is 

where r ,  is the radius of the core liquid for t = 0. For t small, equation (23) 
becomes 

: We can see from equations (23) and (24) that the rate of evaporation of 

the liquid depends on the fluid properties ( densities ,diffusivity and heat of 

evaporation ) and on the minimum heat transfer per unit volume and time. 




c) T h e  Coated Regime. The evaporation of droplets coated with in- 
miscible layers of nonvolatile liquids is a difficult problem. The layers can 
favor or inhibit the evaporation process. As it is known the mutual solubility 
of the components of a mixture separated by a plane interface is basically a 
function of the pressure, temperature,volume and composition of the mixture. 
If the liquid is dispersed at constant temperature in the form of droplets, the 
vapor pressure required to maintain the equilibrium is greater than for a flat 
surface . Because of the curvature of the surface , the attractive forces be- 
tween the molecules at the interface , are slightly modified . The size of the 
droplet becomes important in the sustaining of the equilibrium . By using 
thermodynamic arguments , Kelvin showed that the logarithm of the par- 
tial pressure is inversely related to the radius of a droplet. Smaller droplets 
need higher external partial pressure to maintain the equilibrium. The phase 
diagrams of these systems is yet an unsolved problem. The temperature in- 
side the liquid core and in the coated liquid layer follow from equation (11) 
and equation (17) respectively. Following the same procedure as before ,we 
could obtain an equation similar to (23) for the droplet's radius evolution, 
where the parameters Ao ,L ,K ,and the densities p will correspond to the 
core-coated regime . When the third phase is gas in equilibrium with the 
core-coated liquid layer , the radius will evolve following an equation similar 
to (13) always that evaporation happened in the free molecular regime . 

T H E O R Y ,  E X P E R I M E N T  and  C O M M E N T S .  
Let us compare some of the present results with those found by experi- 

ment. In the free molecular regime, it is known from evaporation rate data 
[4], that the droplet diameter diminishes linearly with time .This behavior, 
valid for small values of time , is given by equation (14) . The slope of this 
diminution ( h r , )  could be evaluated if the initial radius r ,  = r ( t  = 0) 

, the gas density p , the vaporization heat L and the sensible heat A, per 
unit volume and time ,were known . But from present experiments the first 
three quantities are only known ; the sensible heat Ao could be estimated 
theoretically , if the thermodynamic parameters involved in were known[l9]. 
Since this is not the case we shall obtain Ao by direct comparison with the 
experiment . For droplets of oleic acid the density is p = 2.8 x mol/m3 
, r ,  = 7 x cm and Lol.acid = 20 Cal/mol . We find from equation (14) 
that Ao(ol.acid) = 3.7 x lo-' cal/(cm3~sec). Let us do the same analysis for 
the continuum regime. In the case of glycerol we have LBb = 18 Cal/rnole 



p g r ~-- 1.36 x lo4  mol/m3 and r,2 = 8 x 10-11m2 . The thermal diffusivity 
of glycerol in air is 9.0 x m2 /s . The density pg =1.68 x Kgr/m3 
was obtained from the pressure data of reference [4] . Finally from equation 
(24), it comes that Ao is Ao(g1y) 2: 13 Cal/(m3 .sec) . By comparing the 
two heats per unit volume and time, we can say that evaporation in the con- 
tinuous regime proceeds hundred time faster than in the free molecular case. 
It can be concluded by saying that the present fluid dynamic description of 
droplet's evaporation is realistic because it takes into account the fact that 
evaporation besides of being a phase transformation , involves a transfer of 
sensible heat from the droplet to the gas phase as is shown by equations (14) 
and (24) . 
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Resumen 

En el preeente trabsjo ee preeentan lse ecnacionee no linealee qne gobier- 
nan el fen6rneno de ondae de deneidad y ee mneetran doe nnevae tdcnicaa 
que eetbn eiendo utilizadae pars obtener la eoloci6n nnm6rica de eete tip0 
de problemas. La primers coneiete en resolver lsa ecnacion~ integrando 
prirnero a lo largo de 1- csracterietic~y lnego a lo largo del canal, re- 
firiendo la solnci6n en cads punto s la hietoria de la velocidad de en-
trada. La segunda consistc cn la utilitaci6n de elementoe nnidimeneiondes 
m6viles, neando una aproximaci6n nodal de Galerkin. 

Se presentan v a r i ~  ~olu~ioneuy Be cornentan lae ventajaa e inconve-
nientee de cads metodo. 

1 Introduccidn 

Sea un canal refrigerante de longitud L, como el que se muestra en la figura 1, el 

cual entrega una potencia constante y uniforme Q y al c u d  entra un fluido con 

une velocidad u;, e une temperetura T, menor que la temperature de  equilibrio 

(o eaturacibn). 

En estado eetacionerio la temperetura del fluido a lo largo del canal aumenta 

en forma lineal, como ee mueetra en la curva a de la figura 2, pero ei ee aumenta la  

potellcia ee Uega e una eituacidn en la cud la temperatura d final de  Cete alcanee 



POT. 


Figura 1: Canal refrigerante. 

eu valor de equilibria y no contin i a  aumentando. Para potenciaa mayorea e ~ h t k ~  

en el canal 2 regionee, como ee mueatra en la curva b de la figura 2, una en 

la cual la temperatura del fluido varia linealmente con la poeici6n y otra en la 

cud  la temperatura permanece constante. La primera de Cstaa corresponde a 

la preaencia en el flujo de un fluido en una aola faae (par ejemplo agua liquida) 

y la otra a la coexiatencia en kete de doe b e e  (par ejemplo agua y vapor en 

equilibria termodin&rnico). El punto que separa ambaa regionea recibe el nombre 

de frontera de ebullici6n. 

Los flujos de fluidoa en ebullici6n bajo ciertae condicionee ae vuelven ineetablea 

dando origen al fen6mcno conocido como ondas de densidad [I]. En esta aituaci6n 

el estado eatacionario del flujo no puede ser mantenido, y el siatema evoluciona 

hacia un eetado de oecilaci6n autoeoetenid a, delido a la realimentaci6n poeitiva 

de laa caMaa de preei6n a lo largo de la direcci6n del flujo. En la figura 3 se 

rnrieetra una evolucidn del caudal de entrada obtenida experimentalmente en un 

circuit0 de ague en ebuUici6n bajo circulaci6n natural donde puede observarse 



Figura 2: Perfil de temperatura dentro de un canal refrigerante. 

eete tip0 de comportamiento. 

La poeici6n de la frontera de ebullici6n X(t) ee por definici6n la longitud qua 

recorre una particula de fluido durante el tiempo que ae eleva eu temperatura 

baata la de eaturacicin. Dado que, por la incompreaibilidad del Ilquido, la veloci-

dad de entrada, u;, ee uniforme en la eona eubenfriada, podemoe expreear X ( t )  

como [2]: 

donde 

es el tiempo que necesita una particula de fluido que se encuentra en el comienzo 

del canal para alcanzar la entalpla de saturacidn hf. Cabe notar que v ee cone-

tante si la potencia y el subenfriamiento de entrada permanecen conetantee. 

Luego conoci&do u;(t) del expenmento, ae puede calcular la evoluci6n de la 

frontera de ebullici6n u tilizando lae ecuacionee anterioree. Ee importante hacer 

notar que esta funci6n representa a la frontera de ebullicicin solo cuando esta 
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Figura 3: Evoluci6n del caudal de entrada. 

6ltima ea menor que la longitud activa del canal L [3]. 

En la figura 4 ee mueetra la evoluci6n tempord de la frontera de ebullicidn 

para el caeo co~ree~ondientea la figura 3. 

2 Canal en ebullicicin 

La dinSmica de un flujo en ebuUci6n a t &gobernada pot laa ecuacionea de coneer-

vaci6n de la maea, el momento y la energfa planteadae para cada faee (liquido y 

vapor). Dada la complejidad del problema, ee plantearon laa siguientea lip6teaie 

reepecto al flujo: 

flujo homogkneo (deelixamiento deepreciable entre fasea) en equilibria ter-

modindmico, 

laa variacionee de presi6n eon pequeiiaa frente a la preeidn total del eistema, 

ambaa fasee eon incompreeiblee, 



Figura 4: Evoluciiin temporal de la frontera de ebulliciiin. 

a flujo de calor y Area de paeaje uniforme, 

a la dieipacidn viecooa, la energfa cinCtica y potential, y el trabajo de flujo 

eon deepreciablea. 

Bajo ataa eupoaicionea lae ecuacionee de coneervaciiin para un flujo unidi- 

menaional b'ihico ee pueden escribk en forma adimeneional como [4, 51: 

8 8 8~-(Pu) + -(P3) = -,ipu2 --- Eu-
Bt 8% Fr 8r 

y laa ecuacionea de eetado correapondientea (con hi =0) eon: 

P =  1 para h 5 0 (6) 



donde N,,*, NPd, Fr y Eu,  eon loa niimeroa de eubenfriamiento, cambio de fase, 

Froude y Euler, reepectivamen te. 

3 Modelado por demoras 

Sean la temperatura de entrada al canal y la potencia entregada conetantee, para 

eete caso en la introduccidn ee moetr6 una expreei6n que relaciona la posicidn de 

la frontera de ebullici6n con la hietoria previa de la velocidad a la entrada del 

canal. En forma eimilar puede obteneree una expreei6n que relacione la deneidad 

en cada punto de la eona bifhica con la velocidad de entrada utilieando una 

deacripci6n Lagrangiana [6] en la cual el obeervador viaja eobre una particula de 

fluido. La ecuaci6n de coneervaci6n de la maaa ae puede reeecribir como: 

donde D/Dt  ea la derivada convectiva [6] .  

Podemoe combinar laa ect ~ionea de coneervacidn de la maea y la energia en 

la regi6n en ebullici6n para obtener [I]: 

Combiiando lacs ecuacionee 8 y 9 obtenemoe: 

Integrando la ecuaci6n 10 durante el plreaje de la particula por la regidn en 

ebullici6n tenemoe que: 

pe(t) = P l  exp{-nr(t)) (11) 

donde ~ ( t )ee el tiempo de reaidencia en dos faaee. 



Integrando la ecuaci6n 9 ee obtiene que la velocidad de una particula de la 

mezcla en la eona de doe faaee viene dada por: 

U(X, t) = ~ , ( t )+ n [ ~- x(t)l 

y sn poeicidn satieface la siguiente ecuacidn: 

-
dz 

= +n [ ~x(t)l~ ~ ( t )  -
dt 

Integrando la ecuaci6n 13 a lo largo de la eona en ebullici6n obtenemm: 

Conociendo la evoluci6n de la velocidad de entrada, u;(t), el tiempo de resi- 

dencia en doe faaee, r(t) ,puede eer calculado utilizando laa ecuacionea 1 y 14. 

Trabojando de eete modo, el conjunto de ecuacionee en derivadas parciales que 

deecribe la dindmica de un canal en ebullici6n uniformemente calefaccionado con 

potencia y eubenfriamiento de entrada conetantea, ee reduce, via integraciones a 

lo largo de laa caracterhticaa (o eea eiguiendo a laa particulaa de fluido) y a lo 

largo del canal, a un conjunto de 2 ecuacioqea ordinariw no linealee acopladaa 

[2, 7, 81. El reaultado es una ecuacidn no lineal integrodiferencial en demoraa 

con complicadaa integralee ~ o b r e  la libtoria previa de la velocidad a la entrada 

del canal, u;(t), y una ecuaci6n no lineal integral en demoraa para el tiempo de 

reaidencia en doe fasee, ~ ( t ) .  Eetaa ecuacionee pueden eacribirse como: 



donde 

4 Modelado por elementos finitos 

4.1 Zona de una fase 

Como ya ee mencionb, la zona de una faae del canal ee extiende d a d e  la entrada 

del canal baeta el punto don& comienza la ebullicibn (frontera de ebullicidn). 

Como ee puede vet en la figura 5, ee eubdivide wta eons en N, e lemenh de 

longitud variable. El aumento de entalpla deede la entrada, hi = hio + Ah;(t), 

baata saturaciba, h j ,  ee eubdivide tambiCn en N, interval- igualee de magnitud 

(ht -h i ) / N ,.Luego la poeici6n del nodo liquid0 Lnae define como el punto donde 

la entalpla del fluido alcanza el eiguiente valor: 

Se debe notar que wta entalpia h, ei bien ee funci6n del tiempo tiene unaevoluci6n 

conocida ya que a610 depende de la condicidn de contorno a la entrada Ah;(t). Sin 

embargo ~u ubicaci6n eepacial ee una variable tempord eoluci6n del problems. 



Figura 5: Eequema del canal en ebullici6n y eu discretieaci6n por el mktodo de 
elementoe finitoe m6vilee. 

Laa ecuacionee diferencialee que goliernan la evoluci6n de laa poeicionea de 

10s nodm L,  ee pueden obtener mediante una aproldmaci6n nodal de Galerkin, 

ueando una funci6n de forma lineal para el perfil de entalpia dentro de cada 

elemento [9]. Integrando la ecueci6n de energla (ec. 4) ueando la regla de Leibnite 

entre L,-, y L,, obtenemos: 

4.2 Zona de dos fases 


Tambiin ee eligi6 la maaa total del canal como variable de eetado. Su ecuacihn de 

conservaci6n puede obteneree integrando la ecuacihn, de continuidad eobre toda 

la longitud del canal: 

-dM& =U; -p,u.
dt 




La velocidad a la ealida u,, puede eer calculede combinando primer0 lae ecua- 

cionea 3, 4 y 7, para obtener: 

Integrando la ecuaci6n 25 entre la frontera de ebullici6n y una poeici6n z en 

la zona b i b i c a  del canal, ee obtiene: 

De donde la velocidad a la ealida viene dada pot: 

La deneidad a la ealida, p,, ee puede expreear en tCrminoa de la maea total 

del canal, ueando Cambikn un perfil lineal para interpolar en el elernento de dos 

fasee. Combinando lae ecuacionee 3, 6 y 7, e integrando a lo largo del canal ee 

tiene que: 

Por eficiencia numCrica se utiliz6 un polinomio de grado 5, que ajueta a esta 

expresibn, para expreear p, en funcidn de ( M a - A)/ ( ]  - A ) .  

4.3 Ecuacibn de impulso y condicionea de cierre 

Integrando la  ecuaci6n de  unpuleo entre 10s extremcm del canal y ueando como 

condici6n de  contorno una caida de presi6n ApWt(t)fijada externamente eobre el 

canal, ee obtiene que: 

Donde la caida de presi6n debida a la inercia 

'8 d dW
APJ = 1 h ( ~ u ) d z= ~1p u d ~= -dt 



viene dada por: 

En forma eimilar laa cafdaa de preeidn gravitacionalee, de friccidn y de acel- 

eraci6n ee pueden expreear como: 

L 


Ap'. = 4 [ A  +K.6(z - z.)] puldz 

donde Al y Al eon loe coeficientee de fricci6n distribuida para laa eonaa de una y 

doe fasee reepectivamente. 

4.4 Canal en una sola fase 

En algunoe caeoe la poeici6n de la frontera dc ebullicidn alcanza el final de la 

eecci6n calefaccionada, dejando al canal completamente Ueno de liquido. 

Durante eete perfodo lae ecuaciones que gobiernan la evolucidn de loe nodoe 

de una faae no cambian, pydiendo verse en forma simple como ei ee eetuviera 

trabajando con un canal imaginario m6a largo que el red. La masa total del 

canal, la deneidad y la velocidad de ealida toman entoncee loe valoree 1, 1 y u;, 

mientraa que la ecuacicin de momento se eimplifica quedando 6610 10s tdrminoe de 

una fme del canal real. 



4.5 IntegracMn temporal 

Lae ecuacionee diferencialee que describen a1 canal en ebullici6n eon integradas 

numiricamente en forma explicita por mcdio de u n  mitodo de Rungc-Ku t ta  [lo]. 

4.6 Resultados 

Loe flujoe bihicoe cn ebullicihn en ciertoe rangoe preeentan un comportamiento 

eatable, pero bajo cier tae condicionee eat- eietemae ee vuelven ineatablee dando 

origen a fen6menoa oecilatorioe. Laa condicionea llmitee que eeparan loe doe tipoe 

de comporiamientoe reciben el nombre de frontera de eetabilidad. En la figuraa 6 y 

7, ee mueetran amboe tipoe de comportamientoe. En loa doe caaoa laa condicionee 

de contorno ee mantienen conetantea (pero dietintae en cada uno), despub de una 

perturbaci6n en la velocidad de entrada producida en el inetanie inicial (t = 0). 
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Figura 6: Proyecci6n de la irayecioria en el plano X -u, para un comportamiento 
eatable. 



Figura 7: Proyecci6n de la trayectoria en el plano A -ui para un comportamiento 
ineat able. 

En la figura 8 se mueetra la evoluci6n temporal de la velocidad a la  entrada 

del canal producida por una caida exponencial del subenfriamiento de entrada 

(debida por ejemplo a una pirdida parcial de loa generadoree de vapor en una 

central nuclear). En ella se obeerva c6mo el ebtema evoluciona entre doe puntoe 

eatable8 atraveeando en eu trayec to un a regi6n de comportamiento oecilatorio. 

En la figura 9 ee mueetra la evoluci6n temporal de la velocidad entrante al 

canal producida por una variaci6n de la potencia de la forma t exp(-t/r) con 

s = 3. Esta eituaci6n puede correeponder a un deebalance en el eietema de 

control de potencia que introduzca momentdneamente a1 ebtema en una regi6n 

inestable. 

En la figura 10 ee mueetra la evoluciiin temporal de la velocidad de entrada, 

producida por una caida exponencid de la fuerza impr~laora externa, la c u d  ae 

puede originar por la pkrdida de una de laa bonlbae de refrigeraci6n. 
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Figura 8: Evolucidn temporal de la velocidad w, debida a un decaimiento exp* 
nencial del eubenfriamiento de entrada. 
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Figura 9: Evolucidn temporal de la velocidad u,, debida a una oscilaci6n de 
potencia en el flujo de calor. 
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Figura 10: Evoluci6n temporal de lae velocidad ui, debida a un decaimiento 
exponential del eallo de preei6n. 

4.7 Evoluci6n temporal de la red 

En la figura 11 ee mueetra, a mod0 de ejemplo, la evoluci6n temporal de la red 

para el caso moetrado en la figura 7, pudiendo observarae iacilmente en ella una 

onda de entalpia qlie viaja a lo largo del canal y ee caracteristica de a t e  tip0 de 

fen6meno. 

5 Comentarios finales 

Se preeentaron doe formaa diferentee de abordar la repreeentaci6n numdrica del 

fendmeno de ondae de deneidad. La primera, la cual coneiete en reeolver lae 

ecuaciones integrando primer0 a lo largo de laa caracterbticaa y luego a lo largo 

del canal, refiriendo la eoluci6n en cada punto a la lliatoria de la velocidad de 

entrada, reaulta m L  exacta, pero euele preaentar un elevado coeto computacional. 
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Figura 11: Evoluci6n temporal de la red. 

La eegunda baeadaen la utilieaci6n de elementoe finitoe unidimeneionalee m6uilet3, 

reeulta en cambio rdpida y de f&il implementaci6n, pero puede n o  repreeentar 

correctamente algunaa eituacionee. 
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