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Dado el n o t a b l e  d-arrollo aue el tema ha experimentado en los bltimos aims 

(ver A w x u  I 1, el P r o g r a m a  de Matemat ica  P u r a  y Apl i cada  de R o s a r i o ,  PRDMAR 

(CONICET-U14w,, oue se desarrolla en el I n s t i t u t o  d e  Matemat ica  " B e p p o  C w i " ,  

esrurutndib, a t r aves  del ~jrwecta de i n v e s t i g a c i b n  y desarrolla "Frob lemas  de 

F r o n t e r a  Libre de la Fisica Matematica", la w g a n i z a c i b n  del i n t e r d i s c i p l i n a r i o  

S e m i n a r i a  sobre P r o b l e m a s  de F r o n t e r a  L i b r e  g sus Apl icac iones ,  realizado en la 

c. iudad de R a s a r i a  (Argent ina)  d u r a n t e  el periodcl del 11 a1 15 de mt&m de 1988. 

E l  Comiti! Ch-qanizador estwo mmpuestu por H. R. BERTORELLO FAMAF, 

Cbrcbba),  J. E. BOUILLET (MM-UBA, &ems Aims), E. A. GARCIA ( C m ,  B m  Aires) ,  
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Los objetivos del Seminarlo f- 

i) Gestar un encuentro blanuaUtrlanual & las uersmas y m me trabayn en 

crcblemas de frartera lihre, en Oartlcular. en el umblema de Stafan (camtuo de 

fase) en el pais, a fin de urwucar ma iRil ~nteracclbn e n h  los rmsmos 

2) No limitar el encuentro solo a m a  remi& de m m l i s h s  que se canunican 

las ultimas novechdes en la materia, sino tambik, y muy especialmente, -tar 

el inter& y el acercamiento de j k m e s  g-aduach en Matemitica, F ~ i c a ,  hgmieria 

Quhica y ramas afines y, de esta manera, ccnt r ibw-  a la fmmacibn de recursos 

humanos. 

Esta tercrra edicib del Seminario estuvc~ cxmstituida por millos 

intensives sabre los aspect= bisicos del tema y conf-ias referidas a l a  

aplicaciones (ver Anexo ID. En a h s  sucesivos, 105 cusillos versaran sobre 

aspect- &s especificos y complejos, ya sea des& m punb de vista t&ico o 

mm&rico Cno tratados en Seminaries anteriores) y 1os pcincipios kkicos iran 

paulatinamente d a d  lugar a la5 aolicacimes 

Para finalizar, quiem deyr cor&ancia de mi sin- agradecimiento a lm 

prmfesores encarqados de la redaccih de estas mtas corm asimismo a Ladas 

a@as pers;onas e Ir tst i tucim we de ma manera u otra han mlaborado para el 

&xito del Seminario. 



~ o s  woblemas cle fruxrter-a bbre son aquellos problems de cantorno 
lntervlene ademas tma -1ta Ua "fruntera lrbrur3 a# segxwa dw o mris 
 ones, y sobre la wal  ;;e conocen dabs dependen del modelo analuado 
Segh el rimera & dmnslones del espaclo, en lugar & una arpercficre de 
fseparaclm se podra tenw m a  clrva o un nunero flnito de mtos 

Un -10 tiplco es el pcoblema de Stefan (o problema de cambio de fase). 
sue estudia la temperabra en el esacio -do wr dos fases de un cuerpo, 
generalmente ma fase sbLida y m a  liquida el hielo y agua en prmesos de 
f u s i b  o sdidificaciiwr) Las funciones a rewesentan las temoerabras de las 
dos fases satisfacen las w e n t e s  ewaciones del calor Sobre la 
smpedicie de separacib, que puede variar en el tiempo y que se encuentra a 
-aWa cmsbnte, se rmpwre m a  mrdicih adicimal que surge del winciplo 
de cwrservacim & la &a El m k r k  y la dificultad del pmblema se debe a la 
-m de dicha frontera libre, cuya determinacihn es de fundamental 
hpr tancia  en la practica 

O t r o s  ejernplos swr: 
+ prablemas de hicf.aulrca, par el el del dique poroso, dude  ma -ficie 
descmocida separa la zma seca de la zona hipneda; 
+ el problema del abst&ulo, dande hay ma  zona de conlacto entre el obsticulo 
y la mdigu-acibn de ewilibrio de la werda o membrana elktica; 
+ problemas de difusi-accik gas-&Lido en Ingenieria Quhica, donde la 
m i c i e  imknita separa la regibn del &lido ya atacada de la todavia ra 
atacada; 
+ problemas de elado+lasticidad, problemas tkmicos can pared semi-permeable, 
semiconductoms two una mik P-N, problemas de mec(inica de 10s flddos, etc 

E n h  las d t i p l e s  aplicaciones de estos problemas se pueden mercionar 
eltxtrwintwa, emwlenamrento y regeneracibn de catalizadares; c c l c ~ ~ i 6 n  cJe 
&lidos; solidificacibn de aleaclmes binarias; sol&hra de mekales; cola& 
continua del a m ;  cmgelacik de alimentos en la imhsbia frigorifica; 
almacenamaiento de &a W c a  de origen solar por cambio de fase; oxidacib 
del zirconio y f u s i h  del dibxido de uranio en reactores nucleares, en casa de 
accidenks, prucesos de ablacibn tkmica; difusibFcwrsuno de oxigem en tejidos 
v i m ,  para el tratamimto rrkdico de turnores &ante la aplicacihn de radiaeiwss; 
omhlmas de control &tima liqados a - con cambio de fase; solidificaci6n 
de d o s  F & i - ,  jerretimiento de glaclams; etc 

El avanoe corrslderable que se ha obterrido en el desarrollo e i c o  de estus 
temas a ruvel naciad ,  y sus variadas aplicacicms mdustriales we se encuentran 
en etapa Lniclal, impulsan la realizaclbn de este III Seminario, pcosiguiendo la linea 
de los ya cancretados 1 y II S e ~ l u ~ r i o  sobre el Problem de Stefan y sus 
Ap1icaclme.s (Rosarlo, 4 4/7/83 y 13 - 17/10/86. esoectivamente) El materlal 
-ente a estos ultimos ha sldo publrcado en la coleccik CtlADEW.K)S del 
lnstltuto de Matendtlca "Beppo L w l "  nuneras 11. l2 13 y 14 
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JULIO E. BOUltLET 

En esta conferencia nos proponemos deacribir el comportamiento, cuando t + a, de las 

soluciones u(z, t ) del problema de valores iniciales en R x (0, +m), 

A q d  ( . )+ = m a {  . ,0) y uI (z) se supondrir al principio, por convenienda, continuarnente 

diferenciable con soporte compacto (C;) y tal que {z E R : ur(z) > 1) = (s, d), s < d. Por 
solucadn entendemos que u(z, t) E LCc ( R  x (0, +m) ) y 

Esta clase es, en realidad, muy amplia, per0 nos convendrir para poder usar con libertad 
principios de comptacidn, a saber: 

sean u(z, t) y v(z, 1) soluciones s e g h  (*), con datos respectivos uI(z) y vI (z). Entonces 

si u y v crecen en R x (O,T), T > 0 como exp (C.lzla) cuando lzl + co, 

para (z,t) E R x (0 ,T)  (d. [Bl]). 

Entonces r d t a  de inmediato que u(z, t) 5 max uI(z). Probemos que {z E R : 

u(z,t) > 1) esta twotodo para todo t 2 0, por ejemplo, por la derecha: supongarnos para 
1 

simplificar que ur (0) = max ur (+) > 1, y desde luego, s < 0 < d. Sea A = ur (0) + -, E > 0. 
& 

Comtruyamoa la soluci6n del problema de valorea iniciales aiguiente para el operador con 

a(v) := min{2A - 2, (u - I)+): 



La soluci6n v(x, t) tiene forma autoemejante, v(z,t) = v(z/tlla) = v(q), 7 = z/tl/a, y 

se puede ver que esta funci6n se obtiene por sirnetria con centro en (0, A) a partir de la 

soluci6n (generaliaada) de 

1 
- Z q v ' ( q ) = ~ ( ~ ( q ) ) ' ' ,  ~ ( 0 )  = A ,  v(+co) = 0 ,  

la cual se obtiene en forma implicita (d. [B2]) de 

De la acotaci6n anterior resulta que el soporte de v(q) = sop(v(q) - 1) eat5 acotado, 

y que v salta de 1 a cero en el extremo derecho del mismo. Debido a la definici6n de 
1 

A = (max ur) + -, y a1 ~oporte compacto de ul, podemoa hallar E ,  r > 0 tal que w(z, t) := 
E 

sea t a1 que wr(z) = w(z, 0) = v(z/rll" > uur(z). Es inmediato comprobar 

de y = a(v),, luego por comparaci6n nsulta 

y por lo tanto existe una interfase (derecha) d(t), t 2 0, d(0) = d [y con anaogo razon- 

amiento una interfase inquierda s(t), t > 0, s(0) = s] tales que, para t > 0, 

(que d ( 0 )  = d (y s(0) = s) puede verse empleando funciones similares a w, pem obtenidas a 

partir de v(x, 0) = 2A, si x < 0, v(x,O) = 1 - a si z > 0, 1 > c > 0, con la correspondiente 

modificaci6n de la ecuaci6n integral). 

Nada nos autoriza a suponer que d(t) y s(t) sean funciones suaves, pem, si lo fueran, 
separarian regiones donde u(z,  t) > 1 - y por lo tanto la ecuaci6n diferencial es u(t) = 
( (u  - I)+),, = u, (ec. del calor) - de regiones donde u 5 1 y la ecuaci6n se reduce a 

= 0. EntoncG se podria ver (cf. [Bl]) que la soluci6n discutida u(z, t) del (PVI) se 

obt iene como yuzfaposicidn de 



( 2 )  la soluci6n u(z ,  i )  > 1 en s(t) < z < d ( t )  del siguiente pmblema & tip Sfejafan ccn c d o r  

Idenfe  variable: 

H d r  u(x,t),  ~ ( t ) ,  d(t) tales que 

ut = u ,  en s(t) < z <  d ( i ) ,  t>O ( u >  1 )  

u(z ,O)=uI(z)  en s < z < d  

u(s(t)+, t )  = u(d(t)-, t )  = 1 , 
( 1  - uz (d(t)))df ( t )  = -u,(d(t)-, t )  , t > 0 , 
( I  - ur(a(t)))$(t) = -uz(s(t)+,t), t  > 0 . 

Es interesante destacar que la soluci6n del (PVI) aal obtenida (como soluci6n general- 
izada (*)) es en general &continuo, con salt- sobre z = s(t),  z  = d ( f ) .  

Este pmblema (8) admite soluci6n cldsica obtenible por el mCtodo del 'argument0 
retardado" (BKM, TI. Asimismo, ae puede hallar soluci6n del (PVI) con un dato inicial uz 

que posea un n h e r o  h i t o  de intervalos (a;,&), s; < di < si+l < donde uz > 1: ai 
para t* > 0, las interfaee~ &(t), si+l ( t )  se juntan; z* := &(t*)  = s;+l ( t*) ,  se puede ver que 
en (z* ,  t*) la solucidn u(z,  t*) es lipschitdanq y se puede conthuar para t > t* resolviendo 

(s) con dato inicial u(z, te)  en (si(te),  &+l(t*)). Ad se obtiene una poaible reducci6n del 
n h e r o  de regiones donde u(z,  t )  > 1. 

O t a  comparaci6n, ahon con la soluci6n del (PVI) para dato inicial u(z ,  0) = 
max(ur(z), 1 ) ,  que no es o t a  que la solucib - obtenida rnedia.de la f6mula de Poisson - 
de la ecuaci6n del cdor Q = u,, permite probar que, cuando t  + oo, limsup u(z ,  t )  < 1 ,  

para todo 2. Interesa entonces determinar d6nde existe limu(z, t ) ,  d6nde ea = 1 y dbnde 

< 1. 

Por lo pronto observernos que 106 i n t e d o s  (s(t),d(t)) 3 ( 8 , d )  y son aecientes con 
t ,  pues s(t) deveee y d ( t )  crece, mientras no inteactrlen con otrcm intervalos similares, 
como dijimw en el p h a f o  anterior: esto surge del hecho que u(z ,  t )  > 1 en (s( t ) ,  d ( t ) ) ,  
consecuencia, a su ver, del principio fuerte del mdximo para la e c u d n  de (a). Se deduce 
entonces que sex5 lim u(z, 1) = 1 para z E (8, ,, dm ,), intervalos r n d e s ,  disjuntcs, con 

:-.a, 

u(si, 4) c u(smj, Gj). Eaos intend08 pueden tener extremes cornones. 

Podemoa obtener informaci6n sobre la evoluci6n de lm intenmlm ( s i ( t ) ,  dj(t)) donde 



u > 1 de la ecnaci6n del (PVI) d la e w i b h a  como ley de conaewaci6n pan u: 

de la que se deduce una ley de conse&6n para z . u: 

Si r < s(t)  < d ( t )  < h para 0 < t < T y us < 1 en (r, s(T))  y (d(T), h),  integrando 
estas ecuaciones en (r, h) x (0, t ) ,  y haciendo r -4 s(t)- , h -r d(t)+ ae obtiene 

d ( t )  l:; u(z,t)dz = lo) uI(z)tiz de la primen, 

d(t j:: ru(z, t)dz = / ( t )  zur (r)& de la segunda. 

Si bien las ley- de conservaci6n d l 0  tienen sentido d6bi1, e s t a  igualdades son con- 
secuencia de la expresi6n i n f e d  de la c o d 6 n  cuya versi6n difmcial  son las leyes 
escritas, por lo tanto 10s resultados son kites; eat08 poMan obtenerse con una adecuada 
elecci6n de p en (*). 

Asi, conservaci6n de masa y primer momento permiten 'LubicaP un interval0 (s,, d,)  
P 

donde lim u(z, t) = 1, y por lo tanto conocemoa d ,  - s, y - 300 : ver el ejemplo al find 
2 

de estas notas. 

Debido a la forma del operador diferend, &lo las masas u > 1 se difunden; veamos 
que si u >_ 1 en un entorno de z y un instante dado, h masa no puede volverse menor que 
1 en instantea posteriores. El siguiente resultado a vdlido para soludones (*) de (PVI). 

Propoeicih. Sea f > 0. Si u(z,f)  < 0 5 1 para z en un conjunto E de medida IEl > 0, 

entonces para todo t < f ea u(z , t )  < B para E E E. 

~i asi no fuera, u(z,r)  2 0 Para z E c B con IBI > 0, aldn r < L Si definimos 

~ = e < l  en 3 
= min(1, u(z, 7 ) )  fuera de , 



entonces u(z, r )  2 w ( z ) ,  y como ue ( z ,  t )  s us ( z )  es soluci6n de ut = (u - l)+, en el sentido 
(*), resulta, para todo t 2 r, u(z,t) 2 ~ ( z )  = 0 en @ C E: esto contradice lo wpnesto. 

Veamon otra forma de deacribir la evolucih de uI ( x )  se@n u( = (u  - I)+,. Tomando 

adecuadas funciones de prueba en (*) m obtiene, para casi todo t  > 0, 

que escrito de o t a  manera es 

y poniendo wt ( z )  := (u(z,  r )  - l)+dr + 1' Lz dri l z 1 ( u I  (q) - I)&a resdta 

Ent ones  

a) wt ( z )  > LZ dzl &'l(uI (la) - l)dra, por definici6n de d ; 

b) Si en r E R a < 1, ~ t ,  entonces wt(d  = i z d z l  1z1(uI(z3)  - I)&,, vt, y 
a3 
- wt ( z )  5 0; 
az= 

a3 
c) Si u ( ~ , i )  > 1,  t  2 f, entonces -wt(z) > 0 y wt(z) > a 22 

lz dzl l z l ( u I ( z g )  - 1)dza; 

d) En c), como 1 < U ( Z ,  t )  -+ 1,  t -+ oo, entonces el lim wt ( z )  =: wm(z) verifica 
t+oo 

a= - 
8 wm = 0 donde lim u(z, t )  = 1; 

t+m 

El llmite wm(z) de d ( z ) ,  t  -+ co, puede ser caracterizado por la siguiente inecuuib 
21 

oatiariond, con obstkulo $(z )  := l z d z l  ( ~ ~ ( z a )  - 1 ) d u :  



Ad, wm(z) es (en m a  dimensi6n) la envolvente convexa del obstkulo $(x): las regiones 
a3 

donde u(x,w) = 1 corresponden a 1as zonas donde -wm = 0 y wm > $, eso es, a1 
a23 

conjunto de no coincidencia de la inecuaci6n variational: es una uni6n de intervalos disjuntos 

que pueden tener extremoa en comh.  El conjunto de coincidencia, complementario de esa 

uni6n, contiene a l a  x para los cuales u(x, t) = ur (x), para todo t > 0. 

Como ejemplo, t omemos 

Dado que se conservan masa y baricentro de 3 ~ l ~ , ~ l  y 3 ~ [ ~ , ~ l  en la evoluci6n u(z, f ) ,  podemos 
ver que las interfasea so(t), dl (t) y s3(t), d4(t) no interacttian, y por lo tanto 

mientras que u(2,t) = 0, para todo t > 0. 

El obstkulo es 

I 
1 --I? ' -00 < z 5 0, 
2 

29 Y 0 < 2 1 1 y  
1 3  z )  = * d = ( ( z )  - 1 )  = - -z2 + 32 - - 
2 2 ' 1 < z 1 3 ,  

Z - 6 z +  12 ,  3 < ~ < 4 ,  

y es f6ci.l ver que s u  envolvente convexa se obtiene trazando la recta que une 10s puntos 
( 1  - 1 2  (2, 5/21 y (5, 11/2), cuyas a b d m  son l a  extremoa de 103 intervalos donde 
u(2,oo) = 1. 
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SOBRE LOCALIZACION DE SOLUCIONES DE LA 

ECUACION DE MEDIOS POROSOS 

El prop6sito de esta charla es describir algunos as- 

pectos del fen6meno de localizaci6n de soluciones de la - e 
cuaci6n de medios porosos. Por esta raz6n no se trabajar6 

con las hip6tesis m6s generales y en general se dar6 sblo 

la idea de las demostraciones, indic6ndose donde pueden ser 

encontrados 10s detalles. 

Se considera el problema 

-(a(~))~(O,t) = h(t) en [O,T) 

u(x,O) =uo(x) en [0, +-) 

donde aec1(IR) n c2(JR- {O}); clt(s) > 0 Y s  # 0, h continua 

en [O,T), h - > 0 y uo e c;([o,~)~. 

Una solucidn d6bil (de ahora en adelante soluci6n) de 



(1.1) es una funci6n u(x,t) contfnua y acotada en 

A lo largo de esta nota se supondrg 

Es sabido que (1.3) es condicidn necesaria y suficien - 
te para que la velocidad de progagacidn del problema (1.1) 

sea finita, ver [ S ] .  Esto implica la existencia de una 

frontera libre. Diremos que la solucidn u de (1.1) esti 

localizada si la frontera libre se mantiene uniformemente 

acotada V t B [O,T) . 

Esta nota estd organizada de la manera .siguiente. En 

5 2  se revisa la existencia y unicidad de soluciones de (1.1); 

un lema de comparaci6n integral y una soluci6n explicita de 

( 1 . 1  En 53 se da una condicidn necesaria para la locali- 

zaci6n de la solucidn (1.1) y se plantea la pregunta de si 



13 c o n d i c i 6 n  e s  s u f i c i e n t e .  Se t e r m i n a  dando a l g u n o s  r e -  

s u l t a d o s  p a r c i a l e s  s o b r e  l a  r e s p u e s t a  a d i c h a  p r e g u n t a .  



92.  Resultados preliminares. 

Existencia y unicidad. 

La existencia y unicidad de soluciones del problema 

(1.1) ha sido probada en [Z]. La unicidad se demuestra 

exactamente como en [8]. Daremos a continuacidn la idea 

de la demostraci6n de existencia. 

Se considera la sucesi6n de problemas aproximados 

donde 

cuando n + + m a  ~demds hn cumple las hip6tesis necesarias 

para garantizar que el problema estrictamente parab6lico 

(2.l), tiene solucidn clgsica que denotaremos por un. Ver 

P I ,  [71. 

Acto seguido se comprueba que la funci6n 

wn(x,t) = (~~(u,))~(x,t) sat isface una ecuaci6n parab6lica pa - 
ra la cual rige el principio del m8ximo. Esto, ya que 

(~(s))~(O,t) = hn(t) y uO e c;([o,Q")), permite garantizar que 



donde C no depende de n. 

LO anterior y la estimaci6n 

nos da que 

con C independiente de n. 

Finalmente una estimaci6n tipicamente parabblica, usan - 
do (2.2) y (2.4), nos d6 

con C independiente de n. 

Las relaciones (2.2), (2.4) y (2.5) garantizan las hi- 

p6tesis del Teorema de Ascoli-Arzela para a ) ,  luego 

existe una subsucesi6n y por consiguiente una subsucesi6n 

de {un] que converge uniformemente en compactos a una fun- 

ci6n u. Se comprueba finalmente, por pasaje a1 lfmite, que 

u satisface (1.2). ~demds, como se sabe que la soluci6n u 



es Gnica, se obtiene que un +u cuando n ++a uniformemente 

en compactos . 
Lema de com~araci6n: 

El lema siguiente se encuentra en [Z] y solo daremos 

aquf la idea formal de la demostraci6n. 

Lema. 
-.- 

(~omparacidn integral) 

Sean u y u soluciones de (1.1) con datos h, uo y F, 
- 
uo respectivamente. 

Se supone: 
+m +w 

Se concluye 

La demostracidn se hace primer0 a nivel de aproxima- 

ciones para luego obtener el resultado por pasaje a1 lfmi- 

te. La idea formal es la siguiente. 



d e f i n e  

De las hipdtesis se deduce que H(x,O) - < 0 V x e (O,+..), 

H(0,t) - < 0 V t e [O,T). Supongamos que existe (x19tl) tal que 

H(xl,tl) > 0 entonces existe (xo,tO) tal que H alcanza un 

mgximo estrictamente positivo en (0, +..) x (O,tl] en el pun- 

to (x0,t0) . 

En dicho punto se tendra 

Las ultimas tres afirmaciones son contradictorias. 

Por lo tanto, H(x,t) - < 0. Esto termina la demostraci6n del 

lema. 

Una soluci6n particular. 

Es bien sabido, ver [6] y su bibliograffa, que si se 

define la funci6n 



entonces para cualquier C - > 0 la funci6n 

satisface (1.1) con uo a 0 y condici6n de Neumann. 

Obs. : - 
Se ha supuesto y se har6 de aquf en adelante que 

est6 def inida en [O,+m). 

Ejercicio: 

Use el lema de comparaci6n y la soluci6n particular 

para probar el conocido resultado que bajo nuestras hip6- 

tesis con uo E 0 se tiene que el conjunto {x/u(x,t) > O} es 

un interval0 que denotaremos por [O,s(t)). 

La funci6n t + s  (t) se denomina la frontera libre. 



53.  Localizaci6n. 

Sea u la solucidn del problema (1.1) con flujo h tal 

que 1; h(s)ds = +=. Supondremos en esta secci6n uo 5 0. Hi- 

p6tesis no necesaria pero que simplifica la notaci6n. 

Se dice que u esta localizada si existe 0 < A <  +.. tal 

que s(t) - < A V t e [O,T); donde s(t) es la frontera libre de - 
finida en el Ejercicio de la secci6n anterior. 

- 
Fijemos por un momento t e [O,T) y consideremos la so- 

-1 2 luci6n particular en [O, a) x E,T)) w(x,t) = 4 (IC *(t-T)-CX)') 

donde C es tal que 

donde por definicidn 5 0  = c*(T-F)). 

Observamos ahora que para t e [F, T) se tiene 

Ahora aplicando el Lema de comparaci6n a u y C = w(x,t) 



en la regi6n [O, +m) x [T,T) se obtiene 

Por lo tanto para t e [F,T) se tendr6 

y consecuentemente 

lln SUP ~ ( t )  - > C(T-T) = 5 0  
t+T 

Hemos probado lo siguiente: 

Si se define la funcidn 5 (t) por la ecuacidn 

(3.3) 

entonces se tiene: 

Si u est6 localizada entonces existe K > O  tal que 

~ ( t )  < K V t e [O,T). 

Es natural ahora formularse la siguiente pregunta. 



Pregunta : 

~ E s  el recfproco de la proposici6n precedente cierto? 

A continuaci6n presentamos algunos antecedentes sobre 

la respuesta a la pregunta anterior. 

1.- En [Z] se demuestra que en el caso a(s) = sm con m > 1 

la respuesta es afirmativa. En este caso la f6rmula 

La demostraci6n est6 basada en el mismo tip0 de compa - 
raci6n pero, esta vez con la soluci6n explicita de 

Barenblatt-Pattle (ver [I] ) . 
1 

2 . -  Si u y ii son soluciones de (1.1) con coeficientes a y 
- - 1  
a respectivamente y al(s) = a (s) Y s > so para algGn - 
sO>O entonces u estl localizada si y s610 si ii estl 

localizada. Este hecho se ha usado en [3] para carac - 
terizar 10s datos de Neuman que producen localizaci6n 

de la soluci6n del problema de Stefan de una fase. 



3 . -  En e l  caso de a(s)  = exp(exp(exp ... exp(s)) o  

a(s)  = log(log( ... log(s)) pa ra  s > so s e  puede p r o b a r ,  - 
usando supe r so luc iones  d e l  t i p 0  de (3.4) ,  que l a  r e s  - 
p u e s t a  a  l a  pregunta  e s  a f i r m a t i v a .  
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Solncionea antosemejantes de ecnaciones de 

djfnsi6n - condncci6n generalisadae 

Pensaremos aqul en ecuaciones que puedan escribirse de la forma 

donde N E R>o, a y ) : R + R>o, - #(z) no decreciente y E : R + R es no decreciente. 
Se ha visto en seminaries anteriores que saltos o intervalos de constancia en laa funciones 

comtitutivas hacen que las aoluciones tambiin 10s presenten (por ejemplo, intenralos de 

constancia (resp. saltos) en ) inducen saltos (resp. intervalos de constancia) en u). En loa 

saltos de u se satisface una condici6n de Rankine - Hugoniot, o de Stefan, y 10s intenmlos 

de constancia de u pueden pensarae como modelos ingenuoa de xonas pastosas. 

Exhibiremos aqui divemas ecuaciones que pueden escribirse de la forma (I), y soluciones 

autosemej antes de las mismas resalt ando sus aspectos tipicos. 

1. En condiciones homogeneas, es decir, cuando E, a y ) son pot enciaa tenemos 10s ejemplos 

tipicos de las ecuaciones del cdor, de loa medios porosos y de la difusi6n rbpida. 

La posibilidad de cambiar de escala, es decir, la existencia de B, 7 E R tales que si 
u(t , 2)  es solucib de (I), 

qz, t) = A ~ ~ ' U ( X ~ ,  p )  

tambihn lo ss para todo X,p E R+ fijos, lleva naturalmente a la aparici6n de aoluciones de 
la fonna 

Habitualmente p y $ son potencia o exponenciales, y se requiere ma condici6n ex- 

tra (por ejemplo, conservaci6n de la masa en el tiempo si se pide v E L1 (z)), para poner, 



digam-, $ en funci6n de dt). Se a t 5  entonces h n t e  a dos ecuacioncr ordinaria respec- 

tivamente para p y V. 

Si nos ocupamos de la ecuacib 

o, con dependencia radial 
* = I-'' (r n-lUM(&lN-l&)r 

que para M > 1 y N = 1 es la de media porosos y para 0 < M < 1 y N = 1 la de la 
1x1 difusi6n rbpida, tenemos, si q := es la vaiiable autogemejante (cf. [BK-SJ), 

i) Solacioncl tip0 Barenblatt, para M + N + -1 > 0, e3 decir, si 

u(z, t) es soluci6n dhbil de (1.1), y u(z, 0) = C&o, A ea proportional a la masa total 
(constante en el tiempo) C. 

Para 7 = 121 ,,a, se tiene 
[a(T - f ) l +  

que 9610 existe para t < T. Para A = 0 esta soluci6n exhibe 'tiempo de esperaw: u(0, f )  = 0 
para0 st < T , y  u(0,T) =u(z,T) =+a. 
(Er daro que en este caso ya no se conserva la masa). 

ii) Tipo calor, para M + N - 1 = 0. 

Obshese que si u ea soluci6n de (1. I), Xu en este caso tambik lo es, para cualquier 
X ER+. 

Aqui aigue siendo q 121 =(a(Tt c o n a = N + l > O , y  



0 poniendo, r) = 121 
(4T - t)):Ia ' 

(la segunda diverge en tiempo t = T, y no se conserva la masa). OblCwese el crecimiento 

(rmp., decrecimiento) muy ripido para 0 < N < 1). 

iii) Para M + N - 1 < 0, pueden aparecer distintoa comportamientoa: 

a) Tipo difusi6n rbpida: si a = n(M + N - 1) + N + 1 > 0. 

Para q = (-a(T t))ll(-a)lzl, 

En el capo de la ecuaci6n de medios porosos, o difusih ripida, 10s casos o = 0 y o < 0 

a h  ne han eatudiado poco. 

Son de esperar pmblemaa para encontrar unicidad [vCaae [E-R-q) para el problema de 

Caua ,  parece clam que deben agregane condiciones sobre el crecimiento de las soluciones 



p- 121 g a n d e  para cz-xterizar una clase de unicidad. 

2. Minmos un ejemplo en que a no es monbtona, estudiado en [vD-HI: 

(2.1) admi te soluciones de la forma u,,, (z, t )  = n(z - c, t + s), con 

3. Veamos una posible manera de obtener un 'efecto homog6neon. Consideremos 

A no decreciente, y busquemoa w(z, t )  = u ( f )  que 3ea mlucidn de la ecuacib modificada 
t 

Para ello, la funci6n u, que se busca par, debe satisfacer la ecuacidn integral impucita 

+a, 

donde el pardmetro u(0) estd relacionado con la -a total [ v(r)dr. Puede verse que 
J -00 

lim w(z, t) = const .b(z). Mediante tbcnica de comparacidn puede obtenerse informacih 
t-O+ 
sobre soluciones de (3.1) a partir de solucione de (3.2) (cf. [BZ]). La tknica de obtener u 
a partir de una ecuacih integral irnplfcita se debe a L. Peletier, y volveremos a ella en el 



4.a) Consideremos las ecuaciones 

con E,) grdficos mon6tonos. En condiciones bastante generalea sobre E y ) (por ejemplo 
que E o 4-I  sea un grbfico es suficiente) puede verse que admiten soluciones radiales dCbiles 

de la fonna 

El estudio cualitativo de u puede hacerse a trav6s del estudio de la variable de Krichhoff 

asociada a u, V(q) := )(u(q)) y de su flujo f (q) := -qn-I (V1(q) IN-l V1(q), obtenikndose 

que: 

(i) v(tl) ea modtona (la supondremos decreciente), eatrictamente mientras sea V(q) > 
inf V (3), y localmente absolut amente continua, 

(ii) f (7) es no decreciente y negativo, y existe f (m) := lim f(q), 
r)-0 

(iii) V'(7) = const. q(l-n)/N, q E (a, b )  (forma tfpica de V(q)) ++ E(u(q)) es comtante 
en (a, b). 

(iv) lim E(u(q)) =: E(u)(ca) < ca 
rl-a 

3 lim V(q) =: v, 2 -00 
rl-a 

(v) (interval- de constancia de q5 y sdtos de u) . Si ) = const. en (ul , ug ) y )(ul) > 
inf V, entoncea 10s valores de u(q) evitan (ul ,  u2) y se tiene u(q) = v(V(q)), con v el grifico 

inverso de ) y por lo tanto u(q) tiene un sdto. 

(vi) (saltos de # e intenralos de constancia de u). Si ) s d t a  en u, E Im(u), entonces 
existe un interval0 (ql, qa) t d  que u(q) uc en (qi, qa), Y V(9) une O(uc+) con #(uc-) a 
t ravk de ma c u m  tlpica (esto es consisteate con (iii)). 



(vii) Condicidn de Stefan en lca q, en que salta E(u): en ems puntos se verifica 

( - V ' ( V ~ + ) ~  - (-V(vc-)) = J & - [ E ( U ( ~ ~ + )  - E(u(qC-)] (en saltos de u) 

- Vc - -- 
N+1 [E(~c+  - E(uc- )] (en saltos de E) . 

(viii) V (q) es convexa. 

La existencia de soluci6n para el problema de valores iniciales y de contorno 

se estudia a travks de la ecuaci6n integral para la funci6n inversa de la variable de Kirchhoff 

tknica que ya hemos mencionado en el punto 3. k estd relacionado con f (a), no siempre 

determinable a priori, habiendo caaos en que dbtintos valores k proveen diatintaa aoluciones 

de (P) (compbrese con 1.iii)c)). Un ejemplo de esta situacidn puede verse en [Kl].  

4.b) Discutiremos ahora en el context0 de 4.a) una generalixacihn de un modelo de zona 

pastosa autommejante debido a Solomon, Wilson y Alexiades (ver [S-W-A]) siguiendo el 
trat amiento del caso unidimensional de [Bl] . 

Quiere modelarse una zona pastosa autosemejante a tern eratua u u, constante para 0 ''I ) , debe sat isfacer la la ecuaci6n E(u)~  = di~(k(u) lVu(~- lVu) .  Si u(z, t) = u 

ecu aci6n ordinaria \ / 

Int roduciendo ) ( u) k(s)ds + wH(u - u.), con H la funci6n de Heaviside y w > 0 
la confitante (asociada de la zona) dada por 

[p(b) - p(a)] x (- flujo de temperatura) = w , 



con 

y pongamos 

Con esta elecci6n de 4, E y 4 saltan en un mismo punto u,. Redefiniendo E o v = E, 
para Vl V 5 V1, la discusi6n de existencia se hace a travC de (4.1). En [K] pueden 
verse condiciones en l a  que el anidisis cualitativo (i) - (viii) sigue siendo vilido abn si E y 

4 saltan en un mismo punto. 

Se tiene u(q) = v(V(q)); f (q )  es constante y V(q) tiene por lo tanto una forma tipica 
y u I uc en cierto intennlo a < r) < b (la zona pastosa), cumpli6ndose 

y la condici6n de consemci6n de energia a t r h  de la zona a q 5 6, 



("nueva" 

"dada" 1 

Observernos que aqui V ( ( )  ya no es la composici6n de u( ( )  = u, y a para o < C < b ,  sin em- 
bargo es u(() = v(V( ( ) ) .  A1 tener V ( ( )  una Yorma tipican sobre ( a ,  b ) ,  V'(a+) = V'(6-) 

es el flujo constante (de la variable de Kirchhoff) a trav6.s de la zona. 

El punto 4 es !a versidn n-dimensional de [Bl] y un resumen del mismo aparecerd an 

[KZ]. 
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Ibdo 1 Co Hor ac i o Mascller at) i  

C e n t r o  de I n v e s t  i g a c  ibrl y Desal-r.01 l o  t n r t  C r  i o  tecr11.1ltic11 J de A1 imetll;os 

( C I D C f i ) .  F a c u l t a d  d e  C i t a t ~ c i a s  E x a c t a s .  U.N.L .P. 

Los p r o c e s a s  c l e  col.\qe 1 ac i c 5 1 - r  y c l~scc .~r lge lac  it51.t dn. 1 i m e ~ l t o s  pueden 

c o n s  i d e r a r s e  como c a s o s  p a r t  i c u l  ares  del esquetna ar?ner a 1 de f r e n t e  

m6vi 1  con zona p a s t o s a .  

E l  f a c t o r  Clnico que ca r - ac t e r - i z a  a e s t o s  s i s t e t t t a s  es qur? el 

componente p r i n c i p a l  dc 10s  a 1  imentos  ( y  e l  q u e  cc~mbia de rase )  es e l  

aqua que  p a s a  a h i e l o  d ~ ~ r - a n t e  l a  conqr r l ac idn .  

F\ 10s  f i n e s  pr-3ct i t :os .  e l  a l imer l to  -de c u a l q c ~ i e l -  t i p o :  c a l - r ~ e ,  

f r u t a ,  v e r d u r a ,  jugo- se c.ompot-ta conlo una  s o l u c i b t t .  Es dec i r -  q u e  

comien t a  a conqe l a l - s e  a utla t empe ra tu rd  (TF")  m a s  I.)a i c t  que l a  d e l  aqua 

p u r a  (0°C) y l a  Congelac  ibn  es g r a d u a l .  s i g u i e t l d o  tllla cut-va d e  
. . 

e q u i l i b r i o  d e l  c o n t e n i d o  de h i e l o  ( W )  con  l a  t e tnpe l -a tu~  a  ( T )  que  es 

c a r a c t e l -  1 s t  i c a  d e  c.>cla a 1  imento .  Adrm.59;. conlo p c ~ e ( l c -  vsr- se e l l  l a  F i q u r a  

1 e l  agua  no se c o n g e l a  t o t a l m e n t e ,  yia clue pat- t:e (IP l a  misma eslA 

" I  i q a d a "  a  105 compor~er-ttes s o l u b l e s  y ~ ~ t r u c t u ~ - a l e ~ ;  d e l  a l i m e n t o .  

E s t a  c o n q e l a c  i h n  ( u  clescongc?lac ib1.t). qrnrlcta 1 1. lc .1  aqua ,  y e l  hecl-10 

cje q u e  l a  c o n d u c t i v i d a c ~  t.firmica ( k )  d e l  I ~ i e l o  s e a  rlel o r d e n  d e  5 v e c e s  

1  a d e l  agua  1  i q u i d a  pi-ovar:a q u e  l a s  p rop  i e d a d e s  t151 rn i c a s  d e l  c o r ~ q e l  ado 

s e a n  muy d i s t i n t a s  d e  la.; d e l  p r o d u c t 0  f r - e s co  y atir~rlths - y  ~ s t o  es l o  

nrhs impor t a n t e -  que  var- I PI> fut?r ternerlte c l u r a r ~ t e  1 a c.c)~-tgelac i d n  o 

d e s c o n q e l a c i b n ,  conlo I r ,  m u e s t ~ a  l a  F ic lu~  a 2 pal a ~ ! 1  c a s o  p a l - t i c . r ~ l a r  d e  



TF 0 
Figura  1 

0 10 20 
Temperatura ("C) 



a p a r e n t e ,  D :  dens idad  y a: d i f u s i v l d a d  t & r m i c a ) .  

E l  p r o c e s o  de  c o r ~ q e l a c i b n ,  desde  e l  punto dc \,ista d e  l a  

t r - a n s f e r e n c i a  de caltlr se puede carisider ar- en for- m a  .;imp1 i f  i c a d a  corno 

ocurr  iendo e n  t r e 5  e t a i ~ a s ,  l a s  que se esquenrat i tar1 ,-l c o n t  irluac i d n ;  

S I N  CONCELAR 

F igura  3 

PARCIALMENTE 

CONGELADO 

E s t e  t  i p o  d e  esrltlr.n\a c o n  a l g u n a s  e impl  i f  i c a c i o ~ ~ t ~ r ,  complementar ids 

d i o  or  i g e n  a v a r i o s  rn&Lodos aproximados de c A l c ~ l l r ~  1 1 , .  t ien l l~os d 8  

cor-lgelac lbn y J e s c o r ~ q t ~ l  ilr. i b n ,  conho ver.c-lnos mas adc.1 .-r~\l.rr. 



0 Fiqura 5 

Hodelado de la transferencia de calor 

durante la conqelacibn y deocongelacibn d e  alimentor 

El hecho de que La conqelacibn sea gradual con la temperatura y 

que las propiedades thrmicas varien fuertemente duralrts la misma 

deterrninan que, intleper1dienteme11te de la geometrla y composicidn del 

oistema, no existar1 soluciones anallticas exactas tluk? predigan la 

var iacibr~ de temper a t u ~  a y t iempos de (.>roceso par-a r.5; tos sistemas. 

Enisten entonces ~ U G  alternativas para la PI ecliccib~r ell estos 

casos que en forma yerwral sez pueden caracter i zal- ~ ~ o r  el balarrce 

diferencial 

I )  Metodos "enactos". 11c111rt51 icos, clue i~tilizan v a l o ~ c ~ ' ~ ~  c.:ipel-imrintales o 

ecuaciones tebr icae par a la prediccibn 111.2 las PI 01, i c . t l r l c l e . i  t&rmicas. La 

ec . ( 1 ) se resue lve pc.11 n~ktorlos r1urn12r- ices ( d  i ~ ~ I ~ c ? I I ( .  i ,I.:, o e l ~ r n ~ ~ n t o ~  

finites). 
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1 1 )  MQtodos " a p r - o x i m a ~ l u ~ " .  E f e c t h a n  una s e r i e  d e  c , i c ~ ~ p l i f i c a c i o n e ~ ,  

t a l e s  q u e  l o g r e n  o b t e ~ r e l -  una s o l u c i b n  arlal  l t i c a  d+:l s i o t e m a  o .  en 

muchos casos ,  s b l o  sa ot ) l ; l ene  una ecuecihrb  s imp1 i  f i r a d a  p a r a  e l  c A l r u l u  

d e  t iempos d e  c o n g e  1 ar. i hbr o d e s c o n q c  1  ac 1 d 1;. 

En el s i g u i e n t e  esqlierna se s i l ~ t e t i z h r \  l a s  p r i ~ ~ r  i p a l e s  

c a r a c t e r  i s t i c a s  d e  ambas o p c l n n e s r  

METODOS "EXACTOS" 

- R e s u e l v e n  e l  b a l a n c e  de 

e n e r g l a  d e l  s i s t e m a  s i n  

h a c e r  s imp1  i f icac: ionr?.; 

- FJer,mi t e n  p r e d e c  i r  pel f i - 
l e s  d e  t e r n p e r a t u r a  y t i e m -  

p o s  d e  p r o c e s o  

- N e c e s i t a n  in fo rmac i01- I  

d e t a l l a d a  d e  l a  vai- iacibib 

d e  l a s  p r o p i e d a d e s  t e r m i c a e  

c o n  l a  t emper -a tu ra  y ct,rnpo-- 

s i c i d n  

- T i e n e n  e n  c u e n t a  e n  Coi.ma 

" e x a c t a "  l a  i r ~ f  luerbcia  LIP 

la5 c o n d i c  i o n e s  d e  t r a b a j a  

s o h r e  el  t i empo  de proc .pso  y 

dun per-mi t e n  t r a b a j a r  c n i l  

cond i c  i o n e s  v a r i a b l e s  r ? r \  e l  

t i empo 

METODOS "APROYIMADOS" 

- l l t i l i z a i r  ~ i n ~ p l i f i c a c i o r ~ e s  e n  

l a s  ecuac ionec-  d i f e r e r ~ c i a l e s ,  o  

r e q l - e s i o n e s  cr Q I  A f i c o s  a p r - o x i -  

maclos 

- Generalmerbt'e solo d a n  t i empo  

d e  p r o c e s o  

- Etnplearl sllo 611 ,valor .  d e  l a s  

prop i e d a d e s  a t ernper a t u r a s  dc -  

let-mi n a d a s  o suponerb una  depen-  

d e n c i a  sirnplc. co11 l a  terr~per a t u l - a  

- T i e n e n  e n  c:i~&!~ll;a e n  forma 

"a1~1-aximacla" 1 FI i r \ f lusrbc  ia d(1 

las conclic i o r ~ ~ ? s  d e  t r  aba jo 

-;oOr e el t i eii111il rlr. pr 'oceso  . Erl 

g c . ? ~ ~ e r a l  s o l r )  c . n ~ > s i i l e r  a n  c o i ~ d  i - 

c. i o ~ r e ~ j  C C I I I E , ~ : ~ I ~ ~  tr., 



METODOS "EXfiCTOS" METODOS "QPHOXIMADOS" 

- Son vAlidos en cualquier 

rango de lo6 parametros del 

- Generalrnente solo dan r-esulta- 

do5 de buena precisidn dentro 

sistema del rango de var iacibn de 10s 

parametros para el cual fueron 

deduc idos 

- Solo implican cblculos sim- 

ples, no necesitan de una compu- 

tadora 

- Necesitan del programa de 

chlculo eapecifico, una 

computadorr con cier ta c:apa- 

cidad de memoria y una canti- 

dad variable de tiempo de 

maquina 

En esta conferencia sblo nos acuparemos de 10s mt9todos aproximados 

que son 10s que estbn dentro de lam posibilidades de uso de fabricant@s 

de equipos y procesadores de rlimentos, quienes son 10s principales 

iriteresados en el problerna. 

M & t o d o s  a p r o x i m a d o s  

Existen cientoe de model09 y metodos simplificadns para el c l l c u l o  

aproxirnado de tiempos d~ cnngelacibn y descongelacibn. Ramaswamy y Tung 

CUT1 y Hayakawa y col. CtlSSl  presentan revisiones bastante completas de 

10s mismos. 

Dentro de 10s de uc~o mAs habitual se pur2de hacei- una divisidrl en 

tres grandes grupos: 

a )  Simplificaciones en la resolucibn de la ecuacibn diferencialr 



Esquemas t i p o  P l a n k - S t e f a n  

b )  R e q r e s i o n e s  a  par  t i r  r Je  d a t o s  enper i m e n t a l e s  y / r )  t e d r i c o s  

c  1 Diagramas  tkrminor ;  uene l -a1  i z a d o s  

a) Esquemas t i p o  Plank-Stefan 

P a r t e n  d e  un c a s o  p a r t i c u l a r  d e l  pr-oblema d e  f r e n t e  m b v i l :  s i s t e m a  

a una  f a s e  p s e u d o e s t a c i o n a r i o  c o n  r e s i s t e n c i a  te r -mica  en l a  i n t e r f a c e  

s u p e r f i c i a l .  En t e c n o l o g l a  d e  a l i m e n t o s  se l o  corloce como modelo  d e  

P l a n k  CP11 p o r  s e r  h s t e  e l  p r i m e r 0  q u e  l o  a d a p t 6  a c : o n g e l a c i d n  de 

a 1  i m e n t o s .  

L a s  s u p o s i c i o n e s  q u e  se h a c e n  s o n :  

- T i  = TF ( l a  t e m p e r a t u r - a  i n i c i a l  es i g u a l  a l a  de  i n i c i o  d e  

- D l  Cpl  muy b a j o  ( l a s  p r - o p i e d a d e s  d e l  c o r l q e l a d o  d e l - e r m i n a n  r e s i s t e n c i a  

t e r m i c a  cas i  n u l a )  

- P r o p i e d a d e s  t e r m i c a s  c o n s t a n t e s  e n  c a d a  f a s e  

- Todo el c a l o r  d e  cambio  d e  f a s e  tbHc)  se l i b e l - a  a TF 

- E l  nornero d e  B i o t  (Eli .- hL) es f i n i t o  
k 1 

E l l o  l l e v a  a 1  esquema d e  l a  F ' igura  6 p a r a  urba o t3omet r i a  d e  p l a c a  

p l a n a  i n f  i n i  t a  d e  e s p e s o r  L r e f r  i g e r a d a  d e  u n a  s o l  a c a r a  (Donde h :  

c o e f  i c i e n t e  d e  t r a n s f e r e r l c i a  c a l b r  i c a ,  TS: tempet al.l.r~ a d e  l a  

super - f  i c i e ,  TR: temper a t u r - a  d e l  r e f r  i g e l - a n t e )  . 
El  b a l a r l c e  q u e  se c u r ~ l p l e  par-a cacla fase es d a l  1 / d x e  := 0 

I n t e g r a n d o  y  real-dellando se o b t  i e n c :  

I n t e g r a n d o  e n t r e  S( t )  = 0 y  S ( t  = L se o b t i e n e :  



SIN 
CONGELAR 

0 
C 

S(t  1 
F i g u r a  6 

t c p  -. Dl H I, , L y  
( T F  - TH) h 2 k l  

que  es l a  f b r m u l a  de Plank  p a r a  e l  c A l c u l o  d e l  t i e n ~ p o  de c o n q e l a c i d n  

( t c )  p a r a  a l i m e n t o s  de g e o m e t r l a  d e  p l a c a  p l a n a .  

En forma q e n p r a l  se l a  s u e l e  e x p r e c a r  corno: 

P y R dependerl d e  l a  q e r ~ m e t r  i a  y c ? s t h r ~  t v > b u l a d o s  I j ~ r l -  r :  r~ lar_;> plar la  

i n f  i n i t a ,  c i l i r ~ d r o  i n f  irri t o ,  e s f e r a ,  c i  l indr -o  f i r ~ i  ! : I  v p ? q ( ~ e t e s  ( e n  

p s t o s  d o s  cages p a r a  d i r,t i n t a s  I - e l a c  iorles d e  ta~naac! P I I ~ I - P  l a 5  ci4r.d~;) . 
H s o l o  t i e r r e  e n  c i~c?r \ t~3 e l  ca lo i -  d ~ )  cambio d e  fa.,(.. I mi~;ma e c u a c i b n  

se puede u t i  1  i z a r .  pal , I  n l  c A l c u l o  de t  ictnpos de t l ~ - ~ : r o ~ r g e l a c i d r ~  ( t d j  

usando 02, B i P  Y k 2  y ( 1 H  - T R )  en l u q a r  ( I F  - T R )  ( I t ! :  t e m p e r a t u r a  d e l  

clredio de c a l e n t a t n i e n t r ,  



Hodificaclones a la fbrmula general de Plank 

L a s  s u p o s i c i o n e s  I - r ~ c h a s  e n  s u  deducc ibn  impl icar i  que erl qerbei-a1 l a  

e c u a c i b n  d e  Plank ( P C .  (2)) p r e d l g a  por  d u f e c t o ,  t e ~ i i e r l d o  e r r o r e s  d e  

t l a s t a  un 40 % o mayor-~?s .  Sir1 embargo,  e l  q u e  t e n g a  f~.~~icl,amc?~lto t e b r  i c o  

ha per -mi t ido  q u e  se l a  1 . 1 5 ~  d e  b a s e  p a r a  l a  f'ormulac- i01l d e  riumerosos- 

metodos m e j o r a d o s .  Eet;c~s se or l g l n a n  eri l a  a p l  i c a c i b l )  de una o m a s  d e  

l a s  s i g u i e n t e s  m e j o r a s  a l a  ecuacibr i  or  i q i n a l r  

1 .  Agreqado do fac to r rbs  que c o r r i q e r r  l a  f b r m u l a  o r  iq i t r a l  

2. Suma d e  t iempos q c l e  tornan e n  c u e ~ ~ t a  1 ~ 1 s  p e r  l odos  c l ~  p r e e r l f r  iarniar\ to 

y  a t e m p e r a d o ,  ya  que l i  > TF- y  q u e  l a  t e r n p e l a t u r a  f i ~ \ a l  Tc < TF 

3. Cambios e r l  1 0 s  v a l o r e s  d e  propieclades  (AH,  D l ,  1 1 )  v / o  d e  1 a s  

c o n s t a n t e s  P y R.  

Algunas  d e  l a s  m A z  u t  11 i z a d a s  sorrr 

- La d e  Naqaoka y  col . I N l H l  q u e  c o r r  iyert por  Ti t l i - ; I  i r l to  d e  T F  y  u s a n  

un A H t  c a l c u l a d o  e r l t r e  Ti y  Tc ( i n c l u y e  e l  s a l t o  ~ l ~ t d l y i c o  t o t a l )  

- Levy ELI p r e s e n t a  tlna f b r m u l a  muy s i m i l a r !  

- E.1 I n s t i t u t o  I n t e r n a c i o ~ ~ a l  d e  R e f r i g e r a c i b n  C I I  t ~ t i l i z a  un bt4c q u e  

toma e n  c u e n t a  l a  va r  i a c i b n  d e  e n t a l p i a  c!ntre TF y I c .  



P I  ,313k CP21 C ~ I  r i q e  f b ~  mula aqr-eqarrlo ur\ far L r ~ l  11uc  toma e n  cutl~\ta 

pr-eenfr ismiento y '.unla~lrlo un t & ~  r n i r b o  que t iene e r b  ~ollsidel-ac  id^, La 

d i  forencia entr-e TF v Tc. 

ta - l.B.6 Lm n Dixp:l (log (i: 2:) - ".OW') ( - - "  . R) 
k'l B i  1  

M ' c  esta corrsiderado entre TF y - 4 O C .  Cp'l e s  u n  valot- medio e n  el 

rango d e  -40C y Tc. Finalmente n e s  u n  factor que depende d e  B i l  y 

puede valer entre 1  a H i 1  = - y 1.21 a Bii tendiencfo a cero. 

- Una d e  las correcciones mas precisae y d e  m a s  amplio campo d e  

aplicacibn e s  la prescntada por Cleland y Earlw CCE13 y ampliada e n  

varios trabajos poster iores tver bibliografla). Desarrollan una ec. 

tip0 Plank general i z a d ~  vhl ida para distirrtas geometl- ias y 

posteriormente ampliada a 10s casos d e  transmisibn d e  calor 

mu1 tidireccional. 

P '  y R '  dependen d e  la yeornetria y de 10s parametros B i l ,  Pk, Ste, 

donde 

Pk , cp2 ( T i  - TF-) 
AHc 

- E n  otro tipo de errfoquv Mascherorji y Calvelo CMCI i l t  i 1 izan una ec. de 

Plank modificada ttcp") a la que le adicionar\ tienrpos de 

pr-eenfriamiento t t p )  y d e  atemperado tta) calculadq~c cull la 4olucidn 



ar~alltica para tra~lsf~r ellcia de calor sir) cambio tJe fase para placa 

plana infinita. 

t r r  , tp + tcp" + ta 

tcp" , D2 AH"c L L  
( T F  - TR)kll 

6ti"c tiene en cuerlta el calor de cambio de fase "ef~.ctivo" 

considerando la fraccibn de aqua que realmente s e  congela. 

Dentro de este mismo esquema de calculo De Michelis y Calvelo 

CDCII, CDC21, De Michelis y col. CDMCI, Lacroix y Castaigne CLC13, 

CLC23, CCLI y Pham LPHI, modifican la manera de calrular tp y ta y lo 

general izan para otras geometr las y a corlduccibri nrul t idimensional y / o  

asimetr ica. 

b l  Regresiones a partir d e  dator experimentales y / o  numeric08 

Dan fbrmulas del tip0 tc,f(TR,Ti,L,h) o td-f(L,Ti,TH,h) donde la 

funcionalidad es PI-opuesta por lor autores y s e  ajusta a datos 

experimentales o tebricos de forma de obtener 10s "mejores" valores do 

las constantes que inc luye cada regresibn. Su val idez se circunscr ibe 

a1 t ipo de, equipo y rango de condiciones usadas en su deduccibn. 

CIlgunos ejernplos son: 

- Scott CSCI obtuvo par-a descongelacidn adiabatica CJP bloques d e  

pescado sumergidos en cln volumen determinado de aqua: 

donde 

R , _peso aqua 
peso pescado 



- Floreo y col. ( F )  obtuvieron para descongelacidn unidireccional de 

placas o bloques de alimentos de alto contenido acuoso: 

- Hayakawa y col. CHI1 y Hayakawa y Succar CH21 obtuvieron fbrmulas de 
regresibn precisas y complicadas para el calculo de tiempos de 

congelacibn de bloques y cilindros finitos y do placa plana infinita, 

respect ivamente, vkl idas para un amp 1 io rango de cond ic iones de 

trabajo. 

La idea ee obtener- una relacibn entre la tempel atura del centro 

termico del producto Tc y un tiempo adimensional que sea general y 

vktlida, por tanto, para cualquier condicidn de trabajo. Salvadori et a1 

CSlI y Salvadori y Hascheroni CS21, CS31, CS41, hallaron rslaciones de 

este tipo para c~ngelacibn o dercongelacibn de prod~~ctos alimenticior 

de formas geom&tricae regularer. 

C\1 trabajarse con relac ionss smplr icas regresiorladas dm modrloo 

num&ricos, sdlo se pudo generalirrr para la zona final de congelacidn o 

descongelacibn pero esto es suficlente para poder predecir con 

precisibn tc o td. 

El tip0 de curvas obtenidas fc vs X para congelacibn se presentan 

en la Fig. 7 donde se halla gr'aficada pal-a cada geometria la relacidn 

T c  vs X y el limite de variacidn de todo5 106 casos tedricos posibles. 

Esitas relaciones se pueden linealitar y despedar de ellos tc o td, 

llevando a ewpresiones del tipo. 



Las c o n s t a n t e s  A .  8,  C ,  m y n dependen de  la o e o m e t r i a  y de  sL es 

conqe lac ibn  o d e s c o ~ ~ q e l  acibn y se I ~ a l  l an  tabuladar, cbrl 10s tl-abo jos  



\ 
Cone lusi ones 

El ideal para el chlculo simple y precis0 dra t i ~ m p o s  de 

conqelac ibn o d~scor\ql--l ac ibn es el clc-s<rl I 0 1  lo de re lac iones 

ad imensionales qerier-a1 i 7adas t ~ b r  icas dp tipo Tc X ,  obtenidas sin 

l ~ a l i z a r  simplificacio~ies ell la ecuacib~i diferennial ( 1 ) .  

n1 momento actual. a1 no habel-sr obtenido aurl este tipo de 

relaciones, las opcioc~rs de uso mAs simple y que 1 1 1  ilidan mayor 

precisibn son 10s esqucmas de Cleland y Earle (ec. ( 3 ) )  y 10s diaqramas 

tei micos general izados apl-oxiniados (el . (4) y ( 5 )  ) . 
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foodstuffs. J. Food Sci. (1979) 44, 95B. 
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J. Refrig. (17Flb) 9, 220. 
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DIFUSION DE UN SOLVENTE EN UN POLIMERO NO HOMOGENEO. 

Cristina V. Turner 

1. INTRODUCCION. 

El transporte de solventes a travCs de polirneros vidriosos arnorfos puede presentar diversos 

cornportarnientos. 

El hecho mas interesante de este fenorneno se observa cuando la actividad del penetrante 

(solvente) excede un cierto urnbral, el cual para un dado par solvente-polimero depende esencialrnente 

de  la temperatura. 

La penetracibn ocurre en forma masiva y el proceso tiene las siguientes caracteristicas : 

a)  Una marcada discontinuidad rnorfolbgica aparece en el polirnero, separando una regibn 

vidriosa, donde la concentracibn de solvente es muy peclueiia, de una regibn gornosa (gel) con una alta 

concentracibn de solven te. 

b) Esta discontinuidad se mueve a traves del polirnero con una velocidad que es 

aproximadarnente constante respecto a1 tiempo durante la prirnera etapa de la penetracibn. 

c) La cantidad de solvente absorvido es inicialrnente lineal respecto al tiernpo. 

Lbs ingenieros quimicos denorninan a este tip0 de cornportamiento, caso de transporte 11. U n  

rnodelo matematico para este caso de transporte I1 fue propuesto por G. Astarita y G.C. Sarti en 1978 

[2] . Este rnodelo difiere de  10s anteriores debido a la presencia de una frontera libre. 

La descripcibn de  este modelo para el caso unidirnensional es la siguiente: U~ia barra se~iii- 

infinita de  polirnero, inicialmente en la fase vidriosa, ocupa el semiespacio x > 0 . Por el momento se 

supone que el polirnero no se hincha con el solvente y st considera que x = 0 es la cara fija del 

material. En esta cara se impone una condicibn de contorno para la concentracibn de solvente C, para 

todo t > 0 .  

Si C(0,t) excede el urnbral C' en una cantidad finita, se observari el caso de transporte 11. 

La hipbtesis fundamental de a t e  modelo ej que la transicibn rnorfologica tiene lugar sobre la 



frontera libre x = s(t) , la cual a priori a desconocida. El gel ocupa la region 0 < x < s(t) , tioncfe el 

solvente difunde de acuerdo con la ley de Fick : 

En la regibn vidriosa, x > s(t) , la concentracibn del solvente se considera nula, por lo tanto ei 

problema a resolver es un problema de frontera libre a una lase. 

Resta irnponer dos condiciones sobre la frontera libre, la primera es la conservacibn de la rnasa: 

En cuanto a la segunda condicibn , asumir que la concentracibn sea continua sobre la froutera 

libre, i.e. C(s(t),t) = 0 seria inconsistente con el resto del esquema, por otro lado imponer la condicibn 

qrle la concentracibn C(s(t),t) sea igual al valor umbra1 Cm lleva a un problema de tip0 Stefan, 

colltrariando el cornportamiento de la frontera libre descripto en b). 

Entonces la ley propuesta para la penetracibn dinamica es : 

(1.3) i ( t )  = k (C(s(t),t) - Cm )m , 
donde k y m son constantes positivas. Esta ley empirica concuerda con el hecho de que la velocidad de 

penetracion aumenta con el aumento del exceso de concentracibn. 

Se puede ver que la solucibn de la frontera libre con la condicibn (1.2) y el dato inicial : 

s(0) = 0 

sat isfacen las hip6 tesis b) y c). 

En lo que sigue se describe la teoria desarrollada en [4] para el modelo recidn descripto. 

La concentracibn de solvente en la frontera x = 0 se considera constante y que excede el 

umbra1 de concentracibn. 

Usando variables adimensionalizadas el problema a resolver es el siguiente : 

Encontrar (a,C) tal que s E c'[o,T] para algdn T > 0 , C E c" ' (D~)  n C(BT) , 
DT = { (x,t) / 0 < x < s(t) , 0 < t < T ) , C continua hasta x = s(t) y tal que : 

(2.1) Cxx - Ct = 0 en DT , 

(2.2) s(0) = 0 , 



(2.5) Cx(s(t),t) = - S(t) ( C ( ~ ( t ) , t )  + q ) , 0 < t < T . 
C(x,t) representa el exceso (normalizado) de concentracibn y q es una constante positiva relativn al 

trm bra1 de concentracion. 

La condicibn (2.4) es una generalizacibn de !a condicibn (1.3) y la funcion f satisface las 

siguientes hipbtesis : 

Los principales resultados obtenidos en [4] son: 

Teorema 1. 

El problema (P) admite soluci6n linica global ( T = + oo ) con s E c2[0,00) , 's' es IIolder 

continua para t > 0 y %(t) < 0 para t > 0 . 

Teorema 2. 

lirn s(t) = +oo , lirn S(t) = 0 . M l s  aun, si q > 0 , luego 
t -- oo t - - o o  

s(t) 5 Jq , s i t  - a. 
Si q > 0 , entonces s(t) > \IT 6 ( 1- ~ ' ( t )  ) donde lirn t2( t)  = 0 . 

t - - 0 0  

Se pueden obtener algunos resultados mas sobre el mismo modelo, si se inlponen otras 

condiciones de contorno sobre la frontera exterior :([I.], [3], [6], [lo]) . 
Observacibn: 

El proceso de penetracibn de solvente en polimeros es esencialmente isotCrmico y mucho mas  

lento que el de conduccibn de calor. Sin embargo, en muchas aplicaciones se puede presentar un  

gradiente de temperatura en el polimero que dependa del tiempo; ya que la temperatura afccta al 
* 

umbra1 de concentracibn C ,se puede tener en cuenta una distribucibn de temperatura ,generalizando la 

ley de penetracibn (2.4), i.e. haciendo depender a la funcibn f del espacio y del tiempo. 

En este capitulo el interis radica en el caso de una barra no-homogenea de polimero cuyas 

propiedades mechicas dependen de una variable espacial, en este caso la ley de ~enetracibn es 

generalizada a v = f(c,x) , donde x representa a la variable espacial (ver [9]). Llamando c(x,t) a la 





Las condiciones Fiii) y Fiv) son hipbtesis tkcnicas, en parte la condici6n Fiii) es una especie de 

condicibn d e  Lipchitz para la funcibn c'. 

De la. h ip6 ta i r  (F) sc sigue que existe una funcibn 4 E c(T(E) s I+)tal que )(f(c,x),x) = c 

para x > 0 y c > c'(x) m a s  alin se satisface : 

4%) 4(q,x) > c0(x) , q > 0 , x > 0 , 


4 )  ( x )  > 0 en G . 

Se puede usar la funcibn 4 para reescribir la ley de  penetraci6n (1.4) en una forma equivalente 


En las secciones siguientes se prueba la existencia y la unicidad para la soluci6n del problema 

(P)  para todo T > 0 , la  dependencia continua de  la soluci6n respecto al da to  f y se analiza el 

comportarniento asintbtico d e  la frontera libre. 

2. PROBLEMA AUXILIAR. 

En esta seccion se considera que la frontera m6vil es conocida como una funcijn del tiempo, 

x = r(t) y se estudia el problema de  difusibn del solvente en la barra 0 5 x < r(t). 

Se supone r E c'[o,T] t7 c2(0,T)  ,para un valor fijo T, m i s  a i n  se considera : 

(2.2) i(0) = f(co,O) ; 

(2.3) I i ' ( t ) ( S k ,  O < t < T ;  

donde k es una constante positiva. 

El problema de difusibn que se tiene que resolver es el siguiente : Encontrar una funci6n 

c E C~"(D)  n C(n), D = {(x,t) / 0 < x < r(t) , 0 < t < T } con cx continua hasta la frontera 

x = r(t) y tal que : 



Aqui la condici6n (2.6) semeja a la condicibn (l .5),  expresada en tCtminos de Ia futlcibn r 

solamente, i.e. substituyendo el valor de la fnncibn q5 por el valor de la concentracibn sobre el colltorno. 

La existencia y la r~nicidad para el problema (2.4)-(2.6) ha sido probado en [5].Xqui se (Ian 

algunas estimaciones de la solucibn y sus derivadas. 

Comencemos notando que la funcibn c' es continua y (co,O) E E , luego se puede encontrar dos 

sonstantes positivas 6 y x l  tales que : E(6,x1) C E , donde E(6,x1) = {(c,x) / co - 6 < c < c, + 6 , 

O < X < X ,  1. 
Si definimos A(t) = { (x,r)) / 0 < x < Vo t + 4 k t2  ,Vo - k t < r) < Vo + k t ) donde 

v, = f(c0,O) . 
De la inecuacibn (2.3) se obtiene : 

Luego para todo t < T ,se tienen las siguientes estimaciones : 

(2.8) 0 5 co - 6 < d(i(t),r(t)) < co + 6 

(2.9) - (VO + kt) (co + 6) < cx(x,t) < 0 ,  0 < x < r ( t ) ,  0 < t < T. 

La hltima inecuacihn, junto con la condicihn (2.5), dan una estimacibn para la solucibn c : 

co - (Vo + kt) (co + 6) (Vat + k t2) < c(x,t) < co , 
(2.10) 


O < X  < r ( t ) , ~ < t<T. 


Finalmente se puede dar una simple estimacibn, uniforme con respecto a la funcibn r , 
restringiendo T. 

(2.11) c o - 6 ~ c ( x , t ) < c o < c o + 6  , O < x < r ( t ) , O < t < T .  

Nota 2.1 

Una vez elegido 6 y x, independientemente de la funcibn r en la clase especificada por las 

condiciones (2.1)-(2.3), el valor de T depende en forma simple de k. En particular es,siempre positivo 

para cualquier k finito. 

Bajo la hipbteais (2.1)-(2.3) se cumple que : 

E c2* ' ( a )  ,cxt E c ( a  \(o,o)) 



I ct(x,t) I I M l ( k )  ( 1 + sup i / inf i ) sup r(t) 5 
(0,T) (0.T) (0,T)

(2.12) 

donde L1 no depende de k, siempre que 'jr sea menor que -v 0 .2k 

La inecuacibn (2.12) permite comparar dos soluciones c, y c2 correspondientes a dos fronteras 

diferentes x = rl(t) y x = r2(t) . En efecto resulta 

donde nuevamente la constante L2 no depende de k si T 5 3 . La demostracibn es similar a la hecha Zk 

para el caso homogeneo. 

3. EXISTENCIA LOCAL Y UNICIDAD. 

En esta seccibn se prueba la existencia local de la solucibn usando un argument0 de punto fijo. 

Primero se define un apropiado espacio funcional. Para este propbsito sea a una constante tal que 

9 < a < 1 y sea y(t) una funcibn positiva no decreciente definida para todo t > 0 , posiblemente 

divergente cuando t - 0 . 

Sean k y T dos constantes positivas. 

Se nota con T(k,T,y,a) el conjunto de funciones r(t) que satisfacen : 

El conjunto T(k,T,y,a) es un conjunto cerrado de c'([o,T]) con respecto a la norma c'. Vcr cl 

apindice a1 final del capitulo. 

Se define el operador 9' sobre X de la siguiente manera :para cada r E X sea c(x,t) la solucibn 

correspondiente a (2.4)-(2.6) y sea ? definida por : 

entonces '3' verifica T(r) = 'r . 



Se quiere probar que con una adecuada eleccion de a. k, T y de la funcion y, B llcva cl 

conjunto I en si rnisrno y que es una contraccibn. Esto irnplica que hay un hnico punto fijo del 

operador 'T en I , con lo cual resulta el siguiente teorerna 

Teorerna 3.1 

El problerna (P) adrnite a1 rnenos una solucibn local mas aun la concentracibn c satisface 


E c2* ' ( a )  E c(D\{o,o)). 


Se cornienza probando que 9 va de X en si rnismo. 

Las condiciones (2.1) y (2.2) son satisfechas trivialrnente. Mis alin se tiene : 

(3.3) i.(t) = fc(c(r(t),t),r(t))( cx(r(t),t) i(t) + ct(r(t),t) )+ fx(c(r(t),t),r(t)) i(t)  

De laa estirnaciones hechaa en la sec. 2 , se obtiene I ?(t) ( 5 k , 0 < t 5 T . 

Para dernostrar que T. satisface la hltirna condicibn de (3.1) se necesita una estirnacibn de la 

norrna cx(x,t) en el apacio cl+"(derivada respecto a la variable espacial Hzlder de orden a) para 

algGn a € (0.1) (la cual da  una estirnacibn de ct en la norrna Ca). Ver [8]. 

El caracter contractivo de r sigue de la dependencia continua de c respecto de r(t) , corno en 

(2.14). En efecto se tiene 

Finalmente se reduce T, si fuese necesario, para tener L3 T < 1. 

La regularidad de la solucibn sigue de las estirnaciones hechas a la solucibn del problerna 

auxiliar. 

Debido a1 caracter contractivo de r la solucibn local es tarnbikn linica en I . hiis  airn la 

solucibn es linica en una clase funcional rnis arnplia la cual es la mas grande en la cual la solucibn 

clisica tiene sentido. La dernostracibn es casi la rnisrna que la del caso f independiente de x (vcr PI). 
S6lo se enuncia el ruultado : 



Teorema 3.2 


El problema (P) admite a lo sumo una solucibn para t<T. 


4. EXISTENCIA GLOBAL. 

Aqui se dan algunas propiedades cualitativas de la solucibn del problema (P). 

St supone que la funcibn f en (1.4) pertenece a C m ( ~ )  luego la frontera libre s(t) pertencce a 

Cm((o,T)) n ca( [O,~]). 

Se define la funcibn u(x,t) como : 

la cual satisface la ecuaci6n del calor en DT = { (x,t) , 0 < x < s(t) , 0 < t < T ) ,con condiciones 

de con torno u 
X 

(0,t) = co , u(s(t),t) = 0 y la condicibn no lineal de Stefan f(u,(s(t),t),s(t)) = S(t) . 
Luego se puede probar la regularidad de la frontera libre usando la misma tdcnica iterativa introducida 

en [12] para un problema de Stefan lineal ya que f E c ~ ( E ). 

Proposicibn 4.2 

La frontera libre es una funcibn estrictamente creciente de t , i.e. i ( t )  > 0 , 0 5 t < T . 

Ya que b(0) = f(co ,0) > 0 y b es continua, entonces existe t' > 0 tal que i ( t )  > 0 , 
0 < t < t' . Sea t l  el infimo de 10s t, tal que i ( t ) lO  . Luego t, > 0 y b(t) > 0 en 0 5 t < t, y 

i ( t l )  = 0 . De (1.5) cx(s(tl),tl) = 0 , y luego (s(tl),tl) es un punto de rnaximo para cx en D 
t1 ' 

donde D = { (x,t) ,0 < x < s(t) , 0 < t < rl 1. b t o  implica que la derivada apacial de c, ell
t l  

dicho punto es estrictarnenete positiva (ver aplicaci6n del principio de miximo [7]) y luego 

c (s(t,),tl) > 0 .De esto se deduce que la derivada total de c respecto al tiempo evaluada a lo largo de 
t 

la curva X = s(t) es positiva en t = tl . Por lo tanto c(s(t),t) es estrictamente creciente en un interval0 

(t3 , t l)  para algun t3 < t l  . Por otro lado ya que tl es el primer cero de i ( t )  y (co,O) E E lucgo : 

( c(s(t),t),s(t) ) E E para todo t < t1 o c(s(t),t) > ca(s(t)) , para t < t1 y c(s(tl),tl) = c*(s(tl)) . 
Esto nos dice, junto a la hipbtesis Fiii) que 



Finslmente se toma limite cuando h - 0' .y se obtiene la siguieote inecuacibn : 

5 L(s(t,)) H(tl) = 0 .Absurdo. 

P rop ic ihn  4.3 


Sea (T,s,c) una solucibn del problema (P) luego : 


(4.2) c(x,t) < CQ O < X 5 s(t) ,O < t < T . 
(4.3) O < i ( t ) < _ Z ,  O < t < T ,  


(4-4) - CQ 5 < cx(x.t) < 0 en DT , 


Demostracibn. 


La demostracibn es una aplicacibn directa del principio del maximo a las funciones c y cx , 

teniendo en cuenta que i es estrictamente positiva. 

Teorema 4.4 

El problema (P) admite solucibn para todo T arbitrario. 

Demostracibn: 

El teorema 3.2 garantiza que existe uns inica solucibn del problems hasta un tiempo T > 0 . 

Sea T' el miximo tiempo de existencia de la soluci6n y se supone que T' < ca (T' 2 T). 

Se considera un nuevo problema de frontera libre para T' > T' .Se busca u(x,t) Y ~ ( t )t a l a  

que : 



&(t) = f(ux(a(t),t),u(t)) , T' < t < T' , 
donde b = lim s(t) , h(x) = lim u(x,t) = - lim c(y,t) dy 

t -,T" t -. T" t - T "  

y u(x,t) es definida por (4.1). 

Notar que el limite de s(t) existe debido a la monotonia de la frontera libre x = s(t) , t < T'. 

Ya que ut = c < 0 el limite u(x,t) existe cuando t -+ To para cada x < b . &1is ahn ya que 
X 

ux(x,t) = c(x,t) es uniformemente acotada, h(x) es Lipschitz continua en (0,b) y h(b) = 0 . En 

realidad h(x) es C' . 

La existencia y unicidad de la solucibn del problema de frontera libre para u y u para un 

adecuado T' > T' , es entonces asegurado por [11].Ya que 10s datw para el problema que satisfacen 

( u p )  verifican las hipbtesis del Teorema de existencia en [12] : fc y fx Lipschitz continuas en E y 

IIEC'[O,~]. Mis aGn esta solucibn satisface : u E c"O(D') tl c~"(D') , u E c'([T',T*]) . hhora el 

teorema de unicidad y el resultado de regularidad de [12] implican que la derivada espacial de u(x,t) 

extiende a la solucibn del problema P, contrariamente a la hipbtesis de que existe un tiempo T', 

mhximo de 10s tiempos de existencia de la solucibn. 

5. DEPENDENCIA CONTINUA Y OTRAS PROPIEDADES CUALITATIVAS DE LA 

SOLUCION. 

Primero se enuncia un resultado de dependencia continua de la soluci6n respecto a la liincibn f 

definida en (1.4) : 

Se supone que ambas f, y f2 satisfacen las hip6 tesis (F). 

Su 9 , ci , i = 1, 2 las correspondienta, wluciona, del problema (1.1)-(1.5), luego en un 

interval0 fijo (0,T) se tiene 



(5.1) 11 'I - '2 11 ~ l ( ( 0 , ~ ) )5 const. sup I fl(c,x) - f2(c,x) ( 
E' 

donde E' = E n { (c.x) / : c < co , x < min(sl(T),s,(T)) } 

El caracter contractive del operador 5 no depende de f . En efecto la acotacibn de S , 
determina una cota inferior independiente de f para s en un adecuado intervalo de tiempo. Mis aun T 

depende continuamente de 'I - f2 'I C((0,T)) 

La dependencia continua para cualquier intervalo de tiempo puede ser obtenida aplicando el 

teorema 2 de [12] a la eolucibn del problema definido por (4.1). 

En cuanto a la dependencia monotona se tiene lo siguiente. 

ProposiciAn 5.2 

Sean si , ci , i = 1, 2 , dos soluciones del problema P, correspondientes a las funciones fl y f, , 
ambas satisfacen las hipbtesis (F) y tal que fl(c,x) < f2(c,x) para todo c, x, luego : 

(5.2) s*(t) < s2(t) , 0 < t < T . 

Demostracibn. 

Se consideran 10s corrapondientes ui(x.t) definidos por (4.1). Como i l (0)  < L(0)  , entonces 

se supone que existe un to tal que sl(to) = s2(to)y sl(t)  < s2(t) ,para cualquier t < to .Y 

(5.3) W o )  > %(to) 

Se define v = ul - u2 y Do = { (x,t) / 0 < x < sl(t) , 0 < t < to } luego v satisface 

Luego v tiene un minimo en el punto (sl(to),to) y por lo tanto vx(s,(to),to) < 0 . Esto 

conduce a : 

%(to) - &*(to) = f l (ulx(~l(to)~to) ,s l(to))- f 2 ( ~ 2 X ( ~ 2 ( t O ) , t O ) , S 2 ~ ~ 0 ) )5 

5 f2c(~lsI(to))( ~ l X ( ~ ~ ~ ~ 0 ~ 1 ~ 0 ~- ~2~('2(tO),tO)) c 0 9 

con u,x(sl(to),t0) < p < ~ ~ ~ ( s ~ ( t ~ ) , t ~ )lo cual contradice (5.3). 



Se aupone que fx < 0 .Luego : 

Demostracibn. 

Sea w = ct , luego w resuelve la ecuacibn del calor en QT con las siguientes condiciones de 

contorno : 

w(s(t),t) 4)+ wx(s(t),t) = P(t) 

donde 

4 )  = 2(i(t) + fc c) I = s(t) 

P(t) = - i (  c, i + c fc cx + c fx l = s(t) 

Ya que a(t)  y P(t) son no negativas, el principio del maxirno implica que w no puede asurnir 

un minimo negativo ni anularse sobre x = s(t). Luego w es estrictarnente'positivo dentro de DT . Se 

sigue que el minimo para w es asumido sobre la frontera x = 0 , esto es wx(O,t) > 0 . 

Si fx '> 0 , luego la funcibn a(t) = c(s(t),t) es decreciente en 0 < t < T . 

Sea v = (In c),, . El teorema 3.2 asegura que v es continua. en nT y que v, es continua en 
-
DT l(0.0) .Mas aun v satisface : 

(5-6) vxx + 2 (inc), vx + v2 - vt  = 0 en DT,  

con las siguientes condicionea de contorno : 

Ya que v(0,O) < 0 y v es continua en (0,O) , v(s(t),t) es negativa en algin interval0 [O,to). El 

principio del rniximo (i.e. en la forma del teorerna 5, de (71, aplicado con cuidado a la ecuacibn (5.6) 



implica que si v(s(t),t) se anula por primera vez en to > 0 ,entonces (s(to),to) es un punto de mixirno 

p a r a v , e s t o e s  vx(s(to),to) >O.Sinembargovx(s(to) , to)  = - f x f ( x -- s(t0) ,t = to es no 

positi va. 

Luego v(s(t),t) no st p u d e  anular, esto es : 


X(t) < fx(c(s(t),t),s(t))4(t) , 0 < t < T .El resultado se obtiene teniendo en cuenta que : 


6. COMPORTAMIENTO ASINTOTICO. 


En esta seccibn se describe el cornportamiento de la solucibn del problema (P) cuando t - oo , 

bajo distintaa hipbtesis sobre los datos. 

Proposicibn 6.1 

Se supone que existe un 2 < oo tal que c0( f )  1 co , luego s(t) < 2 para todo t > 0 . 

Demostracibn. 

Se supone que existe un i tal que s(i) = i, luego (c(s(i),i), s(i)) E 8' \ E .Sin embargo la 

proposicibn 4.2 asegura que la distancia de lo. punt- (c(a(t),t), s(t)) a la frontera del conjunto E es 

positiva para todo t > 0 . 

Si la frontera libre x = s(t) tiene una asintota en x = xo , luego lim c(s(t),t) = co ,
t - o o  

lim i( t )  = 0 . 
t d o o  

Demostracibn. 


Sea u(x,t) definida como en (4.1) luego : 


Se fija Ti entero arbitrariamente grande. Y para todo n > ii se define: 


un(x,t) solucibn de : 


unxx - Unt = o en ~n = { (x,t) / o < x < xn , t > tn ) , 

donde tn es tal que s(tn) = xn = xo - ti1 con las siguientes condiciones de contorno e iniciales : 



unx(O,t) = C o  , t > tn 


un(xn,t) = 0 , t > tn 


Se cumple que : 


(6.2) lim un(x,t) = co (x - xn) para cada n . 
t --, oo 

Entonces (6.1) junto al teorema 4 pag. 158 de [7] asegura que 

-
lirn u(x,t) = co (x - xo) uniformemente en Dn . 

t - - c o  

Mis  alin 

lim ux(x,t) = lim c(x,t) = co uniformemente en cualquier intervalo [O,x], para 
t - o o  t - 0 0  

cualquier x' < xo (vet teorema 15, pag. 80 de [7]). Se sigue que lim c(s(t),t) = co . 
t - o o  

Entonces existe lim f(c(s(t),t),s(t)) yt lim i(t)  = lim inf i ( t )  = 0 . 
t - o o  -00 t - o o  

En efecto como f es continua, lim c(s(t),t) = co y lirn s(t) = xo , entonces existe el 
t - o o  t + o o  

limite de f(c(s(t),t),s(t)) cuando t - oo que se sabe por (1.4) que es igual a lim S(t) , pero como x 
t - 0 0  

= xo es asintota de s(t) , lim S(t) = 0 , luego existe lirn i ( t )  y es igual a cero. 
t - 0 0  t - o o  

Corolario 6.3 


Supongarnos que s(t) tiene una asintota en x = xo , luego 


xo = x* = in({ x / c0(x) > c0 ) 

Corolario 6.4 


Sea c0(x) tal que co(x) < co , para todo x , entonces 


lirn s(t) = +oo . 

t--oo 



NOMENCLATURA 


c, :concentracibn en la cara x = 0 

c :concentracibn 

c' : umbra1 de concentraci6n 

D :constante de difusividad 

f :velocidad de la frontera libre 

s :frontera libre 

t :variable tiempo 

x :variable espacial 

Letraa griegas 

4 : inversa de f 

9 :operador contraccibn 
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ABSTRACT 

We cons ic l~ r  the existence and uniqueness o f  solutions f o r  t-he Stefan 

problem (sf paratlal ic part.ia1 d i f fe ren t ia l  equat iorrs f o r  heat and mars d i f  fusions 

in the solidyfyil-1-3 three-phase mixt.ure. The concentration of the rnixture 

comtonents belt-1% taken in to  accc~~~nt. .  The novelty cont.ained in th is  pa te r  consists 

in determining tl-~e f r ee  boundary on which the tempet7at.ura o f  so l id i f ica t ion i s  

unknown. The ncrtions o f  a c lassical  and k~eak sol~~tiot-IS Were introduced in 141 and 

C51, respect-it.:nelg. 

A st.atist.ica1 solut ion t-o a f r e e  boundary value prcjblarn o f  the pa r t i a l  

pa rh to l i c  d i f  fa-ent  i a l  eq~~at. ic~ns i s  defined using ri~easure theory approach [131, 121, 

C31 The not ion c r f  a st.at.ist.ica1 solut ion kJaE. f i r s t  i r~t.roducrdin 161, 1171 f o r  t.he 

Navier-Stokes eouations. 

The solut ion t o  the st.ochast.ic Stefan prcbiem considered here is, on one 

side, a prababi l i ty  riteasur.e (sr t  a Bore1 u-algebra o f  t-he appropriat.e abst.rac space 

(1141). This ~o lu t . i on  is, on t.he other side, a l irnit o f  a sequence o f  distribut.ions. o f  

t.he solutions t o  the 1t.2-~a1erl::in approxirr~at.i~ns. 



The c..l.!;,:it. l.:e o f  the KJI-esent study i s  to  C I - J ~ ' ! ~the existence and unrqueness 

theorem for  11;s multidimer--,rimal problem ot' beat and mass diffusron rn  the 

solidyfying i II;GI-y three-phj_;e mixture. The inte~-r,~edlziry phase called "mushy zone" 

between the I14~rrdand the solid body i s  deflned from one side by the Stefan 

boundary at.l:A ft-.om the otlset- one by the so-called bourrdary o f  fast  chemical 

reaction. Cle lal:e into consideration the mass ti-ansport equation f o r  one o f  the 

mixture cornti.lrsents. 

It i s  cansrdered the source function ftu,c) rnforming about s o l ~ d  body 

f ract ion in tile "mushy zone" at a grven temperature irvhere u IS temperature arrd c 

i s  concentrat ion) 

As i t  i s  urell known in physics (see Cil), 1~11en l iquid and sol id bodies are 

close one to  the other at a grven temperature, then l iquid composition d i f f e r s  from 

the one o f  ttie sol id body. The relations betkresn concentrations and temperature 

at th is paint 3.r-e i l lust rated by so called "phase diagram". W i t h  the assumption that. 

f(u,c) = 0 s t  the 91iquid-mushy zone" boundary a= crell as f(u,c) # 1 at the "mushy 

zone-liquid bc;dyJ1 boundary, the whole unfreezed lrquid at that other boundat-y 

would pass r3uldly in to  the sol id body because f i l~,c)= 1 in sol id body. Contrary 

to a solidiflc.ation problem o f  a pure' metal the alloy sol id i f ies part ia l ly,  step by 

step, t i l l  i t 3  terirclerature w l l l  be i n  an eutectic point. and then the remaining par t  

o f  unsolidif i.?,rl slloys sol id i f ies rapidly in th is  t ernperature. 

TI-~er*~fsre,beheen t l ~ e  l iquid and sol id body i s  the mushy region. That is, 

the region Lietureen isothermal hipersurfaces o f  the l iquid and sol id body, 

respectively. A t  the solidus temperature we consider latent heat which imposes a 

Stefan-type condition across the "mushy zone - solid body" boundary. There i s  no 

latent heat b~i tx i t  generated at  the liquidus temperature, therefore we have a fast  

chemical r s x t l o n  between the l iqu id and mushy zone. Hence at such a point 

temperature and  concentration should sat isfy the phase diagram and thus the 

concentr.3ti?jnz on the both sides o f  the Stefan boundary would d i f f e r .  

Conseql rsntly, one phsse would precrpitate Into the other some amount o f  r ts  

component l tre concentratlan at the Stefan boundary w i l l  be not a contlnuocrs 

function Helice there i s  also taking place the tl-ansport o f  the component across 

ths whole rcllAttrre Thrs IS compelling us to  krrite a parabolrc equatron for  rrrsls 

transport cot-I J: (gated w i t h  the heat equation at ti-12 Stsfan boundary. 



2 .  DEFnITIOTJS AND WTATIONS. 

1-le ccr-lsld~t-s bounded domain G in R" ~11th3 smooth boundary aG and r.ie ~ e t  

act, .= o x {t) .  h i t )  := aci ;< (t), n = nT : = U G(t), S 3 sT : = U 
. , U . ( t  < T  O < t  < T  

aG(t) f o r  an9 T . Ci < T < ~3 . I-le divide $I into 0' , f k 2  , f13 fo r ,  the ~ o l i d  bcrdg. 

mushy region, atsd l iquid zone, respectively. Not r kce define the f ree  boundaries 

I := U , rZ:= u r2(t)f o r  the interphase surfaces separating sol id 
O < t < T  O < t  < T  

body from mushy region and milshy region from l iouid zone, respectively. 

hipersurfaces in &t) given by a function # E ~ ' ( 6 )such that Vx #(x,t) I ri# 0 , 6 

< a 1  in 0'. < ) < )  in $I2, )'< ) i n  f13.Let S' := fii n S ,  i = 1, 2, 3 .  

The hipersurfacss ri(t)divide G(t) in to  t h e e  par ts  ei(t) , i = 1, 2, 3, some o f  ~ ' ( 0 )  

may be empty Let us consider the phase diagram on T' defined by the functions 4 

and C w i t h  cl~rrrmon in i t i a l  and f ina l  points corresponding t o  the pure copmcrnents o f  

the alloy. It is obvious from the diagram that 

cl(x.t) I ri  :-
- l i m  c(x,t) = d(u(x,t)l I 1 , 

+ rl, x E n1 I-

We introduce. a known function f(u,c) as a re la t ive amount o f  the sol id 

present at any temperature and concentration i n  f?'. I:Je point out that 

-f!u,ci I ri  :- l t m  f(u(x,t) I , c , I i1 i s  jl function o f  t only. 
x + ~ , x E ~ ~r r 

3.STATEMENT OF THE DETEFMNISTIC PROBLEM. 

LJe de~ioteGg u' , c i tl-,e temperatures and cancentrations o f  the ccmponent 

of the alloy In tl ie regions fl
i , i = 1,2, 3, respectively. 

We consider equations 



- . d l  1,
LL (LA fot- i = 1, 3 , 


1 I;
& ( u '  = 


. - i - ) (01- i = 2. 


e:(allilnz the follo~.ring problem 

. . 


!iii ai(ui) ai 
= div (k' i(ui v x U i )  + a ariul,cl) 

a t  a t  6i2 

,-i -1. i
i ~ ) ~4 = div (k tc vXci), i = 1, Z, 3. 

at 

where a is a posit,ive constant  equals  t o  densi ty multiplied by the  la tent  heat,  6i, 

is the  Kronecker's del ta ,  with the  ini t ial  and t h e  boundary conditions 

(5)  u i(x,t) = g i(x.,t) f o r  (x,t) E S , 

1 

at^, = o f o r  (x,t, E s , 

where a i s  different.iation in the  direct ion of the outer  normal t o  S ,
an, 



In t.he one-dimensional case  condition (11)is a resu l t  of  mass conservation 

law and is intrcjduced in [ i l l .  

( A i )  the functions ai(u), ki(u), ~ ~ ( c )  continuous in nil 0 < 7' < ai(u) 5are 

0 < 7' < ki(u) PI', 0 < 7' 5 ki(c) 5 7' f o r  i = 1, 2, 3; 7') 7' a r e  constants, 

(A2) the functlij12 f!u,c) is differentiable with respect  t o  u and c, is decreasing with 

respect  t o  u and increasing with respect  t o  c. O 5 f(u.c) < 1 . 0 < - 5 . 
0 5 5 72 , 7' is a positive conskant, 

(A3) G i s  bounded, aG € c2+', ), ;0 , 

(A4) GI d a r e  continuous and decreasing functions C 2 5 . 
daf' -- du"(AS) 

diu' I r1 d(u1 I rl) 

Definition. The classical  solutions of p/-obl~ri~ (1)- (12) i s  (ui.ci.(), i = i. 2, 

http:(ui.ci.()


3 such t h j t  Lli i ctni), vXu , nt ui. D: u' E c~cL'~,  vxci , D~ u', D: i1ci, E ctnl, 
and re1.at lo1-1~ll)-i12) are  sat is f  ~ i l .  

In tt-~e -me-dir(rensiun31 case in 141 r.le c ~ r - ~ s t r u c ta systeri~ o f  i n tegrs l  

euuations 1 . 1 - Green's tirid t%leumann's f unctJ G ~ S  1-Je prove the existenceI I ~ I ~  and 

uniqueness L l  isorem by Banact-I f lxed point theor-.~ri~. 

ble 11 t.-~jdl.ci;ethe f o l  l o ~ i r ~ g  functlons 

f '(t) d e 
A l(u, = 1al(f) df 4- 1a2(f) df , Ai(u) = 1d(f)df f o r  i = 2, 3, 

u flit) u 

f '!t! 0 
i -1 - .

~ l i u )= / klif) df + 1 k2(t) df ,K (u) = 1k ( t ~df f o r  i = 2, 3, 

U f ,(t) U 


5!f ') d 8 


K -1(u) = 1 E1(t) df + I F2(f) d t  , li(c) = 1ti(t) d t  f o r  i = L. 3 


C C:4(f '1 


Let 


- A1(u) - a , - ~ ' ( u ), u < fl(t.) , 

~(u,L! = - A'(u) - a f(u,c) , k(u) = - K ~ ( U ), fo r  f 1it) ( u ( 8 ,  

- A ~ ~ u )  - 8 < U, K~(LI), 

and 

1 2 3  1 2 3  1-2 -3 1 2Let LI = (U ,U ,U ), c = (C .C ,C ), h = (h1,t7*.h3),6 = (6, ,h ,h ) and g = (g ,g ,gz> 

i n  ST', n', $2'. res~ect l \ ,e l r  

Lle l-.e~.~l-~teproblem (1)-(12) in the followit-lr f u v m  



(19,' c2i.x,t) I = c3(x,t) I r2 , ac2(x,.t)-I , z = - ac3(x,t) i = I,.. . , nr axi hi r2 

Let .)'{ I  = I, functions in R"' such that 2 )  be ~ r i ~ ~ l ~ t h  


#'(x,T) = 0 and #' 1 = 0 ,- I s = 0 . 

anx 

(13)' aa C ~ ' ( u )+ a I= div C Vx~ ' ( u )I 

Let 

- A'~:u) - a , - ~ ' ( u ), u < fl(.t) , 
a(u,c) = - A=(u) - a t'(u.c) , k(u) = - K2(u) , f o r  f'(t) < u ( 6 , 

- A ~ ( u ) , - K3(u) , 0 < u  

and 

- i?'(c) , c < ~ i u 'I 1) ,r- -. 
k(c) =. - ~ ~ ( c )  f o r, 

- K-3.cc! , c ) ~ ( u 'I r 
Usit-~g tt-~e above defi t-~lt iot is we  transform the i t -~t ia l  system of  equations to  a 

The funstlons aiu,c) 2nd c have jumps 01-1 r1 , I-rhere they are multiqvt31ued 

functions ttier- e 

Isle ,c.ori~l:~trtethe magnit! tde of the32 jumps 1,le obtain 



-- 

therefare the jumo of r i s  

aifl(t) + U.. s(fl(tj) - a ifl(t) - 0, 5(f1(t))) = a ( 1 - f(fl(t), ~(f'(t)))) 

The jclrilu c f  c i s  

c2(x,t) I 1 - cl(x,t) I = ~;(f'(t))- 5(f1(t)) . r r1 
We point out that a and c are single-valued functions begond the rl. Let 

The funct.ions k and k are continuous and s t l - id ly  increasing so there exist 

their  inverses k-', --k 1 . We consider the multivalued applications 

k 1 ( ~ 2 )  i f  P:, # E(cl 
I rl) 


b2(P,) = 

-c ~;f '),~ ( f ' )I it '  f12 = k(c1 

I rl) 
-

Isle introduce other unkonown functions v I = k!u) , v2 = k(c), thst  i s  
- 1  2 1 1 2  2 2 u = k'l(~*') , c = k (V ). Let B (v ,v ) and B (v ) be some functions such that 

2 2 2 2 1 1 2B1(v1,v2) C b'(v1,v') , B (V ) C b (V ) in the sense of graphs, that is B (v ,v ) = 
--1 2 2 2 2 2b1(v1,v2) = a(k-'(vl), k (v )), B (v ) = b (v ) i f  v' + k(u I , v2 # k c  I and r r 

B'(V'.V') E ~ ( t ). B'(V~) E Q(L) , if v1 = MU I rl) ,v2 = E(c I . r 

Definition. B ~ Ja weak solution o f  problem ( l ) - i i2)  we mean bounded measurable 
1 1 2 2 2funlztions u(x,tj, c(x,t) such that fo r  functions B (v ,?.I ), EJ (\.I ) defined above and fcjr 

sny srnocth futii;tlons 4i(x,t) , i = 1, 2, #i(x,T) = 0 ,  4I 1 = 0 , a!? l ,= 0 thcan, 



functionsv' = k ( J  ,va a k c )  satisfy the system of wuatiwrs 

The we& versions of r' and r2 are the sets ((x.t.) : cl(x.t) = 5(u(x.t)) . c2(i,t) 

= C(u(x.t)) 1 and ((x,t) : u(x,t) = ), respectively. 

We summarize our calculations (see 151) i n  : 

Theorem 1.A classical solution of problem (1)-(12) i s  also a weak solution 

It i s  k~e l l  known that a suff iciently regular weak solution i s  a classical 

solution. 

Let H'IG) be a Hilbert space of functions r.rith the strong f i r s t  derivative i n  

L'(G), endowed cdth the norm 

Analogously, we define a space ~ ' ( 0 )  with the norm 

Theorem 2. (see to 151). Under the assumptions ( A i )  - (AS) problem (1)- (12) 

has exact19 one weak solution i n  ~ ~ ( 0 ). 

In the proof of the above theorem we  apply the compactness method 

developed i n  C81, 1101. 

For the proof of the existence of the soluticin we approximate the function 



- - 

b2( P i )  urtlfot-mllj on compact subset of R depertdlng on t, by smooth functions bif,lp;) 

for which R X Ct) does not contain the curves kit I and f o r  which 
I-


(9 )  . ~ ( f ' r t ) )  5 bi t  I ~( f ' i t ) )  

and 0 < 5 
.I i 3bil.5 rS(m) < oo , r4,7' = 73m) are constants 

a32 


C I C l = 
Gle s%t L'; := k(h) E H'(G) n L-(G) and r.re approximate it by vZfm E C (u) 

2 2 2 2sc~ch that m3x I L ~ I I e55, ~ ~ I vg I f c , c i s  constant ( C l l )  and vo,ro + vo in~ CUD ~ 
G 	 G 


H'(G) 

We have the 	approximating problems 

2 2 2
a bm(vm) = in fl ,a. 

Each of' these problems has exactly one classical solution (C93, Theorem 7.4, 

part V). Reasoning as i n  Cil we get the existence o f  the weak solution of problem 

(21). 

1-le treat this weak solution as the knot.rn function v2 = v20 in esuation (20) 

Once rnore we approximate a function bi(p,,p,) = bi(') uniforrnlg on such 

compact st-ll~sets of R as f o r  b2 by smooth functions bi,(ll)i,~z) such chosen that 

11.1e cl-~oore vo and L':,~~ similarly as v: and v: ,~ and we introduce a sequence 

(~ , , , ( x , t~ )  of z, i ,~othf u n ~ t i o n ~  1 < ess sup I g I = 76 , 76 
11on S satisfying suc~ 1 9, 

S 	 S 


a constsnt, 	g,,!x,O) = 1 I a~ , 9m + 9 , agm- + % 1 n ~ ' i ~ jV ~ , ~ - , ( X ~  	 ln ~ ' i ~ ia t  3t 



Therefore c-re h;.:!e the approximating problerns 

Each of these problerns has exactly one classical solution (191, Theorem 6.1, 

part  V).  Fie3ior11ng as i n  C i l  we get the existencs of the weak solution of  problem 

(20). 

To set a weak solutlon o f  conjugated system (201, (21) we prove that the 

suitably chasm sequence (fin) has a subseguence rh i ch  i s  convergent t o  a certain 

f' which has the following property 

If flo(t! i s  given we take an i terat ive procedure described i n  C51. To prot.te 

the theorem i n  the space L'(JI) we proceed as i n  C l l  

5. STATISTICAL SOLUTIONS. 

A statistical solution i s  a generalisation o f  a weak solution f o r  which the 

measures deria\.!ed ~ r o m  the i t -~ i t ia l  and boundary conditions are concentrated i n  one 

point only. I t  i s  a family o f  such measures which defines a probabil i ty d i s t r~bu t ion  

on a set o f  c;olutions derived from the probability distr ibutions of  the i n i t i a l  and 

boundary cor~dll ians (1171). We mean solutions in a general distr ibutional sense. 

The afil31-oxirnate systems (22) and (23)have unique solutions on the spaces 

n+a, I+$ 2+i3, L+? lo 

X' = H (0) and X' = H ($3)  (see C9D f o r  a,B < I 

Now we chooze spacer U; ( 1 = 1. 2, 3)  of the i n i t i a l  and boundary conditions 

according to  uur assumptions f o r  u(x,O) , c(x,O) and g!x,t) which are random functions 

now. 

LbJe put IJ' = U: X U: X U! . We consider I n  this paper a probabil i ty space 

tl~', B(U'}, / l ( c ~ , ) ! ,  r-,here B(u'~ i s  a o-algebra of Bore1 sets, fi(wo) i s  a product 

measure on l t  Thus we can r ~ r l t e  the solutions to (13) and (14) i n  a form 



cc. .t; - /j2(t, c(x,~))c '-ti . 

11,: u c r t  U = Ui X Cji  . we also conslder a probability space (U, BiU), Ptdw)), 

rrhere E'CJ)1s a u-algebra uf Bore1 sets, P(dd 1s E( p r ~ d u c tmeasure on ~ t .  

ri s ta t l r t i cs l  solution corre=pcnding t o  s riteasure y!o 0) i s  a prcbsbi l i tg 

mrnsul-e P!dc,j r..~hichi s  cor~centrated on U (that 1s PiU) = 1), i t  is identical to bid,$ 

f o r  t = 0 3 r . d  f u l f i l s  some energetic inequalities. 

1.hetu-eel 3. (see Ci31). There exists ex3c t . l ~  one stat is t ica l  solution Prilo) t.0 

problem (i!- ( i Z 1  correspondir-ig to  the measure El!wo) 

Sketct-I o f  the p r o ~ f ,we solve systerl-1.5 i22) and (23) by the Galsrkln 

~pproxirnatlon ritetl-iod (C91). T3 do th is  we choose i n  Xi(i= 1, 2) f i n i t e  dirfiet-~slunsl 

spaces vrl1i = sj:lsn t el(x).i , . . . ehtx) I where el(xjli . . . , rbtx)  are sorne sp~tz is l  
i , .basis o f  eigi.nvectors. WE take the orthogonal projections TTm : X' + L'& ( in the 

seque rkle hs11  not put additional notation f o r  the next approximations o f  ~,~,).l.Ie 

snd we solve th is  syst.em t o  obtain the approximate solutions 

Lemma 1. There exists exactly one solution (um1cm) t o  system (24) f o r  t E 

I0,Tl  and for  etlery c ) 0 we have fo r  i t  an a p r i o r i  estimation. Thus 

For the proof o f  t.his lemma we use the st.andard argumentation (CiOl, Ci31, 

C171). 

t.lfc~r.~ introduce the following operators 1\12 

skI . LI~;,(O) E '/kt + uril(t) E U' t E tO,TI ,1 

s;fl criliO) E + criIIt) E u2, t E EO,TI 


P.le d ~ f l n e  the Galerklrl approximations of the i n i t i a l  measures 




.; U,(U,) 
i 

ill( (nA)-ltwo n v.1 i ) 
1 2 -t o r  i,ja E E;!LO , i = 1, 2. I le st7ov~ iCi3li tl-rat ti-12 r1ie3sures Dm >ium are k~eitI.11~ 

c~n\.!et-.gent to  /.I = 11 
1 X DF1' f~rjrrn -+ c-2 . To dcfir-12 the stat is t ical  scjlution Pm = 

1 2
PE,>:Pm of EI-oblem i l ) l i i 2 )  vre put 

for every C.I c El(!?) 

[Jslr~g the corr~pactness method ([lo], 11?1) bre prove that the famlly of  

rneaSUre5 li~jlli t.4 i s  wesl-ly compact on the space U. From Prokhorot.)'~ theorem 
(P ' 

tCi21) about b1eii1:carnpac tne~~ have.L-~e 

Lenufia 2. The family cf  measures (pro), defined by formula (26) i s  weal:ly 

compact on the space U. Therefore, we can choose from the sequence ( P ~ )  a 

subsequence (P,,:) vrhich i s  weakly convergent on U t o  a cer ta in measure P. 

Lie ver-ify that p i s  the probabi l i ty me3sure which sat is f ies a l l  conditions 

ft-orn the deflrlit.ion o f  the s ta t is t ica l  solut.ion t o  problem (1)-(12). 

We obt 3 in the uniqueness o f  solutions in a similar way as i n  Theorem 6 .1  

(1171) becau-;= cJe have uniqueness o f  the weak s ~ l u t . i o n  t.0 problem (1)-(12). 

6 .  FREE BOUNDARY VALUE PROBLEM FUR THE STOCHASTIC UIFFERENTIAL 

EQUATIONS. 

The noticn o f  stochastic solutions, in the same sense as ours, but t o  the 

stochast.lc I-=/sr\.?ier-Sokes equations, was exari,ir-led i n  (171. The solution t o  t1-e 

ctochastii: Stsfan problem considered here is, on one side, a probabi l i ty measut--2 

o1-1a Burel u-algebra o f  the appropriate abstract. space (1141). This solutiot-r is, on 

the other sidle, a limit. o f  a sequence o f  distribl.ction5 o f  t.he solutions t o  t.he 1t.6 -

Galerkin a~~:ir.oximations.I h e  convergence i s  meant i n  a weak set-rse (121). Tt-12 

existence and ut-liqueness tt-~eorem i s  proved in 1141. 

Thet-eta-e, l f  we consider internal  nolzes In the alloy, so-called "white 

noises", LJe I-tao2e the f o l l o ~ ~ l n g  problem 

ai2 
- aw ct)

(28) = div 1 kic) V x c  I+ -1-
3t. at  



there w,(t) sl-icl 1j2(t) i r e  independent 1.liener procerses with values in H s [ L ~ ( R )  

In , kli(t,x) E CC(ICJ,TI;H) arid the trajectories o f  the stochastic processec a r s  

tre3t in the Il ~ r t i e rsoace (C'~1, C171).1 . l ~put the l r i t i a l  and boundary conditions as 

I n  ths statist 1c.31 cssa r~hiclr. a rs  the random fur~ctiorrs independent of wiit), i = 1, 

2. 

We solf!a this problem 3nalojmisly as stst ist ical  one iintroducing the Ito -
Galarkin ar,t-.o:ilmatlijns inste.3.d o f  Galst-kin approximations because He are rqo~-king 

on st.ochastic It@ dlfferent.ia1 eqctat.ions. 

"I. TkE FIPJII-E - D I P E E I S I M  AF'PROXIPIAIION OF TI€ STOCHASTIC FME 

WXJt-U)ARY VAI \KT PFKJBLEM. 

Unfc8rtl.e-~:*tely,the sol!ct.ions t.o t.he It6 - Gslerkin aproximation~ as well as 

the exact solut.lcrns to the stochastic Stefan pt-ablern can not be calculsted. 

Therefore, we c3t-I const.ruct (1151) the f in i te  - dimensional ap~roximations of such 

solutions (see 1121 for  the stochsstic Navier - Stokes equations). The pr~babll i!st. ic 

distr ibut. i~ns13f t.1-~~seappr-oximations converge 1-.~eakly to the solut.iot-I of the 

stocl-13stic Stefat-I PI-oblem. If w e  construct the increments of the Ldiener process 

by a randorn genet-.ator, then c.re can compute ~ x u l i c i t l y  the trajectories of' the 

f inite - approxiri13tiuns.By some estimations we getdi~i~et-1s~oni1 information about. 

the probabilistii; distributior~a of the solutions. 
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Luis T. VII-.LA 

1. IN-IR01MICCI(----- W -4 

Es ssbida si.le uno de 10s principales C ~ T ~ I P U Pda actividad en Ingenieria 

Quimica e s t i  constituido pol- la fot-mulacion de n-r~delos y analisis de 10s mismos 

para procesos en los  que ocurren fenomenss de transpot-te, t ranspor te  Y 

tl-ansformacibt~ ds: materia, snargia, cantidad da r~iovimiento, Sean acoplados clue 

desacoplados 

En e l  CIJAPRO !siguienle se explicitan a l g u n o ~  de 10s preci tados procesos 

C U A D R O  I 

3 

Energia Contidod 
Y do Movimiento 

c o l o r )  ( i ~ o t e r m i c o )  Mater ia  y/o onorg ia  
y matoria 

1 : 	 Fusihn - S~l id i f i cac ion- Condensacion - Ebullic~on- Con-rbustion. 

2 	 : Difusiin-Heaccion: gas-solido, gas-liquido, liquido-liquido, liquido-solido 

polidisper50. 

Catalizaduras: preparation, envenenamiento y I-egeneracion. 

Polimerar: hinchamiento. 

3 	 : Solidificacion de aleaciones - Fusibn de hielo en soluciones salinas.  

Difusit1-1-Rsaccion (no isotermica) 

4 : 	 Flujo en niedios porosos - Flujo en sistemas horno~ineos.  

Mecanismos & t r an rpo r t e  y less fenomenoloqicas 

Considsl-at-emos t ranspor te  de energia cnlot-ica solo pfir conduocion y 

obedecier~do a la ley de Fourier:  

F = - k V T  (1.1) 

donde F denota un $lujo de energia, k conductividad termica y T ternperatura. 

Eventualmente se contemplari t ransporte  de eneryia par  convection (movimlento 



global de f luido) 

En cuanto s l  t ransporte de materia se cansidec-ari e l  debido a l a  d i fus ion  

segun l a  l e y  de Fick: 

J = - D V C  (i2) 

denotando ahora con J un f lu jo  de rnat.eria, con D el coef ic iente de d i f u s i v ~ d a d  y 

con C a una cot-icontracion. 

Con I-efat-encia a l e y r s  c in i t i cas ,  se c o n s i d e r ~ t - i n  las  usuales en e l  carnpo 

de las  reaccionek q u l t n l ~ a ~ .  

Eventualmonte 'pordran considerarse f lu jos convectivos de materia de l a  

f orma 

G = = V V C  (13) 

donde V denota un vector ve loc~dad gue a su  vez vend& de una ecuacion de 

transporte de cantldad de movirniento, en l a  qcre se aceptara una ley  

Senornenoloyica del  t ipo  conocids como l ey  de Newton para la viscosidad: 

T = - U A  (1.4) 

donde T es e l  tensor esfuerzo, U l a  viscosidad 9 A el tensor velocidad de 

def ormacion. 

Ecuaciones D i f srenciales d~ Cambio. 

Sea 0 E Y i 3  o t r a  parte, sean ur13 reg ion acotada de contorno an suave. P G ~  

u = u(jc,y,z,t) , c = c(x,y,z,t.) , p = p(x,y,z,t) f u n c i ~ n e s  escalares carno po r  e jern~lo 

ternperatura, concentracion y presion respect ivament e 

Sea adsr8s E = ~(x,y,z,t., u(x,y,z.t)) una p r o p i z d ~ d DO^ unidad de voluasn 

definida en Ci iE puede por  ejernplo representar  una energia interna) y sea f 

=f(x,y,~, C(x,g,z,t! , LI!X.Y,Z,L)) para l a  propledad Eun3. fuente o sumidero i r r eS .@ers~b le  

y para l a  C en iS. 

Suponga~itos adernas que l a  reg ion C1 es atravesada po r  una c o r r ~ e n t e  de 

f lu ido con p e r f i l  de velocidad V = V(x,y,z,t) y de presibn p = p(x,y,r). 

Entonces, s i  se toma un volumen de cont ro l  en il y se rea l i za  un balance 

para E, C, V sir otjtiene 

a ipv )  = - VP - Y T  + p g ;  (x,y,z) E n , Oit iT 
a t  



donde 0 denata una densidad Y a una constante posit iva vinculada a1 efect.0 

termico Je 13 ef.lentual reaccihn quimica contemplada por  f. 

(1.5) es un conjunto de ecuaciones d~ferencia les Parcialea aco~ ladas en 

general altbrriento no llneales dobido a1 efecto de 1s forma de f. El slstema (15, 

podria ser desct-~ptivo de algtmos de 10s Procesos e:,pllcitados et-i e l  CUADRO ! 

En e l  casa par t icu lar  en que l a  raaion fl sea l a  sede de u\ solid" Je 

con~posicion in ic ia l  So, raact ivo frrtnte a l a  especic quimica en juego, e l  sistema 

(15)viene reert~plaqado por  e l  siguiente: 

donde S = S t )  representa l a  concentration de solido reactivo, c l a  porosidad y b 

una const ante posit iva. 

Este c u r r i l l o  esta dir igido especificamente a casos part iculares sea de (1 5) 

aue de (16) acre se presentan cuando par te  del contorno 342 no es f i j o  a1 

tra,nscurr ir  e l  t~empo, pudiendose presentar las  alternativas de que t a l  f rontera 

se mueva con una ley drsconocida a pr io r1  o conocida d a d o  asi lugar 

respectivamente a problemas de f rontera l i b r e  y problemas de f ron tera  m o v ~ l  

descriptrvos de procesos de Ingenieria quimica. 

En l o  re ferente  a l a  formulacion y anallsis rnatematico de problemas en e l  

campo de l a  col-iduccion de calor con cambio de fase, corno es sab~do, 10s pioneros 

fueron Lame-Clawyron [Ll (it331), Neumann (inedito), J) Stefan [21 (1891). En e l  campo 

de 10s procesos de difusron-reaccion gas-sol~do con control  dl fusivo cabe 

destacar 10s trabajos de Yagi y Kunii [31, 141, (1953, 1955) 

En 1s seccron siguiente se reseRan algunos modelos descriptivos de 

procesos de ingenieria quimica. Como se apreciara, tales modelos constituyen 

problemas de f rontera l i b r e  para las  ecuaciones diferenciales parabolicas de (1.5) 

o (1.6) segun corresponda. 

E l  objetivo b i s i co  de l a  seccion encierra l a  esperanza de que 10s modelos 

presentados conllsven a1 menos algun aspect0 qile resul te de interes anslizar a1 

mundo de'la matematica aplicada. 



2. P R O L U  DE FR-RA L_ 


2 1 Procr<g? !g,tir-rrO~co de t r s r j ~tercncjz  de mat er i3 9 cant  idad d e  movimientg 


1.3 e~tuac ion  fisica en )trego consis te  en e l  crecimiento de una burbuja 

estacior-1at-i3 da q35 en e l  sen0 de un liq1.11do el qcle I-cspecto de lit burbuja se 

ccuasidi.~.ariun aedio de extensib13 infinita ( v ~ r  151) 

Consideraremos una bur-bu!a es fe r ica  de radio inicial Ro que c r ece  a 

expensas de 9is disuelto en el liquido que desile e l  aeno del mismo se incarpora 

por difusiLt~ I- cia la  burbuja 

Denotando con. 

5 = si t )  r a d i ~de la  bur buja a1 tiempo t.. 

\) = V(r,t) cornponente radial  de la velocidjd d ~ l  liquido inducida por e l  

crecimirnt.0 de la burbuja. 

P = P(r,t) pt?rfil de  p r e s ~ o n  en e l  liquido. 

p = c t e  dansidad del liqu~do. 

C = C(r,t) perf i l  de  concentracion de la  espelzie gaseosa en cons iderac~on 

disuelta en e l  liquido. 

S = S(t) posicion de la  f rontera  l ibre  (radio de la burbuje) a1 tiempo t .  

D = c t e  d~t 'usividad del gas  en e l  liquido. 

u = c t e  t.~iscosidad del liquido. 

p9 presion dentro de l a  burbuia (supuesta constante) 

P- preaion en e l  liquid0 lejos de la  buvbuja 

fig densidad molar del gas 

Ce concentration de equilibria del gas en la in te r fase  liquido-burbuja. 

C w  concentracion ds l  gas  disuelto en  e l  liquid0 lcjos de l a  burbuja. 

Las pe r t i ne t~ t e s  ecuaciones de continuidad, movimiento y difusion serian l a s  

s~gu ien te s  

Sustituyenl-jij en ( 2 2 )  la expresion de V obtenida da (21)  e integrando respecto de r 

en t r e  los l i m ~ t e sr =s( t )  t_r r = +=J se obtiene la conocida ecuacion de Raglrlgh, es 

decir  



Poc otro par-Ca. 1. sustihrcibn da V & (2 ;) m (2.3)proc)l*m 

Entoncrs, se m~ede  escr ib i r  e l  s isuiente  problerrta de f ron te ra  l ib re  

~ at- t t ( +) ) , o <  t ;T 

En [61 A. Friedman estudio un caso  restr ingido de (2.6) que surge  a1 

descr ibir  un proceso de decrecimiento de una burbuja es fe r ica  despreciando e l  

efecto hidrodinimico inducido en l a  f a s e  lisuids. 

En 171 S.J.D. Van Stralen presenta un anal is is  de diversas  teorias 

conducentes a1 modelado del crecimiento de burbujas en liquidos puros 

sobrecalentsdos Por o t r a  parte,  algunor aspectcjs sobre  la  solucion de (2.6) se 

presentan en 10s trabajos [81 Y C91 de la  l i t e ra tura .  

Una cuestion interesante  sobre  (2.6) e5 l a  re la t iva a1 anal is is  de la  

influencia en la  dinarnica del crecimiento de la  burbuja del volumen inicial de la  

misma. 

2.2 Transf ormaciones por interaction uniforme de la  interf a se  f lu ido-s~l ido  

Transformaciones de este tipo se observan en muchos procesos de la  

ingenieria quimica, particularmente en casos  donde estan comprometidos sistemas 

gas-solido reactivo y s6lido-liquido. A1 respecto basta  c i t a r  alqunas reacciones no 

catali t icas gas-solido (ver por ej. [lo] Y [i l l)  y la nucleation y crecimiento de 

c r i s ta les .  

En e l  trabajo [ i l l  s e  proveen 116 re fe renc ias  de articulos re la t ivos a1 tema. 



Cansida~-ci~\ose l  c r r~ l rn ien to  de un c r i s t3 l  a pa r t i r  de un r~ucleo par  

precipitacihn dL- soluto desds solucihn liquida 

Si corn !: = C(r.t) se denota la concentracihn de soluto en f a se  liquida, con 

Cm, C,, CS rr,pectivsmente l a s  concentraciones da soluto a sobresaturacion, de 

equi l ibr is  erl l a  in te r fase  solido-liquid0 y en la f a s e  solida, habida c u ~ n t a  de 

c i e r t a s  restr-icciones se pucde e sc r ib i r  e l  sigcriente modelo descrrptivo del 

prOCESG 41.1ik rest ibn: 

D g (sl0.t) = I-.(s(t), [Coo - C.1 , O :I.< TR.). 

En 1s formulacion de (2.7) se han segu~do  etapas analogas que l a s  

explicitadaz detalladarnente en l a  formulacion de i26) 

D es el coeficiente de difusividad d r l  soltrto en e l  liquido (se ha supuesto 

constante), i r  la viscosidad del liquido, h=h(s(t), R ~ )e l  coeficiente de t ransferencla  

del soluto hacia la in te r fase  liquido-solute. t-lbtese sue  h es una funcion del 

tarnaiio del cr-~stal ,  e s  decir-, de  la  posicihn de la f ron te ra  l ibre  y de la 

fluidodinan~ics del ~ i s t e m a  axplicitada a t raves  del numero de Reynolds Re 

Una currelacion frec~lanternente usada pal-a h en e l  presente  caso  es la  

siguiente 

h .  "it)= 1 + f (Re) .  +Js(t) ,D 


donde f(Re) = 0 sl Re = 0 



22.2 Trat?~torn.~scion poroso es fbr ico  p~ node un reaccior~ gu i imi~ ,  

c_gtg!lt..&g con un 

Consld~~.-emilsun sisterna constituido por Llri solido react ivo es 6rico de 

r a d ~ o  inlclsl ho inmereso en I r l a  atmonfel-J de 93s A de ta l  modo que c Zurre la 

s i ju len te  transt.or-rnaci6n quiniica 

Aigj + b Bis)  + P Pis) + ta Qig) (210:) 

Hay nulnerijsos procesos quimicos (por ejei-irplo la reduction de pel le ts  de  

bxido de niuuel y h i e r ro  coc-8 n~onoxido de  carbono. ver  C121 y Ci31) en lo r  que la 

transformacih~l esquematizada por ( 2 3 )  t ranscur re  cotitrolada por la etapa de 

d ~ f u s i o n  dal ga s  a t r aves  de la capa iner te  de siilldo ya transformado totalmente 

Bajo e s t a  ultima consideracibn y o t r a s  que explicitaremos luego,o se pued~:  

e sc r ib i r  e l  siguiente problema de  f ron te ra  l ib re  conlo descriptivo de (2.9). 

au (218)i t , )  - Dl g ( s i t ) . t )  = a KS g (L.1) , 0 ( t < T 
D2 a r  r 

En l a  k.lG!!RA I siguiente se essuematiza el cLlr.so del uroceso 



La region definida por nl representa solido Ma totalmente reacclonado 

(inerte). La reaccion quimica ocurre en l a  inter-fase separatr iz de Cll Y C12 cuya 

coordenada a1 tiempo t l a  da precisamente S(t) y tambien homogeneamente en n2 

Se considera sue por efecto de l a  transforrnacion quirriica 10s cambios 

estructurales en e l  solido son tales que producen una disminucibn mon6tona en e l  

volumen del mismo, aun manteniendo su forma, durante e l  curso de la  reaccion. Con 

R(t) se denota e l  radio del solido a1 tlempo t. 

U = V(r,t) , V = V!r,t! denotan la concentracion del gas en l a  zona iner te y 

de reaccion respectivamente 

c, D, h, Kg, 0,a r e p r ~ c e n t a n  respectivarnente porosidad, coeficiente efect ivo 

de di fusion de masa del gas, coeficiente de transferencia del gas, constante 

cinetica superficial, densidad del &lido puro, coef ic iente estequiom&trico. 

Las funciones f y g representan las expresiones cineticas homogenea y 

cuperficial, siendo las siguientes las condiciones usua1ment.e exigidas sobre las  

mismas 

f > O  , t l V > O ,  f ( O ) = O ,  (2.20) 

g > O  , Y W > O  , g(O)=O 1 (2.21) 

Y las de Wen y Langmuir las formas usualmente r~t-opuestas: 

f(V) = K ?'" , n !orden de reaccibn! . (2.22) 

g!L-J! = KS !.I m , m !orden de reaction! , !223! 

ft'.\j) = a V" . (a, b, c > 0) ,
b + C v'? 



Para el caso de considerar 18s c in i t i cas  (2.21) y (222!, ura c u e s t i h  

interesante para analizar en relacion a1 modelo (2.10) - (2 18) es 13 dependencia de 

l a  solucibn con e l  orden de reaccion para e l  caso cuasi -estac ion~r io 

3. lJmmEws FROMERA n[NIL 

31 P i f u s i b - R c a c c i h  *materia 

Un problema de f rontera mbvil h teresanto es e l  w e  Poarece asoclado a1 

problema de f rontera l i b r e  (210) - (2.18) en e l  caso en que en t a l  modelo se 

considera despreciable e l  efecto de l a  reaccibn quimica homoairtea E l  problema a 

considerar se puede entonces postular como sigue ioara solido plano): 

R ( 0 ) = R o ,  U = O  para t = O ,  O < r < R o ,  (3.2) 

Para e l  caso especial en que R(t.) E Ro , V t L 0 Y n = 1, e l  problema 

inverso asociado a (3.1) - (361 esto es asignar a p r i o r i  una ley para s = s(t) u 

entonces encontrar U que ver i f ique (3.1), (3.4), (3.5!, en par t icu lar  l a  expresibn de 

G(t), fue resuelto en (143 cuando se asigna para s(t) una expresion t a l  que 5 = 0. 

3.2 Difusi~n-Reaccibn multicom~onentes 

En l a  FIGURA 11 siauiente se esqr~ematita un proceso de contradifusi6n de 

dos componentes quimicos A y B en estado gaseoso que a1 entrar en contact0 

experimentan una reaccion quimica r i p i d a  e i r revers ib le.  



Se supone aue uno de 10s cwonentes,  por ejemolo e l  A t i m e  un coeficiente 

dm d i f u s i b  mucho m6s bajo w e  el otro. 

Hay ewipos ex~erimer~talcs s2(t),qua mrmiten seguir las coordcnadas sl(t), 

en definitive d e m o s  oar-a este woceso cmsiderar asignadas las leyes Dara el 

movimiento de las fronteras no fijas. 

Si con CA = CA(x,t) , Cg = CB(x,t) , DA, DB se denotan resmctivamente l a  

concentracih y l a  difusividad de cada especie wimica en dcreso, un modelo 

matematico procedente para el proceoo esqwmatizado es e l  siguiente: 



D~ r, a c, (L - ~,ct),)  - -a cB (5, c t ) , ) ~  = cA (r, ct).) , o < t < T . (JIB)ax -'A ax 

En t i51 u t i61 se analiza existencia u unicidad para casos restringidos 

obtenidos de (3.7) - (3.18) considerando esencialmente que se satisfasa l a  condicibn 

que significe precisamente aue l a  reaccion auimica ocurre totalmente en l a  

interfase de separaci6n de las zonas quc ~ 6 1 0  contienen A o B. 
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