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PREFACIO

Dado el notable desarrollo que el tema ha experimentado en los dltimos ahos
(ver Anexo I )., el Programa de Matematica Pura y Aplicada de Rosario, PROMAR
(CONICET —UNR), cue se desarrolla en el Instituto de Matematica "Beppo Levi”,
emorendio, a través del prouecto de investiagacion u desarrollo "Problemas de
Frontera Libre de la Flsica Matematica”, la organizacion del interdisciplinario
Seminario sobre Problemas de Frontera Libre y sus Aplicaciones, realizado en la

ciudad de Rosario (Argentina) durante el periodo del 11 al 15 de octubre de 1988.

El Comité Oraanizador estuvo compuesto por H. R. BERTORELLO (FAMAF,
Cordoba), J. E. BOUILLET (IAM—UBA, Buenos Aires), E. A. GARCIA (CNEA, Buenos Aires),
D. A. TARZIA (PROMAR, Rosario) {(Coordinador) y L. T. VILLA (UNSa, Salta).

La Secreataria estuvo a carao de L. R. BERRONE, G. G. GARGUICHEVICH, S. DI
MARCO, P. R. MARANGUNIC {Coordinador), M. C. SANZIEL, C. 0. STOICO, todos del
PROMAR.

Este Seminario ha sido realizado, en parte, gracias a un subsidio gue a tal
efecto otorgd el CONICET. Ademas se contd con la ayuda de las siaguientes
Instituciones Auspiciantes :

AMCA — Asociacion Argentina de Mecanica Computacional; CAMAT — Comité
Argentino de Transferencia de Calor; CERIDER — Centro Reaional de Investigacion
y Desarrollo de Rosario; CONICET — Consejo MNacional de Investigaciones
Cientificas u Técnicas; CIUNR — Consejo de Investigaciones de la Universidad
Macional de Rosario; Depto. de Matematica — Escuela de Ciencias Exactas y
Naturales; Depto. de Matematica — Escuela de Formacion Basica; FCEJA — Facultad

de Ciencias Exactas, Inaenieria y Aarimensura (UNR); Municipalidad de Rosario.

Ademas colaboraron las siguientes entidades:

CIDCA (CIC — CONICET - UNLP), La Plata; CNEA, Buenos Aires; Consulado de Italia en
Rosario;, FAMAF (UNQC), Cordoba; 1AM (CONICET), Buenos Aires; INIQUI (CONICET -—
UNSa), Salta; PEMA (CONICET — UNL), Santa Fe.

En el Seminario participaron 351 personas (de las cuales 5 son extranjeras)
proveruentes de 14 ciudades argentinas y 4 extranjeras (ver Anexo Il — Lista de

Participantes)



Los objetivos del Seminario fueron
1 Gestar un encuentro bianual/trianual de las personas gy grupos que trabajan en
problemas de frontera libre, en particular. en el problema de Stafan (cambio de
fase) en el pais, a fin de provocar una til interaccion entre los mismos
2) No limitar el encuentro solo a una reunion de especialistas que se comunican
las ultimas novedades en la materia, sino también, y muy especialmente, despertar
el interes y el acercamiento de jovenes graduados en Matematica, Fisica, Ingenieria
Quimica g ramas afines y, de esta manera, contribuir a la formacion de recursos
humanos .

Esta tercera edicion del Seminario estuvo constituida por coursillos
intensivos sobre los aspectos basicos del tema y conferencias referidas a las
aplicaciones (ver Anexo ID. En anos sucesivos, los cursillos versaran sobre
aspectos mas especificos y complejos, ya sea desde un punto de vista teodrico o
numérico (o tratados en Seminarios anteriores) u los principios tetricos iran

paulatinamente dando lugar a las aplicaciones

Para finalizar, quiero dejar constancia de mi sincero agradecimiento a los
profesores encargados de la redaccion de estas notas como asimismo a todas

aquellas personas e Instituciones gue de una manera u otra han colaborado para el

exito del Seminario.

Domingo Alberto TARZIA
Compilador
Rosario, Abril 1989



ANE XU .
PROBLEMAS DE FRUNTERA UIBRE

Los problemas de frontera Libre son aguellos problemas de contorno donde
interviene ademas una wncogmta da “frontera libre”™ que separa dos o mas
regiones, y sobre la cual se conocen datos que dependen del modelo analizado
Segun el nimero de dimensiones del espaclo, en lugar de una superficie de
separaclion se podra tener una curva o un numero finito de puntos

Un ejemplo tipico es el problema de Stefan (o problema de cambio de fase).
que estudia la temperatura en el espacio ocupado por dos fases de un cuergpo,
generalmente una fase solida y una liquida (por e) hielo y agua en procesos de
fusion o solidificacion) Las funciones que representan las temperaturas de las
dos fases satisfacen las correspondientes ecuaciones del calor Sobre la
superficie de separacion, que puede variar en el tiempo y que se encuentra a
temperatura constante, se impone una condicion adicional gue surge del principio
de conservacion de la energia El interés y la dificultad del problema se debe a la
presencia de dicha frontera libre, cuya determinacion es de fundamental
importancia en la practica

Otros ejemplos son:
¥ problemas de hidraulica, por e} el del digue poroso, donde una superficie
desconocida separa la zona seca de la zona humeda;
¥ el problema del obstaculo, donde hay una zona de contacto entre el obstaculo
y la configuracion de equilibrio de la cuerda o membrana elastica,
¥ problemas de difusionreaccion gas-sOlido en Ingenieria Quimica, donde la
superficie incoognita separa la region del solido ya atacada de la todavia ro
atacada;
¥ problemas de elasto-plasticidad, problemas térmicos con pared semi-permeable,
semiconductores bajo una union P-N, problemas de mecanica de los fluidos, etc

Entre las miltiples aplicaciones de estos problemas se pueden mencionar’
electropintura, envenenamiento y regeneracion de catalizadores; combustion de
solidos; solidificacion de aleaciones binarias; soldadura de metales; colada
continrua del acero; congelacion de alimentos en la industria frigorifica;
almacenamaiento de energia térmica de origen solar por cambio de fase; oxidacion
del zirconio y fusion del dioxido de uranio en reactores nucleares, en caso de
accidentes; procesos de ablacion térmica; difusion-consumo de oxaeno en teijidos
vivos, para el tratamiento médico de tumores mediante la aplicacion de radiacicnes;
problemas de control optimo ligados a procesos con cambio de fase; solidificacion
de suelos humedos, derretimiento de glaclares; etc

El avance considerable que se ha obtenido en el desarrollo tedrico de estos
temas a nivel nacional, y sus variadas aplicaciones industriales que se encuentran
en etapa tnicial, impulsan la realizacion de este [l Seminario, prosiguiendo la linea
de los ya concretados | y II Semunario sobre el Problema de Stefan y sus
Aplicaciones (Rosario, 4 -8/7/83 y 13- 17/10/86, respectivamente) E1 material
correspondiente a estos ultimos ha sido publicado en la coleccion CUADERNOS del
Instituto de Matematica "Beppo Levi” numeros 14, 12 13 y 14



ANEXO 1
, CONTENIDO DEL SEMINARIO
CURED {en CUADERNOS No. 18):
: 4 M. PRIMICERIO, "La filtracion en medios porosos”

CONFERENCIAS GENERALES Y DE APLICACIONES (en CUADERNGOS No. 17):

¥  N. AGUILERA, "Anilisis numérico de flujos potenciales cavitacionales”.

¥ J. E. BOULLET, "Comportamiento asintotico en ecuaciones de conduccion-
difusion degeneradas”.

¥  A. DENIS, "™™odelos de simulacion para interpretar cineticas de permeacion con
trampas profundas”.

X M. ELGUETA, "Localizacion de soluciones en problemas de filtracion”.

¥ E. A. GARCIA — A. WILHELM, "Disoluciéon de UD, por zircalou liguido”.

¥ G. G. GARGUICHEVICH, "E]1 problema estacionario de Stefan a dos fases con una
fuente de energia interna”.

* S. IDELSOHN — M. STORT], "Solucion numerica del problema de Stefan con un
metodo de convergencia cuadratica”.

¥ M. KORTEN, "Soluciones autosemejantes de ecuaciones de difusion-conduccion
generalizadas”. '

¥ R. MASCHERONI, ‘Métodos simplificados para la prediccion de tiempos de
congelacion y descongelacion de alimentos”.

¥ D. A. TARZIA, "E1 caso estacicnario del problema de Stefan a dos fases y
problemas relacionados”.

¥ D. A. TARZIA, "Comportamiento asintdtico exponencial en la ecuacion de medios
porosos con absorcion”.

¥ C. TURNER, "El problema del polimero”.

¥ K. TWARDOWSKA, "A free boundary value problem in solidification of binary
alloys. Deterministic approach”.

¥ K. TWARDOWSKA, "A free boundary value problem in solidification of binary
alloys. Stochastic approach”

¥ E. VICENTE, "Procesos de solificacion de metales y aleaciones”.

¥ L. T. VILLA, "Problemas de frontera movil y libre en procesos de ingenieria
quimica”.

¥ D. G. WILSON, "Cuclic melting and freezing with variable density”

¥ D. G. WILSDN, "Implicit finite-difference schemes for phase-change problems”
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Comportamiento asintético en ecnaciones de
conduccién - difosién degeneradas

JULIO E. BOUILLET

En esta conferencia nos proponemos describir el comportamiento, cuando ¢t — oo de las
goluciones u(z,t) del problema de valores iniciales en R x (0, +00),

U =((u=1)")zz, t>0; u(z,0)=usz).

Aquf (.)* = max{.,0} y u;(z) se supondr4 al principio, por conveniencia, continuamente
diferenciable con soporte compacto (C§) y tal que {z € R : 4;(z) > 1} = (s,d), s < d. Por
solucidn entendemos que u(z,t) € L2 (R x (0,+00)) y

Vo €C3(R?), (*)

//wp,dzdt // u—1) go,,dzdt+/u;( )o(z,0)dz .

Esta clase es, en realidad, muy amplia, pero nos convendri para poder usar con libertad
principtos de comparacidn, a saber:

sean u(z,t) y v(z,t) soluciones segitin (*), con datos respectivos u;(z) y v;(z). Entonces
8i 4y v crecen en Rx (0,T), T > 0 como exp (C.|z|?) cuando |z| — oo,

ur(z) < vi(z) = u(z,t) < ¥(z,t)

para (z,t) e R x (0,T) (. [B1]).

Entonces resulta de inmediato que u(z,t) < max u;(z). Probemos que {z € R :
u(z,t) > 1} estd acotado para todo ¢ > 0, por ejemplo, por la derecha: supongainos para
simplificar que u;(0) = max u;(z) > 1, y desde luego, s < 0 < d. Sea A = u;(0) + o > 0.
Construyamos la solucién del problema de valores iniciales siguiente para el operador con
a(v) := min{24 - 2,(v—1)*}:

24 sz <0,

v,:(a(v)),, en RX(0,00), v(za0)={0 giz>0.



La solucién v(z,t) tiene forma autosemejante, v(z,t) = v(z/t1/3) = v(y), 7 = z/t4/2 y
se puede ver que esta funcidn se obtiene por simetrfa con centro en (0, 4) a partir de la

solucién (generalizada) de
1
_57“"(71) =a(v(n))", v(0)=A4, v(too)=

la cual se obtiene en forma implicita (cf. [B2]) de

7 A X| >i
n’(v =4/ . o f s
) v s+2[; J—,J(—)——x';‘f.)d Xte>1)(s

De la acotacién anterior resulta que el soporte de v(n) = sop(v(n) — 1) est4 acotado,
y que v salta dell a cero en el extremo derecho del mismo. Debido a la definicién de
A = (max uyr) + oY al soporte compacto de uy, podemos hallar ¢,7 > 0 tal que w(z,t) :=

t+i)17§. sea tal que wy(z) = w(z,0) = v(z/r*/?) > uy(z). Es inmediato comprobar

que u(z,t) es’solucién de v = a(v)zz, luego por comparacién resulta
u(z,1) < w(z,t) = ofz/(t + 7)1/?),

y por lo tanto existe una snterfase (derecha) d(t), ¢ > 0, d(0) = d [y con anilogo razon-
amiento una interfase izquierda s(t), ¢ > 0, 8(0) = s| tales que, para t > 0,

u(z,t) >1 en (s(t),d(t))

(que d(0) = d (y s(0) = s) puede verse empleando funciones similares a w, pero obtenidas a
partir de v(z,0) = 24,81 2 < 0, v(z,0) =1—-¢63siz>0, 1> ¢ >0, con la correspondiente
modificacién de la ecuacién integral).

Nada nos autoriza a suponer que d() y s(t) sean funciones suaves, pero, si lo fueran,
separarian regiones donde u(z,t) > 1 -y por lo tanto la ecuacién diferencial es u(t) =
((¥ — 1)%)zz = uzz (ec. del calor) — de regiones donde u < 1y la ecuacién se reduce a
u; = 0. Entonces se podria ver (cf. [B1]) que la solucién discutida u(z,t) del (PVI) se
obtiene como yuziaposicion de

(1) la solucién u(z,t) = us(z) de wy =0siz < s(t), 6z >d(t) y



(2) lasolucién u(z,t) > 1en s(t) < z < d(t) del siguiente problema de tipo Stefan con calor

latente vartable:

Hallar u(z,t), s(t), d(t) tales que

U =tz en s(8)<z<d(t),t>0 (u>1)

u(z,0)=us(z) en s<z<d

u(s(t)t,t) = u(d(t)",t) =1, (s)
(1 - u(d(t)))d () = —uz(d(t) ™, 1), t > 0,

(1 —us(s(2)))s'(t) = —uz(s(t)*,2), ¢ > 0.

Es interesante destacar que la solucién del (PVI) asi obtenida (como solucién general-
izada (*)) es en general discontinua, con saltos sobre z = s(t), z = d(t).

Este problema (s) admite solucién cldsica obtenible por el método del “argumento
retardado® [BKM, T]. Asimismo, se puede hallar solucién del (PVI) con un dato inicial u;
que posea un nimero finito de intervalos (s;,d;), 8i < di < 8i31 < diy1, donde uy > 1: &
para t* > 0, las interfases d;(t), s;4+1(t) sejuntan; z* := d;(t*) = 8;4,(t*), se puede ver que
en (z*,t*) la solucién u(z,t*) es lipschitziana, y se puede continuar para t > t* resolviendo
{s) con dato inicial u(z,?*) en (si(t*), di+1(t*)). Asf se obtiene una posible reduccién del
nimero de regiones donde u(z,t) > 1.

Otra comparacién, ahora con la solucién del (PVI) para dato inicial u(z,0) =
max{u;(z),1}, que no es otra que la solucién - obtenida mediante la férmula de Poisson -
de la ecuacién del calor u; = u;;, permite probar que, cuando ¢t — oo, limsupu(z,t) <1,
para todo z. Interesa entonces determinar donde existe lim u(z,¢), dénde es = 1 y dénde
<l

Por lo pronto observemos que los intervalos (s(t),d(t)) D (s,d) y son crecientes con
t, pues 3(t) decrece y d(t) crece, mientras no interactien con otros intervalos similares,
como dijimos en el parrafo anterior: esto surge del hecho que u(z,t) > 1 en (s(t), d(t)),
consecuencia, a su ves, del principio fuerte del miximo para la ecuacién de (8). Se deduce
entonces que serd lim u(z, t) = 1 para z € (Scoj, doos ), intervalos maximales, disjuntos, con
U(8i,di) C U(8005, doos). Estos intervalos pueden tener extremos comunes.

Podemos obtener informacién sobre la evolucién de los intervalos (si(t),d;(t)) donde



u > 1 de 1a ecuacién del (PVI) si la escribimos como ley de conservacién para u:
wt pe(-(u=1)F) =0
az z ’
de la que se deduce una ley de conservacién para z.u:

(s9)e + pl-2(u - DF + (- 1)*) =0

Sir<s(t)<d{t)<hpara0<t<Tyu <1len(r,s(T)) y (dT),h), integrando
estas ecuaciones en (r, h) x (0,t), y haciendo r — s(2)~, h — d(t)* se obtiene

d(t) d(t)
/ u(z,t)dz = / ur(z)dz de la primera,
s(t) s(t)

d(t) dit)
/ zu(z,t)dz = / zur(z)dz de la segunda.
s(t) s(t)

Si bien las leyes de conservacién sélo tienen sentido débil, estas igualdades son con-
secuencia de la expresién sniegral de la conservacién cuya versién diferencial son las leyes
escritas, por lo tanto los resultados son licitos; estos podrfan obtenerse con una adecuada

eleccién de ¢ en (*).

Asi, conservacién de masa y primer momento permiten “ubicar” un intervalo (8eo,do0)
&, - &,
2

donde limu(z,t) = 1, y por lo tanto conocemos dog — 800 ¥ : ver el ejemplo al final

de estas notas.

Debido a la forma del operador diferencial, sélo las masas u > 1 se difunden; veamos
que si 4 > 1 en un entorno de z y un instante dado, la masa no puede volverse menor que
1 en instantes posteriores. El siguiente resultado es vilido para soluciones (*) de (PVI).

Proposicién. Seal > 0. Si u(z,I) < 8 <1 para z en un conjunto E de medida |E| > 0,
entonces para todo ¢ < I es u(z,t) < § para z € E.

Si asi no fuera, y(z,7) > 0 paraz € EcEcon |E’| > 0, y algin 7 < I. Si definimos

yw=0<1 e F

= min(1,u(z,7)) fuerade E,
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entonces u(z,7) > ug(z), y como ug(z,t) = ug(z) es solucién de us = (u—1)*%, en el sentido
(*), resulta, para todo t > 7, u(z,t) > uyp(z) =0 en E C E: esto contradice lo supuesto.

Veamos otra forma de describir la evolucién de up(z) segin v = (v — 1)%,. Tomando

adecuadas funciones de prueba en (*) se obtiene, para casi todo ¢ > 0,

ur(z) — u(z,t) = ~357 ( (u(z, 1) - 1) +dr) en D'(R),

que escrito de otra manera es

u(z,t) - 1= 62.'; /ot(u(z, 1) —1Dtdr+u(z) -1,

y poniendo wt( / (u(z,7) - 1)+dr+/ dz./ (ur(zq) — 1)dz; resulta

32

mu;"(:z,-) =u(z,t)—1 en D'(R)

Entonces
a) wi(z) > / dzI/ ur(z3) — 1)dzq, por definicién de w*;

b) SienZER es u(ZL',t) < 1, Vt, entonces w#(Z) = / d:n/ (ur(zq) - l)dxg, Vi, y
62

5Y wh(z) <0;
53
c) Siu(Z,t) > 1,t > 1, entonces z— 353V wt(z) >0y wi( / dzI/ (ur(z3) — 1)dzs;
d) En c), como 1 < u(%,t) —» 1, ¢ — oo, entonces el Jim w'(z) =: w®(z) verifica
53

Ez—gw“ = 0 donde lim u(z,t) = 1;
El limite w™(z) de w*(z), t — oo, puede ser caracterizado por la siguiente snecuacidn
z 1
variacional, con obsticulo ¢(z) := / dz; / (v1(z3) — 1)dza:
0 0

{ () <o, w™(z) > ¥(z),
(w(z) - $(z)) frw™(z) =

11



Asf, w®(z) es (en una dimensién) la envolvente convexa del obsticulo ¢(z): las regiones

donde u(z,00) = 1 corresponden a las zonas donde Bﬁw‘” =0y w® > 1, eso es, al
conjunto de no coincidencia de la inecuacién variacional: es una unién de intervalos disjuntos
que pueden tener extremos en comiin. El conjunto de coincidencia, complementario de esa

unién, contiene a los z para los cuales u(z,t) = u;(z), para todo ¢ > 0.

Como ejemplo, tomemos
ur(z) = 3(x[0,1)(2) + X[3,4)(%)) :

Dado que se conservan masa y baricentro de 3x/o,1] ¥ 3X]3,4] €n 1a evolucién u(z,t), podemos
ver que las interfases so(t),d1(t) y 83(t), d4(t) no interactian, y por lo tanto

u(z,00) = X(-1,2)(%) + X(2,5)(2) 5

mientras que u(2,t) = 0, para todo ¢ > 0.

El obsticulo es
'_%221 —00<1:_<_0,
3, 0<z<1,
* 1 1 3
)= [(do (oo - Dza={ 2433, 1<asy,
0 0
z? -6z +12, 3<z<4,
~—%H+ﬁr—m, 4<z<+00.

y es ficil ver que su envolvente convexa se obtiene trazando la recta que une los puntos
(-1, -1/2), (2, 5/2) y (5, 11/2), cuyas abscisas son los extremos de los intervalos donde
u(z,00) = 1.
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SOBRE LOCALIZACION DE SOLUCIONES DE LA
ECUACION DE MEDIOS POROSOS

C.Cortazar - M.Elgueta

§1. Introduccién.

El propésito de esta charla es describir algunos as-
pectos del fenémeno de localizacibén de soluciones de la e
cuacién de medios porosos. Por esta razén no se trabajarié
con las hipbétesis mis generales y en general se dari sélo
la idea de las demostraciones, indic4ndose donde pueden ser

encontrados los detalles.

Se considera el problema

u = @@, e [0, +) x [0,T)

(1.1) -(@)),(0,t) =h(t) en [0,T)

u(x,0) =u,(x) en [0, +=)

donde a e Cl(]R) N CZ(]R- {0}); a'(s) >0 ¥s#0, h continua
en [0,T), h>0 y uge Co(l0,2).

Una solucién débil (de ahora en adelante solucién) de

15



(1.1) es una funcién u(x,t) contfnua y acotada en
D, = [0,°) x [0,t] ¥t<T, (e, el™M) ¥

o T o
(1.2) JOJO (ud:t-(cx(u))x d;x) (x,t)dxdt + JO uo(x)d;(x,O)dx +

T
+ J h(t)$(0,t)dt = 0
0

¥oe c‘(’;(m x [0,T)).

A lo largo de esta nota se supondri

1

(1.3) 'JO gls(_slds<+co

Es sabido que (1.3) es condicibén necesaria y suficien
te para que la velocidad de progagacién del problema (1.1)
sea finita, ver [S]. Esto implica la existencia de una
frontera libre. Diremos que la solucién u de (1.1) esté
localizada si 1la frontera libre se mantiene uniformemente

acotada ¥ te [0,T).

Esta nota esti organizada de la manera .siguiente. En
§2 se revisa la existencia y unicidad de soluciones de (1.1);
un lema de comparacibén integral y una solucién explicita de
(1.1). En §3 se da una condicién necesaria para la ldcali-

zacibén de la solucién (1.1) y se plantea la pregunta de si

16



la condicién es suficiente. Se termina dando algunos re-

sultados parciales sobre la respuesta a dicha pregunta.

17



§2. Resultados preliminares.

Existencia y unicidad.

La existencia y unicidad de soluciones del problema
(1.1) ha sido probada en [2]. La unicidad se demuestra
exactamente como en [8]. Daremos a continuacién la idea

de la demostracidn de existencia.

Se considera la sucesién de problemas aproximados

Ve = (@, (V)

(2.1), =(@(v)), (0,t) = h(t)

v(x,0) = 0

donde s
an(s) = as) + =Y hn +h

cuando n ++~, Ademés h  cumple las hipétesis necesarias
para garantizar que el problema estrictamente parabélico

(2.1), tiene solucién clésica que denotaremos por u Ver

(41, [7].

n.

Acto seguido se comprueba que la funcién
wn(x,t) = (an(un))x(x,t) satisface una ecuaciédn parabéblica pa
ra la cual rige el principio del midximo. Esto, ya que

(an(un))x(o,t) = hn(t) Yy upe CE([O,M)), permite garantizar que

18



2.2 Ny ]l <c

donde C no depende de n,

Lo anterior y la estimacibn

4+ +®

t
(2.3) Jo Iu(y.t)ldY:Io |h(s)|ds + Io lugl ) dy

nos da que

(2.4) Ilunll‘=° < C
con C independiente de n.

Finalmente una estimacién tipicamente parabélica, usan
do (2.2) y (2.4), nos d4

1
(2.5) o () (x, tp) o (u)) (%, 8) | < C e |t2-t1|7

con C independiente de n.

Las relaciones (2.2), (2.4) y (2.5) garantizan las hi-
pbétesis del Teorema de Ascoli-Arzela para {o, (w )1, ‘luego
existe una subsucesién y por consiguiente una subsucesién
de {un} que converge uniformemente en compactos a una fun-
cién u. Se comprueba finalmente, por pasaje al limite, qué

u satisface (1.2). Ademis, como se sabe que la solucién u

19



¢s Ginica, se obtiene que u, +u cuando n ++» uniformemente

en compactos,

Lema de comparacién:

El lema siguiente se encuentra en [2] y solo daremos

aqu{ la idea formal de la demostracién.

Lema. (Comparacién integral)

Sean u y u soluciones de (1.1) con datos h, ug Y h,

u, respectivamente.

Se supone:

“+o0 + 00

L uy )y > L Tydy ¥ x e [0,%)

+c0 + oo t

t -
fo u,()dy + Jo h(s)ds > Jo Uy (y)dy + Jo h(s)dy ¥t e [0,T)

Se concluye

+o +o

L ucy,t)dygfx T8y ¥ (x,t) € [0,%) x [0,T)

Demostracién:

La demostracién se hace primero a nivel de aproxima-
ciones para luego obtener el resultado por pasaje al 1{mi-

te, La idea formal es la siguiente,

20



Se define o

Hx,t) = et L @, t)-uly, t))dy

De las hipétesis se deduce que H(x,0) < 0 ¥ x e (0,+»),

H(0,t) < 0¥ t e [0,T). Supongamos que existe (X;,t;) tal que
H(xl,tl) > 0 entonces existe (xo,to) tal que H alcanza un
miximo estrictamente positivo en (0, +x) x (0,t;] en el pun-

to (xo,to).

En dicho punto se tendré

-t

0 = Hx = e 0, (ﬁ(xo,to)-u(xo,to))
-t

0> HJO( =e 0. (ﬁx[XO’tO)-u(XO’tO))

-t
0 < H, = -Hlxp,t)e (@), (gty)- (@), (xpty)

Las ultimas tres afirmaciones son contradictorias.
Por lo tanto, H(x,t) < 0. Esto termina la demostracién del

lema.

Una solucibn particular.

Es bien sabido, ver [6] y su bibliograffa, que si se

define la funcién

S
o) = [ £ ar
0 T

21



entonces para cualquier C > 0 1la funcién

(2.6) wix,t) = 671 ((C%t - ) )

satisface (1.1) con uy =0 vy condicién de Neumann.
-1..2
2.7) -(@@)), (0,£) =C-¢ “(C°t)

Obs.

Se ha supuesto y se harid de aqui en adelante que ¢'1

estd definida en [0,+x),

Ejercicio:

Use el lema de comparacibén y la solucién particular
para probar el conocido resultado que bajo nuestras hipé-
tesis con u, = 0 se tiene que el conjunto {x/u(x,t) > 0} es

un intervalo que denotaremos por [0,s(t)).

La funcién t +s(t) se denomina la frontera libre,




§3. Localizacién.

Sea u la solucién del problema (1.1) con flujo h tal

T
que I h(s)ds = +». Supondremos en esta seccién uy = 0. Hi-
0

pétesis no necesaria pero que simplifica la notacién.

Se dice que u esta localizada si existe 0 < A< + tal

que s(t) <A ¥ te [0,T); donde s(t) es la frontera libre de

finida en el Ejercicio de la seccién anterior.

Fijemos por un momento t e [0,T) y consideremos la so-
lucién particular en [0, +=) x [t,T)) w(x,t) = ¢_1 ((CZ-(t-ﬂ-Cx)+)

donde C es tal que

t T T
J h(s)ds -L(a(w))x(o,s)ds = L C-¢-1(C2(s-a)ds
0 t t

(3.1)

[C- (1)) 2
. T . 52
- IE_ [ gl = IR [T s
Ce(T-%) /, z (%)

donde por definicién z(%) = C-(T-t).

Observamos ahora que para te [t, T) se tiene

(3.2) {x/w(x,t) >0} = [0, Ce(t-T)]

Ahora aplicando el Lema de comparacién a u y u = w(x,t)

23



en la regién [0, +=) x [t,T) se obtiene

+co + o

Jx u(y,t)dy > L w(y,t)dy

Por lo tanto para t e [t,T) se tendrd

[0,s(t)) > [0,C(t-T))

y consecuentemente

1in sup s(8) > CT-D) = ¢(®
t-T

Hemos probado lo siguiente:
Si se define la funcién z(t) por la ecuacién

20t

-t

-t

(3.3) fo h(s)ds = % [ 6 1 (s)ds
0

entonces se tiene:

Proposicién:

Si u est4 localizada entonces existe K>0 tal que

z(t) <K ¥ te [0,T).

Es natural ahora formularse la siguiente pregunta.
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Pregunta:

:Es el reciproco de la proposicién precedente cierto?

A continuacién presentamos algunos antecedentes sobre

la respuesta a la pregunta anterior.

1,-

En [2] se demuestra que en el caso a(s)==sm conm>1
la respuesta es afirmativa., En este caso la férmula

(3.3) toma la forma

m+1
Jh(s)ds C, ﬂ)_r_

U‘t)

La demostracibn esté basada en el mismo tipo de compa
racién pero, esta vez con la solucién explicita de

Barenblatt-Pattle (ver [1]).

1
(xo_x)+ m-1
(3.4) w(x,t) = Dm°6-f;"_' ) en [0,+o) x[0,T)
-t

Si u y u son soluciones de (1.,1) con coeficientes a y

a respectivamente y a'(s) = 'd"(s) ¥s5> s, Ppara algGn

sy >0 entonces u estd localizada si y sélo si u estd
localizada. Este hecho se ha usado en [3] para carac
terizar los datos de Neuman que producen localizacién

de la solucién del problema de Stefan de una fase.
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[1]

[2]

[3]

[4]

[5]

En el caso de «a(s) = exp(exp(exp ... exp(s)) o
a(s) = log(log(... log(s)) para s> g Se puede probar,
usando supersoluciones del tipo de (3.4), que 1la res

puesta a la pregunta es afirmativa,
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SOBRE UIN PROBLEMA DE STEFAN A DOS FASES

CON FUENTE DE ENERGA INTERNA

Graciela G. GARGUICHEVICH - Domingo A. TARZIA

PROMAR (CONICET-UMR),
Instituto de Matematica "Beopo Levi”,
Facultad de Ciencias Exactas, Ing. y Agar.,
Avda. Fellegrini 250,

2000 Rosario, Argentina.

1. PLANTEO DEL PROBLEMA

Consideremos el problema de la distribucién estacionaria de temperatura @
en un cuerpo  con una fuente de eneraia interna de densidad a.

Supondremos que 1 C RrR"

tieme una frontera suficientementa reqgular
A=, LTy , con I'y y T; disjuntos gy de medida (n—1) dimensiornzl positiva

¢ Fi ' >0,1 = 1,2) g admitiremos el caso 'y = &

Asumiremos, ademas, sin pérdida de a=neralidad. aue la temperatura de

camhio de fase del material es 09, que sobre I'y e ® = b »> 0 u sobre ', u T, el
fllyo 25 q vy 0 respectivamenta.
Yamos a generalizar agul los resultados obtenidos en [S] para el casn a = 0.

Obtendremos condiciones necesarias u/o suficientes que relacionaran los datos B,

a4y g9 para gue =] material presente una o dos fases.

Si definimos la temperatura estacionaria por:

G,(x) < O . x € N}, (fase sodlida) ,
8(x) = o , X € L (frontera libre) , 1
6.(x) > 0 . X € 0, (fase liguida) ,

con N =0, U Oy UL, entonces se deben satisfacer las siguientes condiciones:
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(

—k; 80; =9 en O; (=142 ,
R a9 3o

2y =92 =0 , kl'a_n_l =k2§ﬁg
92=b sobre r1 ,

-k 2% - si ©@ >0 socbre I

‘237 79 " 2z
39, oA

_k‘a_n_q si & <0 sobrel; ,
39 —

sobre 4 ,

(2)

donde ki > 0 es el coeficiente da conductividad térmica de la fase | (i=1 fase

solida , i=2 fase liquida) ¥ n es la normal exterior a I';. [, 0 L seaun corresponda.

98 _ p
- n
I3 .
o /’L‘/r" WK /4-' pa P
Iy Ty
ni L .ﬂ; ——-—}
{ 1idod e 390 _ a
9=b>0 (\{quido) (solido 135
N N N N NN NN NN NN
Ty
FIGURA 1

Este problema resulta equivalente a ( [1] ,[4] )

/

— Q=9 =n ,
julrl‘-'—'B.

au _ _ du —
L_E\_r'wlrz—q’ Bn|rs_0’

¢C))

siendo u=ulx) la nueva funcion incoanita, definida de la siguiente manera

N

u=k; 8" —k; 98— enn

4)
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2. FORMMLACION VARIACIONAL
Sea

]

aluV) = J VYu Vv dx ,
f

{L(v):[gvdx— avdY (=LggV)
N

I's

~

son L € Vo’ (por ej.a € LAY , 9 € LAy B € HYAr) |
£l problema (3) admite la siguiente formulacidén variacional ( [2], [4] ):

u €Kg , aluw) =LWV) , Vv €Yy ,

g tambien, su eguivalente

uEKB , Jw) € J(v) , VV&KB ,

) = alv,v) — L)

-

La unica solucidon de (5) puede caracterizarse oor

UBQQ = lp + Uq + ug en & ,

donde ug ., Ug Y ug son respectivamente las unicas soluciores de

UB € KB ’ a(UB,V) =0 B v € '\.}0

uqg € Vo , alugV) = — J- gvd? , Vv €Y,
r;
ug € Vo , alugwv) = J avdx , v € Yo
0

En el caso B,ay g constantes, resulta

qug=B—qu1+gu2 en £,

donde u,; 4 U, quedan definidas por los siguientes problamas:
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V=H@, Vo={vev:ivip =0} K={veEVv:ivip =8)(=

=)

N

10

11

(12}

(13)



Ay =0en ,
K
Uilr =0, UIEVO ’
< 0 4 (14
aLll ” - . ]
—a_ﬁ- { rz =1 , a(Up\.) = vdT , Yyv € \-'Q
- \ r:'.
ey =0
- 'ra = ,
~—
o
~—
- Auz =1 en N , a
Usa € VO '
ﬁuzlr1=0, 5 (15)
a(uz.\v;) - J- v dx s ‘Vl“, C_ \'.'0
AUa
W pur,=% . X f
Ademas, por el principio del maximo ( [(2)[3] ), u; 9 Uy son funciones positivas
en !
3. PROPIEDADES GENERALES DE LA SOLUCION
223 u = upg,, la unica solucién del problema (6) para los dates BE VL oY
q £ Lz(l’z) y a € LA, se demuestran las siquientes propiedades:

Propiedad 1

i)Si B; B (Ob; ¢<b,) sobrel; .o, ¢ 9,

sntonces:

=u; en )

Wy = u < u
1 Bjaog; Baazgz

i) Si alguna de las tres desigualdades para

dezizualdad para u; tambisn lo es.

Demostracion

i) 51 w = (upy — uy)™ , usando v u + w €

ohtiene que

0 £ alw,w)
Iz

32

sobre 'y .2, € 3, en §2
(18)
B; . g; 6 9; es estricta. la
Kp, para i = 1,Z en (5) ,se
i

J.(gl—gz)wdx—-I(ql—qz)wd‘YSO.



es decir w = 0 en 1 y por ende u; € up en

ii) Si se supone u; = u, , resulta de alup — uyw) = 0 que g, =3,5L%M)

w

A; = q ELAT,)

Propiedad 2

SiB>0,a>0 vy a 20 resulta:

uT™ #0 en & uT 0 sobreTl, . 1?7
Demostracion

Se deduce trivialmente de la ecuacion

J gu” dx 4+ au",u" ) = I qu- dv 18

h r,
Definicion 4
Fara cada B € HY2I') , B > 0, =e definen las funcicnes

Fpg 'R 2 R/

= =1 -
FBg!_q) = ‘T(UBQQ) =3 a('“'qu , qug) J 9 Upag dy + 0 J YBAg a7 19
r;
donds g € L2 u
- = 1 y -
FBQ(c_:) = J(L'qu) =2 a(uBag , uBag) —-g J Upag dx + Q Upgg d z0)
[§) r.
donde a € L3,
Teorema 1
Las funciones FBg u FEQ verifican
; I} p _ -
i) FBg €EC(KR) y F Bg(q) = J Upnag a7 , (Z1)
Iz
i) Fgy € ¢'R) y Frp @ = - J Upqg X (22)
N

Demostracion



Probaremos solo ii). E1 caso i) se prueba en forma similar u el resultado es

idéntico al obtenido en (S] para el casoa =0 .

La funcion a - IUBQQ dx es continua uya aue a partir d= las
N

dasiaualdades de Cauchu-Schwarz u de Poincare-Friederichs (con cte. 2443 resultan

L/2
1 Q| C() I h i

W Upgg+h) ~ YBag v < : : @3
N RE<L0))
(4]

donde @ la constante de coercividad de la forma bilineal a sobre Vo ¥4 h € R.

Es facil verificar ademas que

Fo - F
Balg+h) Bag _ i -
h = - 2 ( UBQ(Q +h) + '.JBQQ ) dx ’ ‘\-5)

)

y por ende, FBQ € cYR) con F'Ba dafinido por (22).

tHas aun, F'Ba as una funcion estrictamente decreciente como consscuencia

‘'de la propiedad 1.
Corolario 1
D Sean B € HYAr) , By » 0, 30 € L% , 9,30 y ao € R* tales aue
F'Bogoic‘@) < 0 ; entonces upy, MO €S de sgigno constamte en }, p2ra Lodo
B e HY4r) , g € LAy , 9 g € L% que verifican 0 <B £ B, 0 I3 <g; v

OD<ay £ Inf aix) .
x € rz

ii) S=an B, € HY4r) , B, >0, a, € LTy w3, €R tales aus F’
k4 _ ) .
zntonces tigga MO s de signa constante en {2 para todo B £ HY 2(I‘l), a e Lz'.I‘.ZJ o

a € L% aue verifican 0 (B B, .,a; £a y sug alx} £ a4 .
Demostracion

Resulta inmediata del teorema 1 y de las propiedades 1y 2 . (La propiedad 2

ge tica soOlo en el caso i).



S: se suponen q, g ctes, B > 0 fijo , el casc i) queda representzdo por la

\\‘
AN
dos fases

a/
N
N

siguiente fiaura

Yo
i

do d

FIGURA 2
El caso ii) repite 1la misma figura resmplazando (9,5, G Por (9, a,)

Definicion 2 : Funcion Flujo Critico
Si consideramos B > 0 y cte. sobre I'y , q constante scbre I'; 4w a € L%M |

podemos definir la funcidn flujo critico por

ae : R*x L) 2 R,
(B.9). » an(B,@) (26)

tal que
¥ paracadaB >0y a <acBa, uggg 20 en Nt (una sola fase),

¥ para cada B > 09 a > ac(Bg), upgyy 25 d2 signo no constante en (1 ( dos

fasae),

Dbservacion 1

Camo consecuencia de la propiedad 1, la funcion Fluio Critico es mondtona

en 2] siguiente sentido:

w0 <By £B,u vaya, € LA, g, < 0, resulta az(Ba, < as(B;.9;) (27)

En el caso aque g y4 aq son ctes. y B > 0 fijo, ze tiene la siguiente

representacion
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(U, 4 ug estan definidas por (14) y (12) respectivamente) .

an

(dos {ases)

e

e

/
A = QC(B,Q)

—

/

YBqg 2 0 (uns fase)

FIGURA 3

Corolario 2

i) S2an B > 0 constante y 3 € L%, r
c
a) Flggl@ <0 & a > aB + E% )
o, = alujuy) = J uy, d7 >0
s
Cq = alugu,) = J a u, dx _j ug d7
N Iy

QQ(B) =

b ag® -+ ?d‘f > 0B, vg €LAM ,g>0,D € RY,

. . C .
decir que, si q > go(B) + C—? entonces Upggq NO €5 de signo constanta en N

36
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sulta

g

(23

(3D

{(31)

(32)



ii) Sean B > O constante y q € L2 (I'p), resulta

c
3) Fpgl@ >0 & g9< C—‘: - go'B) . (23
con
cy = aluaug) = J ugdx >0 . (34)
(9]
Cq = — aluug) = — J Ug dx = J q u; d7 . (35)
[} Iz
, - Bl (36)
30(B) o >0 . €

c
b) Gig < — goB) + E'c;' ,» @Ntoncas ug,g NO @5 da signo conatanta an O . (37

Demostracion

i)a) Da (9), (14) y (21) resulta

2
Fpa@ = - % alugugy) + a alugu,) — %— aluguy) + Blg Il | - J‘ a dx] (33)
v lueao (4]
Fég(q) =alugu,) + BIT, | —oaluguy) =cg +BIT; I —agnr, (39)

Como c; > 0, se obtiene (28).

b) Resulta de i) y de la propiedad 2, teniendo en cuenta que, para a > 0
Co
cg:J‘guxdx>D y por lo tanto aqu(B) +EE1'>D-

N

ii) Se prueba de forma similar 3 la parte 1) considerandn que

2
FBq(g) = — % aluguy) — gl alupug) + B 1IN T] + B J adY + % a uq d7 40
r'Z ri
u de alli
FEq'® = — aluzup) 2 — aluzug) ~B 1 Q1 , (41>

Es remarcable que en este caso no se requiere que aq Yy g sean positivas o

no neaativas como sucede en el item i).

Corolario 3

Si B, a u g son constantes, se define la funcion
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F:R*'XR? 4R

(B,0,9) =+ F(B,ag9 = J"-’qu’ = FBg‘“’ = FBq(g’ 42)
nue verifica
F(B,a.g)=—%¥q2+cuag-%gz+8ll‘2lq—Blnlg. 42)

con ¢, Y cp definidas por (29) y (34) respectivamente y

C12=3(U‘,U2)=IU1dX=IU2d7 >0 44)
0 2
Y
Ve
g—%(B;q;g)=—C‘Q+szg+B'r2' )
{%E(B.G,Q)=Cua—-czg—Blnl ) (45)
oF - _
a-§(B.cx.g) =il 1a Ittg
Ademas resulta:
D =cyecp ~ cf, > 0, esto es, para B > 0 dado
grafico F = {(a.g.z) €ER/z = F(B,q,g)} es un paraboloide eliotico 4 las
rectas

11)—010+C129+B|r2|=0

(46)
lI)caa—-—cag—-BiNI =0,
=a nter=ecan en el punto (q‘, g‘) definido por
q;=Blr2|C2—lﬂ|C12 )
D
47
gl=B|r2|C12—ln|C1
- D
i) acB) < ao® + ¢2g ¥ B E€R*, g €R* U (0} (48
P Cg &+
) K ! , (49
iuac(Bg)<qt(B)+a—59‘vB€R g €R
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[ag
o b a=a,(B + =3 g

Cq

) [
a=a.® + 22 g

q= Qc (ng)

Oy

FIGURA 4

Demostracion

Las identidades (43) y (43) se obtienen trivialmente de (38)-(41).

i) Sa tiene que

0< Cn‘_ ( s ) = »d “ H oa H 3 ] = C ‘:-1
1 aluy.uz I Vuy Vua dx £ 1l Vu, L 2 Vug L2 Jc, <2

Y COmo 0
\

en N

(]
o

div Vu; = 8u,

? = no existe C / Vu, = CVu,

div Vu, = 8uz; = -4 en N}

resulta
D=CC, —C%.>0
Fara obtener (47) se resuelve el sistema lineal (46)

ii) y iii) resultan respectivamente de (32) y (37

Propiedad 3
Sean B, q, g ctes. v



Qo(B) = —B— > B __ —&® >0 , (SO

Inf u, Sup u,
r, | P
Svip Ug Inf u,
M = lnf. Uy 2 Sup uy =m> 0 S
Resulta:
1) 3oB) + mg £ acBm £ QB +Ma , VYa 20 . (52}
i) €1 uy | r, = % ©s constante, luego ag(B,0) = a% = Qp(B) = QuB) . (32

i } = 5 | = &, SOn constantes, luea
iii) Si u, r, @y 9 U lp, 2 s A0
@
) B 2 , o . (54)
ac(B,g) = & + &3 a9 Yg 2

Demostracion

Si Upgg MO es de signo constante en N, por Propiedad Z, para B >0, g 2 Q

4 a >0, existe x € I'; tal que

uBag(x) =B —qux) + gux) ¢ 0

Luego
( L d ~r
clj>-8——+?%x—';—2—i)>qo(8)+mg>o ,0sea 8, +m3 {a=B3x VYV ar0
1

B + Supug
Si > [ g = — 2
Sig20yag > QeB) + Ma l”rf o >0 , lueao

2

"'qu(’X) 0, ¥Yx&€Tl; 9 acB® <QnaB) + Mg , w220

Da (52) se obtienen trivialmente (§3) y (54).

4. EJEMPLOS

Daremos a continuacion tres ejemplos en los aue la solucion se conoce

axplicitamente para B > 0, qy g ctes.

Ejemplo 1

Se considera:
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nmZ 0O =mOxy ¥Owuw) % >0

'90>O ’
(33)
Fy =00 X0Wal, Fa = (xg) X (0ol , Ta = O,xq) X (D) U Oxa) X {Ya) .
Se obtiene:
) 2
Uy = x , Ux(xy) = Xg X — % ,
Xp do x§ Yo
Ciy =Xo Y , C2 ] + Cyp = 5 '
4,z
D =c;ca —Cila = "')12"" y 11 =% , T2l =mu ,
0 B _
108 -5 9 -5 =0
X
(a',q') = — 2B ' 6.B ’
( Xp xg
r
X
x§+—2-?9, vex-2E8 |
- xo
asB.@) = { (56)
9% +A—2Bg V¥V 95 - 2,
~ X0
Ejemplo 2
Se congidera:
n=2 ,0<ry<r; , T3 =2, r,w: coordinadas polares en R?
ns{(r,w):m(r‘("z} '
4r1={(r,w):r=r110$u<2“) ' (57)
rz={(r,w):r=r,,0$u<2n} y g = @
——

Se obtiene:

uy(r) = ra log

)
Cc
",
RS
I
Nl
Pt
0
1
i)
-
]
S
o

J definiendo



c=;-} ;a(c):(cz-i)-zmgc . ﬂ(c)-(1+cz>logc—(cz-1) .

MNe) =2ciloge — 2 - 1

resulta:

c1=2wrglogc , cu=-ﬂ_%1__°_[2c:logc—(cz— 1)

4
ez =gdt4c’loac -2c®’- v - ©*- 17

2
D=cyc, —»cfz = '"Trf c?e? - 1 g ,
iol=xe¢i -rd Ml =2nr,; ,
10 q — B -2 _ _Ei_fif__._p_. g =0
L rp log c 2 4clogc 3=
~ _‘2 4 PR ¢ 2 - {3 ¢ 2 -—
1) g — 5 A _1)29 _ry (4 ¢ loo fi (c L-z (3 ¢ i a=0
(2c°logc —(c"-DIr; o 4c(2cloge —(@" - 1))
(g"q’) = 4 B atc) ; _B_ L i - Tic) ale) ] ,
( ri? -ppe T2 logc @® - 1) gic) loa ¢ )
/
B Lfz_ - L, 3B
re loga c 2 4cloac T ri 7
an(B.a) =< (58)
-2 Q¥ -1, Vag¢- —2B
q Zc ri Y
donde Q(g) esta definida implicitamente por
Fz
HoQ =B + a 4*ca2c21ogq—11+11-_-0. (59)

Ejemplo 3
Sa2 consideran los mismos datos aque en el ejemplo 2 pero para n =3

Se obtienea:
? —r}

u,_(r‘):rg(L—- z

r

N~

ra i i
)p Ug(F):—,—B-(F,—‘—r—.)—
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3

c‘=41|r‘1c3(c—1) , c,,a%xr:cz(c—1)2(2c+1) '

5 2 3 2
c,=33451|r1(c—1) (3c” +6c” +3¢c + 1

D=C1°2—C‘§z=iﬂ2r‘§(c—1)‘03(4c2+7c+4) ,

43
IQI=%'n(r‘g—r‘i),ll"|=4nr§,
B _rple-1@c + 1 _
I a ryc(c — 1) 6cC g =0
2 2 2 5 o3 2 y
1) a 2B +c + 1 2rp Se” 46" +3 e + 1) 0
220~ . - ; =
reflec-10D@2c+ 0 15c2@2¢c + 1

@hah = (= 180 B (¢ + 1) . _ 128 (c® $+23¢c +i) )
B rf(c—i)‘(4c‘+7c+4) Pt cie D@ +7c +4) 7

/
R rye —1@2c + 1) e
riclc - + € c g .9929
B = { BO)
riy 8 N -
g = @ -Qa) , LA BT
L

Observamos que, en los tres ejemplos, fijado B > 0 , la arafica de2 a-(B.a)

coincide con lader;, W a 2 qQ, (@, > a¥), es decir, para los g tales aua a-(B.a 0.
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Soluciones autosemejantes de ecuaciones de

difnusién — conduccién generalisadas

MARIANNE KATHE KORTEN

Pensaremos aquf en ecuaciones que puedan escribirse de la forma

E(u) = div(a(u)| grad ¢(u)|¥ =" grad ¢(u)) (1)

donde N € Ry, ay ¢:R — Ryo, 4(z) no decreciente y E: R — R es no decreciente.
Se ha visto en seminarios anteriores que saltos o intervalos de constancia en las funciones
constitutivas hacen que las soluciones también los presenten (por ejemplo, intervalos de
constancia (resp. saltos) en ¢ inducen saltos (resp. intervalos de constancia) en u). En los
saltos de u se satisface una condicién de Rankine — Hugoniot, o de Stefan, y los intervalos
de constancia de u pueden pensarse como modelos ingenuos de zonas pastosas.

Exhibiremos aquf diversas ecuaciones que pueden escribirse de la forma (1), y soluciones
autosemejantes de las mismas resaltando sus aspectos tfpicos.

1. En condiciones homogéneas, es decir, cuando E, ay ¢ son potencias tenemos los ejemplos
tfpicos de las ecuaciones del calor, de los medios porosos y de la difusién répida.

La posibilidad de cambiar de escala, es decir, la existencia de 8,7 € R tales que si
u(t,z) es solucién de (1),
Wz, t) = MuTu(M, pz)

también lo es para todo A, 4 € R* fijos, lleva naturalmente a la aparicién de soluciones de

o(z,) = $(t)v (cp_:tf)

Habitualmente © y ¥ son potencias o exponenciales, y se requiere una condicién ex-

la forma

tra (por ejemplo, conservacién de la masa en el tiempo si se pide v € L!(z)), para poner,
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digamos, ¢ en funcién de p(t). Se est4 entonces frente a dos ecuaciones ordinarias respec-
tivamente para p y v.

Si nos ocupamos de la ecuacién
ue = div(u™|Vu[N"'Vy), M,N€R, N>0

o, con dependencia radial
u = rl-—n(rn-luu|ur|}v—lu')r (1.1)

queparaM>1yN=lesladle‘mediosporososypm0<M<1yN=lladela
T

difusién rdpida, tenemos, si 5 := o0 es la variable autosemejante (cf. [B-K-S]),
i) Soluciones tipo Barenblatt, para M + N + —1 > 0, es dedir, si

S
T+ )7
: _ N/(M+N-1)
1 A M+N-1 n '
(a(T +t))r/a N+1 +
u(z,t) es solucién débil de (1.1}, y u(z,0) = C8, A es proporcional a la masa total
(constante en el tiempo) C.

a=n(M+N-1)+N+1>0,

u(z,t) =

=]

Para 5 = T - se tiene
_ 1 M+N=1_(yuqn|"M-0
u(z,t) = nla —~N+1 !
[T - 1)) N+l

que sélo existe para ¢t < T. Para A = 0 esta solucién exhibe “tiempo de espera”: u(0,t) =0
para0<t< T,y u(0,T) = u(z,T) = +0.
(Es claro que en este caso ya no se conserva la masa).

ii) Tipo calor, para M + N - 1=0.
Obsérvese que si u es solucién de (1.1), Au en este caso también lo es, para cualquier

AERT,
Aqui sigue siendo 5 = (al

2]
T +1)

1/;:°°na=N+1>0,y

A — e g (YOI

u(z,t) = CVEDLE e

46



K
(alT - )4

O poniendo, n =

A pn (VI

T -0

u(z,t) =

(1a segunda diverge en tiempo ¢ = T, y no se conserva la masa). Obsérvese el crecimiento
(resp., decrecimiento) muy rdpido para 0 < N < 1).

iii) Para M + N — 1 < 0, pueden aparecer distintos comportamientos:
a) Tipo difusién répida: sia=n(M+N-1)+ N+1>0.

7= ||
(a(T £ 1))y
y
u(z,t) = 5 1 NJ=(M+N))
(T £ )}/ [A £ (el pve ]
b)a=0
X
Para n = ?Ii'}lt"
g1 | 1
unt) = T [A+ L gWr+0)/NPRTOIT S
c)a<0

Para g = (~a(T F#))!/-)|z],

(=a(T F )~/
[Ai L—(M 4N "(N+1)/N]N/(l—(M+N))

u(z,t) =
+

En el caso de la ecuacién de medios porosos, o difusién répida, los casocs a =0y a <0

aidn se han estudiado poco.

Son de esperar problemas para encontrar unicidad (véase [E-R-V]) para el problema de
Cauchy, parece claro que deben agregarse condiciones sobre el crecimiento de las soluciones
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para |4} grande para caracterizar una clase de unicidad.

2. Miremos un ejemplo en que @ no es mondtona, estudiado en [vD-H]:

= (a(u)®(us)): (2.1)
afs ) s(1-s), 0<s<1, vy
Q(r):-lTr—,, -1<r<1.

(2.1) admite soluciones de la forma %, ,(z,t) = ¥(z — ¢, t + 1), con
0 —00 < FIZTT <-

={btdly [d] <
1
1 755-(’5{)-<oo

y g(t) solucién de

ﬂﬂ:z&(ﬁﬂ £>0
g(0)=G2>1

3. Veamos una posible manera de obtener un “efecto homogéneo”. Consideremos
u = A(Y)zq (3.1)
A no decreciente, y busquemos w(z, t) = % v (%) que sea solucién de la ecuacién modificada

ue = A(lY)zs . (3.2)

Para ello, 1a funcién v, que se busca par, debe satisfacer la ecuacién integral implicita

_, [ dAs)
#_z£ p

' +00
donde el pardmetro v(0) est relacionado con la masa total v(r)dr. Puede verse que

th%l+ w(z,t) = const.§(z). Mediante técnicas de comparacién E)otfede obtenerse informacién
sobre soluciones de (3.1) a partir de soluciones de (3.2) (cf. [B2]). La técnica de obtener

a partir de una ecuacién integral implicita se debe a L. Peletier, y volveremos a ella en el
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préximo inciso.
4.a) Consideremos las ecuaciones

ue = div(k(u)|Vy|/¥ V) k> 0p.p.
u = div(|Vo(u)[V = V(4(u))
E(u)e = div(|Ve(u)|" ' V(4(u))) ,

con E, ¢ grificos monétonos. En condiciones bastante generales sobre E y ¢ (por ejemplo
que Eo¢$~! sea un grifico es suficiente) puede verse que admiten soluciones radiales débiles
de la forma

zg) = (m(l—fvlrr)> = u(n).

El estudio cualitativo de u puede hacerse a través del estudio de la variable de Krichhoff
asociada a u, V(1) := ¢(u(n)) y de su fujo f(n) :== —n™~}|V'(n)|¥N~1V!(n), obteniéndose
que:

(1) V(n) es mondtona (la supondremos decreciente), estrictamente mientras sea V() >
inf V (3), y localmente absolutamente continua,

(ii) f(n) es no decreciente y negativo, y existe f(oo) := '}1_% f(n),

(iii) V'(n) = const. n{!=»/¥  y € (a,b) (forma tipica de V(n)) & E(u(n)) es constante
en (a,b).
() Jim, E(u(n)) = B(u)(e) < oo
3 lim V(n) =:Ve 2 —0

n—oco

(v) (intervalos de constancia de ¢ y saltos de u). Si ¢ = const. en (ur,ua) y ¢(u;) >
inf V, entonces los valores de u(n) evitan (uy, u3) y se tiene u(n) = v(V (1)), con v el grifico
inverso de ¢ y por lo tanto 4(n) tiene un salto.

(vi) (saltos de ¢ e intervalos de constancia de u). Si ¢ salta en u. € Im(u), entonces
existe un intervalo (1;,73) tal que u(n) = u. en (n1,72), ¥ V(n) une ¢(u.+) con $(u.-) a
través de una curva tfpica (esto es comsistente con (iii)).
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vii) Condicién de Stefan en lcs . en que salta E(u): en esos puntos se verifica
(
(=V'(ne+)Y - (=V(n.-)¥ = Nn_':_ ] [E(u(ne+) — E(u(n.-)] (en saltos de u)

= —N"-:- 1[E’(u,,+) — E(u.-)]  (en saltos de E) .

(viii) V(n) es convexa.

La existencia de solucién para e] problema de valores iniciales y de contorno
’7“ I — (pn—1 INN-1 ne
LS IE(“(ﬂ))' ("~ #(u(m)'|™ " #(u(n)))
u(no+) =1, u]iI%o E(x(n)=0 (no€R>0)

se estudia a través de la ecuacién integral para la funcién inversa de la variable de Kirchhoff

V(n)
a(1) p(r=1)/¥ (5) ds (4.1)

'I(V)=ﬂo+[ v/

v [_ K+ 5 2 nn(0)d(E(w(1)))

técnica que ya hemos mencionado en el punto 3. X est relacionado con f (00), no siempre
determinable a priori, habiendo casos en que distintos valores K proveen distintas soluciones
de (P) (compdrese con 1.iii)c)). Un ejemplo de esta situacién puede verse en (K1].

4.b) Discutiremos ahora en el contexto de 4.a) una generalizacién de un modelo de zona
pastosa autosemejante debido a Solomon, Wilson y Alexiades (ver [S-W-A]) siguiendo el
tratamiento del caso unidimensional de [B1].

Quiere modelarse una zona pastosa autosemejante a temperatua u = u. constante para
la ecuacién E(u); = div(k(uw)|Vu|[¥='Vu). Si u(z,t) = u (N{Ifil_ﬂ)')’ debe satisfacer la

ecuacion ordinaria

~ g Bl = (1" (k(u(m))Y 1 () ¥ ()

L J
Introduciendo ¢(u) = [ k(s)ds + wH(u - u.), con H la funcién de Heavisidey w > 0

la constante (asociada al aiicho de la zona) dada por

[p(b) — w(a)] x (- flujo de temperatura) = w,
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con g{N+1-n)/N N+l _ngo

o(z) = =
(nz N+1=n,
Y pongamos

P(ue-)=Vi, oé(te+) =a(u-)+w=V",

Con esta eleccién de ¢, E y ¢ saltan en un mismo punto u.. Redefiniendo Ecv = E,
para Vi <V < V! la discusidn de existencia se hace a través de (4.1). En [K]| pueden
verse condiciones en las que el anilisis cualitativo (i) - (viii) sigue siendo véilido adn si E'y
¢ saltan en un mismo punto.

Se tiene u(n) = v(V(n)); f(n) es constante y V(n) tiene por lo tanto una forma tipica
Yy 4 = u, en cierto intervalo a < g < b (la zona pastosa), cumpliéndose

(p(a) = p(B))(~f(a+)) =V' -V,

y la condicién de conservacién de energia a través de la zona a < 5 < b,

L (VI b)Y — (=Y (a-))Y =

1 n. n
=-¥T 1( a™)[E; + 0] - +1E(d°+)+_N+1
/\

= g1 - 0)a* +9t7).

E(u.-) =

4} A
ex’}

—'
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¢ (u) ("nueva" ¢)

ly ; (¢ "dada")
1 J,/
- —
Ye

\
\

A (Eov) (V)

E T — }_G

1
I

Observemos que aqui V' (£) ya no es la composicién de u(€) = u, y @ paraa < ¢ < b, sin em-
bargo es u(€) = v(V(£)). Al tener V(£) una “forma tipica” sobre (a,b), V'(a+) = V'(b-)
es e] flujo constante (de la variable de Kirchhoff) a través de la zona.

El punto 4 es la versién n-dimensional de [B1] y un resumen del mismo apareceri en
[K2l.
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METODOS SIMPLIFICADOS PARA LA PREDICCION DE TIEMPOS

DE CONGELNCION Y DESCONGELACION DE AL IMENTOS
Rodolfo Hovracio Mascheroni

Centro de Investigacitn y Desarrollo e¢n Criotecnuloula de Alimenlos

(CIDCA). Facultad de Ciencias Exactas. UN.L.P,

Los procesos de congelacion y descongelacidn de alimentos pueden
considerarse como casos particulares del esquema ageneyal de frénte
moévil con 2ona pastosa.

€l factor Unico que caracteriza a estos sistemas es que el
componente principal de los alimentos.(y el que cambia de flfase) es el
agua que pasa a hielo durante la congelacion.

A los fines practicus, el alimento -de cualguier tipo: carne,
fruta, verdura, jugo- se comporta como una solucibw. Es decir que
comienza a congelarse a una temperatura (TF) mads bhaia que la del aqua
pura (0°C) y la congelaciotn es gradual, siguiendo una curva de
equilibrio del céﬁtenido de hielo (W) con la temperatura (T) que es
caracteristica de cada alimento. Ademds. como puede ver se en la Figura
1 el agua no se congela totalmente, ya que parte de la misma eslhd
"ligada" a los componentes solubles y estructuiales del alimento.

Esta congelacidn (o descongelacidn) gradual Jdel agua, y el hecho
de que la conductividad té&rmica (k) ﬂel hielo sea del orden de 3 veces
la del agua liquida provoca que las propiedades téermicas del congelado
sean muy distintas de las del producto fresco y ademas -y esto es lo
mas importante- que varlen fuertemente durante la congelacidn o
descungelacitng como In muestra la Figuwra 2 para el caso parFicular de

rrarne (Donde k: conductividad térmica. Cp: capacidad calorifica
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aparente, D: densidad y ot difusividad termical.
£l proceso de congelacion, desde el punto deo vista de la
transferencia de calur se puede cansiderar en forma simplificada como

pcurriendo en tres etapas, las gue se esyuematizan a continuacidm

T

SIN CONGELAR

Figura 3

PARCIALMENTE

CONGELADO

e —— — ——— —— —— —

0 S(t) L

Figura &
Este tipo de esquema con algunas simplificacionea complementarias

dio origeh a varios meéltodos aproximados de calculo d» tiempos de

congelacidn y descongelacidn, como veremos mas adelanle.
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Modelado de la transferenclia de calor

durante la congelacidn y descongelacion de alimentos

El hecho de que la congelacian sea gradual con la temperatura y
que las propiedades térmicas varlen fuer temente durante la misma
determinan que, independientemente de la geometria y composicidn del
sistema, no existan soluciones analliticas exactas que predigan la
variacién de temperatura y tiempos de proceso para austos sistemas.

Existen entonces dous alternativas para la prediccion en estos
casos que en forma general se pueden carvacterizar por el balance

diferencial

DCp &1 5 Vk vT (1)
&t
I) Métodos "pxactos”, numéricos, que utilizan valorew edsperimentales o
ecuaciones tedr icas para la prediccidn de las propicdades térmicas., La
ec. (1) se resuelve pm metodos numéricos (diferencias o elementos

finitos).
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11) Métodos "aproximados”. Efectyan una serie de simplificacioﬁes,
tales que logren obtener una solucidn analitica del gistema o, en
muchos casos, s0lo se ohtilene una ecuacion simplificada para el edlculao
de tiempos de congelacidn o descongelaciodn,

En el siguiente esquema se slintetizan las principales

caracteristicas de ambas ovpciones:

METODAS "EXACTOS"™ METODOS "APROY1MADOS"

- Resuelven el balance de ~ Utilizan simplificaciones en

energlia del sistema sin las ecuacione: diferenciales., o

hacer simplificaciones regresiones o o1 aficos aproxi-
mados

- Permiten predecir perfi- - Generalmente solo dan tiempo

les de temperatura y tiem- de proceso

pos de proceso

- Necesitan informacion - Emplean stlo &)1 valov de las.
detallada de la.vériacibn propiedades a temperaturas de-
de las propiedades térmicas terminadas o supanen una depen-—
con la temperatura y compo- dencia simple con la tempevatura
sicidn
- Tienen en cuenta en forma - Tienen en cuenta en forma
"exacta" la influencia de "aproximada" 1a influencia deo
las condiciones de trabajo las condicion?s de trabajo
sohre el tiempo de proceso vy sobre el tienpo de proceso. En
aun permiten trabajar con general solo consideran condi-
condiciones variables en el cionegs constantes
tiempo
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METODOS "EXACTOS" METODOS "APROXIMADOS"

e gy —— T —— o S — i o= o e - T — i man e ——— — — — —— . ————— — ——_

- Son validos en cualquier - Generalmente solo dan rvresulta-
rango de los parametros del dos de buena precisidn dentro
sistema del rango de variacion de los

parametros para el cual fueron

deducidos

- Necesitan del programa de - Solo implican calculos sim-
cdlculo especifico, una ples, no necesitan de una compu-
computadora con .clerta capa- tadora

cidad de memoria y una canti-
dad variable de tiempo de

maquina

En esta conferencia sélo nos ocuparemos de los métodos aproximados
que son los gque estdn dentro de las posibilidades de uso de fabricantes
de equipos y procesadores de alimentos, quienes son los principales

interesados en el problema.

Métodos aproximados

Existen cientos de modelos y métodns simplificadns para el cdlculo
aproximado de tiempos de congelacién y descongelacién. Ramaswamy y Tung
{RT] y Hayakawa y col. [(HSS] presentan revisiones bastante completas de
los mismos.

Dentro de los de uso mds habitual se puede hacer una divisidn en
tres grandes grupos:

a) Simplificaciones en la resolucion de la ecuacién diferencial:
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€Esquemas tipo Plank-Stefan
b) Regresiones a partir de datos exper imentales y/0 tedricos

c) Diagramas térmicos ueneralizados

a) Esquemas tipo Plank-Stefan

Parten de un caso particular del problema de frente movil: sistema
a una fase pseudoestacionario con resistencia térmica en la interface
superficial. En tecnologla de alimentos se lo conuce como modelo de
Plank (P1] por ser éste el primero que lo adaptd a congelacidn de
alimentos.

Las suposiciones que se hacen son:
- Ti = TF (la temperatura inicial es iqual a la de inicio de
congelacidn)
- D1 Cpl muy bajo (las propiedades del congelado delterminan resistencia
térmica casi nula)
- Propiedades térmicas constantes en cada fase
- Todo el calor de cambio de fase (OHc) se libera a TF

- E1 numero de Biot (Bi . hL) es finito
k1

Ello 1lleva al esquema de la Figura &6 para una agerometria de placa
plana infinita de espesor L refrigerada de una sola cara (Donde h:
coeficiente de transferencia caldrica, TS: tempervalura de la
superficie, TR: temperatura del refrigerante).

El balance que se cumple para cada fase es del11/dx® = O

Integrando y reovdenando se obtiens:

k1 dTt = _____TF - TR - 8H D1 dS(t)
dt (S(t)/kl + 1/h) dt
Integrando entre S(t) = 0 y S(t) = L se obtiene:
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SIN
CONGELAR

@

Ry

tcp - DI _H L . L®
(TF - TR) - h 2kl

que es la férmula de Flank para el calculo del tiempo de congelacidn

(tc) para alimentos de geometria de placa plana.

En forma general se la suele expresar como:!

tep - DI H Le P +R )
(TF - TR) ki Bil

P y R dependen de la geometria y estan tabulados para: placa plana
infinita, cilindro infinito, esfera, cilindro finita v pagquetes (en
estos dos casos para distintas'relacionea de tamato entre las carag).

H solo tiene en cuenta el calor de cambio de fase. LLa misma ecuacion
se puede utilizar para el calculo de tiempos de deccongelacidn (td)
usando D2, Bi2 vy k2 y (TH - TR) en lugar (TF - TR) (TH: temperatura del

medio de calentamientn)
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Modificaclones a la foarmula general de Plank

Las suposiciones hechas en su deducciotn implican que en geneval 1a
ecuacion de Plank (ec. (2)) prediga por defecto, teniendo errores de
hasta un 40 % o mayores. Sin embargo, el que tenga fundamento teérico
ha permitido que se la use de base para la formulacidn de numerosos:
métodos me jorados. Estos se originan en 1a aplicacidn de una o mas de

las siguientes mejoras a la ecuacidén oriaginal:

1. Agregado de factores que corrigen la formula original
2. Suma de tiempos que toman en cuenta lous perlodos de preenfriamiento
y atemperado, ya que Ti > TF y que la tempevatura final Tc < TF
3. Cambios en los valores de propiedades (4H, DI, +1) y/o de las
constantes P y R.

Algunas de las midz utllizadas sont
- L.a de Nagaoka y col. [(NTH] que corrigen por Ti dislinto de TF y usan

un AHt calculado entre Ti y Tc (incluye ¢l salto entalpico total)

tc - (1 + 0.008 Ti) D1 pHt L® [ P, R
(TF - 1R) Bil

- Levy L] presenta una féormula muy similar:

tc - (1 + 0,008 (Ti - 1F)) D1 AHt Le { P 4 R
(TF = 1R) Bil

- E1 Instituto Internacional de Refrigeracién (11 utiliza un AHe que

toma en cuenta la variacion de entalpia ontre TF y Tc.
tc - DI _4Hc L*® P 4R
(TF - TR) Bil
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Plank (P21 coirige su fédrmula agregando un factor que toma en cuenta
ol preenfriamiento y sumando un término gyue tiene en consideracidn la

diferencia entre‘TF v Te.

tep' - (1 + 0.0053 (Ti_~- TF)) D1 AH'c L¥
(TF - TR)

ta - 1.B86 L n DY Cp’t {log [ 1IF —MIB) - 0.0913 [ P_ . R

T | Tc - TR Bit
dH'c esta considerado entre TF y - 4°C, Cp'l es un valor medio en el
rango de -4°C y Tc. Finalmente n es un factor que depende de Bil vy

puede valer entre | a Bil = o y 1,21 a Bil tendiendo a cero.

- Una de las correcciones mas precisas y de mas amplio campo de
aplicacion es la presentada por Cleland y Earle (CE!] vy ampliada en
varios trabajos pasteriores (ver bibliografial)l. Desarrollan una éc.
tipo Plank generalizada valida para distintas geometirias vy
posteriormente ampliada a los casos de transmision de calor

multidireccional.

tc -~ D1 _4Hc L= P 4 R (3)
(TF - TR) Bil

P' vy R' dependen de la geometria y de los parametros Bil, Pk, Ste,

donde

Pk - Cp2 (T4 -_TF) Y Ste o Cptl (O
AHc

T
I
a

- En otro tipo de enfoqur Mascheroni y Calvelo [MC] utilizan una ec. de
Plank modificada (tcp”) a la que le adicianan tliempos de

preenfriamiento (tp) y de atemperado (ta) calculaducs cun la golucidn
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analitica para transferencia de calor sin cambio de fase para placa

plana infinita.

tc — tp + tcp" + ta

tcp” = _ D2 AH"c L (_E._ + R)

4H"c tiene en cuenta el calor de cambio de fase "efectivo”
considerando la fraccién de agqua que realmente se congela.

Dentro de este mismo esquema de calculo De Michelis y Calvelo
(nci11, tbc21, De Michelis y col. [DMC1, Lacroix y Castaigne (LC11],
(LC2]), [(CL] y Pham [PH], modifican la manera de calcular tp y ta y lo
generalizan para otras geometrias y a conduccidén multidimensional y/o

asimétrica.
b} Regresiones a partir de datos experimentales y/o numéricos

Dan féormulas del tipo tcf(TR,Ti,L,h) o td.f(L,Ti,TH,h) donde la
funcionalidad es propuesta por los autores y se ajusta a datos
exper imentales o tedricos de forma de obtener los "mejores”" valores de
las constantes que incluye cada regresitn. Su validez se circunscribe
al tipo de equipo y rango de condiciones usadas en su deducciobn.

Algunos e jemplos son?

-~ Scott [SC] obtuvo para descongelacidn adiabatica de bhloques de

pescado sumergidos en un volumen determinado de agua:

td - 60732 (SO L + ILOO),.,_:;V,,'
(TH + 0,9)r -0 Ro-wm=s

donde

R . _peso__aqua
peso pescado
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- Flores ¥y col. (F) obtuvieron para descongelacion unidireccional de

placas o bloques de alimentos de alto contenido acuoso:

td - 39.833 L= Cp2 D@ (0.5 + 1/BiR)I(TF ~ Ti)e-o«
k2 (TH - TFR)e-v=7s

-~ Hayakawa y col. {H1] y Hayakawa y Succar (H2] obtuvieron féormulas de
regresion precisas y complicadas para el cAlculo de tiempos de
congelacién de bloques y cilindros finitos y de placa plana infinita,
respectivamente, validas para un amplio rango de condiciones de

trabajo.

c) Diagramas térmicos generalizados

La idea es obtener una relacién entre la temperatura del centro
térmico del producto Tc y un tiempo adimensional que sea general vy
valida, por tanto, para cualquier condicidén de trabajo. Salvadori et al
£S1]1 y Salvadori y Mascheroni {S21, (831, [S41, hallaron relaciones de
este tipo para congelacién o descongelacidn de productos alimenticios
de formas geométricas requlares.

Al trabajarse con relaciones empiricas regresionadas de modelos
numéricos, sdlo se pudo generalizar para la zona final de congelacidn o
descongelacién pero esto es suficlente para poder predecir con
precisién tc o td.

El tipo de curvas obtenidas Tc ve X para congelacidon se presentan
en la Fig. 7 donde se halla graficada para cada geometria la relacidn
Tc vs X y el limite de variacidn de todos los casos tedricos posibles,

Estas relaciones se pueden linealizar y despeiar de ellas tc o td,

llevando a expresiones del tipo.
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(3)

Las constantes A, B, C, m y n dependen de la qeometrla‘ y de sl es

congelacion o descongelacidn y se hallan tabuladas en los trabajos
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Vecpectivas.

\‘ Conclusiones

El ideal para el cblculo simple v preciso dn tiempos de
congelacion o descongelacion es el desavryollo de relaciones
adimensionales generalizadas te@ricas de tipo Tc ve X, obtenidas sin
realizar simplificaciones en la ecuacidn diferencial (1),

Al momento actual. al no haberse obtenido aun este tibo de
relaciones, las opciones de uso mids simple y gue b indan mayor
precisidon son los esquemas de Cleland y Earle (ec. (3)) y los diagrﬁmas

tevmicos generalizados aproximados (ec. (&) y (5)).
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COMPORTAMIENTO ASINTOTICO
EXPONENCIAL EN LA ECUACION DE
MEDIOS POROSOS CON ABSORCION

Domingo Alberto TARZIA

ABSTRACT

We give an explicit estimate for the asymptlotic behavior of the solutions of
the problem uy — uxx + ug_ =0,x>0,t >0, with condiltions u(O,t)=1 , t > 0
and u(x,0) = Uyx) > 0, x > 0, for a class of functlions U, and parameler 0 <p 1.
We use an approximale solution given by the heat balance integral method with the
innovation property which fixes appropiately the asymptotic limit of the
corresponding approximate free boundary.

We also give an explicit estimate for the asymplotic behavior of the solution

p

of the problem: u‘*(um)xx fu = 0, x>0, t>0, with conditions u(Q,t) =~1,

t 0 and u(x,0)=Uyx(x) >0, x>0 .

KLEY WORDS:

Heat balance integral method, asymptotic behavior, free boundary problems,
heat conduction problems with absorption, porous medium equation with absorplion,

approximate solution, super and sub-solutions.

. INTRODUCCION

Fl objetivo de esle (rabajo es dar una eslimacion explicita para el
comportamiento asintotico de la solucion del problema [RiTal,Ta2] :

D L) =u  uxx+Nu" =0, x>0, t>0,

iiil) u(x,0) = Uyx) >0 , x >0,
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para una cierta clase de funciones U, = Ug(x) correspondientes a la condicion inicial
(liii), y parametros p > Oy A > O. Se denota con x | la parte positiva de x, es

decir x ; = Max (0,x).

Si0 < p <1, es conocido [BSS,Di,Stl que la ecuacion (1i) tiene una solucion
estacionaria correspondiente al dato inicial (1ii) con soporte compacto en el intervalo

{0,+o0), la cual esta dada por la expresion

o [Fiwp
—f1 =2 — ipy ~ YD
@ w0 ={t —F I =) = J
Enelcaso 0 < p <l y U € use, la solucion u == u(x,t) de (1) satisface
3) 0< u(x,t) € ueolx) , 0 < x < {, t>o0,

debido al principio de comparacion para la ecuacion (1i) [Bel. Esto significa que

u(t)= u( .;t) ticne soporte compacto en la variable x para todot > 0, y que
4) s(t) =Sup{x >0/ ulxt) >0} , t >0 ,

eg la frontera libre que se mueve con velocidad finita para t > 0.

Se dara una cstimacion de como l!a frontera libre s(t) tiende a su limite i
cuando t-++0o . Esta estimacion implicara que la convergencia es exponencial en el
tiempo. Para probar este hecho se usara una solucion aproximada dada por el metodo
del balance integral calorico con una innovacion que fija apropiadamente ¢l limite
asintotico de la correspondicnte frontera libre aproximada. I3l metodo del balance
integral calorico ha resutltado ser muy ulil en algunos problemas con cambio de fasc
[Tall, por ejemplo en [Ga, GST, Vo]. Esta solucion aproximada a (1) converpe
exponencialinente a la solucion estacionaria us, = U~o(X) cuando Ug < uao ¥ 0 «<p<l,
A > 0[Ta2].

l.uego, sc considerara una ccuacion mas pecneral, es dccir, la ccuacion de
medios porosos con absorpcion y se dara tambicn una cstimacion explicita para ol

comportamiento asintolico de la solucion del problema [Ril'all

i) L(u) == uy — ™)y bu? -0, x>0, t>0,
(5) i) uw(0,t)=1, t>0,

iti)  u(x,0) = Uy(x) > 0, x>0 .
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Si 0<p<m, es conocido [Di, BSS] que la eccuacion (5i) tiene una solucion
estacionaria, correspondiente al dato (5ii), que lienc soporte compaclo en ¢l inlervalo

[0, -}-00) y que vicne dada por la siguiente expresion

@) u*(x) — le‘ moP L - L(mp) - Ve
' .

Xl resultado que se probara aqui scra la existencia de super y sub-soluciones
para la ecuacion (5i), quec salisface la condicion (5ii), la cual converpe

exponencialmente a la solucion estacionaria u'(x).

FFinalmente, se obtendran algunos resultados dec comparacion entre las
soluciones aproximadas oblenidas para la ecuacion del calor con absorcion (li) por ol

metodo del balance integral calorico y por el melodo de las super y sub-soluciones.

. El, METODO DEL BALANCE INTEGRAL CALORICO APLICADO A LA ECUACION
DEL CALOR CON ABSORCION (I-1) '

Se considera un problema relacionado a (1) el cual consiste en cnconlrar la
funcion C=C(x,t) y la frontera libre x=s(l) de manera que se satisfagan las

condiciones siguientes :

) O Cxx+NC =0, 0<x<s), t>0,
i) CO,0=1 , t >0,
() iti) s(0)=0 ,
iv) Cs(),t) —0 , t >0,
v) Cx(s(U,) =0 , t >0

T'eniendo en cuenta el melodo del balance integral calorico, se reemplaza la

ecuacion (1i) por su intecgral en la variable x de 0 a  s(1), o decir

s(t) s(t) s(1)
-\ j CP(x,t) dx - l Cylx,t) dx - I Cyx(x,t) dx -
0 0

[¢)

2 s(1)
== [ ('t(x,t) dx + (?x((),l) N t >0 ,
0 .

y lucgo se propone para cl problema aproximado (2) (lii-v) la siguiente expresion
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para ¢ {Gel, Goll :

(1) = (1 - X%
(3) C(x,t) ( s(t)) i
donde x-= s(t) cs una funcion a ser determinada y o > | es un paramelro a ser

clegide de mancra de verificarse la propiedad

m S(l) oz l(p) .

(4) tli n N

'sla es la presente innovacion al meétodo del balance intepral calorico
aplicado a problemas con cambio de Tase [Gol,Go21.

[.a Tuncion C satisface las condiciones (lii,iv,v). Si se pone la expresion (3)
en (2), se obticne para s-=s(t) una ecuacion diferencial ordinaria, es decir el siguiente

problema de Cauchy :

ciy _ 1 a2 )

y(1) = alat+]) | (D sli+pa) vyl , t >0,
(59)

y(0) -0 ,

cuya solucion esta dada por

(6) s(t) = }3' 1 - exp( —2a(a+1)37t) 11/2 , t >0,
con

2 _ _ N
X A = a(l+pa)

Si se elige @ > 1, imponiendo la condicion limite (4), se obtiene que

la cual resulta ser una ecuacion para @ > 1, cuya solucion esta dada por

9) o~ olp) i __p>2 .

que es ¢l mismo exponente de la solucion estacionaria (I-2) y que es independiente

del parametro A. A continuacion se resumira el reciente resultado [(Ta2} :
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TEOREMA 1. Sean p € (0,1) y N > 0 . Si se aplica el metodo del balance integral
calorico al problema (1), es decir al problema definido por (2) y (lii-v), con la
propiedad de innovacion (4), se obtiene la solucion Cpy = Cplx,t) y sp 7 sl que

estan dadas respeclivamente por (3) con (9) y

| 203 -p)t 172
(10) sn(t)?xll - exp( - --i;b-')l , L0
Se pueden definir las siguicentes funciones :
_2_
(11) ) =11 — % 3. " 0, t>0
uix,l) = s+ y X 2 ’ > ’

(12) s — {l 1 - exp( .- ?}4 )1, t>0

Si se considera el problema de conduccion del calor con absorcion (1-1),. se

oblieno :

TEOREMA 2.Sean 0 < p <1 ,A >0 y 0 < Uy < Ueo en RY | Si u-u(x,t) es la -
solucion de (1-1) y s-=s(t) esta definida por (1-4), entonces se tienen las siguientes.

propicdades de comparacion :

(13) u(xt) < ulx,t) < ueolx) , 0 < x <{ , t>0 ,
(14) s.(t)gs(t)g{ L, t >0,

y las siguienles estimaciones

(15) 0 < I _ s(l) < | - 5,(t) < ] oxp( 22‘!') , t >0,
A A A 1
i-p 1—P 1-p 1-=p oxp( MY
28ty
i )

(16) 0< Voo 2 (X) - u ? (o)< umo 2 (X)) uy 7 (x0)< -
1 expl

x €10, i], L >0

Demostracion. Para probar (13) es suficiente verificar que [(u) <0 debido al

principio de comparacion del operador . l3e]. Tomando en cucnta las propicdades
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%) U -BHE<i , Veelos,
Ql(t) . | A
(18) 2( ty ). t-o

se obliene que

.?.E_
i =
(19) L)<t — -%X_ -~ - A <o WS S
SORM R Mg Mo ome s 2014
Debido al hecho que
(2()) ! < ":?;1-—:;': g '1‘_- < 1 ’ 0 < p < l N
204+p) 42
y a la propiedad de dilatacion siguiente
1 vl = v (Ax,\70),

donde vy Y v, denolan las soluciones de (I-1) para A>0 y A--1 respectivamente,
se deduce que [.(u,)<0 para todo A >0 . Intonces, u, es una sub-solucion de (I-1) y
se oblicne por lo tanto (13) y (14). Luepo, las cstimaciones (15) y (16) sipuen de las

expresiones de u, y s, .

COROLARIO 3. Fl Teorema 2 implica que la solucion u del problema (1-1) converge
uniformemente y exponcncialmente a la solucion u~, cuando el tiempo U tiende al

infinito. Adeinas, la razon de converpencia es mas rapido que 2M\/I.

OBSERVACION 1. Se probara lucgo que la funcion s sn(t) es mejor que &, s,(t)

para aproximar a la frontera libre s - s(t).

HI. SUPER Y SUB-SOLUCIONES PARA LA ECUACION DI MEDIOS POROSOS

CON ABSORCION (1-5)

A continuacion se considerara la ccuacion de medios porosos con absarcion

(I —5) [RiTall.
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TEOREMA 4. Si m | p < 2, entonces las funciones

il s 2
1) u(x,t) — Il 51‘--- m P, ) u(x,t) - ll ;’(-‘E)l m-p

son respectivamente una super-solucion y una sub-solucion de (1-5) cuando las
funciones §(1) y s(t) estan definidas por 8(t) = r(t) si Lo> Ly  s(t)=r(b)
si 0 < Lo < L N donde

3) () — | L2+ (L2 =LY expl - Alm -p)t]

estando la constante 3 dada por

1Y)
@ p~ L& 7—’7- coy = Amde) g yser gt s v
Y

Demostracion. Se define la siguiente funcion

2
5) h(x,t) = [1—,76-)]“;“".
y se calcula L(h), obteniendose
2p 2 —(m }p)
(6) L(h) =[1 -j‘{)]ﬁ'f’ﬁ i‘(-t»-){ﬁ%i x [ ﬁ{i)lrﬁ:i% ORFLOE l,?} .

Por otro lado, se tiene que

2—-([n_j__P) (t)
Q) x[l p(t) m=p T o P« e 0,0

I

Entonces, se obtiene para L(h) una cota inferior si p’ es negativa y una cola

superior si p’ es positiva. Si se supone que p’ < (), entonces se tiene

P 1 2 plV) 2
(8) Lih) { . X_|m—p { SRR AL X (VI T 1 () R } -- 0,
< [ + 14 (t) P A
donde p — p(t) es la solucion del siguiente problema de Cauchy
9) -%ﬁ eg») o'ty 1 PV L? o0, p(0) Le > 1.
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1.a solucion de (9) esta dada por (3), y adcmas satisface que r’ < 0. Entonces,
se puede conzluir que la funcion hix,t), definida por (5), es una super solucion del
operador L. Con una metodologia similar, sc obtienc una sub-solucion si se toma la

condicion inicinl para (9) de manera que se tenga que 1, < L .

Si se aplica el principio de comparacion para el opcrador L [Bel enlonces se

obliene el siguiente resultado :

COROLARIO 5 . Si se supone que m | p <2 y que cxiste una constanle A de manera

" que cl dato inicial verifique la condicion
. e 2
(10) 0 < Uyx) < ll -ﬂ“‘ —P
: n

entonces la solucion del problema (I-5) converge exponencialmente a la solucion

cstacionaria u”'(x).

OBSERVACION 2 l.a razon dc convergencia es mas rapida que f3(m -p) debido a que
la diferencia entre la super y la sub-solucion, que acotan la solucion, es del tipo

Const.expl -B(m —p)tl

OBSERVACION 3. Estos resultados pueden se utilizados para el problema del corazon
muerlo [St], para probar que la solucion d¢! problema Uy Uxy I—up =), 0 < x <A,
t>0, (A>2L), con la condicion de borde u(0,t) = u(A,0)==1, t> 0, y con la
condicion inicial u(x,0) =1 en 0 < x <A, converge cxponencialmente a la solucion

estacionaria [RiTa2).
ODSERVAQI_ON 4. [I'stos resultados se gencralizan  para la  ecuacion

up—(#lu)lgx | f(u) =0, con apropiadas condicioucs sobre las funciones ¢ y [ en
1Ri'T'a2].

IV. RELACIONES ENTRE LAS DIVEERSAS SOLUCIONES .

De ahora en adclante se considerara, sin perdida de generalidad, el caso A -1,

4
0< p<l y 0 < Uy € uso en R' en el problema (1-1). l.os resultados obtenidos
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anteriormente cstan dados por las desigualdades siguientes

(1) so(t) < s() <1 , t >0, (I = I(p) = J—IO::)) )
2) Ug(x,t) € u(x,t) Cuelx) , 0 < x <1, t >0,

donde las funciones s, y u, vienen dadas por (se toma l.,-- 0 y m-—1):

/
3) o) =111 — expl-co) 1”7, t >0 , ¢ = colp) ~401 p),

2

i P

(4) ug(x,t) = [ 1 — , 0 <x <1l , t >0,

Si se considcran las funciones Cpy vy Spy dadas por cl Teorema | :

_.x_'7P A3 p)

/2
(6) sp(t) = 111 — expl -cy t) ll 2 , UL>0

y las funciones u;, y s,, dadas respectivamente por (11-9) y

(M sO=111 - expl-c, VL >0, ¢,=cfp) = 7 (1 — p) \’|f 5 ,

entonces se obtienen propiedades de comparacion cntre ellas [Ta2l.

TEOREMA 6. Bajo las hipotlesis y decfiniciones anteriores, sc tiencn las siguientes
relaciones:

A) Relacion entre uy , 8, y Cp»Sp:

(8) se(t) < sB(t) <!, t>»>0,

9) uglx,t) < Cp(x,l) <€ u(x) , 0 < x

A

B) Relacion entre u,,s, y Cp,sy:
(10) 8(t) < SB(U , >0,
1) u,(x,0) < CB(x,U , 0 <x <1l , t >0
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C) Relacion entre u, , 8, ¥ u,, 8, :
12) g(t) <slt) , t >0
(13) ul(xl'-) < U(,(x,'.) ] 0 {\ X < l ) t > ‘)

Demostracion. A) Se deduce que

Bo2(t) — sBQ(t)

(14) l';([;j STeeme—e TR = cxp( “-C()t) l I - exp( ((:B C())UI < 0 A >0
debido a que la funcion
2
(15) p{x) == (—:9-(-{)- oo (Looxl , 0 <x <1 ,
cB(x) 3-x
verifica las siguientes propiedades :
e® =% , g -0,
2 -
(16)  gx) = O iy 0 e x =3 242 ¢ N
(3 -x)
gx) < 3242 -12 - 82 ~ 06861 , 0 <x < 1.
Por lo tanto, se tienen (8) y (9).
B) Se define la funcion G = G(p,t) , dada por ( p es un parametro en Sy Vs ) :

sp 1 el ey

17) r(p,'.) 8 s'(tj S

exp( - c,(p) O
Se tiene que ¢, < cpy» debido al hecho siguienle
(18) ¢ Ux)  epx) — - 2 L Qx) <0, 0<x <1,
‘ B it x? 2
donde

(19) Qx) = x> - 3% 1l x 17T <0, O < x < 1.

La funcion G verilica las siguicntes propicdades :
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GpOH = teo , Glp,to) =1, 0 <p <1,

exp (-(cyy | ) L)
(20) (; l(r’,l) R .IZ‘Cr’c‘ TTorTrn e e e e —‘[’}* —“:,::,;l:: Lo osmownT [ l‘(cl,l) -
[t exp(-- ¢, O \Il- exp( cp )
O<p<<l,t>0
donde la Tuncion h =- h(c,l) esta definida por :
@) hen - XD L L,
que salisface las condiciones
hot,) =t , h(foo,) = foo , t 0,
22)
hele,t) = ~—1»——-J!~‘2/'(9'1~)~ >0 , c>0, t>0 |,
2
con
(23) Wic,t) = (c t - 1) explc 1) > 1 , ¢ >0 , 0
Por to tantlo sec obtiene que G(p,t) > 1, 0< p < I, t > 0
(11).

hic,,0) | < 0,

y por cnde (1)) y

(C) Siguiendo un métlodo similar al desarrollado anteriormente, se oblicne que

sol) | 1 - expl - colp) V) _

Do), N I e ( -
(24) (0 T explEim U >t ,0<p <1, t>0,
debido a que se tliene
(25) Cn?(X) - cl?(x) = 2 (1 X )? 71 Iigxx > 0 , 0 <~ x < ] ’

es decir (12) y (13).

COROLLARY 7. Para todo 0 < p <

(26)  s(t) < s5(t) <s(Yy <1, t >0,
Q7 s,(t) < st) < SB(U <l , t >0,
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y por ende

28) Is(t) - sg® 1<l 8 <1 - 5 < 1 expl 2it ), t >0,
OBSERVACION 6. La expresion s, fuc obtenida construyendo una sub solucion para
el problema (1-1) (A = 1), y en cambio sy fue obtenida calculando la solucion de un
problema aproximado (il1-2) y (I-lii-v) al problema (I-1) a traves dcl mectodo del
balance integral calorico. Ambas expresiones, s, y Sy » dan un comportamicnto
ssintolico exponencial para la solucion del problema de conduccion del calor con
absorcion (I-1), pero hasta el presente no sc puecde decir quien es la mejor
eslimacion. Para valores del tiempo grandes, ambas expresiones son cquivalentes pues
se tiene que
sp(t)

29 i 2o =1, 0 < 1.
@ U @ Tl 0r el

COROLARJO 8. Se tienen tambien las estimaciones
(30) u,(x,l) < uglx,l) < ulx,t) < uolx) , 0 < x <1 , t >0,
(31) ul(x,l) < UO(X,l) < Cn(x;t) < Unofx) , O < %X < 1, t>0,

y por ende :

1—p 1P 1P 1P 1P 1P

lu 2 (1) ~Cp ~ 01 Cuse 2 (0~ uy 7 (58 € ueo 2 (x0 4, 7 (x0<

(32) <expl 2, 0 cx <5, t>0
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DIFUSION DE UN SOLVENTE EN UN POLIMERO NO HOMOGENEO.

Cristina V. Turner

1. INTRODUCCION.

El transporte de solventes a través de polimeros vidriosos amorfos puede presentar diversos

comportamientos.

El hecho mas interesante de este fenomeno se observa cuando la actividad del penetrante
(solvente) excede un cierto umbral, el cual para un dado par solvente-polimero depende esencialmente

de la temperatura.
La penetracion ocurre en forma masiva y el proceso tiene las siguientes caracteristicas :

a) Una marcada discontinuidad morfologica aparece en el polimero, separando una region
vidriosa, donde la concentracion de solvente es muy pequeiia, de una region gomosa (gel) con una alta

concentracion de solvente.

b) Esta discontinuidad se mueve a traves del polimero con una velocidad que es

aproximadamente constante respecto al tiempo durante la primera etapa de la penetracion.
¢) La cantidad de solvente absorvido es inicialmente lineal respecto al tiempo.

Los ingenieros quimicos denominan a este tipo de comportamiento, caso de transporte [I. Un
modelo matematico para este caso de transporte II fue propuesto por G. Astarita y G.C. Sarti en 1978

(2] . Este modelo difiere de los anteriores debido a la presencia de una frontera libre.

La descripcion de este modelo para el caso unidimensional es la siguiente: Una barra semi-
infinita de polimero, inicialmente en la fase vidriosa, ocupa el semiespacio x > 0 . Por el momento se
supone que el polimero no se hincha con el solvente y se considera que x = 0 es la cara fija del
material. En esta cara se impone una condicion de contorno para la concentracion de solvente C, para

todot > 0.

Si C(0,t) excede el umbral C* en una cantidad finita, se observara el caso de transporte II.

La hipotesis fundamental de este modelo es que la transicion morfologica tiene lugar sobre la
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frontera libre x = s(t) , la cual a priori es desconocida. El gel ocupa la region 0 < x < s(t) , donde el

solvente difunde de acuerdo con la ley de Fick :
(l.l) DCxx=Ct.0<X<S(t).t>D

En la region vidriosa, x > s(t) , la concentracion del solvente se considera nula, por lo tanto ei

problema a resolver es un problema de frontera libre a una fase.
Resta imponer dos condiciones sobre la frontera libre, la primera es la conservacién de la masa:
(1.2) — D Cx(s(t),t) = C(s(t),t) 8(t) ,t>0.

En cuanto a la segunda condicion , asumir que la concentracion sea continua sobre la frontera
libre, i.e. C(s(t),t) = 0 seria inconsistente con el resto del esquema, por otro lado imponer la condicion
que la concentracion C(s(t),t) sea igual al valor umbral C* lleva a un problema de tipo Stefan,

contrariando el comportamiento de la frontera libre descripto en b).

Entonces la ley propuesta para la penetracion dinamica es :

(1.3) §(t) = k (C(s(t)t) = C*)™
donde k y m son constantes positivas. Esta ley empirica concuerda con el hecho de que la velocidad de

penetracion aumenta con el aumento del exceso de concentracion.

Se puede ver que la solucion de la frontera libre con la condicion (1.2) y el dato inicial :

s(0) =0

satisfacen las hipotesis b) y c).

En lo que sigue se describe la teoria desarrollada en [4] para el modelo recien descripto.

La concentracion de solvente en la frontera x == 0 se considera constante y que excede el

umbral de concentracion.
Usando variables adimensionalizadas el problema a resolver es el siguiente :
Problema P

Encontrar (s,C) tal que s € C'[0,T] paraalgin T > 0,C € C”x(DT) N C(ﬁT) ,
Dty = {(x,t)/O <x<s(t),0<t <T},Ccontinuahastax = s(t) y tal que:

(2-1) Cxx -_ Ct = 0en DT ’

(2.2) s(0) = 0,



(2.3) cot) =1 ,0<t<T,
(2.4) §(t) = f(C(s(t),t)) ,0 <t < T,

(2.5) Cx(s(t)t) = — 8(t) (C(s(t)t) +a) ,0<t<T.

C(x,t) representa el exceso (normalizado) de concentracion y q es una constante positiva relativa al

umbral de concentracion.

La condicion (2.4) es una generalizacion de la condicion (1.3) y la funcion f satisface las
siguientes hipotesis :

fe C%0,1] ncC[0,1],P(C)>0,Ce(0,1],f(0)=0.

Los principales resultados obtenidos en [4] son:

Teorema 1.

El problema (P) admite solucién unica giobal ( T = + oo ) cons € C?[0,00) , § es Hidlder

continua parat > 0y §(t) < 0 parat > 0.

Teorema 2.

lim s(t) = 400 , lim §(t) = 0. Mas aun,siq > 0, luego
t — o t — oo

s(t) < % ,8it — 00 .

Siq > 0, entonces s(t) > ’ 2 T {t (1— €*(t)) donde lim €*(t) = 0.

Se pueden obtener aigunos resultados mas sobre el mismo modelo, si se imponen otras

condiciones de contorno sobre la frontera exterior :([1], 3], [6], [10]) .
Observacion:

El proceso de penetracion de solvente en polimeros es esencialmente isotérmico y mucho mas
lento que el de conduccion de calor. Sin embargo, en muchas aplicaciones se puede presentar un
gradiente de temperatura en el polimero que dependa del tiempo; ya que la temperatura afecta al
umbral de concentracion C*,se puede tener en cuenta una distribucion de temperatura ,generalizando la
ley de penetracion (2.4), i.e. haciendo depender a la funcion f del espacio y del tiempo.

En este capitulo el interés radica en el caso de una barra no-homogenea de polimero cuyas
propiedaﬂa mecanicas dependen de una variable espacial, en este caso la ley de penetracion es

generalizada a v = f(c,x) , donde x representa a la variable espacial (ver [9]). Llamando c(x,t) a la
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concentracion de solvente normalizada y x = s(t) a la ubicacion del frente en la barra
(luego 0 < x < s(t) es la region penetrada en el tiempo t ), el problema matematico que resulta puede

ser enunciado como sigue :
Problema P

Encontrar un triplete (T,s,c) tal que T > 0,s € C![0,T], c € C”I(DT) N C(ﬁT) , donde
Dr = {(x,t)/O <x<s(t),0<t <T}yquesatisfaga:

(1.1) Cxx = Ct = 0en DT s

(1.2) s(0) =0,

(1.3) c(0t) =¢, , 0<t<T,

(1.4) §(t) = f(c(s(t),t)s(t)) , 0 <t < T,

(1.5) cx(s(t),t) = — s(t) c(s(t)t) ,0<t<T.

La funcion f satisface las siguientes hipotesis :

Fi) f € C(RY),

Fii) Existe una funcion continua no negativa C*(x) tal que f(c,x) > 0 en
E={(x)/c>c(®,x20}ylc(x)x) =0,

Fiii) para x > 0 existen dos funciones continuas L(x) y ¢(x) > 0 tal que :
c"(x) — ¢*(x — h) € L(x) h, para todo h € (0,¢(x)) ,

Fiv) f¢ , fx existen y son Lipschitz continuas en E ,

Fv) fc(e,x) > 0 para todo (¢c,x) € E .

Aqui ¢” representa el umbral de concentracion para el proceso de penetracion. La funcion f, da
la velocidad de penetracion del salto en la concentracion como una funcion creciente de la cantidad del
salto mismo, (Fv). De acuerdo con el esquema fisico del proceso, f se anula cuando la concentracion se

iguala al umbral. Luego que (c(s(t),t),s(t)) € E implica que la frontera libre puede moverse hacia la

zona vidriosa. Se prueba que esta condicion es siempre satisfecha bajo las hipotesis hechas antes.

La hipotesis mas obvia es que ¢, , i.e. el valor (normalizado) de la concentracion sobre la
frontera fija, el cual se considera constante, satisface la condicion ¢, > ¢*(0) , i.e., la concentracion
sobre la frontera fija excede el umbral de concentracion y por lo tanto la penetracion del solvente puede

empezar.



Las condiciones Fiii) y Fiv) son hipotesis técnicas, en pacte la condicién Fiii) es una especie de

condicion de Lipchitz para la funcion c*.

De las hipotesis (F) se sigue que existe una funcion ¢ € C(T(E) = R+) tal que ¢(f(c,x),x) = ¢

para x > 0 y ¢ > ¢*(x) mas aun se satisface :
4i) 6 € CYG), G = [(E) s T ;
i) 9 >0, enG,
giii) #(mx) > c*(x) , n >0, x>0,
#iv) ¢,,(n,x) >0 enG.
Se puede usar la funcion ¢ para reescribir la ley de penetracion (1.4) en una forma equivalente
(1.4°) c(s(t),t) = o(8(t)s(t)) . 0 <t < T.

En las secciones siguientes se prueba la existencia y la unicidad para la solucion del problema
(P) para todo T > 0 , la dependencia continua de la solucion respecto al dato { y se analiza el

comportamiento asintotico de la frontera libre.

2. PROBLEMA AUXILIAR.

En esta seccion se considera que la frontera movil es conocida como una funcidn del tiempo,

x = r(t) y se estudia el problema de difusion del solvente en la barra 0 < x < r(t).
Se supone r € Cl[ﬁ,T] N Cz(O,T) , para un valor fijo T, mas aln se considera :
(2.1) r(0) =0;
(2.2) i(0) = f(co\0) ;

(2-3) [F(t) | <k , 0<t<T;

donde k es una constante positiva.

El problema de difusion que se tiene que resolver es el siguiente : Encontrar una funcién
c € Cz’l(D) NCMd),D = {(x,t) /0<x<r(t),0<t<T } con cx continua hasta la frontera

x = r(t) y tal que:
(2.4) cxx — ¢, =0 enD,
(2.5) c(0t) =¢ , 0<t<T,

(2.8)  cx(e(t)t) = — #(t) S(E(t)e(t), 0 <t < T.
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Aqui la condicion (2.6) semeja a la condicion (1.5), expresada en términos de la funcion r

solamente, i.e. substituyendo el valor de la funcion ¢ por el valor de la concentracion sobre el contorno.

La existencia y la unicidad para el problema (2.4)-(2.6) ha sido probado en [5]. Aqui se dan

algunas estimaciones de la solucion y sus derivadas.

Comencemos notando que la funcion ¢* es continua y (cg,0) € E , luego se puede encontrar dos

constantes positivas 6 y x, tales que : E(é,x;) C E, donde E(4,x,) = {(c,x) Jco—8<c<cy+ 6,
0<x< Xy }.

k t? ,Vo—kt<n<Vo+kt}donde

(ST ]

Si definimos A(t) = { () /0 <x< Vgt +
Vo = f(co,0) .

De la inecuacion (2.3) se obtiene :

-V
(2.7) (r(t),k(t)) € A(t) CA(E) , 0<t <t < T° .
Luego para todo t < T , se tienen las siguientes estimaciones :

(28) 0 < co— 6 < BHLLL) < co + 6

(2.9) ~ (Vg + kt) (g + 8) cx(xt) 0,0 <x<r(t),0 <t <T.
La ultima inecuacion, junto con la condicion (2.5), dan una estimacion para la solucion ¢ :

co = (Vo + kt) (co + 8) (Vot + L kt?) < e(xt) < e
(2.10)
0<x<r(t),0<t<T.

Finalmente se puede dar una simple estimacion, uniforme con respecto a la funcion r ,

restringiendo T.
(211) g —=8<c(xt) << +6,0<x<r(t),0<t<T.
Nota 2.1

Una vez elegido 6 y x, independientemente de la funcion r en la clase especificada por las
condiciones (2.1)-(2.3), el valor de T depende en forma simple de k. En particular es siempre positivo

para cualquier k finito.
Bajo las hipotesis (2.1)-(2.3) se cumple que :

c € C'(D) , cxy € C(D \(0,0))
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y ademas

' M. (k C o e
- | eg(x,t) | < My(k) (1 + ?3?T)r /('8&) i) ?S?T)r(t) <

<Mk) 5Vot <L, ,t<T,

donde L, no depende de k, siempre que T sea menor que gi‘g .

La inecuacion (2.12) permite comparar dos soluciones ¢, y c, correspondientes a dos (ronteras

diferentes x = r,(t) y X = ry(t) . En efecto resulta

(2.13) l C!(l'l(t),t) - c2(r2(t),t) I < L-z t ” l‘l(t) - l'2(t') ” Cl([0 T]) ’

<

donde nuevamente la constante L, no depende de k si T < 5 . La demostracién es similar a la hecha

=

para el caso homogeneo.

3. EXISTENCIA LOCAL Y UNICIDAD.

En esta seccion se prueba la existencia local de la solucion usando un argumento de punto fijo.
Primero se define un apropiado espacio funcional. Para este proposito sea a una constante tal que

0 < @ <1 ysea v(t) una funcion positiva no decreciente definida para todo t > 0 , posiblemente

divergente cuando t — 0.
Sean k y T dos constantes positivas.
Se nota con ¥(k,T,vy,a) el conjunto de funciones r(t) que satisfacen :

(3.1)  reC(0T) N CHOT] ,r(0) = 0.i(0) = fleg 0), | ¥(t) | < k.,

0<°<T,Y|'f(t1)-?(t2)|S‘Y(T)(tz—tn)a/270<T<t1<t2$T-

El conjunto X(k,T,v,a) es un conjunto cerrado de C'([0,T]) con respecto a la norma C'. Ver el

apendice al final del capitulo.

Se define el operador 9 sobre X de la siguiente manera : para cada r € ¥ sea c(x,t) la solucion

correspondiente a (2.4)-(2.6) y sea f definida por :

t
(3.2) i(t) = Jf(c(r(r.r),r(r)) dr ,0<t< T,
0

entonces T verifica T(r) = F .
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Se quiere probar que con una adecuada eleccion de a, k, T y de la funcion v, T leva el
conjunto ¥ en si mismo y que es una contraccion. Esto implica que hay un unico punto fijo del

operador T en X, con lo cual resulta el siguiente teorema.
Teorema 3.1

El problema (P) admite al menos una solucion local mas aun la concentracion c satisface

¢ € C¥'(D) y cx, € C(D\{0,0}).
Demostracion.
Se comienza probando que 9 va de X en si mismo.
Las condiciones (2.1) y (2.2) son satisfechas trivialmente. Mas alin se tiene :
(33)  F(E) = fele(r().rO) ex(r(EME) HE) + ey(r(t)t) 4+ Felelr().Lhr(t)) #(t)
De las estimaciones hechas en la sec. 2 , se obtiene | f(t) | <k , 0 <t < T.

Para demostrar que f satisface la ultima condicion de (3.1) se necesita una estimacion de la
norma cx(x,t) en el espacio Cl+a(derivada respecto a la variable espacial Holder de orden «) para

algin a € (0,1) (la cual da una estimacion de ¢, en la norma CY). Ver [8].

El caracter contractivo de 7 sigue de la dependencia continua de c respecto de r(t) , como en
(2.14). En efecto se tiene

|| £, - i, ”CI[U,T] Sg&l?xl) | fe(ex) | | ey(ry(tht) — eqra(t)t) | +

+ su6p’x1) l fx(C,X) | ” I =0, Hcl[o'rl-\] S L3 T ” r, - T2 ”Cl[O,T]

Finalmente se reduce T, si fuese necesario, para tener L; T < 1.

La regularidad de la solucion sigue de las estimaciones hechas a la solucion del problema

auxiliar.

Debido al caracter contractivo de 7 la soluciéon local es también unica en ¥ . Mas ain la
solucion es unica en una clase funcional mas amplia la cual es |a mas grande en la cual la solucion
clasica tiene sentido. La demostracion es casi la misma que la del caso f independiente de x (ver [4]).

Solo se enuncia el resultado :



Teorema 3.2

El problema (P) admite a lo sumo una solucion para t<T.

4. EXISTENCIA GLOBAL.
Aqui se dan algunas propiedades cualitativas de la solucion del problema (P).
Proposicion 4.1

Se supone que la funcion f en (1.4) pertenece a C°°(E) luego la frontera libre s(t) pertenece a
C*((0,1)) N C*([0,T)) -

Demostracion.

Se define la funcion u(x,t) como :

s(t)
(4.1) W) = = [ v dy
X
la cual satisface la ecuacion del calor en D’I‘ = { (xt) , 0 < x<s(t),0 <t<T } , con condiciones
de contorno ux(O,t) =co , u(s(t),t) = 0 y la condicion no lineal de Stefan f(ux(s(t),t),s(t)) = s(t) .
Luego se puede probar la regularidad de la frontera libre usando la misma técnica iterativa introducida

en [12] para un problema de Stefan lineal ya que f € C°°(E) .
Proposicion 4.2
La frontera libre es una funcion estrictamente creciente de t , i.e. §(t) > 0,0 <t < T.
Demostracion.

Ya que $(0) = f(cq ,0) > 0 y § es continua, entonces existe t' > 0 tal que 5(t) > 0 ,

0 <t <t .Seat, el infimo de los t, tal que $(t)<0 . Luego t, > 0y §(t) >0en0 <t <t ¥y
$(t;) = 0. De (1.5) cx(s(t{)ity) = 0, y luego (s(t,),t;) es un punto de maximo para cyx en D"x ,
donde Dtl = { (xt) ,0 < x <s(t),0 <t <t } Esto implica que la derivada espacial de c¢ en
dicho punto es estrictamenete positiva (ver aplicacion del principio de maximo (7]) y luego

¢ t'(s(t.l),t,) > 0. De esto se deduce que la derivada total de c respecto al tiempo evaluada a lo largo de
la curva x = s(t) es positiva en t = t, . Por lo tanto c(s(t),t) es estrictamente creciente en un intervalo
(tg ,t;) para algin t, < t, . Por otro lado ya que t, es el primer cero de (t) y (cq,0) € E luego :
( c(s(t),t),s(t) ) € E para todo t < t; o c(s(t),t) > c*(s(t)) , para t < ty y c(s(t)).t;) = ¢ (s(ty)) -

Esto nos dice, junto a la hipotesis Fiii) que
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c(s(ty,ty) = c(s(ty — h)ty = h) < c*(s(ty)) — c(s(ty = h)

IA

h = h

< L(s(y)y 2=t =)

Finalmente se toma limite cuando h — 07 , ¥ se obtiene la siguiente inecuacion :

0 < d%(c(s(t),t)) |t =, < L(s(ty) 8(t;) = 0 . Absurdo.

Proposicion 4.3

Sea (T,s,c) una solucion del problema (P) luego :

(4.2) c(xt) <e¢g , 0<x<s(t) ,0<t< T,
(4.3) 0<s(t)<T ,0<t<T,

(4-4) — ¢ § < cx(x,t) <0 en D,

Demostracion.

§ = sup f(cx) , Ep =En{(c,x)/c<co,x<s(T)}

La demostracion es una aplicacion directa del principio del maximo a las funciones ¢ y ¢y ,

teniendo en cuenta que $ es estrictamente positiva.

que :

Teorema 4.4
El problema (P) admite solucion para todo T arbitrario.

Demostracion:
El teorema 3.2 garantiza que existe una tnica solucion del problema hasta un tiempo T > 0 .
Sea T" el maximo tiempo de existencia de la solucion y se supone que T* < oo (T" > T).

Se considera un nuevo problema de frontera libre para T > T . Se busca u(x,t) y a(t) tales

uxx —u, =0, enD’={(x,t)/0<x<0(t),T'<t<T'},



u(x,T*) = h(x) ,0 <x< b,
ux(0t) = ¢ , T° <t < T,

we@®)t) =0 , T <t<T,

a(t) = f(ux(e(t)t)e(t)) , T <t < T, s(t)
donde b = imT__ s(t) , h(x) =t. l_i.mT__ u(x,t) = < I-i.mT__ J; c(y,t) dy

y u(x,t) es definida por (4.1).
Notar que el limite de s(t) existe debido a la monotonia de la frontera libre x = s(t) ,t < T".

Yaqueuy =c <0 el limite u(x,t) existe cuando t — T" para cada x < b . Mas aun ya que
ux(x,t) = c(x,t) es uniformemente acotada, h(x) es Lipschitz continua en (0,b) y h(b) = 0 . En
realidad h(x) es C* .

La existencia y unicidad de la solucion del problema de frontera libre para u y o para un
adecuado T> > T" , es entonces asegurado por [11].Ya que los datos para el problema que satisfacen
(u,o) verifican las hipotesis del Teorema de existencia en [12] : fc y fx Lipschitz continuas en E y
heC[0,b] . Mas aln esta solucién satisface : u € Cl'o(l-)') N CZ’I(D') , ¢ € C}{[T*,T")) . Ahora el
teorema de unicidad y el resultado de regularidad de [12] implican que la derivada espacial de u(x,t)
extiende a la solucién del problema P, contrariamente a la hipotesis de que existe un tiempo T*,

maximo de los tiempos de existencia de la solucion.

5. DEPENDENCIA CONTINUA Y OTRAS PROPIEDADES CUALITATIVAS DE LA
SOLUCION.

Primero se enuncia un resultado de dependencia continua de la solucion respecto a la funcion f

definida en (1.4) :
Proposicion 5.1
Se supone que ambas f, y f, satisfacen las hipotesis (F).

Sea 8 € i = 1, 2 las correspondientes soluciones del problema (1.1)-(1.5), luego en un

intervalo fijo (0,T) se tiene
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(5.1) < const. sup | f;(c,x) — fa(c,x) |
E’

“ 5) — 9, ” Cl((U,T)) -

donde E> = E N { (c,x) / : ¢ < cg, x < min(s;(T),s4(T)) }
Demostracion.

El caracter contractivo del operador ¥ no depende de f . En efecto la acotacion de §

determina una cota inferior independiente de f para $ en un adecuado intervalo de tiempo. Mas aun 7

depende continuamente de e — 6|l C((0,T))

La dependencia continua para cualquier intervalo de tiempo puede ser obtenida aplicando el

teorema 2 de [12] a la solucién del problema definido por (4.1).
En cuanto a la dependencia monotona se tiene lo siguiente.
Proposicion 5.2

Seans. ,c. ,i = 1,2 , dos soluciones del problema P, correspondientes a las funciones f, y f, ,

i’
ambas satisfacen las hipotesis (F) y tal que f;(c,x) < fy(¢c,x) para todo ¢, x, luego :

(5.2) 8(t) < sp(t), 0<t<T.
Demostracion.

Se consideran los correspondientes ui(x.t) definidos por (4.1). Como §,(0) < $,(0) , entonces

se supone que existe un ty tal que s,(ty) = sa(ty) ¥ 5;(t) < sy(t) , para cualquier t < t5 .Y
(5.3) $1(to) 2 s3(to) -
Se definev = uy, ~ u,y Dg = { (xt) /0 < x<5(t), 0 <t <ty } luego v satisface
vxx — vy = 0 en Do

vx(0,t) =0 , 0 <t <to
visq(t)t) >0, 0<t<ty

v(sl(tO)stO) =0

Luego v tiene un minimo en el punto (sy(tg)te) ¥y por lo tanto vy(sy(tg)ity) < 0 . Esto

conduce a :
83(te) — $5(tg) = fl(“xx(sx(‘o)vto)ssx(‘o)) - fz(“zx(sz(to)-‘o)vsz(‘o)) <

< fae(1:8)(to)) ( ux(81(to)ito) — uax(sa(to)ito) ) <0,
con ux(s;(t)ty) < B < ugx(sa(te)ity) lo cual contradice (5.3).



Proposicion 5.3
Se supone que fy < 0. Luego :
(5.4) c(xt) >0,0<x<st) , 0<t<T

(5.5) cxy(04) >0 , 0 <t <T.

Demostracion.

Sea w = LT luego w resuelve la ecuacion del calor en QT con las siguientes condiciones de
contorno :

w(0,t) = 0

w(s(t),t) a(t) + wx(s(t),t) = B(t)
donde

a(t) = 2(5(t) + fee) |, _ s(t)

B(t) = —é(cx§+0fccx+0fx)|x=s(t)

Ya que a(t) y G(t) son no negativas, el principio del maximo implica que w no puede asumir
un minimo negativo ni anularse sobre x = s(t). Luego w es estrictamente positivo dentro de Dy . Se
sigue que el minimo para w es asumido sobre la frontera x = 0, esto es wy(0,t) > 0.

Proposicion 5.4

Sify > 0, luego la funcion a(t) = c(s(t),t) es decrecienteen 0 <t < T.

Demostracion.

Sea v = (In ¢)xx . El teorema 3.2 asegura que v es continua. en 5T Y que vy es continua en

5T |(0.0) . Mas ain v satisface :

(5.6) vxx +2(lnc)x vy +v2 —v, =0 en Dt

con las siguientes condiciones de contorno :

o0 = - (Hg-)

§ -8

v(s(t)t) = T s = s(t)

Ya que v(0,0) < 0 y v es continua en (0,0) , v(s(t),t) es negativa en algin intervalo [0,t,). El

principio del maximo (i.e. en la forma del teorema 5, de [7], aplicado con cuidado a la ecuacion (5.6)
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implica que si v(s(t),t) se anula por primera vez en ty > 0, entonces (s(tg),t;) es un punto de maximo
para v, esto es vx(s(ty),tg) > 0 . Sin embargo vy (s(to)ty) = — fx f | x = s(tg) st = tg S "0

positiva.
Luego v(s(t),t) no se puede anular, esto es :

8(t) < fx(c(s(t),t),s(t))s(t) , 0 < t < T. El resultado se obtiene teniendo en cuenta que :

8(t) = fe(e(s(t),t),s(t)) 4(t) + fie(c(s(t),t),s(t)) 8(t) -

6. COMPORTAMIENTO ASINTOTICO.

En esta seccion se describe el comportamiento de la solucion del problema (P) cuando t — oo,

bajo distintas hipotesis sobre los datos.
Proposicion 6.1
Se supone que existe un X < oo tal que ¢*(X) > cq , luego s(t) < % para todo t > 0.
Demostracion.

Se supone que existe un t tal que s(t) = % , luego (c(s(f),f), s(f)) € R?\ E . Sin embargo la
proposicion 4.2 asegura que la distancia de los puntos (c(s(t),t), s(t)) a la frontera del conjunto E es

positiva para todot > 0.
Proposicion 6.2
Si la frontera libre x = s(t) tiene una asintota en x = x, , luegot li_r’n o c(s(t),t) = cq ,
. lin o s(t)y=0.
Demostracion.
Sea u(x,t) definida como en (4.1) luego :
(6.1) co(x — xg) < u(x,t) £ 0
Se fija 1 entero arbitrari#mente grande. Y para todo n > # se define:
up(x,t) solucion de :-

Unxx — Upy = 0 en Dn={(x,t)/0<x<xn.t>tn},

donde tp, es tal que s(ty) = xp = xo — tli con las siguientes condiciones de contorno e iniciales :

up(x,tp) =0 , 0 <x < xp
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Unx(o,t) =Cq , t > t.n
Un(Xn,t) =0 , D> tvn
Se cumple que :

(6.2) t“moo up(x,t) = ¢ (X — xp) paracadan.

Entonces (6.1) junto al teorema 4 pag. 158 de (7] asegura que

t'Iim u(x,t) = ¢g (x — xg) uniformemente en Dy .
— 00

Mas aan
lim ux(x,t) = lim ¢(x,t) = ¢4 uniformemente en cualquier intervalo [0,x’], para
t — o t — o
cualquier X’ < xq (ver teorema 15, pag. 80 de [7]). Se sigue que r'lim e(s(t),t) = ¢q -
— 00

Entonces existet li_r’n o f(c(s(t),t),s(t)) Y, li_r.n o $(t) =, li_r.n ooinf $(t) =0.

En efecto como f es continua,t lim  c(s(t),t) =¢q ¥ : lim s(t) = x, , entonces existe el
— 00 — 00
limite de f(c(s(t),t),s(t)) cuando t — co que se sabe por (1.4) que es igual a, lim  5(t) , pero como x
— o0

= X, es asintota de s(t) ” lim $(t) = 0, luego existet lim  §(t) y esigual a cero.
— 00 — 00

Corolario 6.3

Supongamos que s(t) tiene una asintota en x = Xq , luego
X =x" = inf{ x/c*(x) >¢q }

Corolario 6.4

Sea c”(x) tal que ¢*(x) < ¢q, para todo x , entonces

lim s(t) = +o00.
— 00
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NOMENCLATURA
¢g : concentracion en la cara x = 0
¢ : concentracion
c® : umbral de concentracion
D : constante de difusividad
f : velocidad de la frontera libre
s : frontera libre
t : variable tiempo
x : variable espacial
Letras griegas
¢ :inversade [

T : operador contraccion
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ABSTRACT.

ke corsider the existerce and uniquaness of solutions for the Stefan
problem of parabclic partial differential equations for heat and mases diffusions
in tha solidyfuying three-phase mixture. The concentration of the mixture
components beirng taken into account. The novelty contained in this paper consists
in determining the free boundary on which the temperature of solidification is
urkrown. The notions of a classical and weak solutiong were introduced in [4]1 and

[5), respactively.

A statistical solution to a free boundary value problem of the partial
parabolic differential equatiorns is defined using measure theory approach [13), (2],
[3) The noticn of a statistical solutiorn was first introduced in (8], (471 for the

Mavier-Stokes equations.

The solution to the stochastic Stefan prckblem considered here is, on core
side, a probability measure on a Borel o-alagebra of the appropriate abstrac spacs
([14)). This eolution is, on the cther side, a limit of a sequence of distributiorns of

the scluticrs to the It8-Galerkin approximations.
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1. INTRUODUCTION.

The cbjztre of the present study is to crove the existence and uniqueress
theorem for thz multidimensional problem of Feat and mass diffusion 1n the
solidyfying L1ary threée-phxza mixture. The internediary phase called “mushy zona™
between the ligquid and the solid body is defin=d from one side by the Stefan
boundary ard from the other one by the s=so-callad bourndary of fast chemical
reaction. lle tshe into consideration the mass transport equation for one of the

mixture components.

It is considered the source function fw,.c) informing about solid body
fraction ir the “mushy zone” at a given temperature (shere u is temperature and c

is concentration)

As 1t is well known in physics (see [1D, when liquid and solid bodies are
close one tu the other at a aiven temperature, then liquid composition differs from
the one of the solid body. The relations between concentrations and temperature
at this point sre illustrated by so called "phase diagram”. With the assumption that
fluc) = 0 st the “liquid-mushy zone” boundary as well as fluc) # 1 at the “mushy
zone-liquid body” boundary, the whole unfreezed liquid at that other boundary
would pass rapidly into the solid body because fluc) = 1 in solid body. Contrary
to a solidification problem of a pure  metal the alloy solidifies partially, step by
step, till itz temperature will be in an eutectic point and then the remaining part

of unsolidifiz: alloys solidifies rapidly in this temperature.

Therefare, betieen the ligquid and $olid body is the mushy region. That is,
the region betriean isothermal hipersurfaces of the liquid and solid body,
respectively. At the solidus temperature we consider latent heat which imposes a
Stefan-type condition across the "mushy zone - sclid body” boundary. There is ro
latent heat be=ing agererated at the liguidus temperature, therefore we have a fast
chemical r=sction between the liquid and mushy zone. Hence at such a point
temperature and concentration should satisfy the phase diagram and thus the

concentrations on the both sides of the Stefan boundary would differ.

Consequzntly, one phase would precipitate into the other some amount of its
component. Tha concentration at the Stefan boundary will be not a continuous
function. Hernce there is also taking place the tirransport of the component across
the whole mi<ture. This is compelling us to write a parabolic equation for mass

transport conjigated with trhe heat equation at tha Stefan boundary.
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2. DEFINITIONS AND NOTATIONS.

kle consider a bounded domain G in R™ with a smdoth boundary aG and we set

; - 2 T T
Gty . =G x {t}, aGt) '=08C < {t}, 0 =0' : = 9 Gt), S =85 . = V)
“ {} O cteT D<t<T
3G for angy T .0 < T £ ~ e divide Q intc 0!, n? , 0% for, the sclid body.

mushy region, and liguid zore, respectively. NHow vie define the free boundaries

rt = u rkov,r? .= u r3t) for the inter hase surfac aratin lid
5<% <t Tt er e es sep irng scli

body from muzhy region and mushy region from liquid zone, respectively.

Let Tt = {xw € G : v = &'} , ' = const, i = 1, 2 ke
hipersurfaces in G(t) given by a function & € CX® such that Vyx #xt) | pi #0.,¢
<c#tinnl, @ cd<ce? inn? g cain0’Lets =8,N8,i=123
The hipersurfaces () divide G® into three parts GXU , i = 1, 2, 3, some of GYO)
may be empty Let us consider the phase diagram on I'' defined by the functions &
and ¢ with common initial and final points corresponding to the pure copmonents of

the alloy. It is obvious from the diagram that

clxty 1, = lim clx,t)

x-»l"l.xe:ﬂ1

F(ulx, )l ,
(uix rt )

bl = lim LCO = St )
x+I,x€n r

We intrcducé. a known function fuc) as a relative amount of the solid

present at any temperature and concentration in 0% e point out that

fluc) | _; = Yim flulx,t) | rte c2t) | r_l) i a function of t only.
x 2T xeq

3. STATEMENT OF THE DETERMINISTIC PROBLEM.

1

ke dencte by u , c! the temperatures and concentrations of the component

of the alloy in the regions th , 1 = 1, 2, 3, respectivaly.

We consider equations

) .. L ) e A i
(ant atwh u div (kl(ui) qul) + a Q_*%t_ﬁ_) 512
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el antro oo

alh For i =1, 3,
o,l(ul';- =
ath — (a'%‘\'i» - a"(f‘m)} for i = 2.
We examine the following problem
i Loiaut g fuigd i aftch
ey a(u)ﬁ=dw(k(u)qu)+a-——,5E——812,
! Sd—*-l = div [R'ch vye') i =1, 2.3,

where a is a positive constaznt equals to density multiplied by the latent heat, 612

is the Krorecker’s delta, with the initial and the boundary conditions

G = hi L, o 3 0 in GUO)

(3!
Rl € uttx,O [ = W2(x,01 pt € h2¢o € ux,oN 2= uix,01 e <h3co,
clix,0 = Rl , Rlo > 0 in Gl ,
@t
R < FEROn € Srton < R ,
() ity = gty for (x0) € S,
1
(6) 8c. 0 for xt) €S,
Onx
where 32 is differentiation in the direction of the outer normal to S,
7! Wt g = Wty = £, Wit = WPl g =6,
S o r - re r2
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. . 1. . .
where 0 1s given, £ i an urkonowln funtion,

(72 At | (2= 3,0 | Yy %‘;z'; | 2 = 5”-3-? 2 t=4.. N

(8) ety rt = FiFtan ,

(9) Rreay ph = gt ,

(10 ERAUD VU — KUY Ve u' ] Wy & =« ( 1 — flueh g% on !,
(11 [R%cDH Yy €2 — RMcY Wy et 1 Vi & = ( Y — Feeby %% on It
(12) (R Vx v KPP Ve u®l Vid ==0 onrl?

In the one-dimensional case condition (11) is a result of mass conservation
law and is introduced in [11].

We assume

lw, kKie are continuous in 0, 0 < 7° < «lw < 7,

(A1) the functions ai(u), K
0<7 gkl <7, 0<7 <k <Y fori =4, 2, 3 7% 7! are constants,

(AZ2) the function flu,c) is differentiable with respect to u and c, is decreasing with
respect to u and increasing with respect to ¢, 0 £ fluc) ¢ 1,0 € — g{ 4 2 ).
0% g-‘-f: < 7*, 7% is a positive constant,

(A3) G is bounded. 3G € C2*M %\ > 0,

(Ad4) G, ¥ are continuous and decreasing functions G > ¢ ,

29 2
(s —da__ _ _da

diut | 0 Tty

r

Definition. The classical solutions of problem (1) - (12) is {ui,ci.i'}, i=1,2,
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3 such thst ' & c@b, vy u', b, U DUt e cinh, &b vk e, D Wt D2 Ct e cnd

and relatiorns (1)-{12) are satisfi=d.

equations

unigueness theorem by Banach fixed point theorern.

and

in Ql,

In the

4. LIEAK SOLUTION.

cne-dimsnsional case in

t4]

e

Lz Oreen's and MHeumarnn's functions

He nitroduce the following functions

(3 ] €
Al = | a%® df + | o® df , akw = J
u £,it) u
fha ) &
Ko = | k%e df + | k%© df , Klw = J
t £,(t) u
Fieh 9 8
R = j kYO dE + J k% df , Ko = I
' S h c
Let
- Al - «,
alu,c) = — Af W) — a flu.c) , kiu) =
- Ak,
£ 8 e
Kiuw = | k4 dg + J KAE) df , Krw = J
u £t u
Figh 9
Rtur = | K46 de 4+ j k4e df , Ko = J
u

el

construct a system of

2XE) dEf

ke de

ke of

kke) de

k) de

integr-zl

He prove the existernce and

for i = 2, 3,

for i =2, 3,

for i =2, 3.
Ktw , u < fi
K2 , for fYt) < u <O,

K3w) , 9 < u
for i =2, 3,
for 1 = 2, 3.

Let u = Wuiu®, c = @'e®e® h = KRR, B = (h'RERY and @ = (9'3%a%

0F, N°, respectively.

We rerite problem (1)-(12) in the following form

13

110

At + « fue) 80 = div (v Klw) L i =1,2,3



1 3 _1 : =i, . - =
(14 2t =aiv(veRlw) L, i=123
1S = h on G,
(16) o =h on Gin,
17 u=g on S,
L) 2 R¥c) =0o0onS,
any
(19* LGt 1oy = £ht) , uix,t) | r, =9
2 3
9)2 2oty | = c3x, ac(x.t) L= ac (x,bL) -
1 (oS § rz c ix,t) | rz ’ '—'—'——axl | l." —-‘——axl | rz 1 1, , 0
Let #* 4 = 1, 2 be smooth functions in K™% such that
i 1 ag?
(X, = = , — = .
¢ (x.T) 0 and ¢ I ¢ 0 anx'S 0
lle write eguztion u3?! equivalently as
a3t aﬁt [ ANW 4 « 1 = divI Vx KXw 1.
Let
- Al — a, - Kl , u < £,
aue) = — AXW — a fuo) , kW = — KXW, for £t <u <6,
- A%, - KW, e < u
and
- Ko, c < Fuu't | po
ko) = - B, for
— P, . c > gl -

Usirg the above defimitions we transform the intial

system of irtegral equations

system of eguations to a

The functions aluc) =nd € have jumps c©n r* , where they are multivélued

functions there

e compute the magrtude of these jumps. L= obtai_n

<]
odoy 1 1,01, L Eey g
alf (t) — O, FERM = —A(+(t))—a=j «if) de - a
£iv
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alfh ) + 0, GFNO)Y = — ALY ~ a FENL), St =
)
. = J W6 dE — a FEML), SR
Fl
therefore the jump of a is

alfdit) 4+ 0 o'y — a (Pl — 0, FEWM = « | 1 — fFL, g(f‘(t»)] .
The jumz of C is
cx.b | — clxb) | r = SEen — FEtan |

We point out that a and c are single-valued functions beyond the rt Let

=[ 20f' ) + 0, FiEW, atfXt) + 0, SN 1 = P,

w
I

= [ FEH, ¢EH 1 = Qb .

The functions k and k are continuous and strictly increasing so there exist

their inverses k™!, k™!, We consider the multivalued applications

ak o0k o if 0y #ku )0 # k(c Lt
b(0,.00) =
tatft + 0, FGFY), alf? — 0, ¢(f'M if p, = klu O kic s
kK 0y if 0, # k! R
b0,y =
£ .Y, 6FY 1 if pp = ket oY
e introduce other unkonown functions v' = kW) , vi = ki), that is
u = ktwh , ¢ = A, Let B v® and B be some functions such that

Bvivd € plviv®d |, BAWD C b%W® in the sense of araphs, that is B'viv® =
biviv® = ak™lwh, KAV, BAHWD = bAwd  if v o# k| -

, v #* kic | l"“) and
B v® € P, B2WH € Q) , if v = ku | -y v = ket "y

Definition. By a weak solution of problem (1)-{12) vi@ mean bounded measurable

functions ulx,t}, ex,t) such that for functions Bl(v‘,vz), B%u® defined above and for
. . 2

any smocth functions #lwb) ., i =1,2 ¢ =0, 15=0, L ig=0 tre
=) an
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functions v} = kiw , v? = k) satisfy the system of equations

Biwivd o) +vias Jaxat + | ¢l Bkauk@®» dx —
t

-
20 ) )
ag'
- | kw dS =0,
[
8
I I ( B ¢f + v 4¢® ) dx dt + I $2x.0 B*REW dx +
(
21 D) Gl

2 ok =
+ J @ Bns ds 0.
S
The wesk versions of T'! and I'? are the sets {(x,t.) : c‘(x,t) = Flulx,t) , cz(‘x,t)

= Q(u(x,t))} and {(x,t) sulxt) = © }. respectively.

We summarize our calculations (see [S)) in :
Theorem 1. A classical solution of problem (1)-(12) is also a weak solution.

It is rell known that a sufficiently regular weak solution is a classical

solution.

Let HYG) be a Hilbert space of functions with the strorng first derivative in

Lz(G), endowed with the norm

2
||uu;1(G)=l{|u|2+|vxu| }dx.

Analogously, we define a space HYQ) with the norm

z _ 2 2 2
"UIIHl(l))"I_[ {Iul + I Vxu I + ly | }dxdt

Theorem 2. (see to [51). Under the assumptions (A1) - (AS) problem (1) - (12)

has exactly one weak solution in L2 .

In the proof of the above theorem we apply the compactness method

developed in (8], [101

For the proof of the existence of the solution we approximate the function
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b%(0;) uniformly on compact subset of R deperding on t, by smooth functions bjfo;)

for which R X (t) does not contain the curves kic | l"‘) and for which

%) CFEtan < bd < oty

oy 2
and 0 < ih g %%‘I' < T5(m) < oo, ’)". Y% = Y5%(m) are constants.
2

Me set vf = k@ € HYG N LG and we approximate it by vin, € C*®)
such that max vem | < ess _sup L v 1 £ c,cis constant 1) and vig, + v§ in
HYG) .

We have the approximating problems

8 pZwd) = avd in o,
at
22> VD) = U o0 in GO , .
\‘2
- o on S .
anx

Each of these problems has exactly one classical solution ([9), Theorem 7.4,

part V). Reasoning as in (1] we get the existence of the weak solution of"problem

(21).

le treat this weak solution as the known function v = 2@ in equation (Z0).

Once more we approximate a function b'(0,,0;) = b'() uniformly on such

compact sulysets of R as for b? by smooth functicns b,%—,(m,pi) such chosen that

atf't) — 0, FE'WM € bhkw | "

*% = k@ | p < atf'ty + 0, gFlam ,
0<7‘ge—”3&'5v5(m)
8o,

<
b

lle choose vé and vé,m similarly as vg and vg’m and we introduce a sequence

{gm(x,t)} of zmooth functions on S satisfying sug laml £ essSsup bt =78, 7% iz
. -, o , .
a constant, g,(x0 = vé’m(x) l 3G + 9m =+ 9 in Lis , % - é% in LY%S)

114



Therafore e hive the approximating problems

\‘:'-:!t- t'l!i’l(\'#fl) = A"J'l“h inQ,
(23) DR = Vo0 in G(O)
,,‘n I g = apinbt) on S .

Each of these problemns has exactly one classical solution ((9], Theorem 6.1,
part V). Reasoring as in [1] we get the existence of the weak solution of problem

(20).

To get a weak solution of conjugated system (20), (Z1) we prove that the
suitably chosen sequence {fm} has a subsequence which is convergent to a certain

£ which has the following property

b, =f) et = FEan, e® 1, = Gl .
Yt rt pz = 8¢

If £1% is given we take an iterative procedure described in [S51. To prcve

the theorem in the space LED) we proceed as in [1]

9. STATISTICAL SOLUTIONS.

A statistical solution is a generalisation of a weak solution for which the
measures derived from the iritial and boundary conditions are concentrated in one
point only. It is a family of such measures which defines a probability distribution
on a set of colutions derived from the probability distributions of the initial and

boundary conditions ({(17)). We mean solutions in a general distributional sense.

The approximate systems (22) and (23) have unique solutions on the spaces

240, 1+E

2+, 1+ 3
) (see [9D) for @, B8 < 1 .

2

X! = H ) and X® =H

Now we choose spaces 'li’ (1 =1, 2, 3) of the initial and boundary conditions
according to our assumptioris for u(x,0) , c(x,0) and g(x,t) which are random functions

NOW.

He put o = U? X Ug X Ug . We consider in this paper a probability space
we, BWY, g, where B(UY is a o-algebra of Borel sets, uwy) is a product

measure on it Thus we can virite the solutions to (13) and (14) in a form
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uix 1= 2N, uix D), o0 € Uy,

ci b o= %, e, 0N € Wy

le: put U = U, X U; . we alsc consider a probability space (U, B{U), Pidw)),

where B:'W 1s a g-algebra of Borel sets, P{dw) 15 a product measure on it.

A statistical eoclution correcsponding to a measure u(uo) ie a precbability
measura Puwde) which is concentrated on U (that 15 FU) = 1), it is identical to diwg’

for vt = 0 and fulfils some energetic inequalities.

Theorrem 3. (see [13)). There exists exactly one statistical solution Pwdw to

problem (1) - (12) corresponding to the measure Uiwg)

Sketchh of the proof. we solve systems (22) and (23) by the Galerkin
approximaticn method ([9)). To do this we choose in xtd = 1, 2) finite dimensional
Epaces \"%n = =pan [ ei(x), Ce e,‘n(x) ] where ei(x), C E-rl.-,(x) are some special

1

basis of eigenvectors. We take the orthogonal projections ]'[,l-n x4 Vrln in the

seque we =hsll not put additional notation for the rext appraoximations of up)lle

put
fli

upGot) = z U e ), x €0, uRt) = uplt,)
k=1

11}
cmixt) = E oy e, x €0, oplt) = cpt,)
k=1

and we solve this system to obtain the approximate solutions.

Lemma 1. There exists exactly one solution (umcm) to system (24) for t €

[0,T] and for every ¢ > 0 we have for it an a priori estimation. Thus
(25) t‘,‘r‘,-,(t,um(x,O),gr,-,(x,t)) = unpix,t), Qrzr,(t,cr.-.(x,O)) = cpix.t) .

For the proof of this lemma we use the standard argumentation ((10], {13],
[173).

Mo e introduce the following operators

St U € VE 4 ugt) €U, t €107,
2 R 2

Sm o €V =+ ity €U, t €110,T) .

lie define the Galerkir approximations of the initial measures
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i | 1,- !

g = i T ™ wo N v )
for wy € B , 1 = 1, 2 lle show ([13) that the measures u.-ln X Wh are weakly
convergent to it = ' X 4* for m - o . To define the statisticsl solution Pr =

F',-lr,}:'P.?r, of problem (132(12) vie put

(26 Phis) = m S5 7w ), PR = up( W ) ,

for every o < B()) |

Using the compactness method (101, (17) we prove that the family of
measures {P""}m & 4 15 weskly compact on the space U. From Prokhorov's theorem

([12) about vweak compactness ke have.

€ M definad by formula (2€) is weakly

Lemina 2. The family of measures {Pm}m

compact on the space U. Therefore, we can choose from the sequence {Pm} a

subsaquence {Pmk} vihich is weakly convergent on U to a certain measure P.

lle verify that p is the probability measure which satisfies all conditions

from the definition of the statistical solution to problem (1)-(12).

We obtsin the uniqueness of solutions in a similar way as in Theorem 6.1
((17)) becasus= we have unigueness of the weak sclution to problem (1)-(12).

6. FREE BOUNDARY VALUE PROBLEM FOR THE STOCHASTIC DIFFERENTIAL
EQUATIONS.

The roticn of stochastic solutions, in the same sense as ours, but to the
stochastic tavier-Sokes equations, was examined in {17}, The solution to tha
stochastic Stefan problem considered here is, on one side, a probability measure
on a Borel o-algsbra of the appropriate abstract space ((14)). This solution is, on
the other sida, a limit of a sequence of distributions of the solutions to the Itd -
Galerkin approximations. 1he convergence is meant in a weak sense (([2)). Tha

existence and unigueness theorem is proved in [(14).

Therefrore, if we consider internal noizes in the alloy, so-called "white

noises”, we ha e the following problem

Q)

p=S

26) = div [ Ki©) Ve 1 + a”g"’t‘“ ,
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rihere wylt) ard 1(t) sre indspendent lliener processes with values in H = [ L%
) vz (t.x) € 2 = CIOTIH) and the trajectories of the stochastic processzes are
treat in the therer space €71, (17, lie put the 1nitial and boundary conditions as
in the statistical csse which are the random ftunctions independent of wiit), 1 = 1,

2.

We scolve this problem snalogously as statistical one iintroducing the Ito -
Galerkin aproximations instesd of Galerkin approximations because we are working

on stochastic Itd differential equations.

7. THE FINITE - DIMENSIONAL APPROXIMATION OF THE STOCHASTIC FREE
BOUHDARY VAL UE PROBLEM.

Unforturately, the solutions to the Itd - Galarkin anr'oxima-tions as well as
the exact salutions to the stochastic Stefan problem can not be calculated.
Therefore, wa can construct (150 the finite - dimensional approximations of such
solutions (see [1Z] for the stochastic Navier - Stokes equations). The probabilistic
distributions of thsse approximations converge weskly to the solutionn of the
stochastic Stefan problem. ¥ we construct the increments of the Wiener process
by a random gensrator, then we can compute explicitly the trajectories of the
finite - dimensional approximstions. By some estimations we get information about

the probabilistic distributions of the solutions.
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PROBLEMAS DE FRONTERA LIBRE Y MOVIL
EN PRUKESOS DE IMGENIERIA QUIMICA

Luis T. VILLA

1. INIRDDACCIN

Es sabido qua uno de los principales campos de actividad en Ingenieria
Quimica estia constituido por 1a formulacion de modelos y analisis de los mismos
para procesos c—.;'\ los que ocurren fendomenos de transporte, transporte y
transformacion de2: materia, enargia, cantidad de movimiento, sean acoplados que

desacoplados.

Er. el CUADRO | siguiente se explicitan algurios de los precitados procesos

CUADRO 1
Procesos
|
Energia Materia Energia Cantidad
, y de Movimiento
(calor) (isotermico) Materia y/o energia
y materia

Fusidon - Solidificacion - Condensacion - Ebulliciéon - Combustion.

2 :  Difusién-Reaccion gas-salido, gas-liquido, ligquido-liquido, liquido-sélido
polidisperso.
Catalizadores: preparacion, envenenamiento y regeneracion.
Polimeros: hinchamiento.

3 : Solidificacion de aleaciones - Fusidtn de hielo en soluciones salinas.
Difusién-Reaccidn (no isotéermica)

4 : Flujo en medios porosos - Flujo en sistemas homogéneos.

Mecanismos de transporte y leyes fenomenolgaicas.

Considararemos transporte de energia caldrica solo por conduccion y
obedeciendo a la ley de Fourier:

F=-kVT 11

donde F denota un flujo de enersia, k conductividad térmica y T temperatura

Eventualmente se contemplara transporte de energia por corveccion (movimiento
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global de fluido)

En cuantc al transparta de materia se cansiderara el debido a la difusidn
sealn la ley de Fick:

J=-~-DVC 12)

denotando ahaora con J un flujo de materia, con D el cozficiente de difusividad y

con C a una corcentracion.

Con refereancia a leuss cinéticas, se consideraran las usuales an el campo

de las reacciones quimicas.

Eventualmente ‘pordran considerarse flujos convectivos de materia de la
forma
G=V.VC a3
donde V denota un vector wvelocidad que a su vez vendra de una ecuacidén de
transporte de cantidad de movimiento, en la qgue se aceptara una leu
fenomenoldgica del tipo conocida como ley de Newton para la viscosidad:
T=-4 A 1.4
donde 7 es el tensor esfuerzo, U la viscosidad 4y A el tensor velocidad de

deformacion.

Ecuaciones Diferenciales de Cambio.

Sea 1 C ®* una region acotada de contorno a0 suave Par otra parte, sean
u = ulxyzt) , o = clxyzt) , p = plxuzt) funcicnes =scalares como por ejemplo

temperatura, concentracién y presiéon respectivamente

Sea ademas E = E(x,y,z,t., u(x,g,z,t)) una propiedad por unidad de volumen
definida en 1 (£ puede por ejemplo represantar una energia interna) y sea f
=F(x,g,2, Cley,z,t u(x,g,z,t)) una fuente o sumidero irreversible para la propiedad E

y para la C en {1

Supongamos ademas que la regiétn 3 es atravesada por una corriente de

fluido con perfil de velocidad V = Wx,yzt) 4y de presidin p = plx,yz).

Entonces=, si se toma un volumen de contral en  y se realiza un balance

para E, C, V se obtiene

i

VDVEO) + VVC ~ fixyzow ; xu2 € N, 0t < T

=

- VEkVWw + VVu 4+ a fixyzeocw ; xu2) € 1 (0<t < a

o
[o1}
2R
{i

E"’.(_D\.’?:-Vp—vr+pg;(x,g,z)€ﬂ,0(t<T
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donde 0 dencta una densidad y a una constante positiva vinculada al efecto

térmico de las eventual reaccidn quimica contemplada por f.

15 es un conjunto de ecuaciones diferenciales parciales acopladas en
general altamente no lineales debido al efecto de la forma de f E1 sistema (1S

podria ser desciriptivo de algunos de los procesos e:plicitados en el CUADRO |

En el caso particular en qua la ragion N sea la sede de un sdlido de
composicion inicial S35, reactive frente a la especie quimica en juago, el sistema

45 viene reemplazado por el siguiente:

€ %% = VODOVE - VVC - fleus) , xu2) €0, 0t T

oE

3 V&kVuw + a3 flous) , xy2) €N (0 <L < T) 4.6

e
3
|

= —b flcus), xwz) €N (0t LT

L@
~lin
]

donde S =51) representa la concentracion de sélido reactivo, ¢ la porosidad y b

una constante positiva.

Este cursillo esta dirigido aspecificamente a casos particulares sea de (1.5
que de (16) que se presentan cuando parte del contorno 3N no es fijo al
transcurrir el tiempo, pudiéndose prasentar las alternativas de que tal frontera
se mueva con una lay desconocida a priori 0 conocida dando asi lugar
respectivamente a problemas de frontera libre uy problemas de frontera movil

descriptivos de procesos de ingenieria guimica.

En lo referente a la formulacion y analisis matematico de problemas en el
campo de la conduccion de calor con cambio de fase, como es sabido, los pioneros
fueron Lamé-Clapeyron [1] (1834), Neumann (inédito), J) Stefan [2] (1891). En el campo
de los procesos de difusion-reaccion gas-solido con control difusivo cabe

destacar los trabajos de Yagi y Kunii [3], [4]), (1953, 1959).

En la seccion siguiente se resefian algunos madelos descriptivos de
procesos de ingenieria guimica. Como sea apreciara, tales modelos constituyen
problemas de frontera libre para las ecuaciones diferenciales parabdlicas de (1.5)

o (1.6) segun corresponda.

El objetivo basico de la seccidon encierra la esperanza de que los modelos
presentados corlleven al menos algun aspecto que resulte de interes analizar al

mundo de la matematica aplicada.
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La situacion fisica en

estacionaria de

yeao consiste en el crecimiento de una burbuja

aas en el seno de un ligudo el gue respecto de la burbuja se

considerari un medio de extension infinita (ver [5]'

Consideraremos una burbuja esferica de radio

inicial Ry, que crece a

expensas de g9s3s disuelto en el liquido que desds &l seno del mismo se incorpora

por difusion hacia la burbuja

Denotando cor:

s(t)

s =

\/

Vir,t)

radib de la burbujz al tiempo t.

componente radial de la velocidad del liquido inducida por el

crecimiento de la burbuja.

P = Pt perfil de presion en el liguido.
0 = cte densidad del ligquido.
C = Cirt) perfil de concentracidon de la especie gaseosa en consideracion

disuelta en el liquido.

S
b

St

cte

u cte
Pg

Poo

pa= ]

Ce

posicion de la frontera libre (radio de la burbuja) al tiempo t.
difusividad del aas en el liquido.

viscosidad del liquido.

presion dentro de la burbuja (supuesta constante)

presion en el liguida lejos de la burbuja

dznsidad molar del gas

concentracion de equilibrio del gas en la interfase liquido-burbuja.

concentracidn del gas disuelto en el liquido lejos de la burbuja.

Las pertinentes ecuaciones de continuidad, movimiento y difusidon serian las

siguientes
g2 g%—rz.v,s(t)<r‘<+oo,0<t<T, 24)
pg%—z;i%’-gl:~pv g\F’,s(t)<r< o0, 0Kt LT 22)
e -p(& X+ g—i%)—vgg, S << 400, 0<t<T @3

Sustituyervi; en (22) la expresion de V obtenida da (21) e intearando respecto de r

entre los limites r

decir

=s(t) u r = 40 se cbtiene la conocida ecuacion de Rauleigh, es
E‘i%.ﬁ=4u§+%éa+s=.o<t<n @4
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Por otra parta. la sustitucidon de V de (21) en (23) produce

ac _ 2 aC, ¥cy) _ &s* ac iy ; T
at."D(" 3“+8r2’ T.TﬁF’ sty <r ¢ 400,00t T, «Z6)

8C _pf2 8c , 8%C) _&s’ac .
EI."D(FéF’La,J) 355 SVr< e yO<CtgT
5_+%é2+4”’§=P9_0Pm' 0‘:t’\T:

Cr0) = Coo , Rg r € +o0
@7 { Cloot) = Coo , DL T
Ofstt) =ce , o<t <T
DE (stwr)=(ce +Pa). 9, 0<ct<T

£0) = Ry

En [6] A Friedman estudié un caso restringido de (26) que surge al
describir un proceso de decrecimiento de una burbuja esferica despreciando el

efecto hidrodinamico inducido en la fase liguida.

En [7] SJD. Van Stralen presanta un analisis de diversas teorias
conducentes a3l modelado del crecimiento de burbujas en liquidos puros
sobrecalentadns Por otra parte, algunos aspectos sobre la solucion de (26) se

presentan en los trabajos [B] u (9] de la literatura.

Una cuestion interesante sobra (26) es la relativa al analisis de la
influencia en la dinamica del crecimiento de la burbuja dal volumen inicial de la

misma.

22 Transformaciones por interacgign uniforme de la interfase fluido-sglido

Transformaciones de este tipo se observan en muchos procesos de la
ingenieria quimica, particularmente en casos donde estan comprometidos sistemas
gas-soOlido reactivo y sélido-liquido. Al respecto basta citar alaunas reacciones no
cataliticas gas-solido (ver por ej) [10] y [11] u la nucleacidn y crecimiento de

cristales.

En =] trabajo [11) se proveen 116 referencias de articulos relativos al tema
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221 Cristalizicign en geomatria esférica en liguids sobresaturado

Consideremos el crecimiento de un cristal a partir de un ridcleo por

precipitacion d.¢ soluto desd:= solucidn liguida.

Si can ¢ = Clrt) se dernota la concentracidn de soluto en fase liquida, con
Coo, Ca, Cg re:pectivamente las concentraciones de soluto a sobresaturacion, de
equilibria en la interfase sdlido-liquido y en la fase solida, habida cuenta de
ciertas restricciones se puede escribir el siguiente modelo descriptivo del

proceso en cuastion:

aC - 23C _ 9¥%C)_s5¢f € ¢
§T_D(r‘ + ) r},...(llgf(-f—OD,O(t.(T

Cir,Q) = Coo ' RQ <r <K oo
(28) { cleot) = Coo , OCLLT

D g_ (strt) = t{=t) Rg) . [Co0 — Cel , D LT

pl(g!

BC,_ — ds ’ -
D-?(=(t),t)—(\..5—-ce).a€ , 0t T

En la formulacién de (27) se han seguida etapas analogas que las

explicitadas detalladamente en la formulacion de (2 6)

D es el coeficiente de difusividad del soluto en el liquido (se ha supuesto
constante), it 1a viscosidad del liquido, h.-—-h(s(t), Re) el coeficiente de transferencia
del soluto hacia la interfase liquido-soluto. Motese que h es una funcion del
tamafio de=l cristal, es decir, de la posicidn de la frontera libre y de 1la

fluidodinamica d=] sistema explicitada a través del numero de Reynolds Rg.

Una correlacion frecuentemente usada para h en el presente caso es la
siguiente
h . %L’ =1 + fRa) . sty , 29

donde f(Rg) = 0 s1 Re =0
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222 Transtormacign de un sglido poroso esférico por reaccign guiimic . no

Consideramos un sistema constituido por un s6lido reactivo es érico de
radio inicial Ry inmareso en una atmdsfera de ass A de tal modo que « surre la

siguiente transtormacion gquimica

Aig) + b Bis) » p Fis) + a Qg 210

Hay nuinerosos procesos quimicos {(por ejemplo 1a reduccion de pallets de
Oxido de nigquel y hiarro cor monoxido de carbono, ver {121 y (13D en los que la
transformacion esquematizada por (29 transcurre caontrolada por la etapa de
difusion del gas a través de la capa inerte de sd&lido ya transformado totalmente.
Bajo esta JdUltima consideracion y otras que explicitaremos luego,0 se pueds

escribir el siguiente problema de frontera libre como descriptivo de (2.9):

2
W =p LY+ 2 enfl, = {rV SO <P CRO L, 0CLCT) @211

e & =D, Y LY —f(\!)enn?z{(r,t):0<r<s(t) L 0¢L<T) . @12
RO)=Ry , U=0 , V=0 parat=0 , 0<r {Ry , (213
U[RaIL) = Gt & D, %L';’(R(t),t] =h [um - U(Rm,t.]l . (214
D, gl-r’m,n;b , 0T, ' (Z15)
U (swit) = v (st = (strt) , 0<t<T (216)
D, ¥ (swt) —p, Y (swrtj=a0de , o<t , 217
D, g‘F’ (sitrt) ~ D, gg (stht) =aksgad , Dt <T , (218)
SO = R 219

En la FIGURA | siguiente se esquematiza el cuirso del proceso
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La reaion definida por ), representa sdlido ua totalmente reacclonado
(inerte) lLa reaccidén auimica ocurre en la interfase separatriz de ©; u Q, cuya

coordenada al tiempo t la da precisamenta S(t) y también homoaéneamente en 0,

Se considera que por efecto de la transformacidn aquimica los cambios
estructurales en el solido son tales gue producen una disminucion mondtona en el
volumen del mismo, aun manteniendo su forma, durante el curso de la reaccion. Con

R(t) se denota el radio del solido al tiempo t.

U= urt , VvV = Virt) denotan la concentraciéon del gas en la zona inerte y

de reaccidn respectivamente.

¢, D, h, Kg, 0, a represzentan respectivamente porosidad, coeficiente efectivo
da difusion de masa del gas, coeficiente de transferencia del aas, constante

cinética superficial, densidad del sdlido puro, coeficiente esteguiométrico.

Las funciones f y g representan las expresiones cinéticas homoaénea y

cuperficial, siendo las siguientes las condiciones usualmente exigidas sobre las

mismas
a>0 , YW>0 , =0, (221
vy las de Wen y Lanamuir las formas usualmente propuestas:
f = K V" | n (orden de reaccién . (222)
o) = Kg M , m (orden de reaccion! , - 223
n
£V = __a—“’—:,,— . abc>D , (224
b+ cC '
m
) = _1_1.‘_;],_“ , 225
b+ cC
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Para el caso de considerar las cinaticas (221) y (222, una cuestion
interesante para analizar en relacion al modelo (210) - (218) as 13 dependencia de

la solucién con el orden de reaccion para el caso cuasi-estacionario

3. PROBLEMAS DE FRONTERA MOVIL
31 Difusion-Reaccign de materia

Un problema de frontera movil interesanta es el que aparece asociado al
problema de frontera libre (Z10) - (218) en el caso en que en tal modelo se
considera despreciable el efecto da la reaccion aquimica homoaérea. El problema a

considerar se puede entonces postular como sigue (para solido plano)

U 3%y = :
cF=pTY  enn={rv:swcrcrO , 0ct<T), 3.0
RO =Ry , U=0 para t=0 , 0<r <Ry , 32)
VRO =6 , 0ct<T (33
-p & = ds

D swt)=anG . 0<ctcT, 3.4)
-0 Ylswt)=akeU"(s) , D<ct<T, 39
s = Ry @6

Para el caso especial en que Rt) = Ry , YV t 2 0 y n = 1, el problema
inverso asociado a (31) - (36) esto es asignar a priori una ley para s = s(t) y
entonces encontrar U que verifique (31), (3.4), (35), en particular la expresion de

G(t), fue resuelto en [14) cuando se asiona para s(t) una expresion tal que & = 0

32 Difusign-Reaccidn multicomponentes

En la FIGURA Il siouiente se esquematiza un proceso de contradifusion de
dos componentes quimicos A y B en astado gasencso que al entrar en contacto

experimentan una reaccion quimica rapida e irreversible.
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FIGURA 11

P Sqt) st g L

Se supone gue uno de los componentes, por ejemplo el A tiene un coeficiente

da difusion mucho mas bajo aque el otro.

Hay equipos experimentales que permiten seguir las coordenadas s,(t), s,(t),
en definitiva podemos para este proceso considerar asignadas las leyes para el

movimiento de las fronteras no fijas.

Si con CA = CA(x,t.) ' CB = CB(x.t) ’ DA' DB sa denotan respectivamente la
concentracion y la difusividad de cada especie quimica en juego, un modelo

matematico procedente para el proceso esquematizado es el siguiente:

: e
BcCo=Dy5f D<x<L—s , O<tcT, G
3 3%c
Scp=Dg 3£, L-scxcL . 0CLcT, a8
3 A
-a—" CA = DA Az f(CA'CB) , L - Sz(';) < x € s4t) O<cteT | (3.9
Y
Scpg=Dp 37+ FCACR , L—sa<x <@, 0ctaT (340
5@ =0 , 50 =0 B0
CAxD =0 , CgxD =0 , 0<x<L a42)
CAOV mFlt) , CRALL = Gt , Ot T (34
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Calssttrt) =0 ., cglsstrnt)=0 . oct<T @1
Call — s2t) = Cysatrt) . 0 <t T (215
Cplsi®t) = cglt —sut) L DcteT . 316
DAl Call —satr) - 2 ca(tafi=-DgRcgfeam) , 0cteT . @17

bptE gL -sw)-ZcgEBwp=-DaLci(aiw)  octeT | Qe

En [15) y [16] se analiza existencia w unicidad para casos restringidos

obtenidos de (3.7) - (3.18) considerando esencialmente que se satisfaaa la condicion
s(t) + s(t) =L , Yt>0 , (319
que sianifica precisamente que la reaccién aquimica ocurre totalmente en 1la
interfase de separacion de las zonas gue so6lo contienen A o B.
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EL CAS0O ESTACIONARIO DEL PROBLEMA DE STEFAN
A DOS FASES Y PROBLEMAS RELACIONADOS

Domingo Alberto TARZIA

ABSTRACT : We study some mixed elliptic differential problems with phase-chanye,
ie. with solutions of nonconstant siogn as functions of the Dirichlet and Neumann

data.

KEY WORDS : Stefan problem, free boundary problems, phase-change problems,

variational inemialities, Mixed elliptic problem.

Se considera un material conductor del calor que ocupa i}, un dominio acotado
de R (n = 1, 2, 3 para las aplicaciones), con una frontera I' = ry Ur; U r;
suficientemente regular con med (FyY) = I M, |1 >0, 1T 1 >0y 131 20 Sin
pérdida de generalidad, se supone que la temperatura de cambio de fase es 0°C.
Sobwre la porcion de frontera I'j se tiene una lemperatura constante b » 0 y sobre
I'; se impone un flujo de calor constante (saliente) q > 0 ; se supone tambien que la
porcion de frontera I (cuando existe) es una pared impermeable al calor, es decir
aue el flujo de calor solwe I'y es nulo. 6i se considera en ff un problema
estacionario de conduccion de calor, sin fuentes de calor en su interior, desde un
punto de vista fisico, se tienen las siguientes conclusiones :

i) Si g es pequefo entonces la temperatura en 0 resultara positiva y por
ende no existira un cambio de fase del mater-ial. En este caso, el problema
resultara ser sdlo de conduccion para la fase liquida.

ii) S8i q es grande entonces la temperatura en 1 asumira valores

positivos y negativos, y por ende existira un cambio de fase del material.

En esta charla se encontrara para q una condicion suficiente (y/o necesaria)
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para que exista ¢n i un cambio de fase, es decir se demastrara que existe g > 0
de manera gue V q > qp se tenga en (3 un problema estacionario de Stefan a dos

fases (la solucion tiene signo no-constante).

Analogamente, si se reemplaza la condicion de temperatura dada sobre I', por
una condicion do tipo Neunann con un coeficiente de transferencia de calor a > 0,
entonces se hallaran para q, ¢ condiciones suficientes (4/o necesarias) para que

la solucion tenaa signo no-constante.

Siguiendo [, Tall se estwdia la temperatura 6 = 6(x) , definida para x € . El
conjunto I puede exiresarse en 1a forma
1) 0 =0, Uy, UL
donde
0, =-.{xen/e(x)<o), nz={x€0/6(x)>0)
4]
t={xensen =0},

representan respecltivamente la fase solida, la fase liquida y la frontera libre que

las separa. La temperatura @ pucde representarse en 3 de la siguienta manera :

0,0 <0 X €0, ,
(3) 0(x) = 0 , X €L ,
00 > 0 X €D,

y satisface las siguientes condiciones :

W — kB0 =g en0; (i =12 ,

Gi) 0, =0, =0 , k,%‘;& =ke 2 e 2
i) 0, /My =b , o 2,3, -0,
20 an a
— —2 S i
4) kzanllz qQ 51 elr2>0,
(av)
a0, _
Fk‘éﬁ"rz_q =7 ell‘2<00
donde k; >004 =1, 2 es la conductividad térmica de la fasse i (i = 2 : liquida,
i=1 : sdlida), b = b{x) es la temperatura dada solre I') , q = alx) es el flujo de

calor dado solr'e: ' y g = alx) es un aporte de envrgia dado en 3.

Observacicny, {. El calar latente de fusiin no interviene en el caso
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estacionario del problema de Stefan a dos fases debido al hecho de que la
frontera que separa las dos fases solida y ligquida ¢ invariante en el transcurso

del tiempo.

Observacion 2. Si la temperatura b toma valore:, positivos 4y negativas sobre
I'y entonces se tiene realmente un problema estacionario a dos fases. En canbio, si
b asume valores de signo constante (por ejuemplo, posilivo) selbre Ty dicho hecho no

ésta, en general, garantizado; ésto motiva el presente cursillo.

A continunacion se transformara el problema (4) a traves de un cambio de
funcion incoanita, con el objeto de eliminar la frontera libre &, escribir las
ecuaciones en el sentido de las distribuciones en 1 y hallar la correspondiente

formulacion variacional. Sean

T,=06" ,T,=-6" enn2 ,
()
U=k, T +ky Ty =k 8% — Kk, 0~ enn

donde 8% y 8~ representan la parte positiva y negativa de la funcion 6.

LEMA 1. (i) Se tienen las sig_uientes propiedades -

(6) (—kz ATg, #) = | 9 # dx — k, %%2 ¢ 47, Ve € DN,
0, 1
[ a0, . ]
7)) (~ kg ATy, #) = |addx + k| FL¢dT , V¢ €DUAD,
Q, s

donde ( , ) representa la dualidad D) X IXND) , n s el versor normal exterior a
aN y a 4 (en la direccion de 3; a N, ).

ii) La nueva fun:ion incognita u satisface las siguientes relaciones :

— Au =g en D),

8) Ulrl=B:
_ au = ou |
'Bnlrz—a' Bnlra o,
donde
(9 B=k bt -k, b~ enl, .
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Demostracion. Yé € XN , se tiene :

(—k2512,¢)=—kz‘[1zd¢dx=—kzl °2A¢dl=
n 0N,
a¢ 80, " _
=—k,{[ Ae,¢dx+l (Oga—in—t)di}_
1, )
) a0
=lg¢dx—kz -5.—‘2“"1 .
23
es decir (6).

Ejercicio 1. Completar el Lama 1, probando (7) y 8.

Observacion 3. La transformacion inversa a (9) esta dada por

I S
10 O_kzu k, u en i} .

TEOREMA 2 (i) La formulacion variacional del problema (8) esta dada por :
11 v a(u,v—u)=l_u(v——u).Vv€K, u €K,
donde

_ 1 - _ 12
v = Ha Vo—{VGV/vlrl_O) , H=L%m,

12) K

(vevs/vip =8B}, (u,v):]uvdx,
0N
ali,v) == I Vu . Vvdx , LWV =LgVv) =(gVv) — j q v d7
0N Iz
i) SBi lg € V, ub € HI/Z(I‘,) entonces existe una Gnica solucién de la ecuacion
variacional (10).
(iii) La solucion de la ecuacion variacional (11) esta caracterizada por el siguiente

problema de minimo

(13 Tow £ Jgv) , Vv €K, u€K ,
donde
(14 I = § atus) —Lgw , v EV.
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Demostracion (i) Si se multiplica la ecuacion diferencial en (8) por (v — W cuh

v € K, se integrra en el dominio 1 y se aplica la farmula de Gi-een siguiente

19 I Au v dx = I Vu . Vv dx — [ g’:: vdY, ué€ H2(0) . VE H’(ﬂ)),
N N an
entonces se obiliene (11).

(i) De b € HYAr,) surae la existencia de

Entonces se tiene la eguivalencia (11) & (17), dordde

(17 aUv) =F(V) , YW EY, , U€V, ,

U=u— By € Vy,
ue)
FW = L) — aByv) , Vv € Vg .

La existencia y unicidad de U € V, , soluciéon de (17) (analogamenta u € K,
solucion de (11)) surge por aplicacion del Teorema de Lax-—Milgram [ BaCa, KiSt, Ro,
Ta3l.

(iii) La caracterizacion del problema de minimo (13) sirge por ser la forma bilineal

a simétrica.

Observacidon 4. La condicién L. € V) se verifica si se supone, por ejemplo, que
se tiene :

(19) g € LA, q € L4ry

Una variante, del problema definido en (4), consiste en reemplazar la condicion
(4iii) por la siguonte

30,

'—kz-én——lrl=a(kgog-—8) Si°|r1>0'

(4iiibis)
-k 99—4! =al(k, 8, —B) sib6l <0
Yan Iy T 1 ry '
donde a 3> 0 es un parametro, conocido como coeficiente de transferencia de la

pared I'y .
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Ejercicio 2. (i) Si se realiza el cambio de funcion incdonita (3) en el problema

(4bis) (dado por las condiciones (4i, ii, iiibis, iv)) entances se ogbtiene :

20 Mu=g enD), —™ip =alu-B), lp,=a.821p,=0.

(ii) La farmulacion variacional del problema (20) esta dada por

(21) aguv) = Lan(v) , YV EV, uev,

donde

22) ag(uv) = aluVv) + « I uvdY , LpogV) =LgV) + alI B v dY
ry 't

(iD) Si Lg € Vo u b € HY®Ty entonces existe una Gnica solucion de 1a ecuacién
variacional (21).

(iv) La solucién de 1a ecuacién variacional (21) esta caracterizada por el siguiente
problema de minimo

@3) Gpqe® € GgogV) . WV €V, u €V,
donde
20 JgaB™ = — § aatv) — Ly , v EV.

Ejercicio 3. La forma bilineal a; es coerciva saobre V, es decir

(v 3%, >0 / aum 2N NvIg , Vv EV.

Mis ain, también lo es la forma hilineal ag debido al hecho

(26) aglv) 20 VIS , W EV,
oon
@n ha = Ay Minlia) > 0
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TEOREMA 3. Si se suponen las hipotesis gque garantizan la existencia u
unicidad de las ecuaciones variacionales (11) y (21), cuyas spluciones se denotan

por u Y ug respectivamente, entonces se tiene

28) ug »u enV fuerte cuando & —+ oo .

Demostracion. Si se eliga v = ug — u € V en (21), se suma a ambos miembros

el término — aluug — W, se obtiene

(29 agl€q€a) = Lgl€a) — alu€y), €x =Ug — U EV .

Como a tendera a 4o , se puede suponer que a > 1 ; entonces, por (25), se
deduce

3 )“llfau\z,i-(a—i)-l.Ef’.d‘!gaa(ea,fa)sc,llfa,llv.
ry
donde C, > 0 es una constante independiente de a , Yy por ende

(31) ne,,usc,,m-uleﬁmsc,,

r
donde C; = Cy/2y >0 y C3 = Cf/)\; > 0 son dos nuevas constantes independientes
de a. De las estimaciones (31), se deduce gue cuando a -+ +oo, al menos por una
subsucesion, se tiene

32 Ug +wenVdévil,w EV,

a3 (a—ullcua—s)’mgca
1

Teniendo en cuenta (33) y el hecho de gue la aplicacion
34) vev-ol VdT ER
Ty

es semi-continua inferiormente en V deébil, entonces se deduce

an ogJ(u—m’mg lim Int J(ua—B”tﬂ-O-
& -4 4o
Fy 4



es decir w | r, = B,conlocual w €K. 8isetomav €V, CV en (Z21), se tiene
(36) alug,v) =Llglv) , Vv €Vy , ug €V,

u por ende con el pasaje al limite @ -+ 4oo , se obtierw:

(37 albw) = Lgv) Vv €V , w €K,

¢s decir w = u € K , por la unicidad de la solucidn de la ecuacion variacional (11)
aque resulta trivialmente equivalente a la (37). Por olra parte y para a > 1, se
tiene

(38) M Huyg —u llf/ £ aglug — uug — w =t guy — W — aluug — W,

obteniendose (28).

A continuacion se vera el comportamiento de la temperatura 6 cuando @ 4400,

LEMA 4. Se tiene

(39) 1i ey — o1k, =0
a4 400 @ d

Demostracion Teniendo en cuenta (28) (y por ende la convergencia sera en H

fuerie) vy el hecho siguiente

Hug —ullf =Ntg —uh) —ug —ud Y =
= ug — u+ll'2_,‘ + g —u— N 'z_l - 2 (uz - u+,u&‘ —u =
) =Nugy —u' 4 lug —uT S b2z, u + 2w, ug )2
2Muy — ' 4 g —uT 0
se deduce
(41 lim nuy —utl li Mg —u— I, =0.
a3 oo ¥ oA Um L U
De la desigualdad
. 1 + + 1 - —
(42) oy — 014, < i Wuzg —u'ly, 4+ o a — Ty,

surge (39)
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De ahora en mas se consideri el caso

(43) g=0 enN,

es decir

(44) lglv) = — I avdY ,
r,

y se analizaran las condiciones necesarias uWw/o suficientes para aque los
correspondientes problemas elipticos mixtos (8) (con formulacion variacional (11))
(ver parte (A) ) [Tad4l 4 (20 (con formulacion variacional (21)) ( ver parte (B) )
{TaTal tengan solucion con un signo no-constante, es decir que representen casos
estacionarios de problemas de Stefan a dos fases. El caso 9 # O se analiza en la
Conferencia de G.G. Garguichevich en el presente Seminario (CUADERNOS N. 17,
p.29-44 y en el trabajo [GaTal .

Parte (A :

Sea u = ug = UsB la tmica solucion de la ecuacion variacional (11), con g = 0

en i}, para datos B =const. > OsobreT’; 4 q =const. > 0 sobre Iy .

LEMA 5. Se tiene la siguiente expresion :
43) alugug) =a Jug d7
2

Demostracidon. Basta elegir v = ua €K en (11) .

Observacion 5. De (49) y del hecho aque ug € V, , se deduce la equivalencia :
(46) uy #0 en Nl & ugy #0 sobreT,

de la cual se obtiene gue, para un dado valor de q , habra en 3 un cambio da fase
( ugq 0 8g toman valores positivos y negativos en M) si y solamente si la funcion ug
toma valores negativos sobre la frontera I'p ; dicho de otra forma, la funcion uq

comenzara a asumir valores negativos sobre rp .

LEMA 6. Si u; = ug; es la solucion de (11) para q; (i = 1, 2), entonces se

tienen las siguientes igualdades :
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A7 ati, — Uy, Uz — uy) =(aq, — ayp) I Wy, — uy) 47 ,
Fa
(48) altly , Uz) — alug, ug) == alu, + uy, Uz — Up=(ay; + az) I(ul — up) dY
Iz

Ademas, se Lienen las siguientes propiedades :

i) Si qz € a; entonces

(49 (@ uy Cu; enNn , &) I u, dY ¢ I uy oY

| WP 2
ii) Ademas, las funciones @ - ug 4 Q -+ I ug 47 son mondtonas estrictamente
decrecientes, es decir : | Y

@u; £uz,u;, Fu; enfl

o a, <a, =3
(b)l‘u’,cﬂ(]luzd'r
ry s
Demostracion. Si se toma v = u; € K en la ecuacion variacional

correspoondiente a u; y v = u; € K en la correspondiente a uz , luego se suman y

se restan ambas iaaldades, entonces se obtienen (47) y (48) respectivamente.

i) La condicion (49b) surge directamente de (47) Para demostrar (49a) se tencira

en cuenta la siguiente equivalencia :

(51) Uy Suz; enft ¢ W=0 en N ,
donde
G2) W= (Cug —ug™ .
Como W € V; , entonces si se utiliza v = u; + H € K en la ecuacién
variacional correspondiente a u, y v = u, + W € K en la correspondiente a u; 4

luego se suman ambas igualdades, se tiene :

(k)] Ug(ql—qz)".Nd’Y:a(ua—ul,N)=—a(N,N)$0,
ra
esdecir bW =0 en 03 .

i1) Para demastrar (30ab) se utilizan los siguientes resultados :

A) 1 = UZ en n = Ql = Q2 6 -[ (le - l‘l) d7 =0 .
s
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B u, =u, ennn ,
2] I Wy — ud d7 =0 =

r, Bii) a, = q;

l.a condicidn (A) resulta directamente de (47) y la condicion (Bi) se deduce de
47) y del hecho e U, — uy € V5 . Teniendo en cuenta la hipotesis de (B3), el

resultado (Bi) y las ecuaciones variacionales correspondientes a u; Yy uy , se

deduce :

(=? )] (q,~-q2)]‘(v—u,)d'1=(].VVGK
'

Tomando un elemento v € Vg de manera e [ vg 47 ¥ 0 y eligiendo
v = u; 4+ vg € K, de (54) se deduce (Biii). r,

Sea la funcion f - RY 4 R definida de la siguiente manera :

(39) fla) = Jlug) = % aluqug + qJ ug d7
2

LEMA 7. Para todo q >0 uy h , de manera que qth > 0, se tienen las

siguientes estimaciones :

1 7T Il 1/2

(56) W WUgyp —ud Iy £Cy = —5d— 1T, 177,
1

(57 N5 g — ugyy "2 £Ca=CiNT N ,

donde Yo es el operador traza ( lineal y continuo, definido socbre V ),y ayg > 0 es
la constante de coercividad sobre V, de la forma bilineal a, ie. :

(58) alua) 2 ag v I, , Wv €Y,

Mas alin, paratodo g >0 y h > 0 se tiene :

(59 0 < qud'l— lumhd'ygcah((73=c2|r2|1/2?0)'
1P Iz
con la cual la funcidon g > 0 -+ | ug d7 es contirua.
I
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Demostracion. Tenienda en cuenta (98) K4ND conay = a +h, 4 a; =q,1la
desigualdad de Cauchy—Schwarz 4 la continuidad de 7, se obtiene (56) y (57). Por

otra parte, de (§7) surge (99).

TEOREMA 8. 1) La fuxcion f es derivable. Mas ain, £’ es continua y

estrictamente diecreciente, dada por la siguiente expresion :

(60 Q) = l uq d7
P
il) Existe una constante C )» 0 de manera que
61) alugay) = C a*
62) f(n):—%qa+Bll"zln, B=kb>0.

iii) Si q > qg(B) , entonces el problema (B) es a dos fases en 0} (ie. ug es una

funcion de signo no-constant en N), donde

) ag(B) = E_lé:é_'

iv) La constante C = G0, > 0 estd dada por

©e4) C = aluzug) =J ug d7,
2
donde u; es la solucion ecuacion variacional

(63) a(ua,v)=ljvd'1 s YW EVg , ug EVg.
2
Mas aun, C puede ser calculada por
(66) C=‘%I(B—uq)d'1,
I

para cualquier q > 0 .

Demostracion (i) De (48) se obtiene

fg + v — ) _ 1
Gy A= _zluqd’1+%l‘uq+hd’7,
r; r;
y por ende (60) pasando al limite h 4+ 0 en (67) y utilizando (59). Para demostrar el
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resto basta ver aque ( Ejerciclo 4.) ¢
6:8) ug=8B -aquy In} ,
69 'l =0

Obhservacion 6. En el caso quea por cuestiones de simetria se tenga aque la
funcion ug es constante sobre I'y, entonces la condicion suficiente (63) , dada por

el Teorema 8, es Lambién necesaria para gque €l problema (8), con 9 = 0, sea a das

fases.

Parte (B) :

Sea ug = Uug = Uyagg la unica solucion de la ecuacion variacional (21), con
a=0 en I, para datos B = const. > O sobre I'y , q = const. > 0 sobre I'; y

a=const. > 0 solire I’y .

LEMA 9. Si1 u = UyqB ©S la solucion del problema (24) para datos g , B, a » 0,
entonces se tienen las siguientes propiedades :
(i)uangBmﬂ.Va >0,Va>o,
(ii)uan ﬁquﬁBe.nﬂ,Va)D.VQ>0.

o {iii) Uy ,q,B £ Ug,q,B N O ,Vea La,, Va; £aq;.
(lV)"‘zSU“quﬂl enn,VG)U.VQ)U.
donde
(71) M, =Mz(a.q.B)=Minu =Min u , My=MH,(a.qB)=Max u =Max u .
r, aqB a aqB r, aqB a aqB

Demostracion. Ejercicio 5.

Se considerara que el dominio ) y los datos b (3 B) sobre I'y 4y q sobre I,
son suficientemente regular para tener la regularidad UgaB € Hz(mnc°<ﬁ). Mas
ain, en los tres ejemplos (Ver (97)-(101) ) la solucion UsaB satisface este

requerimiento.

TEOREMA 10. (1) Para todo B > 0, se tienen las siguientes expresiones :

72) luaaad’)':Bll'll—glrzl,Va..a>0.
ry
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73 aluyg g = Lqugqg) + Ba il | , Va> 0,

(79 _ a(u“"B. ”nB’ = a(qu.uQB) . Va,q > 0.

(D) Si a > quyB), entonces el problema (24), con g = 0, es a dos fases en ) para
todo a > aglaB), doruie :

(75) ao(ﬂ,lj) =

Demostracion. Se utiliza la formulacion variacional (21) g4 el hecho siquiente

Ejercicia 6) :
76) I tuB dT >0 & a » aglqB),

ry

Sea g : (R 4 R la funcion definida por

- — 1 _ i _
g(a,n,B) == Gan(uan) = — 3 aa(uan, anB) = — 2 LGGB(UGQB) =

Q aB
=§I”auB d’!—-—-Z—I UaaB dy 0, aaB>0

I, r,

TEOREMA 11. () La funcion g tiene derivadas parciales con respecto a las
variables «, Q y B, las cuales vienen dadas por las siuuientes expresiones para

todoa,aq, B > 0 :

ay . 2 . ag .
(78) Daak = I (4 oup —Bugg ) ar . aqeal = I Ugap 97
r, | )P
79) 953—(a aB) = —a u d7
ap“ " aqB
r
(ii) Existe wna funcidn A = A@) > 0 , definida para a > 0 , de manera que se

satisfacen las siguientes relaciones :

2
B swam = - BB ypaira 1 - o,
®en [ua_qu'Yzﬂ {2 — ada , VYa i >0
¢
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(i1i) La funcidn A = Al@) es decreciente en a, y verifica las condiciones

siguientes :
Ala) > —|F§—f i ( luego : A0 = 4 ),
Ir, 1 a
(82) 1im Ala) = C , Iim a A'ta) =0,
& 4 oo a -+ $oo

PR |
(x Ala) ) = ;—2 a(”aaB'uauB) ’

donde C > 0 es la constante definida en el Teorema 8.
(iv) Mas adn, la funciaon YaaB puede ser expresada como

83 anB‘—'B"—QUa mnl

donde Uy esta definida por

Mg Ay g |

(84) AUa-;-D lnn,'—'an'r1=“Ua, "a—r;"r2=1, 3N l—-3=0,

cuya formulacion variacional esta dada por
YY) ayWUg, =I vdY , W EV ,Ug € V ,

Ca

y que verifica Uy > 0 en N1 y las siguientes propiedades :

(86) I Ug d7 = ”;2 v, l Ug d7 = Al@) , alUgllg) =C , Va >0
r, r,

Demastracion. E jercicio 7.

TEOREMA 12 (1) Sean las funciones am = qp(a.B) y qy = qyla.B), definidas para

a, B > 0, por las siguientes expresiones

. _ BTzl . Balillyl
(87 agplaB) = ~Am Opqia i) == N .
aue verifican las cundicliones
0B = OB =0 |, aue® <y b , Va>0,B>0,
(88) Lim amie.B) = a8 ,

a + +oo
Q. es una funcion creciente de la variable o .
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(.. b1 conrnto

W 590 = (wa € R / aga® <a < q@aB , a >0 )

es na wvaclo para todo B > 0 .

(i11) Se tienen las. siguientes equivalencias

(S0 1) ]”a;uB dY >0 & a< qH(a,B) , 1) j“auB d¥< 0 e aq » aplaB
r, r;
(2),

(V) 5i (a,@ € 5D , entonces &l problema (20) con 4 = 0 s a dos fases.

Demostracion. E jerciciao 8.

A continuacion se considerara un casg particularr para el cual la funcion
A=A(a), definida para a > 0, podra ser evaluada explicitamente. Se considera que

UaaB verifica la condicidon [TaTal :

(91) 4, atuy g Ugqr) = Const. (= Const@,uB)) , Va,a, B >0,

qQ

0 en forma equivalente por

(92) (a Ala) Y =Ala) + a Ala) =C, Va > 0 .
Se pueden deducir las siguientes propiedades :

TEOREMA 13 (1) Se tiene la siguiente equivalencia :

(93) ugg — Ygqp €S constante en 1 & (a Alw) ) =C .

(i1) Para el caso particular (91), se tienen las siguientes propiedades:

all,| qll,l
9 - =3 22 =B - '°%2"!
(94) quB anB z 1 rl i en {1 ’ umﬂl3 | rl B a1 rl ] ’
o N Su B
( _anB = 9'!%2 —ab -
99 an 'I, 01 ' TBa 'r, =const

(1i1) Mas ain, la funicion Ala) esta dada por la expresion

(96) A =C + 4 —:—fl-"—z
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Demostracion (1) Se tienen las equivalencias
ugg — Ugap €S constante en 00 @ alugg — Uy g Vag - Yyqp! =0 &

T a(“auB'“u.uU) = a(qu,qu) © a(uan,anB =C ()2 o (a Alw))Y =C

(i1)-(iii) Ejerciciao 9.

A continuacion se daran tres ejemplos [TaZl en los cuales la salucion puede
calcularse explicitamente, como asimismo otras propiedades y funciones auxiliares
(Cabe destacar aque para estos ejemplos las conddiciones suficientes, vistas
anteriormente, resultan ser también necesarias y que adoemas verifican la hipotesis

de caso particular (91) ).

Ejemplo 1. Se consideran los siguientes datos :

n = 2 I ﬂ = (O‘XO) X (Dlgo) I x() ) D 2 HQ ) 0 '
97 Iy, = (0 x [0,ug) , Ty =(xg) X [0u)

My = (0xg) X (M U Oxg X (ug) ,

y se obtienen :

| r2 Il =1 l", | = Yo » C = Xg Yo
u = uuB(x,g) =B --aqx , ug = uauB(x,u) =B — g —qQXx ,
uplx) = x Ugtxwd = 1 +x
MlcqB) =B — g R Maa,qgB =B — g —aXxg .,
(=13)) auld) = % ,  aglaB) = g , Aa) =up (X9 + 1),
amla.B) = —B - @B =Ba ,
Xgo + a

L:{x:E-B‘} . La:(x=g—é} ( cuando existe ).

Ejemplo 2. Se consideran los siguientes datos :

n=2 » D Cry <rg » g =4,

1 : corona circular de radios r; y ry, centrado en OO0 ,

(99) I’y : circunferencia de radio r, y centrado en (0,00 ,

I'; : circunferencia de radio rp; 4 centro en (00) ,

y se obtiene (r = x’z-&u2 ) ¢

149



(10O)

If,l=2%r, , IFNl=2%xr, , C:Z'xr‘:log;.i.

r
U= uggl=B ~ q rz log "Lx ) Ug= Ugplr=B — & rzl arg log r% s
ur) = ry log "Ln ' Ugr) = ry ( Elr] + log i;"— )
((B) =.-_,_E.F;_ , aglaB) = % ”:-l- C A= 2 g g - +lag ,—.3 )

rz log F 1
A , Br,a
anla,By = i B V2 r Oplab) = ——r‘}'{—'
ra (‘ﬁi + log 1 )

1 (r--rl exp( : )} La ( r=ry exp( B iiir“])} (cuando existe).

Ejempln 3. Se cansideran los mismos datos gue en el Ejemplo 2, pero para el caso

tridimensional, es decir n=3 , obteniérvlose ( r=J Nl TURN ST O

101)

C=axrd _"2_',:__"_5, IF 1 =4xrf ,ITal=4xrs,
ar

u =uggr) =B — a r'g (f% - '1-: Ug= Uy pr)=B— -——a r';'— arz (,‘3“— ,1’-)'
1

ua(r)zrgl—}:), Ua(r‘)=r‘§(-1 +—1——;).

rs a ri ry r
Q f‘2 a l‘2 ar
MiaaB =B — =-32 , MiaaB) =B — =2 — ‘r“I‘L (rp —ry)
a g [+ 3 Y
Br a 1 4 1
ayB)=———-1_ __  a(aB= Ala)==4 = rp ( + — )
u 2 (rz— r") 0 B "1 2 @ r‘i r‘l rz
Bria
( = e — ’
yn a,B) rz ( _1 -;_ — L ) ’ QH(G,B) -
2 2 ry, s 2
2 ad —_—
1 (r:-ﬂ;" At -  La (-= 1 3 1 arz ry Bry } {(cuando existe)
arz—Br; ary arary
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