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PREFACIO. 

Dado e l  notable desarrol l o  que el tcmq ha experimcntado en 10s Gltimos afios ( VCI. 

kwxo I ) ,  c l  Phog~ama d e  Mntcmdt,ica Puba y Apl icnda d e  Robn$A'o, I'RCMIR ( CONJCET- 

UNR ) , que s e  desarrol la  en e l  I n~. t iR(L to  d e  Ma1mlbtic.a "Bcppo 1 e v i " ,  empsendi6, a trit 

v6s dcl proyccto de investigacj6n y dcsa r ro l lo  "Phcb.em~nb d e  Fnonteha Libne d e  Pa Fl- 

d i c a  MaXematica", l a  organizaci6n dc l  i n t e rd i s c ip l i na r i o  Seminnfiia bobbe e l  p~ob4ent~1 

d e  S tedan  y b u ~  A&cacioneb, real izado cn l a  c i rdad de Rosario ( Argentina ) durantc 

e l  period0 de l  13 a1 17 de octubre de 1986. 

El comi t6  Organizador estuvo coq)ucsto por 11. R.- BEK'IDREI,IX) ( FMtAF, C6rdoba ) , 
J. E. BOUILLEI' ( I N  - UNBA, Ruenos A j  res  ) , E. A .  (;RRCIA ( CNFA, 1311ellos Aircs ) , D. A . 

TNIZIA ( PHObWI, Rosario ) y I,. T. VIl.IA ( UN%, Sa l t a  ) . 
La s ec r e t a r i a  e s t w o  a cargo de (;. G. CIhRGUIC1lEVIU1, P. R .  MARAN(;INIC, S. REYES, 

M. C. SANZIFJ. ( Coordinadora ), C. 0. Sla01CO, A. 1.. TATANA, todos dcl  J'ROFLIR. 

Este Scminario, y l a  p r e sc~ i t c  pub1 icacibn,  han s ido real  i l.:jdos, ell p a r t c  , gracias  

a subsidios que a t a l  e fec to  otorgh e l  COIU'ICIT. ~ d e & s  se contb con l a  ayuda dc l a s  

s iguientes  lns t i tuc io~ lnes  Atispicialltes: 

NK.4 - Asociaci6n Argentina de bkc6nic;l Computacio~~al , 
MMT - Cornit6 Argentino de Transferencia de G ~ l o r ,  

CERIDF* - Centro Regional de Investigaci6n y Dcsarl-0110 dc Rosnrio, 

CON1CEJ'- Consejo Naciollal de Jnvestigaciones Cietltif i cas  y T&cnicas, 

CIUNR - Conse j o de Investignciones de l a  Universidad Nac j OIKI 1 de Ros;irio, 

Dcpto. de bfatcm,/ltica - Escucla dc Cicl~cias  k ; l c t a s  y Natu~ a l e s ,  

Dcpto. de biqtenhtica. - E:scuela dc  Fo1nrrci61i Bfisica ( J;(:l'cll - UNH ) , 
J:CEeI - Facultad de Cicncias llxactas e Ingenicr i ;~  ( UNR ) , 
bhulicipalidad de Rosari.0. 

~ d e n 6 s  colaboral-on l a s  s iguientcs  entjdades : 

CID(i l  ( CIC- CCINICET- IJNLP ), Ia I'lata, 

CNFA, Bucllos A i  r c s  , 
Col~suli~do de l t a l i a  en Rosnl-io, 

lhba j ;~dn de Frai~cia  en A r g c ~ ~  t ilia , 
I~MW: ( UNC ), C6rdoba, 

I h I  ( CONICEI' ) , Bucnos Ai l-cs , 
INIQUI ( CONICEr- UNSn ) ,  S:lltn, 

1'mIA ( CONICET - UNL ) , Sa~ltil 1%. 

RI e l  Sen~i~ ia r io  p a r t i c i p a r o ~ ~  57 pcrso~):ls provellicritcs d t  1 4  ciudadcs a r ~ c n t i ~ i i t s  y 

2 cxtranici-as . 



4 
Los ob j e f i i v o ~  del Semiria1-i.0. fueron: 

1) Gest;it- un e ~ ~ ~ c l c ~ t t n o  binrrunl de l a s  personas y gr-lqms quc t r a b n j n ~ ~  en e l  problesr:~ 

d e  Stefan ( cambio de fase ) en e l  pa i s ,  a fir1 dc  provoc:lr tnia litif ir~tetracciE~: 

elitre 10s misnlos. 

2) No l imitar  el  cncuentro s610 a uria reuli6n de cspcc ia l i s tas  que sc connalican Ins 

G l  timqs novedades en la materia, sirlo t amb ik~~ ,  y nnly espcc ia l me~lte, despcrtar  e l  

in tc l6s  y e l  accrcamicrlto de j6venes gradurldos eri ht~temri t icn , ] i s  ica,  Ingenieri;i 

Quiniica y rnmas aiirles y ,  de es ta  msnera, contr ibuir  a In ~omcrc. ibrz  de. ~ecumc1.6 

h w n a r ~ a ~  . 
Esta segcll~da cdici611 del Scminario estuvo consti tuida por curs i l  10s intensivos 

sobre 10s aspcctos b6sicos clel tcma y conferencjns rcfer-idns a l a s  aplicaciones ( ver 

h e x 0  I I ) . Eli aiios sucesjvos, 10s curs i  110s vcrsarrili sobre nspcctos mis  csl)ccificos 

y complcjos, ya sea desde un purlto de v i s t a  te6rico o rit&ricos ( no t ra tados en Semi 

~ i n r i o s  anter iores  ) y 10s pr incipios  te6ricos iriin, paulatinamcnte, dando lugar a l a s  

apl.icaci ones. 

Para f i na l i za r ,  quiero dejar  constancia de m i  sincet-o agrndccimiento a 10s profe -. 

sores encargados de l a  redacci61i de e s t a s  notas corn asimismo a todas aquellns perso- 

nas c Instituciories que de uria mnera  u o t r a  hall colaboraclo. para el  &xi to  dc l  Seminn - 

r i o .  

Dornjngo Albcrto TARZIA. 

Rosario, Abril 1987. 
, I 

. ' ,  



ANEXO I .  

i QuC 4.15 d. ~ a o b t m  de. SXehan ? 

E l  problema de Stefan cstuclia l a  tcmpcratura en e l  espacio ocupado por d ~ s  fnses 
de tni cuerpo, generalmente uia fase s6ljda y una lfquida ( ejcrnplo: h ie lo  y agua en 
procesos de fusi6n o sol i d i  f j  cnci6n ) . Las futtciorles que represent an l a s  tempertlturas 
de l a s  dos fases satisfacert l a s  correspolldielltes ecuaciones del calor.  La superficie 
de sepnraci6n, que puede var iar  en e l  tiempo y que sc  encuentra a temperatura constan - 
t e ,  cs  utia inc6plita sup len~n ta r i a  del problema sobre l a  cu.21 ex is te  utla conJici6;1 clue 
surge del principjo de conservaci6n de l a  cnergCa. 

E l  interbs y l a  d i f icu l tad  dcl problem1 s e  debe a l a  presclicja de diclla superf i2  
c i e  de seyaracibb erltre l a s  fases ,  a l a  cual s e  l a  1lam;l l a  dhonteka f i b a e  del pro- 
b lem,  cuyri determi11aci6n e s  de fundmntnJ importancia en l a  practica.  

En l a s  mfiltiples ap!icac.iorzes del problem de Stefan se  pucdcn aiencio~lar: I'roble- 
mas con cambio de fase,  sol id i f  icaci6n de a1 eacjones binarias , oxidaci6n del  zircorlio 
y fusi61 del di6xido de uranio en reactores nucleares en caso de accidcntes, almlcena 
miento de energia tgrmica dc origen solar  por cambio de fase,  problem de colnda conT 
tinua ( solidificaci6n de m t a l e s  ))  solidificaci6n del pavimento, problems de con- 
t r o l  6ptim0, proccsos de ablaci6n tennica , so l id i f  icaci6n de l a  corteza ter-restre, 
etc. 

Por todo e l l o ,  e s t e  problema ha concitndo en 10s 6ltims aiios el inter& dc n i t c -  
d t i c o s ,  f i s i cos ,  quimicos e ingenieros de todo e l  mldo ,  l o  quc ha rcdundado en url 

importante desarrollo del tern.  Es a s i  que s e  presentan trabajos en Congresos de bbte 
d t i c a  ( sobre Ecuaciones Difereilciales, A118lisis Fimcional , hialisis N d r j c o ,  bhteZ 
d t i c a  Aplicada ) , Fisica Transferencia del Calor y Materia, etc. , y s e  realizan nume- 
rosas publicaciones en nds de 150 revis tas  especialiradas en djchas disciplinas.  Far3 
mayores de ta l les  pueden verse l a s  publicaciones de 10s siguientes simposios interna- 
cionales sobre problems de frontcra l ib re :  

i )  J. R. OCKf3lWN-W. R. HDDGHINS ( Eds. ) , "Abving boundany phobfem i l l  hen$ beout 
and d i66ub ion1 ' ,  Clarendon Press, Oxford (1975). 

i i )  D. G. WILSON-A. D. SOL(R.DN-P.T. BOGGS ( Ms. ) ,  "Moving bowtduky phobQemh", Acnde -- 
mic Press, New York, (1978). 

i i i )  E. MRCENES ( Ed. ), "Faee boundaay p a o b t e m " ,  Vol. 1, 11, I s t i t u t o  Nazimale d i  
Alta b t e k t i c a ,  Roma (1980). 

iv) J. ALBW.CJrT-I.. CC)LIATZ-K. H. M)FI;MIWN ( Eds . ) , "NumedcaC a e a t m e r t t  0 4  6kee hounda - 
k y  v a l u e  pmblemb",  ISM No 58, Birkhaiiser Verlag, h s c l  (1982). 

v) A. I~ASAMO-M. PRIMICERIO ( Eds. ), "Faee b4undQRy p l l o b t w :  Theony and app l i c .a  - 
aXonh", Vol. I ,  11, Research Notes i n  Math. No 79, 80, Pitman, London (1983). 

v i )  A. BOSSAVIT-A. DMILAMIAN-M. FRI-MOND ( rds. ), "Fkec bout~dnhy phoblemb: Appf icn -  
aXon6 ar~d i l teoky" ,  Vol. I 11, IV, Research Notes i n  Math. N o  120, 121, Pitman, 
London (1985) . 

v i i )  M. NIEZ(XIDKA-I. P A W  ( Eds . ) , "Rec.efi1.t advances i r ~  6kee  bowldaky p k o b l e m ~ " ,  
Control and Cybernetics, 14 N o  1-3 (1985). 

viii) A. FASNJO-M. PRIMICERIO ( Eds . ) , t tNot tQheaa d i  6dubion p f i o b P ~ m ~ " ,  l ec ture  Notcs 
i n  Math. No  1224, Springer Verlag, Berlin (1986). 

M e d s  puede consultarse urla extensn bi bliograf ia  con. nds dc 2300 refcrencias so- 
bre problems de frontera l i b r e  para l a  ccu~ci61l del calor  y en  p :~r t icu lar  sobrc e l  
problem de. Stefan en: D. A. lYriZIA, " A  bihQ.iogsrrphy 011 ntovirtg- h h ~ e  boclrldu4y yrobten~! ,  
6ok .the liecLt-cti66uaion e q u a t i o n .  The Sfedan Paablemtl,  To appear. 



ANEXO I I .  

COMEN I IX) DEI, SBI I NARlO . 

CURSO ( ell (XIAD~IWS No 1 3 ) : -- .-- 

C) A .  I~ASNJO, "Lab zonad p b t o a a a  en eP p.toblm~a de S,te6anV, ( 4.30 huras ) . 

C1) D.  A .  TARZIA, "Ebfudiob .tedlLicob 'b&ic@b e.n el phobtema de S.tedar1 Urudimenbio - 
n d  a  do4 d a ~ e b " ,  ( 1.15 hor-as ) .  

C2) D. A .  'I'AHZIA, "EL p t o b t m a  de Stednrl nicLetridimen~ionut a una 6aaeu, ( 3 h6ras ) . 
C3) L .  'r. VILLA, "La  e c u a c i b ~ ~  de !a  d i d w i d n  y bu ap1 icac ibn  a pfioblemad de i t o n t e -  

t a  f i b t e " ,  ( 3 horas ). 

C4)  H .  BER'I'ORELW, " T m o d i n d m i c a  d d  can~bio de- 6aae colt ap f i cac ibn  a I r t a n A 6 0 ~ c i 0  -- 

n u  4 6 t i d o  - U q u i d o " ,  ( 3 horas ) . 
C5) J. E. BOUILLJ3, "Compcuraci6n de b o l u c i o n u  dc! ecuaciones pnlrab6licab ", ,,( 3 h6 - 

ras ). 

C'ONFRERENCIAS GENERALES ( en O E R N O S  No 14 ) : 

CG1) P .  R.  MARANGUNIC, " V i A t ~ b u c i o n e h  y ebpaciob de Sobolev", ( 1.30 horas ) . 
Cti2) E.  W O N E L L O ,  "La  t c o h  u p e c t m €  cd luca" ,  ( 1.15 horas ). 

CGa)  G. ti. CARGUIClWIC1l, " L a  h e c u a c i o ~ l a  vcvLiaciorlalen e l - i p f i cab " ,  ( 1.15 horas ) .  

U 1 )  N. AWILERA, "EL m&todo de AU pvu~ d p o b t m t u  d d .  dique p o k o ~ o " ,  ( 1.30 ho- 
ras ). 

CA2) R .  H. W C H E R O N I ,  " E t  pkobtema de Stedan y La conhdac i6n  y d u c o n g e l u c i 6 n  de -- a 

eDnentob", ( 1.15 b r a s  ). 

CA3) E.  A .  GARCIA, " I n t m a c c i b n  d e t  U02 con ZWROY a aeb tenlp4nhtum", ( 1.15 b- 
ras ). 

CA4) M. SOW\RI, "P&ocuob de boPLdi6icacibn de m ~ 3 t e s  y d e a c i o n e b " ,  ( 1.15 horns ). 
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T E R N O D I N A H I C A  DZL C A M B I O  DE FASE CON A P L I C A C I O N  

A T R A N S F O R M A C I O N E S  S O L I D O - L I Q U I D 0  

H Q C ~  or R . B E R T O R E L L O  

PSPECTOS TERMOOINAMICOS BASICOS . 
Podemos d e f i n i r  l a  so l  i d i f  icaci6n como un  proceso por e l  cual un s6l  ido crece a / 

expensas de un 1 fquido con e l  cual estd en contact0 fntimo. Luego, podemos tomar como 

punto de par t ida para estudiar  l a  s o l i d i f i c a c i 6 n  e l  ver bajo qu6 condiciones un s6 l ido  

puede c o e x i s t i r  con e l  l fqu ido,  s i n  cambio en sus cantidades re l a t i vas .  En esas condi- 

ciones se dice que sd l ido  y l f qu ido  se ha l lan  en e q u i l i b r i o .  Luegp, en segunda instan- 

cfa,  poden~os ver quC ocurre c~rando ~l sistclna se aparta d c l  eq~ , i l l b t . l o  y c l  sb l l do ' c t~c  

ce . 
Para estudiar  l a s  condiciones en que una fase sd l ida coexiste en e q u i l i b r i o  con / 

e l  l i q u i d o  del cual se forma hacemos uso de l a  termodindmica, que nos describe e l  equ i  

I i b r i o  de sistemas que pueden espontdneamente disminuir  su energia per0 no aumentarla, 

a menos que se suministre t raba jo  externo. 

Un estado termodindmico del sistema se especi f ica f i j ando  e l  conjunto de var ia-  / 
b les  ternodindmicas independientes que l o  ca rac te r i  tan. Las cantidades que en p r i n c i -  

p i o  pueden ser medidas rdpidamente para cualquier  estado de l a  materia son: e l  volumen 

espec i f ico  V ocupado por l a  unidad de masa, l a  temperatura T y l a  presi6n P a l a  cual 

se h a l l a  e l  sistema. Para cualquier  estado de e q u l l i b r i o  del sistema, ex i s t e  una ecua- 

cidn, l a  ecuaci6n de estado, que nos relaciona V con P y T .  Para e l  caso de cuerpos s4 

l i d o s  se debe tener cuidado a1 d e f i n i r  e l  estado que no existan tensiones mecdnfcas / /  
que or ig inen ' f l u j o  de materia. S61o en e l  rango e l ds t i co  puede def i n i  rse una ecuacidn 

de estado para e l  s6l ido.  

La propiedad fundamental de todo sistema termodinbmico es su energia interna E, / 

def in ida por l a  primera ley  de l a  Termodindmica. Una manera de expresarla es diciendo 

que l a  var iac i6n de energfa interna del sistema es igua l  a l a  cantidad neta de ca lo r  / 
absnrbida menos e l  t raba jo  efectuado por e l  slstenla sobre sus alrededores: 



( 1 )  AE = A() - L 

De esta manera, E es td  d e f i n i d a  a menos de una constante a d i t i v a .  Es una cant idad 

extensiva, por l o  cua l  l a  energia se dup l ica  s i  se dup l i ca  l a  masa. Parauna t r a n s f o r -  

macidn i n f i n i t e s i m a l  es 

donde dE es d i f e r e n c i a l  exacta aunque dQ y dL no l o  son. 

La s igu ien te  propiedad fundamental de un sistenia termodina'mico es l a  en t rop ia  S,  

de f i n ida  a p a r t i r  de l a  segunda l e y  de l a  TermodinAmica. Un modo de enunciar l a  segun- 

da l e y  es a p a r t i r  de l  postulado de Clausius, que nos d i c e  que no e x i s t e  ninguna t rans  - 

formacibn termodin8mica cuyo dnico efecto sea ex t rae r  c a l o r  de un cuerpo a una dada / / 
temperatura y t r a n s f e r i r l o  a un cuerpo a temperatura mayor. De es te  postu lado se dedu- 

ce que e x i s t e  una func ibn  de estado, l a  en t rop ia  S ,  t a l  que l a  d i f e r e n c i a  de en t rop ia  

en t re  dos estados A y B es td  dada por  
0 

( 3) S(B) - S(A) 5 /dQ/T 
A 

siendo v8 l  i do  e l  s igno = para una transformacidn r e v e r s i b l e .  Para una transformaci6n / 
r e v e r s i b l e  i n f i n i t e s i m a l  e l  cambio en S es td  dado po r  

Propiedad fundamental de l a  en t rop ia  es aue para un sistema a i s lado  6s ta  nunca de - 

crece, o sea sue e l  estado es tab le  de un sistema a i s lado  es e l  estado de maxima en t ro -  

p i a .  La en t rop ia  de un sistema sd lo  puede decrecer por  i n te racc idn  con o t r o s  sistemas. 

S i  nuestro sistema es td  en contact0 tPrmico con un medio a temperatura constante 

T, e l  c a l o r  absorbido por  e l  sistema a1 pasar de un estado A a o t r o  B es 

B 
( 5 )  Q = T I ~ O / T  TJS(B)  - s ( A ) J  

A , . 

y l a  cant idad de t r a b a j o  que se puede obtener, teniendo en cuenta l a  primetd ley, es td  

dada por 

Definimos l a  func idn  energia 1 i b r e  de Helmholtz, o po tenc ia l  termodinbrnico a tern- 

pera tu ra  cons tan  te, como 

( 7 )  F = E - T S  

con l o  cual  L 2 F(A) - F(B) = -AF 

S i  e l  sistema es td  dindmicamente a i s l a d o  para cua lqu ier  t ransformaci6n es L = 0 y 

por l o  t an to  F(B) < F(A) y su energia 1 i b r e  no puede aumentar. En consecuencia, s f  l a  

energfa l i b r e  es un minimo e l  sistema se h a l l a  en e o u i l i b r i o  es tab le .  

En una transformaci6n r e v e r s i b l e  i n f i n i t e s i m a l  es 

( .a) dF = -PdV - SdT 
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Simi laxme~te podemos d e f i n i r  l a  funci6n energia l i b r e  de Gibbs, o potencial  ternlo - 
dindmico a presidn y temperatura constante. Serd 

y .  como L < -AF s e r d  

( 10) PV(B) - PV(A) ,<F(A) - F(B) 

Definimos l a  energfa l i b r e  de Gibbs G como 

( 1 1 )  G = F + P V = E - T S t P V  

can l o  cual se ve que G ( B )  < G(A), de dond-e se deduce que en una trarlsforn~acibn isob5- 

r i c a  e isot6rmica G nunca puede aumentar. Luego, a T y P constantes e l  estado de equi- 

l i b r i o  de un sistema es e l  de minima energia l i b r e  de Gibbs G.  Fn una transforrnacidn / 

i n f i n i t es ima l  es 

Tambien podemos d e f i n i r  l a  enta lp ia  H como 

( 13) Ii = E .t PV 

y serd 

(14) dH = TdS + VdP 

En una transformacibn isobdr ica es AH = ~q o sea que l a  var iacibn de entalpfa del 

sistema es igua l  a1 ca lo r  absorbido o entregado por e l  slstema. 

En l o  que sigue, cuando se mencione a l a  energla l i b r e  se sobreentenderd que se / 
r e f i e r e  a l a  enerqia l i b r e  de Gibbs G. 

Una substancia homog6nea posee dos grados de l i b e r t a d  y para l a  materia condensa- 

da es conveniente experimentalmente e l e g i r  l a  temperatura y presi6n como var iables i n -  

dependientes. Con esta elecci6n e l  potencial termodindmico apropiado es l a  funci6n e- 

nergia l i b r e  de Gibbs G,con l ocua l  podemos d e f i n i r  l as  o t ras  var iables dependientes cg 

co 

Cp = ca lo r  especi f ico a presi6n constante 

= (aH/aT)p = T(as/aT)p = -T (a2G/aT7)p 

La re lac l6n  ent re  calores especi f icos a presi6n y volumen constante estd dada por 

donde 

( 20) a = ( 1/V) ( aV/aT)p = coef i c i en te  de expansidn t6rn1ica 



T 
= -( 1/V) (aV/aP) = compres ib i  1 i dad  i so t6 rm ica  

T 

B a j o  condic iones adecuadas, l a  misma substanc ia  puede encon t ra rse  en v a r i o s  es ta -  

dos condensados. Por ejemplo, e l  estaf io puede p repararse  en formas c r i s t a l i n a s  po l im6 r  - 
f i c a s ,  con e s t r u c t u r a  t e t r agona l  y cGbica, i nd i s t i n tamen te ,  y en estado l i q u i d o .  En / /  
p r i n c i p i o ,  podemos t r a  t a r  termodindmicamente esos estados independientemente uno de o- 

t r o .  

EQUILIBRIO ENTRE FPSES. 

E l  e q u i l i b r i o  termodindmico e n t r e  dos estados de l a  ma te r i a  e s t d  d e s c r i p t o  po r  / /  
teoremas que nos d i c e n  que l a  energ ia  l i b r e  po r  un idad de masa debe se r  l a  misma para 

cada estado. En t6rminos matemdticos, e l  e q u i l i b r i o  e n t r e  fases s 6 l i d o  y l i q u i d o  para 

un elemento A puro es td  dado po r  l a  cond i c i dn  

( 22) 4 = GL 

Durante una t r a n s i c i d n  de fases, aunque l a  energfa l i b r e  permanece cont inua,  o- / 
t r a s  propiedades termodindmicas como l a  en t rop ia ,  volumen, c a l o r  e s p e c i f i c o ,  e tc . ,  su- 

f r e n  cambios d iscon t inuos .  Seg6n Ehrenfest,  podemos c l a s i f i c a r  l a s  t r a n s i c i o n e s  de f a -  

se segGn qu6 propiedad es d i scon t i nua  en l a  t r a n s i c i d n .  En ese sen t ido ,  una t r a n s i c i d n  

de fase es d e l  mismo orden que l a  der ivada de l a  energ ia  l i b r e  que muestra d i s c o n t i n u i  

dad en l a  t r a n s i c i d n .  Vemos entonces que t ransformaciones en l a s  que o c u r r e  un carnbio 

d i scon t i nuo  en e l  volumen y l a  e n t r o p i a  ( y  po r  l o  t a n t o  en l a  e n t a l p l a ,  o sea que ex- 

i s t e  c a l o r  l a t e n t e  de t rans fo rmac i6n)  son transfornlaciones de p r imer  orden. Aquel l a s  / 
en que hay cambio d i s c o n t i n u o  en e l  c a l o r  e s p e c i f i c o ,  expansidn t6r11iica y c o m p r e s i b i l i  - 
dad i so t6 rm ica  son t ransformaciones de segundo orden, e t c .  La t r a n s i c i 6 n  s d l i d o - l f q u i -  

do es pues una t rans fo rmac idn  de p r imer  orden. 

Los pardmetros termodi ndmicos de impor tanc ia  p r b c t i c a ,  predomi nantes para l a  i n -  

t e r p r e t a c i d n  de l a  s o l i d i f i c a c i d n  y f us i dn ,  son 10s cambios de volumen AV y en t rop fa  / 
AS p o r  unidad de masa y a l a  temperatura de f us i dn .  

S i  se t r a b a j a  a p r e s i d n  cons tan te  l a  e n t a l p i a  y energfa l i b r e  en f u n c i d n  de l a  / /  
temperatura se comportan CMO se muestra en l a  f i g u r a  1. 

Las curvas de energ fa  l i b r e  d e l  s d l i d o  y l f q u i d o  se i n t e r c e p t a n  en T = Tf, en que 

o c u r r e  l a  t r a n s i c i d n .  Las dos fases coex l s ten  a Tf y se d i s t l n g ~ ~ e n  po r  su e n t a l p l a  ( y  

po r  l o  t a n t o  d l s t l n t o s  d e t a l l e s  e s t r u c t u r a l e s ) .  GS y GL pueden e x t r a p o l a r s e  a cada l a -  

do de Tf y corresponden a s d l  i d o  sobrecalentado y 1 i q u l d o  sobreen f r iado .  En l a  p r d c t l -  

ca se observa'n numerosos ejemplos de l f q u i d o s  sobreen f r iados  po r  debajo de Tf per0  es 

muy d i f i c i l  sobreca len ta r  s d l i d o s  po r  encima de Tf. 0 sea que aparece una d i f e r e n c i a  I 
en Tf segGn se mida en f us i dn  o s o l  i d i f l c a c i 6 n .  Es to  sug ie re  que l a  t rans fo rmac idn  no 

ocu r re  e fec t i vamente  en e l  punto en que l a s  energ ias l i b r e s  son i gua les .  Las razones / 
para es te  comportamiento i n v o l u c r a n  aspectos c i n 6 t i c o s  de l a  f us i dn  y s o l i d i f i c a c i d n :  

aunaue en l a s  condic iones de e q u i l i b r t o  l a s  dos fases tengan i g u a l  energ ia  l i b r e ,  l a  / 
nueva fase  no puede nuc lea r  debido a ba r re ras  energ6 t i cas  que se deben s a l v a r  para  que 



ocu r ra  e l  camblo e s t r u c t u r a l .  

Para slstemas de un  componente, l a s  energ ias l i b r e s  de l a s  dos fases pueden se r  / 
d e s c r i p t a s  en tCrmlnos de l a s  s u p e r f l c i e s  GS (T,P) y GL (T,P). La t r a n s i c i b n  ocu r re  en 

l a  l i n e a  de i n t e r s e c c i d n  de l a s  dos s u p e r f i c i e s ,  donde GS y GL son i gua les  a l o  l a r g o  

de es ta  l l n e a .  En e l  p lano  P,T se ob t ienen  dos zonas,correspondientes a s d l i d o  y  l f q u l  

do, separadas po r  una l l n e a  ( v e r  f i g u r a  2) .  

Vinculando 10s puntos 1 y 2 sobre l a  curva t a l  que P2 -P, = dP y T 2  - T ,  = dT l a  / 
pendiente de l a  curva sera dP/dT y conectando estados a cada l a d o  de l a  l i n e a ,  se t i e -  

ne: 

dGs = Gs2 - GS1 = VSdP - SSdT 

dGL = GL2 - GLl = VLdP - SLdT 

can0 dGs = dGL es (VS - VL)dP - (SS - SL)dT = 0 

de donde 

( 23) dP/dT = bS/aV = AH/TAV 

r e l a c i d n  conocida como ecuacidn de Claus ius - Clapeyron. En t ransformacibn s d l i d o - l f -  

qu ido  es AH>O y AV>O p o r  l o  c u a l  l a  pendiente de l a  l f n e a  es p o s i t i v a .  Un aumento en / 
l a  p res idn  a T = constante tenderd l l e v a r  a1 sistema de l a  fase  l i q u i d a  a l a  s d l i d a .  

Ordinar iamente, l a  f u s i d n  y s o l i d i f i c a c i d n  i nvo luc ran  cambios d i scon t i nuos  en l a  

e n t r o p i a  y volumen. Es to  es c i e r t o  adn cuando e x i s t a n  e fec tos  precursores a cada lado  

de l a  t r a n s i c i b n .  S i n  embargo, un problema fundamental en l a s  t e o r i a s  generales de l a  

f us i dn  es determinar  s i  hay substanc ias que puedan a r r i b a r  a  condic iones " c r i t i c a s "  pa - 

r a  l a  t r a n s i c i d n  e n t r e  s d l i d o  y l i q u i d o ,  en l a s  cuales no hay d i scon t i nu idad  e n t r e  e- 

sos dos estados de l a  ma te r i a ,  en ana log ia  con l a s  condic iones c r f t i c a s  para l a  t r a n s j  

c i d n  1 iqu ido-gas.  Se ha buscado ev idenc ia  exper imenta l  de es ta  p o s i b i l  idad, po r  medi- 

c iones de A V  y AS en func idn  de l a  p res ibn .  Se observa que hay substanc ias en l a s  cua- 

l e s  estos pardmetros decrecen a1 aumentar P y ext rapolando a a l t a s  pres iones se t r a t a  

de p r e d e c i r  l a  p res ibn  c r l t i c a  para l a  cua l  AV = 0 y AS = 0.  Las pres iones estimadas / /  
caen den t ro  de l a s  p o s i b i l i d a d e s  exper imenta les per0  no se han observado anomallas a / 
pres iones adn mayores. Luego, no e x i s t e  ev idenc ia  aue l a  t r a n s i c i d n  s b l i d o - l f q u i d o  pue - 

da obtenerse en condic iones c r f t i c a s .  

Para substanc ias puras, l a  termodindmica no b r i nda  niayor in fo rmac idn  que l a  men- 

c ionada. S i  se desea ahondar en e l  conocimiento de 10s mecanis~nos microsc6picos que / /  
dan cuenta de l a  t r a n s i c i b n ,  se deben r e a l i z a r  modelos que tengan en cuenta l a s  carac-  

t e r l s t i c a s  de 10s estados s d l i d o  y l i q u i d o ,  en espec ia l  aspectos e s t r u c t u r a l e s  v i n c u l a  - 

dos con l a  perd ida d e l  orden en e l  a r r e g l o  atdmico cuando se pasa de s b l i d o  a l f q u i d o .  

SOLIDIFICACIONES DE SOLUCIONES BINARIAS. 

Funciones termodindmicas para so luc iones .  

S i  deseamos d e s c r i b i r  termodindmicamente l a  s o l i d i f i c a c i d n  de so luc iones  b i na r i as ,  

debemos p r imero  d i s c u t i r  sus propiedades termodindmicas. 



Collsiderernos que nues t ro  s istema sea una so luc ibn ,  en que 10s componentes es tdn  / 
presentes en cant idades na. Llamemos G '  a l a  energ ia  l i b r e  de l a  can t i dad  t o t a l  de so- 

l u c i d n  y sea G l a  cor respond ien te  a un mol, o sea 

S i  incrementamos l a s  cant idades de componentes en dna a P y T constantes,  sera 

donde 
"a 

= (aG8/an  ) = p o t e n c i a l  qu imico d e l  componente a en l a  so luc idn .  
a 

S i  agregamos na moles de l  componente a se tendra  que l a  energ ia  l i b r e  t o t a l  habrd 

var iado  en 

s i  ahora q u i  tamos Z n  moles de s o l u c i d n  (de  manera mecdnica) se tendrd  a 

C m  r e s u l t a d o  de todo ese proceso G '  no cambid y sera 

con l o  cua l  

donde 

( 28) xa = n a t n a  = f r a c c i d n  mo la r  d e l  componente a 

Usando ecuaciones 24 y 27, obtenemos 

( 29) GI =I napa 

per0  ten iendo en cuenta l a  ecuac idn 26 r e s u l t a  debe s e r  

o b ien,  d i v i d i e n d o  por(ma,  

(31)  2 xad'a = 0 ecuacibn de Gibbs-Duhem. 

S i  deseamos encon t ra r  l a s  condic iones en que se r e a l  i z a  e l  equi  l i b r i o  termodinbmj 

co e n t r e  dos fases, debemos e s t u d i a r  en qu6 condic iones l a  energ ia  1 i b r e  d e l  s istema / 

es minima. 

La v a r i a c i d n  de energ ia  l i b r e  para cada una de l a s  dos fases presentes,  se rd  



1 5  

E l  e q u i l i b r i o  mecdnico impl ica  igualdad de pres ibn en todo punto del  sistema y e l  

e q u i l i b r i o  termico igualdad de temperatura, por  l o  cual  podemos f i j a r  P y T constantes 

y a n a l i z a r  s61o e l  e q u i l i b r i o  qufmico. 

Real izams e l  intercambio de una cant idad i n f i n i t e s i m a l  de componente j e n t r e  l a s  

dos fases, por  ejemplo de l a  2 a l a  1, con l o  cual  

e l  cambio t o t a l  es dG' dG" + dGa2 = ( p j  - p j )  dnj 

En e q u i l i b r i o  debe se r  dG' = 0, por  l o  cual 

Luego, para que dos o mds fases esten en e q u i l i b r i o ,  e l  po tenc ia l  qufmico de l a s  

especies presentes debe ser  e l  mismo en todas e l l a s .  

S i  se t i e n e  una so luc ibn  b i n a r i a  de especies A y 0, sea C l a  f r a c c i b n  molar ( o  // 
composicibn) de l  componente 0. Sera 

( 33) 6 .  (1 - C) ul(+ r0 

con l o  cual  

( 34) pA .= G - C.aG/aC 

"0 = G + (1 - C).aG/aC 

A una dada temperatura y pres ibn (usualmente P = 1 atm. para nuestros f ines)  se / 
tendri l  l a s  funciones energfa l i b r e  y potencia les qufmicos para s b l i d o  y 1 l q u i d o  como / 
10s indicados en ecuaciones 33 y 34 y como se esquematizan en l a  f i g u r a  3. En un // 
g rd f i co  como e l  presente, con G vs. C, l a  tangente cmBn a ambas curvas determina l a s  

composiciones de l a s  fases en e q u i l  i b r i o  a una dada P y T, segiin se muestra en f i gu ra  

3. 

A p a r t i r  de a1 1 i y variando l a  temperatura se construye e l  diagrama de e q u i l  i b r i o .  

Para soluciones ideales, 10s potencia les qulmicos estdn dados por  

A B donde u y uo son 10s potenc ia les  qulmicos de 10s cmponentes puros; hTA = (TA - T) , / 
A 0 

!fl = (? - T) , siendo TA y 78 l a s  temperaturas de ie ferenc ia  para 11 y p:, respect iva  
0 0 0 0 



mente. E l  diagrama de e q u i l i b r i o  que r e s u l t a  es td  dado en figut-a 4. 

E l  apartamiento de l a  i dea l i dad  da o r i gen  a l a  m u l t i t u d  de diagramas que se obser - 
van en l a  p rdc t i ca .  Para soluciones suficienternente d i l u i d a s ,  podemos usar  l a  aproxima - 

* * 
c i b n  de so luc ibn  i d e a l .  Igualando I,: con i r A  y 1 lamando k = CS/CL = c o e f i c i e n t e  de par -  s 
t i c i d n ,  donde designamos con * l a s  co~nposiciones de s b l i d o  y l i q l l i d 0  en e q u i l i b r i o ,  se 

o b t  i ene 

A donde m es l a  pendiente de l a  l i n e a  l i q u i d u s  y AH es e l  c a l o r  de fus idn  y T f A  es l a  / 
temperatura de fus idn de P puro. 

Cuando l a  i n t e r f a z  de separaci6n en t re  s d l i d o  y l i q u i d o  no es plana, e x i s t e  un e- 

fec to  de tens idn  s u p e r f i c i a l  debido a l a  curvatura.  La presencia de una curva tura  e j e r  - 

ce un exceso de pres ibn  sobre l a  fase sb l i do .  Ese exceso de pres idn  es E = 2o/r  donde 

o es l a  energia l i b r e  s u p e r f i c i a l  o  tens idn  s u p e r f i c i a l ,  y l o  igualamos a l a  d i fe ren-  

c i a  de energfa l i b r e  e n t r e  s b l i d o  y l i q u i d o  a l a  temperatura T = Tf - AT. Luego 

es AG = AH - TAS; a T = T f  es AG = 0, por  l o  cual  AS = dH/Tf 

luego, a l a  temperatura T es AG = AHAT/Tf con l o  cual  

Este aspect0 es d 6 b i l  y s o l o  importa para rad ios  de curvatura de aproximadamente 

loL6 cm. 

Incluyendo e l  e fec to  de curvatura en l a  expresi6n de 10s po tenc ia les  qufmicos p r o  

duce un co r r im ien to  en l a s  l l n e a s  l f q u i d u s  y sd l idus ,  para le las  a s i  mismas, con l o  / /  
cual  m y k no var fan  por  e fec to  de curvatura.  

La termodindmica s o l o  nos permi t e  a n a l i z a r  l a s  condiciones en que l a s  fa res  en sfi 

1  i d o  y 1 iqu ido  permanecen en e q u i l  i b r i o .  Nada nos d i c e  acerca de l o  que sucede cuando 

una de l a s  fases se d e s a r r o l l a  a expensas de l a  o t r a .  

La constante k, que nos v incu la  l a s  composiciones de s 6 l  i d o  y 1 fqu ido  que coexis-  

t en  en e q u i l i b r i o ,  s o l o  se ve a1 terada en muy poco cuando l a  s o l i d i f i c a c i b n  o fus i6n / 
t i enen  l uga r  a velocidades de avance de l a  i n t e r f a s e  que son normalmente ob ten ib les  el! 

perimentalmente, sa lvo  en exper iencias de templado desde e l  1  iqu ido .  Eso imp1 i c a  que / 
10s procesos c i n 4 t i c o s  que ocurren en l a  i n t e r f a s e  s 6 l  ido-1 fquido pueden d e s c r i b i r s e  / 
por  medio de l  diagrama de e q u i l i b r i o  o sea que e l  e q u i l i b r i o  termodindmico se consewa 

en l a  i n t e r f a z .  

Como consecuencia de que e l  s b l  i d o  t i e n e  d i s t i n t a  composici6n que e l  1  i qu ido  en g 

q u i l i b r i o  con 61, cuando l a  s o l i d i f i c a c i b n  progresa hay exceso de s o l u t o  (so lvente)  en 

e l  l i q u i d o  f ren te  a l a  i n t e r f a z  cuando k < l  ( k > l ) .  Cuando no ex i s ten  efectos convect i -  

vos, es te  exceso de s o l u t o  se mezcla con e l  r e s t o  de l  1 i qu ido  so lo  por  d i f u s i 6 n  y se / 
genera una capa de l f q u i d o  enr iquecido de s o l u t o  f r e n t e  a l a  i n t e r f a z .  S i  l a  s o l i d i f i -  
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c i6n  se r e a l i z a  con extracci6n de ca lo r  por un sumidero plano, se t i ene  so - 
l i d i f i c a c i 6 n  unidirectional y en este caso se obtiene s i tuac i6n  de estado estaciona- 

r i o  cuando se f o r m  s6 l ido  de l a  misma composici6n que l a  composici6n promedio de par - 

t i da .  En estas condiciones de estado estacionar io se obtiene un p e r f i l  de concentra- 

ciones en e l  l f q u i d o  y sd l i do  como se e jempl i f i ca  en l a  f igura  5: 

S i  ubicamos un sistema de coordenadas f i j o  a l a  i n te r faz  S-L que avanza a ve l oc j  

dad constante V, l a  d i s t r i buc i 6n  de so lu to  esta dada por 

( 38) CL(z) = Co I 1 - (1  - k ) / k .  exp ( -VZ /D)  I en e l  1 iqu ido 

y relacionando CL con l a  temperatura de e q u i l i b r i o  por rnedio del  diagrama de e q u i l i -  

b r i o ,  se t i ene  que l a  ternperatura de equ i l  i b r i o  del  l i q u i d o  es 

TL(z) = T f  + n t  (1 + ( 1  - k) /k .  exp (-Vz/D)l  
0 

Tf  + rnc0lk es l a  temperatura en l a  i n t e r f a z  S-L. La temperatura r ea l  l a  podemos e s c r l  

b i r  cerca de l a  i n t e r f az  como 

donde G es e l  gradiente de t e ~ ~ ~ p e r a t u r a  en e l  l i q u i d o  f ren te  a l a  in te r faz .  

S i  T(z) < TL(z)'para algun rango de z, entonces esa zona se h a l l a  por debajo de 

l a  temperatura de e a u i l i b r i o  sb l ido - l i qu id0  y es tar fa  sobreenfriada. Es l o  que se co- 

note como sobreenfriarniento const i tuc iona l .  E l l o  o c u r r i r f a  en zonas adyacentes a l a  / 
in te r faz  y como no es pos ib le  tener sd l ido  en contact0 con 1 iqu ido sobreenfriado ( s a l  - 
vo en s i  tuaciones t rans i  t o r i as )  l a s  dos d is t r ibuc iones de temperatura deben sey a1 n~ 

nos tangentes en e l  or igen para que l a  i n t e r f az  s iga siendo plana. E l  caso l i m i t e ,  / /  
que d i v i de  l a  zona de crecimiento con i n t e r f a z  plana estable de l a  zona con i n t e r f az  

plana inestab le  esta deterrninado por 

G/VC > -rn( 1 - k)/Ok 
0 

i n t e r f a z  estable 
< . i n t e r f a z  inestab le  

S i  se t ienen condiciones de inestab i l idad,  l a  i n te r faz  deja de ser plana y se gs 

neran estructuras que t ienden a d isminu i r  l a  actnnulacidn de so lu to  y, por l o  tanto, a 

e l im inar  e l  l i q u i d 0  sobreenfriado. Este se r ia  e l  or igen de l a  es t ruc tura  c e l u l a r  en / 
l a  s o l i d i f i c a c i 6 n  de aleaciones. 

De aquf se i n f i e r e  que podemos extender a aleaciones 10s conocimientos que se pg 

seen por and l i s i s  de l  problema de Stefan en elementos pur-os, en 10s casos que l a  i n -  

te r faz  sea estable, pues puede d e f i n i r s e  l a  geometrfa del  dominio que ocupa e l  s6l ido. 

S i  l a  i n te r faz  no es estable, entonces no se puede d e f i n i r  l a  geometria de l a  i n t e r -  

faz a p r i o r i ,  s ino que es par te  de l a  soluci6n que se busca. 

ESTA6 ILIPAD DE LA INTERFAZ PLAMA EN LA SOL1 DIFICACIOt4 DE SOLUCIONES B INARIAS . 
E l  problema de no poder d e f i n i r  l a  forma de l a  i n t e r f a z  sb l i do - l i qu i do  genera u- 
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na compl i cac i6n  formidable en e l  problema de Stefan, pues l a  f ron tera  1 i b r e  no puede / 
d e f i n i r s e  a p r i o r i .  E l  problema es fuertemente no l i n e a l  y cae fuera de l  dmbito de l a  

termodindmica. S i n  embargo, dada l a  importancia que r e v i s t e  creo es conveniente dar a- 

q u i  una v i s ien ,  aunque mds no sea p a r c i a l ,  de 10s desa r ro l l os  hechos en es ta  Area, con 

l a  esperanza de mot ivar  inquietudes acerca de 10s nuevos problenlas que se generan. 

En l o  aue sigue se dard una vers ibn  de l  a n d l i s i s  de e s t a b i l i d a d  l i n e a l  r e a l i t a d o  

por M u l l i n s  y Sekerka, aue pred ice  ba jo  au6 condiciones l a  i n t e r f a z  plana se vuelve i- 

nestable.  

Sea una so luc i6n  b i n a r i a  d i l u i d a  que s o l i d i f i c a  unid i recc ionalmente.  Vamos a con- 

s i d e r a r  una i n t e r f a t  o r ig ina lmente  plana que se mueve con veloc idad V en l a  d i r e c c i 6 n  

z. Ubicamos nuestro sistema de coordenadas f i j o  a l a  i n t e r f a z ,  de modo que z = 0 es l a  

i n t e r f a z  plana. En estas condiciones, 10s campos t6rmicos y de s o l u t o  en estado es ta-  

c i o n a r i o  sa t i s facen  l a s  s igu ien tes  ecuaciones: 

en e l  1  l qu ido  

en e l  s d l i d o  

(44) v21S + (V/aS)aTs/at = 0 

donde 

C = concentraci6n de s o l u t o  en e l  l l q u i d o  

TL, TS = temperatura en e l  l l q u i d o ,  s d l i d o  

D = c o e f i c i e n t e  de d i f u s i 6 n  de l  s o l u t o  en e l  l l q u i d o  

a ~ '  
= d i f u s i v i d a d  t6rmica de l  l l q u i d o ,  s d l  ido. 

Se ha despreciado l a  d i f u s i d n  de s o l u t o  en e l  s6 l i d0 ,  pues su e f e c t o  es muy peque 

no. 

Van~os a examinar l a  e s t a b i l  idad de l a  i n t e r f a z  plana, imponiendo una per tu rbac i6n  

i n f i n i t e s i m a l  en l a  forma de l a  i n t e r f a z  y observando ba jo  qu6 condicfones es ta  p e r t u r  

baci6n crece o decae. 

La i n t e r f a z  perturbada se descr ibe por  

a ( t )  es l a  ampl i tud de l a  per turbacidn,  w = 2.n/X es e l  nGmero de onda, X es l a  l o n g i -  

tud de onda ; x es l a  coordenada normal a r ,  en e l  plano de l a  i n t e r f a z  z = 0. 

Las condiciones de contorno que deben sa t i s face rse  en l a  i n t e r f a z  son: 

a) cont inu idad de 10s campos 



donde T*, C4 = temperatura y camposici6n del  l f au ido  en l a  i n t e r f a z  

r = Y I ~  

y = energfa i n t e r f a c i a l  s6l  ido-1 fquido 

AS = entropia de fus i6n por unidad de volumen. 

b) conservaci6n de ca lo r  y masa 

15, KL = conductividades tdrmicas de s6l  ido y 1 fquido, respectivamente. 

Las soluciones a las  ecuaciones 42 - 44 se pueden e s c r i b i r  de mod0 que sea 

donde To y CO son las  soluciones para i n te r f az  plana. a y b determinan las  correccio-  

nes debidas a l a  perturbacibn. Las soluciones huscadas son: 

(51) C - C o = GCD/V . I 1  - exp (-VzID) I + 6(b - Gc) sen wx.exp(-wcz) 

( 52) TL - TO = GLaL/V. I 1 - exp( -VzlaL) 1 + 6(a - GL) sen wx. exp( -wLz) 

(53) TS - To = GSaS/V. 11 - exp(-Vz/aS) 1 + 6(a - GS) sen wx.exp(-wsz) 

GC, GL, GS = gradientes de concentracibn y t 6 n i c o s  en e l  1 fquido y sdl  ido, para l a  I 
inte r faz  plana. 

( 56) wS = v/2aS + I ( ~ / 2 a ~ ) ~  + ~ " 1 1 2  

Sustitu.vendo ecuaciones 49 .y 59 en l a  47, se obtiene 

Usando las  ecuaciones 51 a 53 en l a  ecuaci6n 48 v haciendo uso de l a  ecuaci6n 57 

se igualan 10s coef ic ientes de iguales componentes de Fourier, con l o  cual se obtiene, 

en primer orden en6 : 

( 59) a/& = I l A l l .  [ ~ ~ w ~ ( a  - GS) + ~ ~ w ~ ( a  - G )  - VKSGS/aS + V K ~ G ~ / ~ ~ ]  

La es tab i l i dad  de l a  in te r faz  plana depende del signo de d i d .  La i n te r f az  plana / 
es estable s i  &/A<!). La condicidn de es tab i l i dad  marginal esta dado por l a  condicibn 

&./A = 0, l o  cual se traduce en 



- $ G ~ ~ w ~  - V/aS) / (ZswS + ELwL)J + 

+ mGs[(wc - VIP) / (wc - V/D.(l - k)] = 0 - - 
donde KL = KL/(KS + KL) : KS = KS/(KS + KL) 

Definiendo 
EL = pL - v/a i ]  / ( i s ?  + KLwL) 

l a  condic i6n de e s t a b i l i d a d  marginal se escr ibe:  

(61)  -w2 - [ K L ~ L ( L  + $~ ; sE~ ]  + PI G ~ F ~  = 'J 

Para v i s u a l i z a r  es te  canportaciento, veams e l  s igu ien te  caso: KS = KL , 
as = aL, oue son vd l idos  para l a  s o l i d i f i c a c i d n  s u c c i n o n i t r i l o .  

S i  w>>V/aL 6 V/aS es wL : WS ; W Y EL = ES ' 1 

Esto se cumple para velocidadcs normales en que se observa que l a s  l o n g i  tudes de 

onda de l a s  perturbaciones son menores que l a  l ong i tud  de onda termica en s d l i d o  o l f -  

quido. La ecuacidn 61 puede e s c r i h i r s e  entonces como 

mGc(ef) - G(ef) < 1w2 i n t e r f a z  es tab le  

> f n ter faz  fnestable 

donde GC(ef) = 6 .F C C - - 
G(ef)  = KSPSEs + KLGLEL 

La ecuaci6n 41 que daba l a  condic idn termodindmica para i n t e r f a z  plana puede es- 

c r i b i r s e :  

(63) Mlc - GL < 0 

En e l  l l m i t e  de bajas velocidades, aquel las comunmente hal ladas en l a  experiencia, 

es GC(ef) Z GC y G(ef) 6 ,  por l o  cual  l a  aproxilvacidn termdinbmica es buena, dado 

que e l  termino rw2 es muy pequefio. 

Para V/ZaLw>>l, o sea a l t a s  velocidades, tL -. 0 y cS + 2 y mGC(ef) - G ( e f ) ~ e  hhce 

comparable con rw2. Esto qu iere  d e c i r  que a a1 tas velocidades l a  i n t e r f a z  t iende a es- 

t a h i l i z a r s e  por  efecto de l a  tensidn s u p e r f i c i a l  y l a  l ong i tud  de onda de l a  per turba-  

c i 6 n  es mayor que l a  l o n g i  tud de onda termica. En es te  regimen e l  c r i  t e r i o  de sobreen- 

f r iamiento  cons t i t uc iona l  no es v d l i d o  y no se puede predec i r  con 61 l a  e s t a b i l i d a d  de 

l a  i n t e r f a z  plana. 

Con este t i p 0  de a n d l i s i s  se predicen l a s  condiciones en que l a  i n t e r f a z  plana se 

vuelve inestable,  per0 nada d i ce  sobre l a  es t ruc tura  que se desar ro l l a .  

Experimentalmente se conoce que cuando e l  c r i t e r i o  de i n e s t a b i l i d a d  dado por  ecug 



2 1 

c i 6 n  62 nos d i c e  que l a  i n t e r f a z  es i nes tab le ,  l a  s o l i d i f i c a c i d n  progresa en estado / 
e s t a c i o n a r i o  no ya con i n t e r f a z  p lana s i n o  con e s t r u c t u r a  c e l u l a r  o d e n d r i t i c a  es ta -  

b l e .  0 sea que se generan e s t r u c t u r a s  d i s i p a t i v a s  que permi ten  absorber  e l  exceso de 

energ ia  l i b r e  que habr fa  s i  e x i s t i e s e  e fec t i vamente  l i q u i d 0  sobreen f r iado  c o n s t i t u -  

c ionalmente.  

S i  designamos po r  +(x , t )  a l a  pe r t u rbac idn  que se impone a l a  i n t e r f a z  p lana,  e l  

c r i t e r i o  de e s t a b i l i d a d  nos d i c e  cuando 

1 irn 9( x, t )  + I) en e l  caso de es t a b i  1 i d a d  o cuando 

t + -  

l i m  +(x,  t )  + en e l  caso de i n e s t a b i l  idad, pe r0  nada nos d i c e  

t + -  

acerca de l a s  s i t uac iones  en que 1 4 , )  + co (x )  

t + w  

o sea se generan e s t r u c t u r a s  que se mantienen en e l  t iempo. Para e l l o  necesitanlos i r  

mas a l l a  de una t e o r l a  l i n e a l  y a n a l i z a r  e l  proceso de i n e s t a b i l i d a d  po r  t e o r i a  no 1_1 

nea l .  En l o  que s igue  dare~llos una breve d e s c r i p c i d n  de un p o s i b l e  camino a s e g u i r .  

Transformarnos nues t r o  problema a v a r i a b l e s  y pardmetros adirnensionales y nos r e 2  

t r i ng imos  a 2 dimensiones: 

GE/VCom = W( k - I )  ; VTfT/DCom = 0( k - 1) 

en t6rminos de estas va r i ab les ,  s i  Ilamamos w = 616 y = exp(w i  + i )  , obtenemos 

La t r a n s i c i d n  a i n t e r f a z  i n e s t a b l e  ocu r re  para W = W C  = 1. En l a  r e g i b n  de ines-  

t a b i l i d a d ,  para pequeilos va lo res  de WC - W es 

de mod0 que l a  e s t r u c t u r a  per tu rbada es cuas i -es tac iona r i a  y cuas i -un id imens iona l .  En 

e s t e  l f m i  te, l a  r e l a c i b n  de d i s p e r s i b n  (65)  se e s c r i b e  

y se muestra csquemdticamente en f i g u r a  6: 

De a q u i  se observa que e x i s t e n  modos i nes tab les  de 10s cuales predominan aque- / 
110s con mayor v a l o r  de w. 

Para r e a l i z a r  un a n d l i s i s  no l i n e a l ,  se t ransforman ?as coordenadas a sistema / / 
c u r v i l i n e o  f i j o  a l a  i n t e r f a z ,  de f i n i endo  

; - +(x , t )  + i 
Escr ib imos 14 = WC( 1 - e )  . de modo de cons idera r  exp l  i c i t amen te  pequeiios apa r ta -  

mientos de l a  cond i c i 6n  c r i t i c a .  

Se busca s o l u c i d n  de l a  forma 



donde E =  x & ; 5 = 2 ; ; = e f  ; K = X  e X = c u r v a t u r a  

Para FO se h a l l a  l a  s igu ien te  ecuacibn: 

( 68) F0 + OF' + r( 1 - FO)FO] + a ~ O  = O 
T F E F E  - E  E  

S i  efectuamos l a  transformacidn 

FO = f / 2  ; T = 16; ; E  = 5 6 1 8  ; x X -  1 / 4 6 0  

nos queda 

Por consideraciones de s ime t r l a  e invar ianc ia ,  en t r e s  dimensiones debe tener l a  

f orma : 

La ampl i f i cac idn  i n i c i a l  de pequeilas perturbaciones es debido a1 signo p o s i t i v o  

de 2 - f. En secciones de l a  i n t e r f a z  en que f > 0, l a  i n e s t a b i l i d a d  se vuelve menor 

a medida que l a  ampl i tud crece. Donde f < 0, l a  i n e s t a b i l i d a d  se vuelve mayor. 

Resolviendo num4ricamente para a  = 1.91 e imponiendo una per turbacidn i n i c i a l ,  / 

con condiciones de contorno per iddicas en e l  i n t e r v a l 0  0 < E <  llw, se h a l l 6  que se gs  

neraba es t ruc tura  c e l u l a r  semejante a l a  de f i g u r a  7 a medida que t ranscu r r l a  e l  t iem 

po. Se observa que l a  es t ruc tu ra  es muy parecida a l a  es t ruc tura  c e l u l a r  que se o b t l g  

ne en experiencias con mater ia les  orgdnicos que s o l i d i f i c a n  en pequefios espesores, y 

cont iene l a s  c a r a c t e r f s t i c a s  que se esperan en casos mds generales: l a s  par tes s a l i e n  - 
tes son de menor curva t u r a  y 1 os surcos son pronunci ados y profundos . 

A estos m6todos aquf esbotados se l e  suman en l a  actual  idad o t ros  que se concen- 

t r a n  en l o  oue sucede en l a  capa 1 i m i  te, obteniendo una ecuacidn de movimiento para / 
l a  i n t e r f a t ,  que luego es integrada numericamente en funcidn de l  tiempo, per0 10s he- 

chos sa l i en tes  estdn mencionados en e l  presente panorama. 

Amen de l a  s o l i d i f i c a c i d n  un id l recc iona l ,  es de in te res  l a  s o l i d i f i c a c i d n  de 1 f -  

quidos sobreenfriados, a is lados de l  e x t e r i o r ,  l o  cual da or igen a l a  s o l i d i f i c a c i d n  / 
dendr i t i ca .  En es te  caso l a  s i t u a c i d n  se complica aOn mas dado que no se l l e g a  a una 

s i  tuacidn de verdadero estado estacionar io,  s ino  que l a  geometrla evoluciona en e l  // 
tiempo. Unicamente cerca de l a s  puntas de l a s  dendr i tas puede aceptarse que se esta- 

b lece una s i  tuaci6n de estado cuasi -estac ionar io,  per0 en e l  r e s t o  hay modos ines ta-  

b les  de formaci6n de ramas que evolucionan continuamente. 
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COHPARACION DE S O L U C I O N E S  

DE E C U A C I O H E S  P A R A B O L I C A S  

J u l i o  E. BOUIL1,F:T 

En estas conferencias nos proponemos demostrar dos resultados de c'om- 

paracidn de soluciones de problemas de contorno para ecuaciones dc!l 

tipo 

con c(u) >0, k(u) > 0; el dominio de las variables j.ndependien.tes es. 

x>U, t>O. Estas comparaciones son, en realidad, resultados'sobre 

(i) la dependencia mon6tona del. flujo total a travgs de las curvas de 

i i nivel ( (x, t) : u (x, t) = w = constante) para dos soluciones 'u (x, t) 

de respectivas ecuaciones 

sabiendd que se cumple kl (z) > k2 ( 2 )  2 0, todo z; y 

(ii) la dependencia de las soluciones ui (x, t )  de ecuaciones 



*, 
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en terminos cic 1.0s " c a l o r e s  especXf icos" c, ( u )  . sabiendo que cl ( 2 )  Z 

c2(z1 ,  todo - .  

Observernos ?is t a n t c  e n  (i! como en (i-i)  s5lc ).In0 d e  10s c o e f i c i e n t e s  

Los  datos  d e  c.;.ntorno son d e l  t i p o  

1 2 Sobre ellos y l a s  s o l u c i o n e s  u ( x , t ) ,  u [ x , t )  de 

caso ( i ) :  (0.2) y ( 0 . 4 ) ;  

y caso (ii) : ( 0 . 3 )  y ( 0 . 4 ! ,  

impondremos l a  s i g u i e n t e  

SBlo consf derarernas s o l u c i o n e s  u (x, tb q a a e  Sean wnbtonas dsc~ecien- 

tes sn x para t > 0 f i jo ,  y monbtonas c ~ r e c t ' s n t e s  e m  t para x 2 O 

fija; supondremos que e s t a s  ssluciones Gax,t) sois continna.s en x>O, 

t 2 O CPwqo I) ( X)  . es no creciente y $. (tb no decreciernte) . y w e  

1 t%enen sentfdo l a s  operac iones  indicadas em (8-11. Mtese gue u (x,t). 

2 y u (x , t )  tietren h o s  mismas datos del mnltorna. 

1 2  Rsho -vale a suponer m a  razohable bondad de las soluciones n ,u . 
6 s  un c~mpartamie~to que seria dable esperar, p r  ejerplo, en pn pro - 

la profundfdad x coma Gnica dimensidn relevante,  en  el cual h a  super - 

Pfcie x = Q1 es m t e n i d a  a temperatarra @Ct) para t>O: si Pa ads - 
tribucith f n b c i a i  de temperaturas fuera @ = 8 serLa natural weR em 

c d a  plar#, x = constante > 0 ,  la kqtearatnra creciera ctm t, mien- 

exas - el perfs1 dR teatperatmas a t = cumstante > 0. f e r a  decre - 
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c i e n t e  d e  8 ( t )  p a r a  x  = 0 a  0 - JI e n  x  + + . 

Consecuenc i a  d e  n u e s t r a  h i p d t e s i s  es q u e  l a s  c u r v a s  d e  n i v e l  { ( x , t ) :  

i 1 2 
u  ( x , t )  = w = c o n s t a n t e l  , t a n t o  p a r a  u  como p a r a  u  , s o n  c u r v a s  

x  = x ( t )  6 t = t ( x )  d e f i n i d a s  p o r  f u n c i o n e s  no  d e c r e c i e n t e s .  

Caso (i). 

1 2 
S i  u  ( x , t )  , u  ( x ,  t )  v e r i f i c a n  ( 0 . 2 ) ,  ( 0 . 4 )  con  k l ( z )  2 k 2 ( z ) ,  no ne- 

1 2 
c e s a r i a m e n t e  r e s u l t a  q u e  u  ( x , t )  2 u  ( x , t ) :  uno puede  p e n s a r  a  10s  k i  

como d i f u s i v j d a d e s  t g r m i c a s ,  e s o  es ,  e l  c o c i e n t e  d c  una c o n d u c t i v i d a d  

p o r  un c a l o r  e s p e c f f i c o ,  y  l o  que  " s e  yana"  con  una mayor c o n d a c t i v i -  

dad se puede  " p e r d e r "  con un mayor c a l o r  e s p e c l f i c / j .  

S e  puede  p r o b a r ,  e n  carnhio,  q u e ,  b a j o  c i e r t a s  h i p B t c s i s ,  e l  f l u j o  t o -  

t a l  d e  c a l o r  h a s t a  t if>rnpo t a t l a v e s  d e  c u r v a s  dc n i v e l  u i  - w = 

i 
c o n s t a n t e  sX r e s p e t a  e l  o r d e n  d e  10s c o e f i c i e n t e s  k': 

En e s t a  ex!>c:)sic:i.hnveremos UII c a s o  p a r t i c u l a r  de  empl-eo de r e s u l t a d o s  

como (1.1) , i I  prob lemas  d e  S t e f a n  d e  una f a s c ,  e n  10s c u a l e s ,  s i  x  = 

i i x ( 0 , t )  es l a  c ~ l r v a  { ( x , t )  : u  ( x , t )  = 01 r e s u l t a  ( c f .  [ T  1 , 2 ] )  : 

P a r a  s imp1 i f i c : a r  l a  e x p o s i c 1 6 n ,  y s i e m p r e  b a j o  l a  h i p 6 t e s j . s  ( 1 1 )  , pen- 
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saremos q u e  O (  t )  = 0 = c o n s t a n t e  > O  e n  ( 0 . 4 ) .  ~ ~ ( ~ ~ 0 )  = $ ( x ) >  '0 

0 0 e n  [ o , x )  y \ L ( x ) s  0  e n  [ x  , + m )  ( 4  e s m o n 6 t . o n a d e c r e c i e n t e ) .  

i i Erl tonces  l a s  c t l rva s  d e  n i v e l  u  (x, t )  = 0, e s  d e c i r  x ( 0 ,  t )  , p a r t e n  

dr x" = x i (O ,O) ,  i = 1 . 2 .  

IJa i d e a  d e l  rn6todo c o n s i s t e  e n  t omar ,  e n  c a d a  c a s o  i = 1 , 2  , l a  fun -  

c i d n  i n v e r s a  x  = x ( u , t )  d e  u  = u ( x , t ) ,  y t r , ans£o rmar  l a s  c o n d i c i o -  

n e s  ( 0 . 4 )  e n  c o n d i c i o n e s  d a d a s  e n  e l  pl .ano (u,t), u Z O ,  t Z O .  P r o  - 

baremos e l  

1 2 Teorema. S i  k l ( z )  > k2 ( 2 )  , t o d o  z ,  y ademds h  > h  > 0 ,  e n t o n c e s  - 
se t i e n e  l a  s i g u i e n t e  a c o t a c i d n  p o r  d e f e c t o  d e  l a  f r o n t e r a  l i b r e  

1 1 x ( x ,  t )  c o r r e s p o n d i e n t e  a l a  s o l u c i 6 n  u  ( x ,  t )  d e l  p r o c e s o  d e  f u -  

s i 6 n  con  c o e f i c i e n t e  kl:  

(N.B. Ensayernos una i n t e r p r e t a c i 6 n :  d o s  materiales, q u e ,  l u e g o  d e  a- 

decuados  cambios  d e  e s c a l a  y/u o r i g e n  se e n c u e n t r a n  e n  f a s e  s d l i d a  a 

0 '  l a  t e m p e r a t u r a  d e  f u s i 6 n  e n  [ x  , - I ,  0 y e n  f a s e  l f q u i d a  e n  [ O , x  ) ,  s o n  

c a l e n t a d o s  e n  x  = 0 :  e l  c a l o r  "se c o n d u c i r f a  m 6 s  r d p i d o "  p a r a  e l  ma- 
1 

te r ia l  i = 1, cuya  i n t e r f a s e  x ( 0 ,  t )  t e n d e r i a  a s u p e r a r  a l a  
2  x ( 0 , t )  d e l  material i = 2. 

P e r o  e l  c a l o r  n e c e s a r i o  p a r a  cambiar d e  fase a1 material i = 1 es 
1  

p r o p o r c i o n a l  a A , y > q u e  e l  c o r r e s p o n d l - e n t e  h 2  d e l  o t ro mate- 

r i a l :  10s calores l a t e n t e s  j uegan  "en c o n t r a " ,  p o r  a s f . d e c i r l o ; a  l a s  

c o n d u c t i v i d a d e s ,  y  esto d a  l u g a r  a1 cornpromiso ( 1 . 3 ) .  

2  
D i s c u t a  e l  lector 10s casos mds o b v i o s :  k l  - k2 y  h 1  > A , y k l >  k2 

~ e m o s t r a c i 6 n :  S i  x ( u , t )  s a t i s f a c e  u ( x ( u , t ) , t ) -  u ,  r e s u l t a  ux = 

l / x U  y  ux.xt + u = 0 ( l a s  f u n c i o n e s  s o n  e v a l u a d a s  e n  los p u n t o s  t 



correspondientes) . En tonces u = (k (u) uX) se escribe as1 t 

en l a  regi6n siguiente: 

E l  dibujo en (x,t,u) serfa 

F i g u r a  2 

Figura 1 
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Integrando ( 1 . 4 )  se obtiene 

y definiendo 

t 1 . 5 )  se puede escribir 

o bien: 

Recordando que (u,t) son variables independientes,pongamos, para i = 

i i 1,2, k = ki, V = V (u,t), x = x (u,t) las respectivas funciones, En - 
tonces 

que se puede poner 

2 1 1 2 (-vUUIwt - (Vt)WU,> 0 ,  con W(u*t) := V (u,t) - V (u,t) 

o bf en: 

1 2 1 1  2 2 con a4u.t) - vt(u,t)/f-vUu(u,t) 1 = k1(u) .ux(x . t) .ux(x , t) > o con 



E s  f d c i l  ver que l a s  condjciones de contorno para W son 

i Pero recordandoque -kilO)/xu(O,st = - k i ( 0 ) u x  > O l a  defini- 

cidn ( 1 . 6 )  (con u = 0 )  y (1.2), resu l ta  

Entonces debe s e r  W(u,t) > 0 en D: si hubiera puntos (u ,  t )  E D don - 

de W < O ,  e l  mfnimo < 0 no puede alcanzarse e n  D n i  en  u = 0 , 

p u e s  a l l 5  W" = 0 ( p r i n c i p i o  fuerte  d e l  mlnimo para l a  inecuacidn 

8 )  Tampoco puede alcanzarse en t = 0 {W = O ) ,  n i  en puntos 
- P 

(0.F). t > 0 : e n  e l l o s  s er fa  0>~(0,F) 2 A wu(O,E) por 3 '  (lag), y 

l a  derivada interior WU(O,f) < O  i n d i c a r l a  que hay v a l o r e s  de W en 

D que son menores que e l  mfnimo w ( o , ~ ) ,  absurdo. 

Como W(u, t )>O en D ,  tambien W ( O , t ) > O :  d e  11.101 concluZmos 

y de aqui n u e s t r a  acotacibn 1 2 . 3 ) .  



Consideramos a h o r a  e l  problema (0. -3 )  , ( 0 . 4 1  . Observernos p r e v i a m e n t e  

que  se podrza  h a b e r  e s t u d i a d o  l a ( s )  e c u a c i c j n ( e s )  

c .  ( U ) U  = ( ~ ( u ) u ~ ) ~  
1 t ( 0 - 3  b i s )  

con e l  m i s m o  k ( u ) >  0,  p u e s  e l  problema se r e d u c e  a comparar  s o l u c i o -  
u  

n e s  d e  ( 0 . 3 ) .  rnediante  e l  cambio d e  v a r i a b l e  v := a ( u )  :=I k ( r ) d r :  
0 

como k = a t > O ,  sea 0 t a l  q u e  F ( ~ ( u ) )  5 U.  ES f d c i l  v e r  que  

( 0 . 3  bis) se e s c r i b e  

C ~ ( ~ ~ ( V ) ) P ' ( V ) - V ~  = V 
XX 

con P t > O ;  

p o r  lo  t a n t o  c l ( u )  2 c 2 ( u )  s i  y s6l0 si cl(B ( v )  ) f i t  ( v )  ;r c2(8 (v) ) B t  ( v ) .  

E s  d e c i r ,  se t i e n e  l a  s i t u a c i 6 n  d e l  caso (ii) . 
E l  r e s u l t a d o  q u e  buscarnos es e l  

1 2 Teorema. Si u ( x ,  t) , u ( x , t )  s o n  s o l u c i o n e s  de ( 0 . 3 ) ,  (0 .4 )  con  

cl(z) 3 c2(z) >O, t o d o  z, e n t o n c e s  

I d e a  de l a  Demost rac ien .  S u p o n g ~ s  q u e  no  f u e r a  a s f :  e l  c o n j u n t o  

2 I 
X = { ( x ,  t )  : u  ( x ,  t) < u  ( x ,  t )  1 s e r f a  un a b i e r t o  no  v a c f o  d e l  c u a d r a n  - 

I 2 t e  x > O ,  t > O ;  e n  10s p u n t o s  de s u  f r o n t e r a  u  ( x , t )  = u  ( x , t ) ,  aun- 

1 2  
q u e  t e n g a n  x > O ,  t > O  : u  y u  s a t i s f a c e n  l a s  mismas c o n d i c i o n e s  

Formamos 
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y ,  observando que 
5 I aui ( x , t ~ ,  r e s t a a s  E.(u ( x , t ) )  = ci(u ( x , t ) ) - -  a t  1 a t  

las respectivas ecuaciones (0.3) 

a I 2 - { E ~ ( U  ( x . ~ ) ) - E ~ ( u  ( ~ . t ) ) l  = a L  I u 1 ( x , ~ ) - u  (x, t ) )  , (2-2) 
2 

E;I a t  

r u l t i p l i c a m s  m-a.m. por la funcidn caracteristica X(x,t) d e l  con- 

junto X n [ ( x , t )  : t < T ) e  integrarros en x>O, O < t < T ,  con T a r  - 
b i t r a r io :  

Estudlamos e l  signo de la  in t eg ra l  a l a  derecha: integrando primer0 en 

dx, con t J i j o ,  0 < t < T, r e su l t a  

donde X fl I t ) = unidn d i s  junka y a l o  sumo numerable 

j de I (x , t )  : x . < x < x  1 
3 

j (para simplif i c a r ,  suponems que todo x < +w) - 
1 2  1 2  Perocoaro u - u  > O  en X f l { t ) ,  r e s u l t a  ( u - u  ) ( x , t ) > O  en x + < x <  

J 

1 2  1 2  a 1 2  - 
Y C  , con (u -u (x4 , t )  = ( U  -U ) ( x j , t )  = 0 : entonces -(u -U ) ( x 3 . t ) ~  

J ax 
0 Y h(ul-u2) ( X  t) 3 0 ,  resul tado c 0 l a  in t eg ra l  en dx, para to- 

ax . 1" 
do t < T -  Inteqrando ahora m dt; tendremos que e l  miembro derecho 

de (2.3) es ( 0 ,  cua lqu ie ra sea  T>O, 

Veamos el siqno d e l  miembro izquierdo de (2-33, para un T ta l  que 

Xn(T = X f l((x, t )  : t = T 1 # $ : e s t o  d i ce  que hay un a b i e r t o  
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A C  I x > O )  tal que para x E A , 

- de dorlde ohtenemos, deb ido  a que E.! = c ,  ?- 12, y E l  ( 2 )  - P~ ( z !  - L L 

I" c r  - r 0 pol: h i p 6 t . c s i s :  
10 

1 2 
es deeir, para x E A , E ~ ( U  ( x , ~ )  - E~ ( u  ( x , ~ )  ) > 0 ( 2 - 6 )  

Si ahoxa calculamos la integral a la izquierda de ( 2 . 3 1 ,  inkegrando 

primer0 en dt en forma anbloga a lo hecho en ( 2 . 4 1 ,  

donde, para x f i j o ,  

X rl'( x ) = ( u n i b n  disjunta a lo SUIO numerable 
\ I k de ( ( x , t )  : tk< t < t  , k > l ) )  

€J {(%,t). : t < t G T ,  X E  A )  I 

1 2 2 1 ~ b s e r v e k  que Ultx l  := u  ( x ,  tl) = u G u  ( x r T 3  < w fx.r) 8 y ,  pa- 

1 2 l k 2 k 
ra t > ~ ;  U ~ ~ X )  := th tx,tkl = u (x,tk,<u ( x , t  1 = u ( x , t  1 =: & ( x i .  

bm&% -s rf\pe la expresfdn en 12.7) se puede escribir as$ lel Iec - 
tor p u e & ' ' ~ f u ~ f r s e  aGn mds estudi&o 1a f igura 3) 

I 

I 2 1 1 t%(u 6x,T) !-a2 ( u  ( x , T )  k )  + [ (EI(u ( x , T )  )-E21u (x ,Wj - 



Figura 3 



donde, dado quu  El(z) - E , ( z )  2 0 para todo  z ,  10s corchetes son > 0 ,  
C 

para  t r rJo x f i - j , ~ .  

per0 el prirnsr t5rmino es e s t r i c t n m r > n t e  p o s i t _ i v o  c u a n d o  x E 4 ( p o r  

(2.511, y por lo t a n t o ,  i n t e g r a n d o  ( 2 . 7 )  = ( 2 . 8 )  ahora e n  dx, 

a 1 2 
/ j x ( x r t ) z  ( ~ ~ ( u  ( x , t )  - EZ (U (x, t) ) )  dx dt = 

una contradicci6n debida a que X n ( (x ,  t} : t = T 1 # 6 : este conjun- 

t o  debe ser e n t o n c e s  vacxo para todo T> (1, y e n t o n c e s  X = ((x, t) : 

1 2 u ( x , t ) < u  (x , t ) l  es vaclo .  E l  teorema estd demostrado, si exclulmos 

la posibilidad de que X contenga semirrectas f x > x - 3  (es d e c i r ,  aceE 
7 

j t a m s  q u e  todo x <+- ) .  Esta ob jec ibn ,  y otras relacionadas con la  

e x i s t e n c i a  d e  las de r ivadas  que hemos i n t eg rado ,  pueden ser s a l v a d a s  

(cf. I B A j ) .  

Caso (ii) , con va r i ac iones .  

A lo v i s t o  e n  e l  Caso (ii) se le  puede formular  l a  ob jec idn  s i g u i e n t e :  

colw las funciones  E(u)  = 1: c(r)dr son cont inuas ,  e l  fendmeno de 

f u s i d n  descrito por (0-3) ( 0 . 4 )  no inc luye  cambios d e  f a s e  d e  las  subs - 
t a n c i a s  que ocupan e l  medio x ,  0 .  Para que esto o c u r r a  habrxa que a - 
ceptar gue 
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donde ind icamos  con  H ( . )  a 1  s a l t o  d e  H e a v i s i d e  q u e  t i e n e  l u g a r  e n  

i a 1 u  = u, , l a  t e m p e r a t u r a  c r f t i c a ,  i = 1 . 2 .  Por  e j e m p l o ,  E i (u  ( x , t ) )  
- -  - 

a 2  u1 ( x ,  t )  , t e n d r d n  q u e  ser i n t e r p r e t a d a s  c o a o  n ~ ~ i l i d r l s  ("6 d e  Di- 
2 1 1 

rac") e n  p u n t o s  (x,  t )  donde u  (x ,  t )  = u,. 
1 

Supongarnos, p a r a  s i m p l i f i c a r ,  q u e  s d l o  El  c o n t i e n e  un s a l t o  e n  u,, 

1 y  q u e  u ( x , t )  es una s o l u c i d n  c l d s i c a  d e  ( 0 . 3 )  f u e r a  d e  l a  c u r v a  

1 1 1 1  u  (x ,  t )  E U* dada por x  = x  (u,, t l  . 
E l  a rgumento  d e l  caso ( f  i) f a l l a  cuancTo, e . g . ,  e l  i n t e r v a l 0  { ( x ,  t )  : 

k 1 2  1 1  tk<  t <  t I C X = { u  > u  I es a t r a v e s a d o  por l a  c u r v a  x  = x  (u,, t )  , 

, tk  a 1. 1 k 1 - E1(u ( x ,  t )  ) d t  < E ~ ( U  ( x ,  t ) ) - El ( u  ( x ,  tk)  ) 

k a t  

1 k  1 1 ( i e s = E 1 ( ~ ( x , t ) ) - E 1 ( ~ ( x r t k ) ) - X  ! I -  

Una o b j e c i d n  a n d l o g a  m e r e c e r s a  e l  c d l c u l o  d e  

1 1  a u1 debe e x p e r i m e n t a r  un s a l t 0  e n  ( x  ( u , , t )  t t ) ,  P a r a  q u e  ya q u e  - 
O a x  

a u1 nos  dB una 6 e n  ese pun to .  
a x  1 1  En cambio no  h a b r x a  d i f i c u l t a d e s  si  l a  c u r v a  x = x  ( u , , t )  s6lo toca - 
r a  l a  f r o n t e r a  d e  X, ya q u e  s d l o  i n t e r e s a n  l f r n i t e s  l a t e r a l e s  e n  ( 3 . 2 ) ,  

por e jemplo .  

Ensayamos una v a r i a n t e  d e l  a rgumen to  del  caso (ii), a h o r a  para la h ip6  - 
t e s l a  

0  < (E1(u) - E 2 ( u ) )  e s t r i c t a m e n t e  c r e c i e n t e  con  u  ( 3 . 3 )  

1 a c e p t a n d o  q u e  s61o El expe r i rnen ta  un s a l t o  e n  u  = u, (queda sin con  - 



- - ..-., 't- ;a :,-.: -' " ..' . 

4 2 4 

s i d e r a r  e l  cas.) e n  q u e  ambas 1 El y E2 s a l t e n  e n  u,; es c l a ro  q u e  

- 
por  ( 3 . 3 )  n o  p.le;ie oc~ i r r i r  q u e ,  e n  un u  = u ,  s a l t e  E2 y sea c o n t i -  

1 1  nua El). Si 13 l i r l e a  de n i v e l  x = x ( u , , t )  c o r t a  a  X O ! ~ )  e n  e l  

a 1 E s t o  s e r f a  e q u i v a l e n t e  a c o n s i d e r a r  a -- E l ( u  ( x , . ) )  como una  medida  a t  
n o  n e q a t i v a  e n  l a  v a r i a b l e  t .  

S i  a c c p t a m o s  e s t o  l a  d e m o s t r a c i 6 n  s j g u e  como e n  ( 2 . 8 ) .  

Ahora vearnos qu6  h a c e r  c o n  l a  i n t e q r a c i b n  de 

1. 1 
si x = x t u , , t )  c r u z a  a X I ,  ( tf e n  { ( x ,  t) : u < x  < x J  1. 

j 
E s c r  i 1 ) i m o s  

1 2  + h ( U  -U ) ( X j ,  t ) .  ax 

AquP, 10s sumandos p r f m e r o  y G l t i m o  s o n  G 0 ,  como e n  ( 2 . 4 ) :  e l  terce- 

r o  y e l  q u i n t o  se c a n c e l a n ,  y ' a p l i c a n d o  l a  c o n d i c i 6 n  d e  i n t e r f a s e  a 

10s r e s t a n t e s  t eneraos  - 



- - - 1 1  1 1 x (u,. t )  . I  E ~ ( u , - )  - E . , , ( u , + ) ~  ; d t  

1 1 1  + aqu f  obse rvamos  q u e ,  p o r  l a  h i y b t e s i s  H ,  E ( u  ( x  (1.1,, t )  ) , t)  ) = 

1 1 d l 1  E(u,-1 y lo  m i s r n o  p a r a  u,+ . y que tanbiell x (u,,  t) 2 0.  

1 1 
Como e l  sa l to  El (u ,  +) - El(u ,  - 1  > 0 ,  n o  c a a b f a  e.l s i g n o  G 0  d e  l a  

i n t e g r a l  a la  d e r e c h a  e n  ( 2 . 3 ) ,  y l a  d e m o s t r a c i d l l  s e g u i r f a  d e  l a  m i s -  

P a r a  c o n c l u i r ,  obse rvernos  un h e c h o  v d l i d o  p a r a  s o l u c . i o n e s  u  = u(x/&) 

1 2 
Se p u e d e  p r o b a x  q u e  El (u l  > E2 ( u )  i m p l i c a  u ( x / d t )  < u  (XI&) , s i n  n e  - 

c e s j d a d  d e  s u p o n e r  q u e  GG E 1 - EZ es c r e c i e n t e .  como cn ( 3 . 3 )  . E s t o  

se dehe a l a  p o s i b i l i d a d  de o b t e n e r  l a s  s o l u c i o n e s  u ( q ) ,  q = x/& d e  

( 3 .4 )  m e d i a n t e  l a  e c u a c i 6 n  i n t e g r a l  

v e r  I B2,31.  Las  s o l u c i o n e s  "a;~t-csc3-inejantes" u  = u(t7) = u ( x / f i  ) cum - 

p l e n  con l a  h i p 6 t e s i s  N, s a l v o  l a  c o n t i n u i d a d  e n  x  = 0 ,  t = 0. 
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LA ECUACION DE LA DIFUSION Y S U  

APLICACION A  PROBLEMAS DE FRONTERA L I B R E  

L u i s  T .  V I L L A  

1. INTRCDUCCI ON --- 

En e s t e  c u r s i l l o  nos re fe r i remos a c i e r t o s  problemas de f r o n t e r a  I l b r e  

para una ecuacidn parabdl i c a  unidimens i o n a l  (conocida como ecuacidn de l a  d i  f u -  

s i 6 n ) ,  esencialmente de l a  forn~a. 

pudiendo en (1 .1 )  , eventualmente e s t a r  tambien presente tGrminos convect ivos y 

de fuente o sumidero. 

C = C( )( , t )  denota una concent rac ldn  de l  componente que d i funde secldn l a  

I r a .  l e y  de F i ck ,  t l a  v a r i a b l e  tiempo, 9L l a  v a r i a b l e  espac la l  en l a  d i r e c c i b n  

segiin l a  cua l  se cons idera l a  d i f us i dn .  2 sera un dowin lo  s imple o compues- 

t o  y siempre, a1 menos a lqdn  borde o f r o n t e r a  no serd f i j o  a1 t r a n s c u r r i r  e l  

tiempo, moviendose con una l e y  desconocida a p r i o r 1  l o  que es una c a r a c t e r l s t i -  

ca de 10s problemas de f r on te ra  1 i b r e .  D es l a  d i f u s l v i d a d .  

h a  deduccidn de (1 .1)  puede verse  por  ejemplo en ~ 1 ) .  

En p a r t i c u l a r  vamos a cons ide ra r  para (1.1) problemas sura idos a1 formu- 

l a r  l a  d e s c r i p c i d n  de procesos de f recuente  ocu r renc ia  en l a  i n d u s t r i a  co rn  l o  

son por  ejemplo 10s de difusidn-transforrnaci8n homoqeneos u heterogeneos. 
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2. DESCRIPCION ESQUEMATICA DE ALGUNOS SISTEMAS Y MOOELCS MATEMATICOS POSIBLES 

En pr imer l uga r  es dable destacar que ya en 1928 P . V .  H i l l  en C 23 anal - i 

za un problema de d i f u s i d n  de oxigeno y dc ido l d c t i c o  a t rav6s de te j i dos ,  bds i  - 

camente con un modelo de f ron te ra  l i b r e .  

Tambien W. Jander [3] en 1927 mediante un modelo de l  t i p o  precedente 

para reacciones sd l  ido-sd l  i d o  y sd l  ido-gas contro ladas por d i  fusion, d e s a r r o l l d  

ecuaciones c i n g t i c a s  para d e s c r i b i r  e l  proceso y r e s u l t a r o n  de nran u t i l i d a d  pa -- 

r a  l a  co r re lac idn  de datos experimentales. Una de e l  l a s  es l a  s igu ien te :  

donde R es e l  r a d i o  i n i c i a l  de l a  p a s t i l l a  s b l i d a  e s f g r i c a  a transformar, K una 

constante y f l a  f racc ibn  de sb l  i d o  transformado a1 tiempo t. 

A medida que se avance con e l  desarro l  l o  del  tema, e l  s i a n i f  icado de 

(2.1) se a c l a r a r s  naturalmente. Por ahora podemos adelantar  que l a  r e f e r i d a  

ecuaci6n puede re lac iona rse  con l a  dindmica de por ejemplo un proceso de reduc- 

c i b n  d i r e c t a  de dx ido de h i e r r o .  A1 respecto, pueden en t re  o t ros  verse 10s s i  - 

guientes t raba jos  que usan un modelo de f ron tera  1 i b r e  para i n t e r p r e t a r  e l  p re  - 
c i p i t a d o  proceso: W.H. Ray, Q.T. Tsay, J. Szekely en C 4 3  ; J .  Szekely, J.W. 

Evans en 1 5 3  . 

2.1. Sistema iso t&rmico  no c a t a l f t i c o  gas-sdl ido no poroso 161 

Textos t r a d i c i o n a l e s  que dedican a1 tema pa r te  de su contenido son [6, 7, 

8, 9, 101 . 
Por o t r a  par te,  en 10s t raba jos  [ 11, 1 2 1  se puede ver una amplia 1 i s t a  

de re fe renc ias  sobre esta cuest idn.  

Es de destacar que en es te  sistema e l  sd l  i d o  que se cons i de ra  no poroso, 

es e l  aQn no transformado qufmicamente, en cambio, e l  ya transformado de 

e s t a r  presente (product0 o i n e r t e )  se considera poroso y como se verd l ue -  

go, d icha porosidad podrd ba jo  c i e r t a s  condiciones tener  una importante i n  - 
f l u e n c i a  sobre l a  ve loc idad g loba l  del proceso a1 que pasamos a expl i c i t a r .  

E l  gas reac tan te  di funde desde l a  fase oas hacia l a  i n t e r f a s e  gas-sbl ido, 
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luego hasta l a  super f ic ie  react iva de dste, con l a  que reacciona qufmicamen- 

t e  y de generarse un gas producto, Cste difunde hacia 1 a fase gas. 

2 . la )  La p a s t i l l a  s6l  ida se va consumiendo en e l  transcurso de l a  reaccldn 

manteniendo su forma i r l i c i a l .  De formarse producto sd l ido  este se re-  

mueve tan pronto como se aenere. 

E l  esquema reac t i vo  serfa; 

A(gas) + bB (sb l  ido') cC (nas) 

S ( t )  denota l a  coordenada de l a  f rontera 1 i b r e  a1 tiempo t. 

Ejemplos practices de este subcaso l o  consti tuven por ejemplo l a  combus- 

t i 6 n  y gasi f icacidn de carbbn, d iso luc i6n de sdl idos en l fquidos,  etc.  

Modelo Patendtico [ 6 1 
Para Control por Reaccidn Oulmica 

En este caso simple l a  velocidad global del proceso pup 

de expresarse como l a  velocfdad de desaparici6n de A debido a l a  reaccidn 

qufmlca super f i c ia l ,  esto es 

8 en general V = F(CASv tCS)  

V es entonces l a  velocldad de reaccidn y se expresa en moles de A por un i  - 
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dad de tiempo y area s u p e r f i c i a l  de B.CA y C denotan l a  concentraci6n del aas 
S cs 

r e a c t i v o  y producto en e l  f r e n t e  de reaccidn o f ron te ra  l i b r e ,  KE es l a  constante 

de equ i l  i b r i o  ( s i  KE - + m l a  reacc idn  es i r r e v e r s i b l e ) ,  k es l a  constante 

de velocidad. 

Por o t r a  par te,  para l a  velocidad de desapar ic idn de R se t i e n e  

s i endo r s  l a  densidad molar del  s d l i d o  R.  

Teniendo presente (2.2), (2.3) y que por  cons iderarse  despreciable l a  

r e s i s t e n c i a  a l a  t ransferencia de materia, se puede poner 

donde C A ~  y Cc0 son l a s  concentraciones de 10s gases en fase aas, se puede e s c r i -  

b i r  e l  s i gu ien te  modelo matemdtico d e s c r i p t i v o  del proceso: 

donde 
m 

A~ "P 
denotan respectivamente e l  brea s u p e r f i c i a l  l n i c i a l  y e l  volumen del  s811 

do y F e l  f a c t o r  de forma (F = 1 p a s t i l l a  plana, F = 2 c i l i n d r o s  largos, 
P P P 

Fp = 3 

es f era ) . 
N6tese que en es te  caso, l a  so luc lbn  de (1.1) r e f e r i d a  a1 aas reac tan te  

y producto es t r i v i a l ,  es d e c i r  sin~plemente CA = CAC, CC = C c ~  . 
i a  cant idad de s d l i d o  transformado tiasta e l  tiempo r e f e r i d a  a l a  can- 

t i d a d  i n i c i a l  se de f i ne  como l a  conversldn, l a  que denotandola con f, r e s u l t a  ser  

l a  s igu ien te  para una p a s t i l l a  es fk r i da  de r a d i o  i n i c i a l  R; 



En genera l  se t i e n e  obviamente que 

y a p a r t i r  de (2.5) y (2.9) se o b t i e n e  

Por ejeniplo en 1103  se pueden encon t ra r  d i s c u t l d o s  mds casos de l  t i p 0  presentado 

precedentemente. 

Cont ro l  Qufmico y Di  f u s i  vo (en regimen cuas ies tac iona r i o )  

En e s t e  caso l a  ve loc idad  g l o b a l  de l  proceso es l a  misma que l a  de reac - 

c i 6 n  quimica i n t e r f a c i a l  y que l a  de t r anspo r te  de mater ia .  Entonces: 

para n = 1, m = 1, a p a r t i r  de (2.12) se encuentra 

Para reacc idn  i r r e v e r s i b l e  se t end r fa  

Siendo l a s  ecuaciones de movirniento de l a  f r on te ra  l i b re , respec t i vamente  

l a s  s l g u i e n t e s  



kD es e l  c o e f i c i e n t e  de t r ans fe renc ia  de ma t e r i a  y depende de l  tamaiio 

de l a  p a s t i l l a  s b l i d a ,  de l a  f l u i dod indm ica  de l  pas y sus propiedades. Para proce- 

sos COIIIO e l  que nos ocupa, kD sera entonces en p a r t i c u l a r ,  func ibn  de l a  pos i  - 

c i 6 n  de l a  f r o n t e r a  l i b r e ,  s iendo l a  s i g u i e n t e  una c o r r e l a c i d r i  f recuentemente usa- 

d  a  

donde D es e l  c o e f i c i e n t e  de d i f u s i v i d a d  de l  gas .y )i es una constante pos i  t i v a  

que t i e n e  en cuenta 10s f a c t o r e s  v incu lados con l a  f l u i dod indm ica  de l  gas, En par  - 
titular, s i  e l  s o l  i d o  e s t d  inmerso en una atmdsfera de aas e s t d t i c a  se t i e n e  

A = O y en consecuencia se s i gue  que 

Cons iderando reacc idn  de l e r .  orden I r r e v e r s i b l e  con s d l  i d o  inmerso en atmdsfera 

de gas e s t d t i c a  debemos entonces e s c r i b i r  

o  mejor  a h ,  i n t r oduc iendo  6- = G ( t )  d e f i n i d a  como 

donde R es e l  semiespesor i n i c i a l  de l a  p a s t f l l a  ( e s t o  es S ( Q )  = R), se t i e n e  - 

in tegrando en (2.21) s a l e  



donde 10s par6metros 6 y d vienen dados corm: 

Es interesante e l  hecho de que en general se puede esperar que para 

valores suf icientemente grandes de $ e l  con t ro l  sea d i fus i vo ,  a1 c o n t r a r i o  es quf - 

mica [ los experlmental i s t a s  han determinado que en e l  i n t e r v a l 0  1 L d L 100 am- 

bas fen6menos d i f u s i v o  y qufmico pueden ser determinantes de l a  velocidad del pro - 

ceso 1. Para e l  caso de con t ro l  d i fus ivo,  es d e c i r  duando l a  e t a p  que impone l a  

velocidad global  es l a  d i fus ibn  del qas a travCs de l a  pel f cu la  que rodea a1 s d l i  - 

do se t i e n e  que D L & &  k y d puede l l e g a r  a ser l o  suf icientemente a l t o  corm.pa - 

r a  j u s t i f i c a r  l o  que cldsicamente se usa en l a s  apl icaciones como aproximacidn de 

(2.22), esto es 

OBSERVACION 2. En l a s  apl icaciones r e s u l t a  p r s c t i c o  expresar sea (2.22) que / 

(2.24) en t6rminos de l a  conversibn o f racc idn  de s d l i d o  transformado f, concept0 

ya in t roduc ido previamente. 

Asf se t iene, para una p a s t i l  l a  es fe r i ca  respectivamente. 

OBSERVACION 3. Es dable pun tua l i za r  que e l  resul tado expresado por (2.22) puede 

tambign encontrarse reso l  viendo para estado estac ionar io  e l  per t inente  modelo de 

f ron te ra  1 i b r e  para un caso 1 fm i te  (ver  C.Y. Wen [13] ). 

En efecto, suponiendo reacci6n de primer orden i r r e v e r s i b l e  respecto 

del  gas, se puede e s c r i b i r  e l  s igu ien te  modelo deser ip t i vo  del proceso. 



La condicibn (2.29) expresa simplemente el hecho de que el gas que se 

consume en la interfase o frontera libre por reaccibn qulmiaa, transforma una can- 

tidad equivalente de sblido). 

La (2.30) expresa un principio de conservacidn de materia que pasamos I 

a explicitar. I 

Sea t ) 0 un dado instante de t iempo y sea Il t u n  tielnpo infini tamen - 

t e  pequeiio (destinado a tender a cero). Consideremos el sdl ido representado por el 

interval0 material ( S ( t ) ,  S ( t  + A t ) ) .  Dicha porcidn de sblido serd puro a1 instan- 

t e  t y totaln~ente transformado o inerte a1 instante t + A t .  

Entonces, por la conservacidn de materia se tiene 

ac t a3- (i ( t  + ~ t ) ,  t)] ~t = [ o  - (  s ( t ) ,  t )  - D ,, a% 

- AS C(S(t), t )  - a ps AS 

Teniendo presente que desde la superficie S ( t  + A t )  no ingresa aas a1 

s6lid0, pasando a1 llmite cuando A t  -, I) en la expresibn anterior se concluye 

que es la condici6n anunciada por (2.30) recordando que ~ ( l ; + ( t )  , t )  = C A ~  
\ 

El modelo de C.Y.Wen (caso lfmite) se obtiene simplemente s i  en (2.30) 

se desprecia C A ~  en la sunla a P S  + 

De hecho, dicha aproximacibn tiene razonabil idad en el caso que nos in- 

teresa fundamentalmente debido a que el modelo mismo de frontera l ibre es ' tanto vds 

vdlido cuanto mayor es el control difusivo y cuanto mds rdpida es la reacci6n 
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qufmica, y s i  a esto l e  agregamos e l  hecho de que en general en 10s sistemas aas- 

s6l  i d o  l a  r e l a c i 8 n  concentracibn de gas a l a  del s6 l  i do  es usualmente pequeRa, tg 

nemos l a  j u s t i f i c a c i d n  de l a  aproximacidn precitada. 

Entonces, e l  modelo de Wen ser4a : 

e l  p e r f i l  CA = CA(x,t) de concentracidn del  gas para e l  estado es tac ionar io  de 

(2.32) - (2.36) se encuentra inmediatamente corn 

En consecuenc i a  resu l  ta  

y entonces a p a r t i r  de (2.34) sigue 

Observamos ahora que (2.39) co inc ide precisamente con (2.19) a par- 

tir de l a  cual se obtuvo (2.22). 

OBSERVACION 4. S i  en (2.19), en e l  denominador del 2do. miembro se desprecia e l  

k 1 en l a  suma 1 + 7 S(t ) ,  l a  aproxirnacidn equivale precisamente a reemplazar 



1 1 0  

l a  cond i c i 6n  (2.34) d e l  mode10 de Wen por  l a  que expresa l a  cond i c i bn  de reacc idn  

qu imica instantdnea,  es to  es: 

(2.40) cAs = 0, O L  t L T  

l o  que con1 l eva  a l a  s i g u i e n t e  ecuacidn de m v i m i e n t o  para l a  f r o n t e r a  1 i b r e  

Por o t r a  par te ,  (2.19) se puede e s c r i b i r  como 

se ve entonces que (2.41) provee una ve loc idad  de l  f r e n t e  de reacc idn  mayor que 

l a  de l  modelo de Wen como era n a t u r a l  esperar.  

Obviamente, e l  modelo de Wen con (2.40) en e l  l u a a r  de (2.34) se 

t r a n s f o r m  en e l  c l d s i c o  modelo de S te fan  un id imensional  a una fase para l a  ecua - 

c i 6 n  de l a  d i f u s i b n .  

OBSERVACION 5. Es impor tan te  remarcar que e l  modelo (2.27) - (2.31), s i m ~ l e m e n t e  

reemplazando (2.28) por CA(L,t) = C es de l  t i p o  de modelo descriptive de l  h i n  
Ao' - 

chamiento por  absorc idn  de so l ven te  de un po l lmero  v l t r e o ,  modelo es te  que es 

ana l i zado  matemdticamente en [ 1 4 ] ,  [15], [16] y 1 1 7 1  . A l l 1  se ve que i n t r o  - 
duciendo l a  f unc idn  acumulacidn de mater ia  

( x 

se o b t i e n e  un problema t i p o  S te fan  para CA = CA(x,t), a1 e s t i l o  del  que se a n a l l -  

za por  e j  . en [ 18 . 
Para e l  caso de t r a t a r s e  de l a  combustidn de una p a s t i l  l a  s d l  i da  en 

a t d s f e r a  e s t d t t c a  de gas, habr la  en p r i n c i p i o  que c o n t e m ~ l a r  10s a rad ien tes  t& 

micos, l o  que l l e v a r f a  a acop la r  con (2.27) - (2.31) l a s  ecuaciones para l a  tem- 

pera t u r a  . 
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En [19 1 se anal iza un problema del t i p o  antes c i tado cuando se t i e  - 
ne presente e l  aradiente termico en l a  fase gaseosa. 

2 . lb)  E l  tamaiio global de l a  p a s t i l l a  sbl  ida se mantlene y a1 t r anscu r r i r  e l  pro- 

ceso se va formando una capa i ne r t e  de sd l ido ya transformado por reaccidn 

quimica, quedando e l  -- coraz6n de sd l ldo adn no reaccionado rodeado por d i -  

cha capa y l a  f rontera  l i b r e  ubica a1 f ren te  de reaccidn supe r f i c i a l  sepa- 

r a t r i z  de ambas regiones. En l a  Figura 2 se esquematiza e l  proceso 

BI! Sdlido i n e r t e  (transforpado) 
S: Sdlido aGn no transfornlado 

FIGURA 2 ---- 
siendo e l  s iguiente e l  esquema react ivo 

Este t i p o  de proceso se encuentra frecuentemente en l a  indus t r ia  qulmi - 
ca y rnetal i j r j ica como por ejemplo en reduccidn de dxidos metti l icos, oxida - 
c idn  de metales, regeneracidn y desactivacidn de catalizadores, etc. En (133 

se de ta l l a  aspectos qulmicos. 

Hay que tener presente que ahora estdn comprometidas 3 etapas en se - 
r i e :  d i fus idn del gas a travds de l a  pe l i cu la  externa, d i fus i6n  a traves de 

l a  capa sbl  ida inerte,  reaccidn quirnica supe r f i c i a l  en e l  f ren te  de reaccidn 

o frontera 1 ibre .  Naturalmente, segdn e l  pa r t i cu l a r  sistema y condiciones 

operativas, algunas o alguna de l a s  etapas antedichas pueden ser controlantes 

de l a  velocidad global del proceso o ser competit ivas. 

Modelo M a t d t i c o  -- [ 1 3 1  

Para una p a s t i l l a  s6l Ida de semiespesor R se puede e s c r i b i r  e l  siguien- 

t e  modelo ma temdtico descr ip t ivo  del proceso antes expl i c i t ado  (suponiendo 
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que el sbl ido participa a concentracidn constante en la reaccidn superficial y 

la reaccidn es irreversible de primer orden respecto del gas reactivo): 

a c~ 
-- - - D e v  C A 9  R: (x't): S(t) L x L R ,  0 L t L T  1 
a t  X 

donde De es una difusividad efectiva, kD un coeficiente de transferencia de mate- 

ria. 

En 1 1 3 1  puede verse un detallado andlisis sohre la solucidn estacio- 

naria de (2.44) - (2.48) incluyendo casos 1 fmltes de diversos tinos de control. 

Una generalizacidn del modelo precedente serfa la siguiente: 

debiendo la funcidn F satisfacer 10s requis i tos fundamental es 



La solucfbn estacionaria de (2.49) - ( 2 . 5 3 ) ,  en el caso en que / 

f (CA (R,t), t) tiene la form dada por (2.45) y la ley cinetlca es del tipo 

n 
F ( C A )  = k CA c o n n  cualquier n' real mayor que cero, se anal iza en [ 2 0 3  y 

en [ZI] se analiza existencia y unicidad de soluci6n. 

2.3. --- Crecimiento ------ de cristales a partir de una soluci6n ---- liquida sobresaturada -- 

[ 2 2  1 (cristales cilindricos) 
Dada una solucibn liqulda sobresaturada, si con t& se denota la 

concentracibn de sobresaturacibn del soluto, Cg la de equilibrio en inter - 

fase selldo precipitado-solucidn, CS la concentracibn de soluto en el 

sblido, con C = C(x,t) la concentraclbn de soluto, con S = S(t)la coordena 

daque ubica Id frontera libre o separatrlz de la fase sdlida con la fase 

iiquida, se puede escribir el slguiente mdelo matemdtico descriptivo: 

(2.57) Jim C (x,t) = C,, 0 L ~ L T  
x + +  a, 

d S a (S ( t ) ,  t) =(Cs - Co) --.' 0 L t  LT D - 
a x d t 

La soluddn puede verse por ejmplo en [233 y resulta 

donde 



En [24 3 y [25-1 se  d i s c u t e  e l  c r e c i r n i e n t o  de c r i s t a l e s  e l  i p s o i d a  Ies 

en cuan to  a  l a  p r e s e r v a c i b n  de forlna d u r a n t e  e l  c r e c i r n i e n t o  ,y se dan r e f e r e n c i a s  

sobre  cues t i o n e s  de es t a  b i  1 i d a d  de l a  i n t e r f a s e .  
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EL METODO IIE ALT 

PARA EL PROBLEMA DEL DIQWE POROSO 

NQstor AGUILEHA 

Como 8s sabido, el prtrbleme del dique poroso es uno de los primeros ejemplas de problems 

de frontera l ibre que puede ser reduddo a un problema de desigualdacb ( b  inecuaciones) 

variacionales, gacies a la transformaci6n introducida por B a l m h i  [ B  11, y que actualmente 

lleva su nombre. No es cesuelided que poco tiempo despuk del trabajo de Baiocchi, una 

transformaci6n slmilar fuel-e propuesta por Duvaut [D 1 ] para reducir el problema de Stefan de 

una lase a un problema de desigualdades variacionales. 

Nuestro inter is  es presenter une tknica introducide por Alt [A l 1 pare el tretamlento 

nunlCr lm del problema del dlque poroso, que puede utlllzsrse tamblbn para dar una demoslracldn 

tetkica de existencia do soluclones. La idea principal es lade utl l izer Qs in-ites relacionadas 

entre si: la presi6n y la  fun:i6n caracterlstica de la zona h6meda. Con modificaciones adecuadas, 

s t a  tknica puede ser utilizada para resolver numericemente el problema de Stefan de dos f8ses 

(ver por ejemplo los trabsjos dt- Nochetto a pert i r  de [N  11 1, por lo we me ha pwecido 

lnteresante cuntarles fnforrnelmente une versibn sencil la, sin dernostraciones, del mencionedo. 

trabajo de Alt. 

Comencemos por la gmmetrla del problema del dique poroso, esquematizedt, en la figure 1. 

El dique es &notado por R, que suponemos acutedo y de borde, aR, suave. R estB r m  

por a r r  lba y hecia 10s mtedos por elre, y llamemos So a ese per le  del aS2 que estB en contecto 

m el aire. A la izquierde, R iinda con ague y la parte de superflcie de an correspondiente se 



impermeabla [Tentto be1 dlw, lemm e srr ver Qs, m. una hrjrneda. &not& por A. por 1.31 

cwi n ~ c f  qUa,Yotra sax. 

Fig. t 

€1 probb6  &I dEque m f s t e  jusbmmte en enmtrar \as mas hrjrnedas y sems 



Pera nuestra presentacibn, vanlos a suponer que la  malriz a es uniformemente eliptica y 

diegonal, es clecir , el medio es isotropico per0 vamos a pemitir le que sea inhom@neo. Vamos a 

suponer tarnbibn que la presibn estB normalizada, de modcl que la presibn capiler en el medio 

poroso es cero. S i  u €5 la normal exterior en aQ, imponemos las siguientes condiciones ck borck: 

Podemos reescribir este problema en forma var iacional introduciendo e l  espacio 

\; uno funcidq 7 ,  que serti inchnita juntamente con la funci6n u, de mcdo qcle el  problem8 es 

enmntrar las funciones u y Y tales que 

para tcrJa v E ~ ( u d ,  dorlde e es el vector (0,o ,... ,O, I ). 



Formalmente tenemos que u y Y satisfacen lm condiciones menciondas anteriormente, 

exoepto que la ecuacib prweniente & 18 ley de DeArcy ahora es 

Vamos a tratar de e n m t r a r  aproximaciones discrets a1 problem8 planteado, basindonas 

en el mitodo de elementas linitos. Supernos que hay una sucesibn de nljmeros positives h que 

mnvergen hacia 0. Estos h van e sar utllimdDs b5simnente anno parametros. 

Asociedos a ceda h tenemas: 

1 ) un mjunto fini to dB l nd ia  Ph. 

. 
2 )  un amjunto QI, abierto amt& y de frontera L i pschitz. 

i i ii) €xistem puntos (notk~)  xb r 4 tab  que q,(xh) = I 

Ed6 clwo que bs espacios HI y Lh sm aprmtimsime~ de lm espacics IJ 1" 



respect ivamente. 

18s amdicbes en el h d e  son Introducidas medimte dos subconj untos de Ph , Pob y P+h. 

que repmentar de alguna mama a los mbs en So y 3,. respectlvamente. E l  doto en el borde 

pga cada h serd uob e 4. c ~ n  uoh 1 0 para ash 1 e Ph. Suponemos que la urrespondiente 

malriz de pernwbillded discrota ah est6 awtada y es delinida posit iva unifamemente en h. El 
< 

espacio de funciones admisibles err el casu discreto es 

Definirnos ahaa 10s cosficientes a i l  y e!j pcra i,] E Ph por 

(sl blen lar coeflclentes a&j lamm urn matrlz, m huy amfundlrlos an 10s ds la matrir 

ah ; por ejemplo, las dimenslones son totalmente distintas). 

Estamos en amdlclones ahora de plantear el problems dlscreto, cuya soluclh es nuestro 

objetivo principal: 



P m  ndvm ests problem, Alt ha deswrnlhd~ un a!grftmo de tlpo m o & m  para 

mohrs b W i W  (no lfrreal, dCsa'etb) resultmk Pllra que todo sdge bien es necesario 
lmparer aZguras arndtclmes a bs elenrentos f fnltos. Empemmos pllr suparer que: 



pur la que wi 1 o y mos r a p e r a  u y i a partir d w usando las frjrmu~cs 

Por b tanto bester8 enmtrsr w la1 que 



pue&taxstr~)irs, ~ n c m t n n ~  uns WSOIW:W wo , es4i . r  t a ~  que A;(W$ 2 wa pa0 bdo 

(ahsgmw0 5 iCoparetodo i. 

OhseFvmque wo = 0 es wra ~ 1 u c ~  Para mtuir una sugefsskbh m-wge€im 



a meer gue tarnardo esk t ip  & solucbnes puede thmadrsse u s d o  dimaciaus bprui, 

b j o  a m  amdiches Irr(b; a menos usu~les sdbre 10s elementas linitios y bs daaos en el borde, 

warndo h y O . h r q , y V b  &Emidmepstir&wh ( i ~ L ~ ~ r u a s o ~ i 6 n d e i r  

desllpaldad ~lrleci i l2 .1 .  

P a a  Qimlw , vanros a desuibir ura lamilia de ekmentos linilos en drs d i ~ ~  que 

Csma mticipms, denros ahora m ejempb de fmilia de elementos linitos en dos 

dimem-- ~emr6nos mndl~lane~ r r p p r ~ ~  sntwe b~ d i c l e n b  4' g 4': 

tbsboejempb (mode bs htosanel trabajodeA1t)es el queseobsmmen la f i i a  2. 

Tgnando amo base un k & n o  m l a r  de lado h, conskkmm~ mno fmdn base 

asociede,lafunc~amtinurq, queveFe 1 melmtro,esl inealencedewdebs~~los 

QW f o r m  el hsrgOm0 y se anula f a n  del &em en pertiwlar sobre el bade exterm, fornado 
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hbbr6 que tener cuidedo en 10s tior&. 

Fig. 2 

Pw ejmpb, st pammos nedR I& qm en los nodm en el inter lor, en el ceso an que ah es 

ts WrCE )danti&d b mafkbtes 

st &=j 

$1 per0 son veclnos 

0 en o h  casa 

M p e  t~~ gus daftnit 1s lunches )(b Siempre r e f e r b  a la figuro 2. s1 uf, a el 

nrrh e~ el u n t o  hl h e r n o ,  torn- 8 $1: m o  la funcib csrsterislice &I rmbo 

smnbreedo. Nuevmente Rabremus de tener cuiQcb am 10s hordes, wen!ualmcnte em perte puvJtl 

m otktir pars elgirn no& x i  ,6 ex lslir dlo la rnlM 

SLylendo con el ejemplo de los n a b s  an el interior y en el cass en que ah sss la m!rk 



El lector que haya hecho los dlculos amprobarb que una pequeiia deformacith de loa 

elementos f lnitos puede cam biar las propledades requer ldas. Por supuesto, esto no quiere declr 

que necesariamente el mhtodo no funcionar6, per0 si que el d l i s i s  teb.ico se hari  m k  

complicado. En otras palabras, si por alguna razh se desea implementar prkticamente el 

mitodo, la elementos podrh  camblerse un pan, pero teniendo en cuenta que puede no haber una 

teoria det rk  que geranticc los resultarb. Estss cuestiones estin de slguna maners relacionades 

con el llamado "prlmlplo del mhximo discreto*, que se utlllza m u c h  veces en la teorfa de 
analisis numir im (& ecu:ciones elipticss y parabbllcas) y que hacen la teoria un tanto "bra" 

desde el punto de vista tle las eplicaciones, per0 que, como en el ceso continuo son muy 

convenientes para la teor fa. 

~ 1 1  = 4 

[ A l l  H. W. Alt: Numerical solution of st--stale porous flow free boundary problems. 

Numer. Math. 36,73-98 ( 1980). 

[ B 11 C. BaiOEFhi: SU un problema a frmtiera libera mneao a questiani di idrsulica AIM. 

M8t. Pu~B&~II 92, 107- 127 ( 1972). 

[D l  ] 0. Dwaut: Rh lu t i on  bun probleme de Stefan (fusion bun bloc de glace 9 &a 

-6). C R Aad &L' Pwis 276, 146 1 - 1463 ( 1973). 

I N  1 I R. H. Nochetto: AnBllsis numtklco del probleme de Stefan multldlmenslml. a dos 

e 

8 h / 2  sl i =  J 

- f ih /2  s i  x t  QS Q I  nodo d ~ b a  Jo de x i  

0 en o t ro  caso 
L 
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LAS IIqEC:UACIOC4ES VARIACIOb4ALES ELlPTlCAS 

Gr aciela C. Garguichevich 

En este tr.abajo p r r ? . t w w ~  m-r?r;wtar WM irltr r w h c  iiwt a la tea-;a de 

problemas, m parLit~~lar* los llamadrs F h b I a m s  & FrnlCea Libre entre 1- are se 

cumta el probl~ma ck Stefart, ckieto & este Seminario 

1 Sea fEC laB1, real,  EX)~.IWY.:G'~ ~ x i s L e  a1 mwns u a  uultn iifrlaJ.)l tal v: 

Si se desea car-act--izar. r* ala;nl nrrh, tm oudo mCrr i~a l  Z. nkw-v- mlc polo 

puede -dame 81-r, * la cascss siguiedes 
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Las tres situiciones s resumen en . la siguiente inecuacik aue 

denominaremos Inecuacibn Variational 

Observamos r_nte si 'ii es solucih de  la (1) no es necesariamente crn  unto d e  

rninimo & f, pero todo punto w e  m i n i m i c e  f debe re r  sal~tci6n de la  inecuacibn 

Sea K cwr*wnexol cerrado Y no vacio de R", ~ E C ' ( K )  real. Se desea nuevsmente 

Si existe un munto minimal ? (esto es imediato si K es acotado), e n t ~ ~ c e s  por - K cmwero, V -xfK e l  segmmto (1-tE+tx = ji+t(x-?) C I#, tECO.,iI y la f m i 6 n  

L-, debe verificarge #'(0)dCfG),x-?)ZO V xEK 

€8 decir aue, s i  2 es un  unto minimal de f en #, debe sakisf acer la inecuaci6n 

vmiacianal. 

Sea 'J un wpacic! de Hilbert, KCV, K convexcr, cerredo y no vacicr. S1 x€V, 

entomes existe u eo bico ut'i tal sue. 



131 
Tal u se denomina la proyeccib ortogonal de x sobre K u ce simbaliza 

U=PKX 

Esta scxesi6n es de Cauchy ua aue, vor la  ley del ~ s r a l e l ~ a n w  

For s a  V ur asnacio conoleto eriste UEV ta! cme v.4" en V y s a a  (V,)CK u K 

ec corrsdo, reculta ~J€K y 

dSk-XU = liy )l+-xIt = d 
C .. 

kdemis u es unico ya qlx  si vEK y #v.-xW=d entonces 

Deseamos ahora caracterizar la woyeccih ortoganal u be x sobre K w cono e5 

la que minimiza la distancia a x ,  siguiendo la  idea del e-b 2, PW ser K ca*sxo, 

asme su minimo en t-0, por lo w e  debe ser 

Es decir sue, s - l  u=PKx ? deb@ verificarse la imcuacibn variational 

Fero ademis. si u es solucion de (3): 

U sea a:.?, 2 di.ferencl3 de lo o1:o ~c1~r.r-e en 10s e.jemplcs i 14 2 ,  u=pKx si g solo 
. , #  5i :> fr. ~fi::.:;a;-l +o :;;" 
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Eprnolo 4 

El problem del okistiarlo. 

Sea f i  acotado en ~ " y  an EU frontera; 

Se desea caracterizar !si ewiste) uEK t a l  que. 

j W ' d x  = nin v€K $IV>dx. 

n n 

Observando aw K es un cmvexo y razonando corno en 10s ejetrctlos anteriores, s i  

UEK es la  solucibn del problema de rninirno, entonces la funci6n 
' 

asume su m i n i m  en t=O y .esto irrmlica *'(0)20, l o  sue conduce ,a l a  inecuaci6n 

La fmih u puede interp-etarse corn l a  posicibn de equilibria de una membrana 

el ist ica hctnogixlea yace sobre un cuwpo ( (X ,X~+~)  : xEn, ~,+~io(x)) r n t . 6  f i ja  en 
\ 

30; de a d  e l  numbre de Pr-oblema del obstaculo. 

La solucion u de (4, permite definir un conjunto denominah d e  wincidencia  

La mesencia de este conjunto distingue a u do 13 solucihn de un oroblema de 

contor.no y su frontera a1 es ' la  frontera libre del woDlema. 

La exiotencia de soluci6n para e s t e  ejemplo dewndori de las condicionez fijadas 

oara a y K La no existencia de solucibn para m a dado pmde superarse reclefiniendo 

e l  c o n h t o  de funciones adnrisibles K. 

En efecto, cbservemcls que s i  se ccmsidera 

~=(v€l-&fN : "-am en n) 



2 Sea IHTR q f'='Xl, se d e a  rteter.rnin;#. la t m a t u - a  e s t d ~ : i m i a  ere =a 

L 
Este es r.m prd,lena c k  frcntwa libre t y  que z d x e  r e r i e ? ?  drrs re- 

difer-ercial par v - t ~ ,  cm *k', e ir18 PY-am? c;c?tr-e n, &rt.@fmnf.s 

\ ~~*V(V--IJ) dw- , . -  d l  = f(v- U) Ct* I' ihl n 1' 
I LL 

-- 
I "El: 
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Los eoemclos 1, 2 Y 3, si dimV es finita, pueckn resolverse con elementos del 

cilculo. En e l  c33n de1 ekmolo 3 con dim\'== y de 10s egmplos 4 u 5, e l  problema es 

similar a1 del ci lculo da variaciones y se rcsue l i :~  en oeneral oor tecnicas de 

eoroximacibn num6rica aolicada a la formulacion :,fariaci,;r~al tver 131, 141: 

Seati 

V escacio de Hilbert 

K C V, cmvoxo, c e r r a h  y rn s,lacio 

a . VxV + R forma bilineal 

L .  V 4 92 oocrador lineal 

Se derromina inecuacibn variaciwral a1 problema 

Nos wuwor\emob; determlnar hipbttesis b a b  las  cuales m~eda garantizarse la 

existencia y d c i d a d  de tolucibr de (6). 

En este caso, la exisLencia y Irricidad de solucibn es urla cmsecc-rencia directa 

*I lema 1. 

En ofecto, ~ # ) r  el  teoremr de msresmntacicin dP Riesr, existe un hico elemento 

t @ J  / < L , V > ~ X ~ , ' J )  W VUEV, 1-m: 



Cam 2 

Sean: 

(7) LEV' 

C8) a : VrV -e R bilineal u oonCinur : 

~ ~ > ~ / w v n s n r u r r v i  v u m  

BajD 135 hiobt-is 171, (8l. (9) y (101 existe una ktica salucibn de (6) - 
Es trivial verificar ba* ibas hwtesis Z8), t9) y tiU) la C a m a  bilineal a 

d e f i r ~  en V u7 rwwo pro&x),o escalar C!u,v))=aiusv3 g la -ma 1 v III = ia(v,v) es 
e~uiq.lalente a la ncr-ma de V 33  cwe resulta 

L u e ~ .  tmr e l  tmrerna de r-entacibr de Riesz, existe tm hico 

q E V  f <t:~> = t q , v ) )  V vEtJ 

y se t ime,  como en el caso 1- 

a(u , v-u)=((u , v-~ ) )> t?~ ,  v-u) V l.flJ n 

((u-X, v-u))<~ v ',*K C3 u s K  q, 

cfonde pK es el wwrdor de proyeccih &.v+v car resoeo+. a1 wd1cLo rscalar (( , U. 
u la tesis sigue del lema 1 

Veamos ahara o t ra  caracterizaciih de la soluc.ibn u de (6) vinculada a 10s 

ejernplos vistos en el p h a f o  anterior. . 

Lema 3. 

Rajo las hipdtesis (71, (8), (9) y ti(?), u es s o l u c i h  de  (6) s i  y 6010 s i  es solmibn 

del problema de minimo: 



Esta ultima caracterizacih de cr, a1 igual as el est l~dio  de 13 inecuacibn 

variacimal a t.raeVsk de su operadw de wo=ci6r1, son t a u  cmsewercia de la 

sirratria de la forma tilineal a, cue ba& esta hicbteris resulta tm crodtrct,o escalar en 

V Esto no ser i  oosible s i  a no es sidtrica y se !ervkin e n t m e s  inecuaciones 

variacianales ewe na se cwrospcjndnn con un p r c k ~ l e m ~  d~ rr,fnirrm 

Estudi~remos a k a  el caso general dm& la forma bilirteal a no es 

necesariamte sin& trice. 

Lema 4. Cleorema de Liar;-Stampachia) C61 

Bajo las hiphtesis (7): (B) y (9) existe wra k i c a  so l !~c i6n tie (6). 

Meidad Sean ui,u2EK &s solucicres de !6), ent,or!res rec!-11?3 

L ii) 3 ! A . V 4 V lineal y continuo i a!u.v) = (&I , 1 ~ )  V u.vEV 



( ~ U - P ( ~ - ~ ) L U ,  v-u) s 0 V v€K . P>O - C- 
El problema (12) caracteriza a u como omto fib del operedor 

T~ : v -t K I T ~ v ) = P ~ ( v - ~ ~ A v - x ~ ) )  . O>O. 

Eastari wobar antonces. para a l d n  0>0, l a  existencia de wr wnto fijo de Tp u 

oara ello es suficiente moptrar ow, existe 0>0 tal M T1) resulta m a  contraccih 

En efecto, por ser PK m operador no axpansivo, se tiene: 

I T ~ V ~ ) - T ( V ~ )  n2 - n P ~ ( ~ ~ - L u ~ ~ - ~ ~ ) )  - P&.-MA~~-x~)) n2 i 

s I v -v2-@ A(v1-v2) i2 '- I vl-vs I' - ~P(A(vI-v~ . VI-VS)) + < 
+ p2 N A(vl-v2 I' S (1-2pa+0~*) I vl-vz f12 

o sea 

Si K=V. entomes os facil mostrar w e  (6) es ~ u i v a l e n t e  a la  ecuacion 

variacimal 

(a(u,v)=~(v) v VEV 

UEV 

y e l  lema 4 para (131 no es otro crue e l  cmocido Teorema de Lax tlilgram. 
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k d e m k ,  usando la caracterizaci6n (11) result? (13) e a u i ~ / ~ l s n t . ~  a: 

acre bajo l a s  h i ~ b t e s i s  (7), (8) r (9! nos dice oue k es biyectiva, resultando I1 4-' 11 l i a  

Hemos demostrado as!, bajo l a s  hipotesis dadas, la existencia y uniciclad de 

~oluci6n de la inecuacihn variational (6,. Para 10s problemas de  a~roximaciin numkrica 

de dicha solucion Y e l  estudio do regularidad de la misma, as1 como oara un estudio m i s  

profundo nos remitimos a la bibliografia citada. 

ti1 C. BAlOCCHl - A CfPELO: "Disewazioni Variazionall e Puasivariazionali. Apli- 

cazioni a problemi dl frontiers libera", '101. i, 2, Pitagma Editrice, Bologna (1978). 

t21 G. WAUT - J. L. LIONS: "Les inequations en MCcanique et en Physiq~&"' Dunod, 

Par is  (1972). 

t31 R. GLOWINSKI: "lritroduccibn a l a  acroximacibn de  fnecuaciones 'Jarincionales 
\ 

Eli~ticas",  Cuaderno t.10 9 do1 lnstituto de Matemitica "Beppo Levi", U.N.R., Rosario (1978). 

C41 R. GLOWINSKI - J. I LIONS - R. TREMCLIERES: "Analuse num&riaue des  in&- 

quations va r ia t i~ne l l e s"~  Tome 1, 2, D u d ,  Par is  (1976). 

C51 D. KINDERLEHRER - G. STAWACCHIA. "An introduction to variational 

ineaualities and their  awlications", Academic Press, t4ew York (1980). 

161 J. L. LIM4S - G. SlAMPACCHIA: " V a r l a t h a l  inewalities", Corrwn. Pure Awl. tlath. 

20 (19671, m. 493-519. 

(71 E. ROFMAt-4: "Desigualdades variacionales, existancia y aproximaci6n numirica 

de soluciones", en Cuaderno t-40 6 del lnstituto de  Matemitica "Eeppo Levi", U.N.R., 

Rosario (1974), pp. 59-86. 

C81 G STAIIPACCHIA: "lntroducci6n a l a s  ecuaciones en derivadas parciales e 

i m u a c i w r e s  variacionales", Cuaderno t-4a 1 del Imtituto de  Matemitica "Beppo Levi", 

U.N F!., Rorario (1971). 

191 D. A TAF?ZIA: "lntroduccibn a las inecuacionrs variacionales elipticas y s u s  

aplicacicmes a problemas de  frontera libre", CLAM1 5, COt4ICET, Argentina, Buenos Aires 

(19813. 
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1  . INTRODUCCIOiJ 

E s t a s  n o t a s  p re tenden  r e f l e j a r  l a  e x p o s i c i d n  de  i g u a l  t f t u l o  r e a l i -  

zada  e l  13/10/86,  e n  e l  marco d e l  I1 Seminar io  s o b r e  e l  Problema de  

S t e f a n  y s u s  A p l i c a c i o n e s .  

La misma t u v o  por o b j e t o  p roporc ionar  una v i s i d n  de n i v e l  i n t r o d u c -  

t o r i o  de e s t a s  t e o r f a s  y  s u s  a p l i c a c i o n e s ,  que  f u e s e  de u t i l i d a d  d u r a g  

t e  e l  Seminar io ,  p e r 0  fundamentalmente que  s i r v i e s e  de base a  p o s t e r i s  

r e s  l e c t u r a s ,  h a c i d n d o l a s  mds a c c e s i b l e s .  

Dado que a l g u n o s  a s i s t e n t e s  no  posefan  un adecuado manejo p r e v i o  de  

~ e o r f a  de l a  Medida y  db l a  I n t e g r a l  de Lebesgue, s e  e x p l i c a r o n  a 1  co-  

mienzo (aunque en  forma muy r d p i d a )  a l g u n a s  n o c i o n e s  b d s i c a s  p a r a  que  

10s mismos pudiesen  e n t e n d e r  e l  tema e s p e c f f i c o  de l a  c h a r l a .  En e s a  

e t a p a  p r e l i m i n a r  s e  abordaron ,  e n t r e  o t r a e ,  l a s  c u e s t i o n e s  s i g u i e n t e s :  

i )  S i g n i f i c a d o  de l a s  e x p r e s i o n e s  l lconjunto de medida nu la"  y  

Iten c a s i  t o d o  punton.  

i i ) . L a  i n t e g r a l  de Riemann s e  i n t r o d u c e  t r a b a j a n d o  con p a r t i c i g  

n e s  en  e l  dominio de l a  f u n c i b n  c o n s i d e r a d a .  Lebesgue p e r c i  

b i b  que a l l 1  e s t a b a  l a  causa  d e  l a s  d i f i c u l t a d e s  con que s e  

t r o p i e z a  a 1  t r a b a j a r  con l a  i n t e g r a l  e n  e l  e e n t i d o  de Rie-  



mann, y  que e n  cambio convenfa t r a b a j a r  con adecuadas  p a r -  

t i c i o n e s  en  e l  codominio. 

iii) G e n e r a l i d a d e s  sobre  l a  d e f i n i c i 6 n  de i n t e g r a l  en  e l  s e n t i -  

d o  de  Lebesgue, a  p a r t i r  d e l  comenta r io  a n t e r i o r .  

i v )  Toda f u n c i d n  i n t e g r a b l e  Riemann e s  tambidn i n t e g r a b l e  Le- 

besgue,  y  l a s  c o r r e s p o n d i e n t e s  i n t e g r a l e s  t i e n e n  e l  mismo 

v a l o r .  Es d e c i r :  l a  i n t e g r a l  d e  Lebesgue e s  una e x t e n s i d n  

de  l a  de Riemann. 

v  ) D e f i n i c i d n  d e  10s e s p a c i o s  de  Lebesgue L ' ( Q )  y  LP(fl)  para  

p2l  - Todos e l l o s  son de Banach - Ademds L2(f l )  e s  de H i l -  

b e r t .  

v i )  Funciones  loca lmente  i n t e g r a b l e 8  - Bspacio  LioC(f l )  - Comp: 

i r a c i b n  con 10s a n t e r i o r e s .  

No d e s a r r o l l a r e m o s  t a l e s  c u e s t i o n e s  e n  e s t a s  n o t a s ,  l imi tdndonoe  a  

recomendar que ,  en  c a s o  de  n e c e s i d a d ,  s e  r e c u r r a  a  l a  b i b l i o g r a f f a  eu- 

g e r i d a  e n  n u e s t r o  t r a b a j  o  p u b l i c a d o  e n  e l  No. 12 de  la  p r e s e n t e  c o l e c -  

c i d n  CUADERNOS. 

En cambio ampliaremos l o  r e f e r e n t e  a1 tema e s p e c f f i c o ,  aunque aiem- 

p r e  d e n t r o  d e l  n i v e l  i n t r o d u c t o r i o  y  e l  l e n g u a j e  i n t u i t i v o  de  l a  expo- 

s i c i d n  a n t e s  mencionada. 

P a r a  e n t r a r  e n  m a t e r i a ,  comencemoe observando que cuando s e  cambia 

d e  un tema a  o t r o  en  e l  A n d l i s i s  ~ a t e m d t i c o  o  en  s u s  a p l i c a c i o n e e ,  n o  

s iempre  i n t e r e s a  e l  mismo c o n j u n t o  d e  f u n c i o n e s .  Dependiendo d e l  p r o b l g  

ma p a r t i c u l a r  que s e  e a t 4  cons ide rando ,  a  v e c e s  i n t e r e s a  t r a b a j a r  con 

t o d a s  l a s  f u n c i o n e s  i n t e g r a b l e s ,  o t r a s  v e c e s  con l a s  c o n t i n u a s ,  o t r a s  

s d l o  con las d e r i v a b l e s ,  e t c .  I n c l u s o  hay c a s o s  en  que l a  f n d o l e  d e l  

problema e x i g e  imponer c o n d i c i o n e e  muy r e s t r i c t i v a s  a l a s  f u n c i o n e s  

(par e jemplo ,  que Sean i n f i n i t a m e n t e  d e r i v a b l e s ) ,  por  l o  que e l  conjun-  

t o  de  f unc iones  a d m i e i b l e s  r e a u l t a  mds I1pequeiiol1. En o t r a s  o c a s i o n e s ,  

por  e l  c o n t r a r i o ,  n o  s e  impone ninguna cond ic idn .  Vale d e c i r :  a1 p a s a r  

d e  un problema a o t r o  s u e l e  v a r i a r  e l  g r a d o  de  g e n e r a l i d a d  d e  l a e  f u n -  
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c i o n e s  con las  que se t r a b a j a .  

P e r o  hay c a s o s  e n  que aunque se t r a b a j e  con l a  mixima g e n e r a l i d a d ,  

e l  c o n c e p t o  c l i s i c o  d e  f u n c i 6 n  n o  a l c a n z a .  P a r a  i l u s t r a r  e s t o ,  supongg 

mos que se p r e t e n d e  d e t e r m i n a r  una d i s t r i b u c i 6 n  d e  masas e n  una r e c t a  

med ian te  l a  d e n s i d a d  d e  t a l  d i s t r i b u c i 6 n .  Obviamente n inguna  f u n c i 6 n  

v a  a poder  d e s c r i b i r  l a  d e n s i d a d  s i  hay a l g u n o s  p u n t o s  donde 

e s t d n  c o n c e n t r a d a s  masas p o s i t i v a s  ( e s  d e c i r ,  s i  s e  mezclan e l  c a s o  

d i s c r e t o  con e l  c o n t i n u o ) .  

O t r o  e j emplo :  supongamos que a l g h  p a s o  d e  l a  r e s o l u c i b n  d e  un p r o -  

blerna n o s  e x i g e  d e r i v a r  una c i e r t a  f u n c i b n .  Ahora b i e n ,  s i  es ta  f u n -  

c i 6 n  no  e s  d e r i v a b l e  e n  uno o  mds p u n t o s  de  s u  domin io ,  n o  se l a  v a  a 

poder  d e r i v a r ,  s i  en tendemos  como su  d e r i v a d a  una f u n c i d n  I l ~ s u a l ~ ~ .  

Se p o d r i a  a l e g a r  que e n  e s t e  segundo e j e m p l o  l o  n a t u r a l  serfa  res- 

t r i n g i r  e l  c o n j u n t o  d e  f u n c i o n e s  a d m i s i b l e s  ( tomando por  e j e m p l o  l a s  

f u n c i o n e s  d e r i v a b l e s ) .  S i n  embargo, a v e c e s  esta r e s t r i c c i d n  n o  e s  con  - 
v e n i e n t e  ( p o r  o t r a s  c a r a c t e r f s t i c a s  d e l  problems). 

Todo e s t o  mot ivb  que s e  e x t e n d i e r a  e l  c o n c e p t o  d e  f u n c i d n ,  i n t r o d u -  

c i d n d o s e  l o  que denominamos f  u n c i o n e s  p e n e r a l i z a d a s  b d i s t r i b u c i  ones.  

La manera de  p r e s e n t a r  las  d i s t r i b u c i o n e s  que s e  v e r d  e n  la8 s e c c i s  

n e s  s i g u i e n t e s ,  nace  aproximadamente e n  1935 con un t r a b a j o  d e  S. L. 

S  obolev.  P o s t e r i o r m e n t e  L. Schwar t z  impr imid  g r a n  d e s a r r  0110 a es ta  

t e o r i a ,  e n  l a  segunda mi t ad  d e  l a  decada  s i g u i e n t e .  

P a r a  f i n a l i z a r  e s t a  ~ n t r o d u c c i b n ,  queremos r e c a l c a r  l o  que  e n  c i e r -  

t o  modo ins inuamos  a t r a v e s  de  e j e m p l o s :  l a  a p a r i c i 6 n  d e  las d i s t r i b u -  

c i o n e s  n o  se d e b i 6  a una c a p r i c h o s a  i n t e n c i d n  d e  g e n e r a l i z a r  po r  gene-  

r a l i z a r  , s i n o  a n e c e s i d a d e s  p l a n t e a d a s  po r  problemas  p r d c t i c o s .  

~ d s  a d o ,  como e n  o t r o s  e j e m p l o s  h i e t b r i c o s ,  e a t o s  c o n c e p t o s  s e  usa -  

r o n  i n f  ormalmente en  l a  F f s i c a  b a s t a n t e  a n t e s  de  que l a  Matemdtica l e a  

d i e r a  una c u i d a d o s a  f o r m a l i z a c i 6 n .  
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2. ESPACIO DE FUNCIONES DE PRUEBA 

En t o d o  l o  que s i gue ,  n i n d i c a r d  un eubconjunto  a b i e r t o  y conexo 

( n o  neceear iamente  a co t ado )  de  R" ,  s i e n d o  n l l .  Coneideraremoe f u n c i o -  

n e e  d e f i n i d a s  en  0 y a  v a l o r e s  r e a l e s  ( e l  c a s o  complejo  e s  and logo) .  

Comenzaremos d e f i n i e n d o  e l  s o p o r t e  de  una f u n c i d n  como e l  menor con- 

j u n t o  c e r r a d o  f u e r a  d e l  c u a l  l a  f u n c i d n  e s  idctnt icamente n u l a .  Con l e n -  

g u a j e  mds p r e c i s o :  

DEFINICION 1 .  Llamamos eopor te  de  una func idn  f  :n + lR a  l a  c l a u s u r a  d e l  

c  on jun to  de pun to s  donde l a  f unc idn  no e s  n u l a .  En efmbolos: 

( 1 )  sop f  = ? X E  n /  f ( x )#O)  • 

Por ejemplo,  s i  f :  IR -+R e s  t a l  que 

s en  x  s i  ( x ) ~ 2 n  

o si  l x ) > 2 n  , 
tenemoa sop f =  [-2n,2n]. ~ d t e s e  que en sop f e x i e t e n  c i n c o  pun tos  ( t r e s  

d e  e l l o a  i n t e r i o r e s )  donde f  s e  a n u l a ,  l o  que i l u s t r a  e l  s i g n i f i c a d o  de  

haber  tornado l a  c l a u s u r a  en  ( 1 ) .  

S igu iendo  con e l  mismo e jemplo,  nos  planteamoe e l  p rob l e -  

ma de v e r  cudn suave e s  l a  f unc idn  en  10s pun tos  de  empalme x=-2n y 

x=2n.  En t a l e s  pun to s  l a  f unc i6n  dada e s  con t i nua  pe r0  no  d e r i v a b l e .  En 

cambio, en 10s i n t e r v a l o s  a h i e r t o s  (-- , -2n),  ( -2n ,2n)  y (2n,m), e s  i n f L  

n i t amen te  d e r i v a b l e .  E s  f d c i l  p e r c i b i r  que cambiando levemente e l  e  jem- 

p l o  (6610 d e n t r o  d e l  s o p o r t e )  conseguir famos mejorar  e l  empalme, de mo- 

d o  que l a  f u n c i d n  a s f  modif icada  f u e r n  tambidn d e r i v a b l e  e n  x=-2n y en  

x=2n.  Naturalmente,  la  d e r i v a d a  de  la nueva func idn  s e r f a  n u l a  en  ambos 

pun tos .  Pero e n t o n c e s  c a b r f a  p r egun t a r ae  si  en d i c h o s  puntos  e x i s t e  l a  

d e r i v a d a  segunda, y l u e g o  l a  t e r c e r a ,  y asf sucesivamente.  

Consideremos o t r o  ejemplo, Fijernoa un n a t u r a l  k22, y s e a  
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Tenemoe que aop g=[-l.l] y  que g  e s  i n f i n i t a m e n t e  d e r i v a b l e  e n  t o d o  s u  

domin io  s a l v o  x=-1 y  x = l  . En e e t o s  b l t i m o s  p u n t o s  e x i s t e n  y  son n u l a s  

l a s  d e r i v a d a s  de g  h a e t a  e l  orden k-1 i n c l u s i v e ,  p e r o  ya n o  e x i s t e  l a  

d e r i v a d a  k-dsima. 

t ~ a b r d  a l g u n a  f u n c i b  de s o p o r t e  [ - I  .I] , que s e a  i n f i n i t a  - 
mente d e r i v a b l e  i n c l u s o  e n  10s extremoe de s u  s o p o r t e ?  A pr imera  v i s t a ,  

p a r e c e r f a  demasiado e x i g i r  que t o d a s  l a 6  d e r i v a d a e  Sean n u l a s  e n  x=-1 

y  e n  x = l ,  y  s i n  embargo l a  f u n c i b n  no s e a  n u l a  en  ( - 1 , l ) .  De modo que 

l a  i n t u i c i 6 n  nos  t e n t a r i a  a  c o n t e s t a r  que n o  e x i s t e  n inguna f u n c i 6 n  e n  

t a l e s  cond ic iones .  P e r o  l a  i n t u i c i d n  a  v e c e s  n o s  engaiia: l o  c i e r t o  e s  

que  t a l e s  f unc iones  . e x i s t e n  y, hablando i n f  ormalmente, son muchas mds 

d e  l o  que desprevenidamente  s e  pueda c r e e r ,  Comencemos v i e n d o  una t a l  

f u n c i 6 n ,  cuyo g r d f i c o  s e  aseme j a  a una campana: 

1  

4 ( x , = k l e - p  I X I < ~  

s i  I x l l I  , 
donde l a  c o n e t a n t e  C i  usualmente s e  e l i g e  de  modo que 6(x)dx=1.  

Una g e n e r a l i z a c i 6 n  de e s t e  e j emplo ,  p e r o  a h o r a  con sopor-  

t e  [-r,r],  donde r > O ,  e s  

s i e n d o  4 y C I  l a e  mismae de a n t e e  ( e e  t r a ta  de  campanas de  d i f e r e n t e  

baee y d i f e r e n t e  a l t u r a ,  p e r o  i g u a l  Q r e a ) .  M Q B  g e n e r a l  abn e s  

con s o p o r t e  c e n t p a d o  e n  x 0 .  

Genera l icemos a  n  d imensionee  ( s i n  d x c l u i r  l a  p o e i b i l i d a d  



con Cn e l e g i d a  de  modo que 4 ( x ) d x = l ,  e s  i n f  i n i t a m e n t e  d e r i v a b l e  e n  

IRny s u  s o p o r t e  e s  m7' ( l a  bo la  c e r r a d a  de  c e n t r o  en  e l  o r i g e n  y  ra- 

d i o  1 ) .  E s t e  e j emplo  s e  g e n e r a l i z a  rdpidamente  a 

1 E l  ' f a c t o r  r-n s e  usa ,  como a n t e s  e l  f a c t o r  ; , p a r a  mantener i g u a l  a 1  

l a  i n t e g r a l  de l a  f u n c i 6 n .  Aunque n o  l o  veremos e n  e s t a s  n o t a s ,  a  v e c e s  

e  s t e  d e t a l l e  t i e n e  s u  i m p o r t a n c i a .  

Paeemoe il un Q g e n d r i c o .  Indicaremos con c W ( Q )  e l  e s p a c i o  

d e  t o d a s  las f u n c i o n e s  4:Q +IR que Sean i n f i n i t a m e n t e  d e r i v a b l e s  en  R 

( e l  e lmbolo CI a l u d e  a que t a l e s  f u n c i o n e s  poseen en Q d e r i v a d a s  c o n t i -  

n u a s  de  t o d o s  10s brdenes ) .  P a r a  d i c h a s  f  unc iones  n o  s e  t i e n e  a s e g u r a d o  - 
q u e  s o p  4  s e a  un s u b c o n j u n t o  de  Q ( l a  Def. 1 g a r a n t i z a  t a n  8610 que s o p  

4 c n ) .  En l o  que s i g u e  i n t e r e s a r d  e l  c a a o  de l a s  f u n c i o n e s  i n f i n i t a m e n -  

t e  d e r i v a b l e s  en  Q cuyo s o p o r t e  e s  un subcon jun to  a c o t a d o  d e  Q ( en  cuyo 

c a s o  r e s u l t a r d  compacto, pues e n  e l  e s p a c i o  e u c l i d e o  IR" , compacto e q u i  

v a l e  a c e r r a d o  y a c o t a d o ) .  E l  c o r r e s p o n d i e n t e  e s p a c i o  de  f u n c i o n e s ,  que  

i n t r o d u c i m o s  a c o n t i n u a c i h n ,  s e  d e n o t a  i n d i s t i n t a m e n t e  D ( Q )  o  C;(Q). 

Usaremoa l a  p r imera  n o t a c i 6 n .  

DEFINICION 2.  D ( ~ ~ ) = ( ~ E C ~ ( R ) / ~ O ~  4 e s  un subcon jun to  a c o t a d o  de  S Z ) .  A 

e s t e  e s p a c i o  s e  l o  s u e l e  llamar e s p a c i o  de  la8 f u n c i o n e s  de  ~ r u e b a .  

C u a l q u i e r a  s e a  e l  Q ,  D(Q) r e s u l t a  n o  v a c l o ,  ya  que l a  f u g  

c i b n  cons tan temente  n u l a  de dominio  $I p e r t e n e c e  a D(R) ,  pugs es i n f i n i -  

t amente  d e r i v a b l e  y s u  s o p o r t e  es e l  c o n j u n t o  vac fo ,  que e e  compacto. 

P e r o  s u b s i s t e  l a  duda,  a n t e s  p l a n t e a d a ,  sobre  s i  podrd haber  muchas 

o t r a s  fun crone^ en ~ ( 0 ) .  L a  r e s p u e s t a  e s  un d u r o  go lpe  a n u e s t r a  i n t u i -  

c i 6 n .  Por de p r o n t o ,  e s  i n m e d i a t o  p robar  que D(Q) e s  un e s p a c i o  v e c t o -  

r i a l  con las  o p e r a c i o n e s  u s u a l e s ,  y que e e t d  c o n t e n i d o  e n  L ~ ( Q ) ,  c u a l -  

q u i e r a  s e a  pL1. Despuds, n o  es  d i f f c i l  p robar  que e l  e s p a c i o  D ( R )  e s  
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i n f  in i to -d imens iona l .  Y por o t r a  p a r t e ,  s e  demuestra que t oda func idn  

de LP(R) se  puede aproximar por func iones  de D ( i 2 ) .  Con mds p rec i a i6n :  

PROPIEDAD 1.  V p ~ 1  D(R) e s  denso en L ~ ( R ) .  Vale d e c i r  qua dada ~ E L ~ ( I I ) ,  

e x i s t e  una s u c e s i Q  {@k)  C D ( R )  t a l  que 

La demostraci6n (que s61o esbozaremos) de que D ( Q )  e s  i n f &  

n i to -d imens iona l ,  se  basa en que l a  r e s t r i c c i d n  a  R de l a  f u n c i h  m r  
BX 0 

de ( 2 )  per teneoe a  D(R)  s i  tenemos l a  precauci6n de e l e g i r  xo y r de 

modo que l a  bola  ce r r ada  . v c D .  Pero  por s e r  R a b i e r t o ,  pa ra  cada 

xacn e x i s t e n  i n f i n i t o s  v a l o r e s  de r > O  t a l e s  que Br(xo)cfl. E l  r e s t o  de 

l a  demostraci6n e s  hacer v a r i a r  r o  xo para  c o n s t r u i r  s i s t emas  l i n e a l -  

mente independien tes  en e l  e spac io  D(Q). 

La demostraci6n de l a  Prop. 1  puede v e r s e ,  por ejemplo,  en 

~ i j d i l o v  [7], ~ 6 ~ .  123 a  125, v iendo a n t e s  l a s  pdg. 11 a 14. En verdad,  

a l l <  e s t d  hecha para  p=l  y p=2 , pe r0  l a e  i d e a s  de fondo s i r v e n  pa ra  

c u a l q u i e r  p21. Friedman [ I ]  t r a b a j a  con p  gene r i c0  en forma de e j e r c i -  

c i o  guiado,  pdg. 103 y 104. 

No in t roduc i remos  en D(Q) una norma, pero  e i  una nocidn d e  

c  onvergencia de suces iones :  

DEFINICION 3. Sea { @ k )  suces idn  en D(S2) y sea C D ( P ) .  Diremos que l a  ss 

c e s i b  {@k)  converge a  @ en D(S2), y l o  simboliearemos dk --+@ en ~ ( n ) ,  

s i  se cumplen 

( 3 )  3 K c o m p a c t o ~ R / U k ~ l N  sop @kc K , y 

( 4  Ua=(a l , a2 , .  . . , a n )  Dabk -Da@ unif  ormemente en R . 
En ( 4 )  debe en t ende r se  que a  e s  un mu l t i - i nd i ce  de d e r i v a c i d n  (n-up la  

d e  e n t e r o s  n o  n e g a t i v o s ) ,  y l a  n o t a c i h  Daf s i g n i f i c a  



a l + a 2 + . . . + a  
a f  

a  Q I  a t  . 
n  

ax, ax ,...axn 

E l  hecho de no  haber  p r e s e n t a d o  l a  noci6n de  convergenc ia  a  t r a v d s  

d e  una norma, no nos  pe rmi te  u t i l i z a r  d i r e c t a m e n t e  l a s  p r o p i e d a d e s  de 

l a s  s u c e s i o n e s  c o n v e r g e n t e s  en 10s e s p a c i o s  normados. S i n  embargo, s e  

puede mos t ra r  que e l l a s  s u b s i s t e n  e n  e s t e  c a s o ;  por  e j emplo ,  e s  f d c i l  

p r  obar  que 

( 5 )  Ok+4, lk+$ J O k + U k  + 0 + 8  . y que I - 

3. DISTRIBUCIONES 

DEFINICION 4 .  Una a p l i c a c i d n  T:D(Q)+IR r e c i b e  e l  nombre de  d i s t r i b u -  
I 

ci'dn ( o  f u n c i d n  n e n e r a l i z a d a )  sobre  Q s i  cumple las d o s  c o n d i c i o n e s  s i  - 
g u i e n t e s  : 

( 7 )  T ( ~ O + B J I ) =  aT(O)+BT($) Va, BEIR , VO,$€D(Q) ; 

La e o n d i c i d n  ( 7 )  e x p r e s a  que T e s  l i n e a l .  A l a  c o n d i c i 6 n  ( 8 )  l a  de-  

nominarem os c o n d i c i d n  de c o n t i n u i d a d  ( r e s p e c t o  de l a  convergenc ia  de 

s u c e s i o n e s  i n t r o d u c i d a  en  l a  Def. 3 ) .  

A 1  e s p a c i o  de  t o d a s  las  d i s t r i b u c i o n e s  sobre  Q l o  denotaremos D'(f2). 

0 s e a :  

D '  (n)=(T:D(Q) -+R /T es l i n e a l  y c o n t i n u a ? .  

Usando ( 5 )  y ( 6 ) .  s e  p rueba  f d c i l m e n t e  que D1(Q) e s  un e s p a c i o  vec-  

t o r i a l  con las o p e r a c i o n e s  u s u a l e s ,  e l  c u a l  e s t d  c o n t e n i d o  e n  e l  e spa -  

c i o  d e  t o d a s  la8 a p l i c a c i o n e a  l i n e a l e s  d e  D ( Q )  en  IR . 
S i  TED'  (O) y OED(Q),  p a r a  i n d i c a r  e l  v a l o r  que T aaurne en  O s e  usan 

indist jdamente l a a  n o t a c i o n e e  T(O) y ( ~ ~ 4 ) .  Veamos a h o r a  cbmo e l  concep- 

t o  de  d i s t r i b u c i d n  g e n e r a l i s a  a1  concep t0  de  f u n c i d n .  En r e a l i d a d ,  n o  
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general izaremos a  t o d a s  l a s  func iones ,  pe ro  sf a  l a s  func iones  localmen 

t e  i n t e g r a b l e s ,  condicidn que por s e r  t a n  poco r e s t r i c t i v a ,  e s  cumplida 

por  l a  c a s i  t o t a l i d a d  de l a s  func iones  que aparecen en l a s  a p l i c a c i o n e s  

f i s i c a s  y  t dcn icas .  Para i n d i c a r  que una func idn  f  e s  localmente i n t e -  

g r a b l e ,  nos tomaremos l a  l i c e n c i a  de e s c r i b i r  f cL ioC(R) ,  aunque no  e s  

l a  func i6n  f quien per tenece  a Lioc(R) ,  s i n o  l a  c l a s e  de equ iva l enc i a  

de  f ,  f ormada por t o d a s  las  func iones  que son i g u a l e e  a  f  en c a s i  t o d o  

punto  de R .  

Intentamos a s i g n a r  a cada f r ~ i ~ ~ ( f 2 )  una TfcDf (R), de modo que e s t a  

a s i g n a c i d n  r e s u l t e  i n y e c t i v a ,  con l o  que L'  ( Q )  se  i d e n t i f i c a r d  a un 1 oc 

subconjunto (que veremos que e s  subespacio)  de D f  (Q). Dada una 

cL ioc  ( R )  proponemos 

r 

Esta i n t e g r a l  (de Lebesgue) siempre t i e n e  s e n t i d o ,  pues sop 4J e s  compac - 
t o .  De las propiedades de l a  i n t e g r a l  de Lebesgue, surge de inmediato  

que e s t a  Tf cumple las  condic iones  (7) y ( 8 )  d e  l a  Def. * 4 ,  por l o  que 

e s  realmente una d i s t r i b u c i d n  sobre R .  

Tarnbidn se  prueba fdci l rnente ,  usando l a s  propiedades  de l a  i n t e g r a l ,  

que : 

S i  f=O en LiOc(SZ) ( l o  que s i g n i f i c a  que f  e s  nu l a  en c a s i  t odo  punto 

de R),  obviamente r e s u l t a  Tf = O  ( d i s t r i b u c i 6 n  n u l a ) .  Veamos l a  rec ipro .  

c a :  s i  para  una fcL1 (R) se  t i e n e  que Tf '0, se  prueba, usando adecuada 1 oc 

mente l a p r o p .  1, que 

l o  que permite c o n c l u i r  que f=O en c a s i  t odo  punto de Q. Vale d e c i r :  



l o  que nos da  l a  i n y e c t i v i d a d  esperada.  

Los d l t imos  r e s u l t a d o s  podemos r e sumi r lo s  a s f :  

PROPIEDAD 2. L a  correspondencia  

e  s l i n e a l  e  i n y e c t i v a .  

~ e s p u d s  de e s t o  L ; ~ ~ ( C ~ )  e s t d  en correspondencia  con un subespac io  de 

D1(S2). De ahora  en mda, convendremos en mirar a f  como s i  f u e r a  i g u a l  a  

l a  cor respondien te  T f .  Luego de e s t a  i d e n t i f i c a c i d n ,  pasa  a s e r  l e g f t i -  

mo e s c r i b i r  L ; ~ ~ ( S ~ ) C  D 1  ( Q ) .  

Aparentemente, e s t o  d l t i m o  ya nos  d i c e  que e l  concepto  de d i s t r i b u -  

c i b n  g e n e r a l i z a  a1 concepto  de func ibn ,  p e r o  e n  r i g o r  f a l t a  e l i m i n a r  l a  

p o s i b i l i d a d  de que ocur ra  que L ; ~ ~ ( S ~ ) = D ~ ( S ~ ) ,  $ues en t a l  c a s o  las  d i s -  

t r i b u c i o n e s  s e r f a n  esenc ia lmente  l a  m i s m a  cosa  que l a s  func iones  l o c a l -  

mente i n t e g r a b l e s .  Para  r e s o l v e r  e s t a  c u e s t i b n  t ra igamos a c o l a c i b n  un 

e  jemplo que se ub ica ,  h i s tb r i camen te ,  e n t r e  l a s  mot ivaciones  que d i e r o n  

l u g a r  a1  nacimiento  de e s t a  t e o r i a :  dado x o ~ f 2 ,  la  a p l i c a c i d n  

6 : D(n) ---* R 
x 0 

6  C----+ 6 ( x a )  

e s  una d i s t r i b u c i b n ,  que solemoa llamar d i s t r i b u c i d n  de Dirac. En e l  c g  

s o  xg=O, e sc r ib imos  simplemente 6. Se demuestra que no  e x i s t e  ninguna 

f ~ L f ~ ~ ( n )  t a l  que Tf =6 (y  andlogamente para  6 ), por l o  que x  0 

De ahora  en mds, dada una func ibn  localmente i n t e g r a b l e ,  tendremos 

l a  doble  p o s i b i l i d a d  de m i r a r l a  como func ibn  (en  e l  s e n t i d o  u s u a l )  o  c q  

mo d i a t r i b u c i b n ,  s e g h  convenga en cada c a s o  p a r t i c u l a r .  



4.  DERIVACION DE DZSTRIBUCIONES 

Sea  f s c1 (Xt ) .  Por s e r  f  y f c o n t i n u a s  en IR , tenemos que ambas pe r -  

t e n e c e n  a  L' (IR) y, en  consecuenc ia ,  podemos h a b l a r  de  l a s  d i s t r i b u -  
1 oc 

c i o n e s  Tf y  T f ,  . Usando i n t e g r a c i h  por p a r t e s  y l a  compacidad d e l  so-  

p o r t e  de cada 4, tenemos que 

Nada mde n a t u r a l  que a s p i r a r  a  que l a  d e r i v a d a  d i s t r i b u c i o n a l  de  una 

f u n c i d n  f c o i n c i d a  con l a  d e r i v a d a  c l d e i c a ,  a 1  menoe p a r a  f s u f i c i e n t e -  

mente r e g u l a r .  Nues t ra  exp ree i6n  de  d e s e e s  es, en  efmbolos,  

p e r o  e l  pr imer  miembro por aho ra  c a r e c e  de  un s i g n i f i c a d o  p r ec i eo .  No 

o b s t a n t e ,  l a s  c o n s i d e r a c i o n e s  p r e c e d e n t e s  nos  motivan a  d a r  l a  d e f i n i -  

c i 6 n  a i g u i e n t e  : 

DEFINICION 5. Sea T E D '  ( 0 ) .  donde R c Hi . Llamamos d e r i v a d a  de  T ,  y  l a  d z  

notamos T I ,  a l a  a p l i c a c i d n  de D(R) en  R dada por l a  e x p r e s i 6 n  

(TI," = - (T.4') V4cD(Q) 

E s  inmedia to  v e r  que l a  a p l i c a c i 6 n  T 1  a s i  d e f i n i d a ,  s a t i e f a c e  l a s  

cond i c iones  ( 7 )  y  ( 8 )  de  l a  Def. 4 ,  de mod0 que tambidn e e  una d i s t r i b g  

c ibn .  Observamos, e n t  oncee, que t oda d i s t r i b u c i 6 n  posee  d e r i v a d a  en  e l  

campo de  l a e  d i s t r i b u c i o n e s ,  m i e n t r a s  que en  l a  t e o r f a  c l d e i c a  una fun -  

c i 6 n  no s e r  d e r i v a b l e .  

Algunas p rop iedades  e l e m e n t a l e s  de l a  t e o r i a  c l d s i c a  s iguen  v a l i e n -  

do ,  po r  e jemplo  l a  r e l a t i v a  a  l a  de r i vada  de una combinaci6n l i n e a l :  

(UT t BS)' = aT' t BS1 . 
En forrna n a t u r a l  ee d e f i n e n  las  d e r i v a d a s  de  orden s u p e r i o r ,  y s e  ob 

t i e n e  que t o d a  d i s t r i b u c i 6 n  e s  i n f i n i t a m e n t e  d e r i v a b l e  ( s e  e n t i e n d e  e n  

e l  campo de las  d i s t r i b u c i o n e e ) .  Tenemoe ademda: 



~ 6 t e s e  que una f u n c i 6 n  c o n t i n u a  que n o  s e a  d e r i v a b l e  e n  s e n t i d o  c l d -  

s i c o ,  e s  s i n  embargo i n f i n i t a m e n t e  d e r i v a b l e  e n  e l  s e n t i d o  d i s t r i b u c i o -  

n a l  ( tambidn l lamado s e n t i d o  d d b i l )  . 
Pasemos a mds d imens iones ,  y  s e a  f l  cIRn . S i  t omamos una f  s u f i c i e n t e  

mente r e g u l a r  y  hacernoa un t r a b a j o  semejante  a1 hecho e n  una d imens ibn ,  

obtendremos p a r a  las  d e r i v a d a s  p a r c i a l e s  da pr imer  orden,  l a  e x p r e s i b n  

~ n d l o ~ a m e n t e ,  obtendriarnos f  6rrnulas s i r n i l a r e s  p a r a  l a s  d e r i v a d a s  d e  m a -  

y o r  orden. A e s t a  a l t u r a ,  e s  mds que p r e v i s i b l e  l a  s i g u i e n t e  d e f i n i c i 6 n  

d e  D'T, s i e n d o  TcD8 ( n )  y  a = ( a l ,  a 2 , .  . . , a n )  c u a l q u i e r  n -up la  de  a a t e r o s  

n o  n e g a t i v  os  : 

DEFINICION 6. s i e n d o  ( a  ( = a l  +a2 +. . .+an e l  

o rden  d e l  m u l t i - i n d i c e  a .  

Tarnbidn DOT r e s u l t a  s e r  una d i a t r i b u c i 6 n .  y e n t o n c e s  T e a  i n f i n i t a -  

mente d e r i v a b l e ,  corno e n  e l  c a a o  un id imens iona l .  Una consecuenc ia  d e  e= 

t o  e s  que aiempre t i e n e  a e n t i d o  e l  L a p l a c i a n o  de  una d i s t r i b u c i 6 n .  Con 

c d l c u l o s  s e n c i l l o s  s e  o b t i e n e  que: 

< A T >  = < T . A ~ )  . 

Como s e  ve ,  hemos e l e g i d o  un modo de  p r e s e n t a c i 6 n  d e l  concep t0  de d s  

r i v a d a  de  una d i s t r i b u c i b n ,  que n o  s e  basa  e n  la  i d e a  de  l i m i t e  de  un 

c o c i e n t e  i n c r e m e n t a l .  E a t e  f i l t imo camino e a  tambidn pe r fec tamente  v i a -  

b l e ,  aunque mds d i f i c i l :  e x i g e  i n t r o d u c i r  a n t e a  una noc i6n  d e  convergeg  

c i a  e n  ~ ' ( n ) .  N O  l o  t r a t a r e r n o s  acd.  

P a r a  f i j a r  i d e a s ,  volvemos h a s t a  nuevo a v i s o  a1 c a s o  u n i d i m e n s i o n a l  

y a Q=R . Coneideremos e l  e  jemplo de  l a  f u n c i d n  de Heavie ide :  



q u e  a 1  s e r  s e c c i o n a l m e n t e  c o n t i n u a ,  e s  loca lmen te  i n t e g r a b l e .  Pongamos 

e n  e v i d e n c i a  qu idn  e s  ( T f ) ' .  

Con e s t o  hemos e x h i b i d o  una d i s t r i b u c i h  que e s t d  e n  L ; ~ ~ ( I R )  . cuya de-  

r i v a d a  n o  e s t d  en  I i , ioc(R).  De paso.  observemos que l a  d e r i v a d a  c l d s i c a  

( o  f u e r t e )  de f  n o  e x i s t e  p a r a  x=O, p e r o  e x i s t e  y  e s  n u l a  p a r a  10s r e s -  

t a n t e s  p u n t o s ,  d e  mod0 que f  '=O en c a s i  t o d o  pun to  d e  1R , por l o  que 

Tf I =.O. Antes vimos ( T ~ )  "6, a s i  que  ( T f )  Tf 

Vernos e n t o n c e s  que hay f u n c i o n e s  que n o  s a t i s f a c e n  l a  e x p r e s i 6 n  de  

d e s e o s  d e l  p r i n c i p i o  de  e s t a  ~ e c c i d n ,  l a  que e n  cambio e s  s a t i s f e c h a ,  

g r a c i a s  a  l a  f6 rmula  usada  e n  l a  Def. 5 ,  por  l a s  f u n c i o n e s  s u f i c i e n t e -  

mente r e g u l a r e s .  Comenzamos a p e r c i b i r  que a l g u n a s  c o s a s  cambian e n  e s -  

t a  t e o r f a  r e s p e c t o  de  l a  c l d s i c a .  Por e jemplo  ( g e n e r a l i z a n d o  l a  s i t u a -  

c i d n  de l a  f u n c i 6 n  d e  H e a v i s i d e ) ,  s i  una f:IR+R e s  t a l  que:  

i )  f t i e n e  una d i s c o n t i n u i d a d  d e  s a l t o  f i n i t o  e n  xo ( l f m i t e s  

l a t e r a l e s  d i f e r e n t e a )  ; 

i i )  f poeee d e r i v a d a  c l d s i c a  c o n t i n u a  en  ( -w,xo)  y  en  ( x o , ~ ) ;  y 

i i i )  f 1  posee l f m i t e s  l a t e r a l e s  f i n i t o s  e n  xo ( c o n d i c i b n  que po- 

d r f a  r e b a j a r s e  b a s t a n t e ) ;  

e n t o n c e s  s e  prueba  f d c i l m e n t e  (con l a  misma t d c n i c a  de  i n t e g r a c i 6 n  por  

p a r t e s )  que l a  d e r i v a d a  d d b i l  de f  n o  c o i n c i d e  con l a  f u e r t e :  

( T f )  ' # T f , .  I d s  p rec i samente .  
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t s i e n d o  s = f ( x , )  - f ( x i )  ( s a l t o  de f  en  x o ) .  

P e r o  n o  debe tomarse  e s t o  como d e s a l e n t a d o r .  Por e l  c o n t r a r i o ,  niu-, 

c h a s  p r o p i e d a d e s  v a l e n  como p a r a  l a s  f u n c i o n e s  u s u a l e s .  Damos a c o n t i -  

n u a c i 6 n  d o s  m u e s t r a s  de l a  I1bondad" de e s t a  t e o r i a .  

PROPIEDAD 3 .  Sea TED'(IR) / T 1 = O .  En tonces  T e s  una c o n s t a n t e ,  o  s e a  

Vemos a s i  que l a s  6 n i c a s  d i s t r i b u c i o n e s  con d e r i v a d a  n u l a  son l a s  

f u n c i o n e s  c o n s t a n t e s  ( o  i g u a l e s  en  c a s i  t o d o  pun to  a  una f u n c i 6 n  cons -  

t a n t e ) .  

PROPIEDAD 4. S i  f  y g  son f u n c i o n e s  c o n t i n u a s  en IR y g e s  l a  d e r i v a d a  

d d b i l  de f ,  e s  d e c i r  (Tf ) ' = T  , e n t o n c e s  f e s  d e r i v a b l e  en s e n t i d o  c l d -  
g  

a i c o  y f l = g .  

Cuando en  e l  e n u n c i a d o  a n t e r i o r  decimos que f  y g son c o n t i n u a s  en  

IR , debe e n t e n d e r s e  que e x i s t e n  f u n c i o n e s  c o n t i n u a s  e n  IR que c o i n c i d e n  

con e l l a s  e n  c a s i  t o d o  punto .  

Por r a z o n e s  de comodidad, estdbamos h a s t a  a q u i  en e l  c a s o  unidimen- 

s i o n a l ,  y ademds Q e r a  t o d a  la  r e c t a .  Ya e s  momento de l e v a n t a r  e s t a s  

r e s t r i c c i o n e s  y de r e a l i z a r  10s c o m e n t a r i o s  mds i m p o r t a n t e s  de e s t a s  n o  

t a s ,  que nos  conduzcan ( o  a1 menos nos  a c e r q u e n )  a  l a  r a z 6 n  de  s e r  de 

e s t a  t e o r f a ,  

Reparemos en  e l  e n u n c i a d o  de l a  Prop,  4: a p a r t i r  de a l g u n a  informa-  

c i 6 n  s o b r e  l a  d e r i v a d a  d d b i l ,  s e  deducen c i e r t a s  p r o p i e d a d e s  (mds a h ,  

l a  e x i s t e n c i a )  de  l a  d e r i v a d a  f u e r t e .  Los r e s u l t a d o s  de e s t e  t i p 0  son 

l l amados  r e s u l t a d o s  d e  r e g u l a r i d a d ,  

E s t o s  r e s u l t a d o s  s e  v i n c u l a n  d i r e c t a m e n t e  con l a  p o s i b i l i d a d  de  a p l i  

c a r  l a s  d i s k r i b u c i o n e s  a  l a  r e s o l u c i d n  de innumerab les  problemas f f s i -  

c o s  y t d c n i c o s ,  en e l  s e n t i d o  que s e  e x p l i c a  a c o n t i n u a c i b n .  La r e s o l u -  

c i 6 n  de t a l e s  problemas conduce,  por  l o  g e n e r a l ,  a l a  bdsqueda de l a  so 
l u c i 6 n  f  u e r t e  d e  l a  c o r r e s p o n d i e n t e  f  ormulac i6n  o  modelo matemdtico 
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(par e jemplo ,  una e c u a c i 6 n  d i f e r e n c i a l  con c i e r t a s  c o n d i c i o n e s  i n i c i a -  

l e s  o  de c o n t o r n o ) .  P e r o  e s t o  puede l l e g a r  a  s e r  muy d i f i c i l ,  y en mu- 

c h o s  c a s o s  conviene  e n t o n c e s  t r a b a j a r  con l a  f o r ~ n u l a c i d n  d e b i l  de  d i c h o  

problema. Una vez  que s e  t i e n e  l a  s o l u c i d n  d d b i l ,  s e  p r e s e n t a  l a  c u e s -  

t i 6 n  de d e t e r m i n a r  cudn r e g u l a r  e s  p a r a  v e r  s i  e s  tambien  s o l u c i d n  f u e r  - 
t e  d e l  problema. Y a q u i  e s  donde juegan su  p a r t e  10s teo remas  de  r e g u l g  

r i d a d .  

En resumen: l a  i d e a  fundamenta l  e s  busca r  s o l u c i o n e s  d d b i l e s  ( o  g e n s  

r a l i z a d a s ) ,  l u e g o  e s t u d i a r  s u  r e g u l a r i d a d ,  y  t r a t a r  de c o n c l u i r  que t a -  

l e s  s o l u c i o n e s  d e b i l e s  son tambiQn s o l u c i o n e s  f  u e r t e s  d e l  p r  oblema. L a  

i d e a  tambien e s  a p l i c a b l e  a a q u e l l o s  c a s o s  en que n o  i n t e r e s a  l a  d e t e r -  

minaci6n  e f e c t i v a  de l a  s o l u c i d n ,  s i n o  t a n  8610 p r o b a r  s u  e x i s t e n c i a .  

P a r a  e j e m p l i f i c a r  t o d o  l o  d i c h o ,  enunciamos a c o n t i n u a c i d n  un t e o r e -  

ma de r e g u l a r i d a d  usualmente  l l amado  Lema de Weyl, que e s  muy s e n c i l l o  
I 

e n  su  enunc iado  y  muy i m p o r t a n t e  por  s u s  a p l i c a c i o n e s .  

PROPIEDAD 5. Au=O en  D l  (Q)+ Au=O en  s e n t i d o  c l d s i c o .  

En p a l a b r a s :  s i  una d i s t r i b u c i 6 n  u  s a t i s f a c e  l a  e c u a c i 6 n  de Laplace  en  

s e n t i d o  d d b i l ,  e n t o n c e s  e s a  d i s t r i b u c i d n  e s  una f u n c i 6 n  y  s a t i s f a c e  l a  

e c u a c i d n  de  Laplace  en s e n t i d o  f u e r t e  (y  en  consecuenc ia  e a  i n f i n i t a m e n  

t e  d e r i v a b l e ) .  ~ d s  b reve :  t o d a  s o l u c i 6 n  d e b i l  de  l a  e c u a c i 6 n  de Lap lace  

e s  tambidn s o l u c i 6 n  f u e r t e  de l a  m i s m a .  

En muchos problemas  de  r e g u l a r i d a d ,  hay un paso  i n t e r m e d i o  que con- 

s i s t e  en p r o b a r  que una c i e r t a  d i s t r i b u c i 6 n  p e r t e n e c e  a L ~ ( R ) .  Dado que 

L ~ ( R )  e s  s u b e s p a c i o  de L ~ ~ ~ ( R )  y por  c o n s i g u i e n t e  de ( 2 )  i n t e r e s a  

d a r  a l g u n a  forma de c a r a c t e r i z a r  a  las  d i s t r i b u c i o n e s  que p e r t e n e c e n  a  

L ' ( R ) .  La p rop iedad  s i g u i e n t e  provee  un c r i t e r i o  h a b i t u a l m e n t e  c6modo 

d e  a p l i c a r .  

PROPIEDAD 6. Sea  TED' (R) .  Entonces ,  e x i s t e  f c L 2 ( ~ )  t a l  que  T = T f ,  s i  y  

s610 s i  



No e s  c a s u a l  que  e l  c o m e n t a r i o  a n t e r i o r  l o  hayamos hecho  p a r a  e l  c a -  

s o  p = 2 ,  pues  Q s t e  e s  e l  c a s o  d e  mayor i n t e r e ' s .  S i n  embargo ,  

Vwl L ~ ( Q )  e s  s u b e s p a c i o  d e  L ; ~ ~ ( R ) ,  d e  modo que  d i c h o  c o m e n t a r i o  s e  

puede e x t e n d e r  a  p  g e n d r i c o .  No e s t u d i a r e m o s  e n  e s t a s  n o t a s  g e n e r a l i z a -  

c i o n e s  d e  l a  Prop.  6 ,  p e r o  aprovechamos p a r a  s e i i a l a r  s u  d i r e c t a  v i n c u l a  

c i d n  con  l a  s e c c i 6 n  s i g u i e n t e .  

5 .  ESPACIOS DE SOBOLEV 

A c o n t i n u a c i 6 n  p re sen tamos  10s e s p a c i o s  de  Sobolev  , mds p r e c i s a m e n t e  

u n a  f a m i l i a  b i - p a r a m d t r i c a  d e  e s p a c i o s ,  donde 10s d o s  p a r d m e t r o s  s e r d n  

un nClmero e n t e r o  n o  n e g a t i v o  m y  un nfimero r e a l  p21. La n o t a c i 6 n  D" sig 

n i f  i c a r d  d e r i v a d a  d i s t r i b u c i o n a l  c o r r e  s p o n d i e n t e  a 1  m u l t i - f n d i c e  

n  a = ( a l  , a , ,  . . . , a n ) ,  R s e r d  un a b i e r t o  y  conexo  e n  lR . y  a1  s e r  l a  d imen 

s i d n  n z l ,  n o  t r a t a r e m o s  l a s  d e r i v a d a s  o r d i n a r i a s  s epa radamen te  d e  l a s  

p a r c i a l e s .  

DEFINICION 7. W ~ * P ( R ) = ( U ~ L ~ ( R ) / D ~ U ~ L ~ ( R )  Ua t a l  que I a l ~ r n }  

En p a l a b r a s ,  una d i s t r i b u c i d n  e s t d  e n  wmPP(R)  s i  e l l a  y  t o d a s  s u s  d e r i -  

v a d a s  h a s t a  e l  o rden  m i n c l u s i v e ,  son  f u n c i o n e s  p e r t e n e c i e n t e s  a  LP(R).  

E s  i n m e d i a t o  v e r  q u e ,  c u a l e s q u i e r a  Sean m ~ I i l , ,  y  p ? l ,  wmPP(C2) es  un 

e s p a c i o  v e c t o r i a l .  En e l  c a s o  m = O  e s  obv io  que  w ~ * ~ ( R ) = L ~ ( R ) .  S i  Em, 

e s  t r l v i a l  l a  i n c l u s i 6 n  

Con crn(C2) i n d i c a m o s  e l  c o n j u n t o  de  t o d a s  l a s  f u n c i o n e s  c o n t i n u a s  e n  

n que  p o s e e n ,  como mfnimo, d e r i v a d a s  c o n t i n u a s  e n  52 h a s t a  e l  o rden  m iz 
c l u s i v e .  D ichas  d e r i v a d a s  a c d  s e  pueden e n t e n d e r  i n d i s t i n t a m e n t e  e n  e l  

s e n t i d o  h a b i t u a l  o  e n  e l  d i s t r i b u c i o n a l ,  dado  que  p o r  s e r  c o n t i n u a s  

c o i n c i d e n .  La i n t e r s e c c i 6 n  d e  c m ( R )  con W m * P ( R )  n o s  d a  

C ~ * ~ ( ~ ) = ( U E C ~ ( Q ) / D ~ U E  L'(Q) va t a l  q u e I a ( c m l  , 

c  o n j u n t  o  que s e r d  c o n s i d e r a d o  mds a d e l a n t e .  
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Hay v a r i a s  maneras de i n t r o d u c i r  una norma en 10s e s p a c i o s  W m * p ( ~ ) .  

Las  mds u sua l e s  son: 

Para m y p  f i j o s ,  s e  prueba que e x i s t e n  dos  c o n s t a n t e s  p o s i t i v a s  C 1  

y C P  t a l e s  que 

< I I l u l l  I m p p  v u r w m ~ P ( n )  c1 I l u l  I m p p  - - < C ~ I I U I I ~ , ~  

Se t r a t a ,  en tonces ,  de l o  que se  denomina normas eau iva l en t eq .  Ambas 

normas def inen  10s mismos con jun tos  a b i e r t  os (generan l a  misma topolo-  

g i a ) .  Por ende, t oda  suces i6n  en w ~ ' ~ ( S ~ )  que s e a  convergente r e s p e c t o  

d e  una de l a s  normas, l o  s e r d  tambidn r e s p e c t o  de l a  o t r a ,  y con i g u a l  

l i m i t e .  ~ n d l o ~ a m e n t e ,  ambas normas de f inen  l a s  rnismas suces iones  de 

Cauchy, de modo que en l a  propiedad s i g u i e n t e  no hace f a l t a  mencionar 

l a  norma u t i l i z a d a .  O t r a s  normas que, a  veces  se  usan,  son tambidn equ i -  

v a l e n t e s  a  l a s  dos  dadas .  

?ilOPIEDAD 7. Los e s p a c i o s  w m S P ( ~ )  son de Banach. 

Ya vimos l a  i gua ldad  w ~ * ~ ( G ? ) = L ~ ( R ) .  ~ d s  a h ,  10s e s p a c i o s  de Sobolev 

g e n e r a l i z a n  a  10s de Lebesgue corno e s p a c i o s  v e c t o r i a l e s  normados, pues 

p a r a  m = O  l a s  normas de (10 )  y  (11 )  co inc iden  con l a  de L ~ ( R ) .  

~omentdbamos a n t e s  l a  e s p e c i a l  impor tanc ia  d e l  caso  p=2. Para  e s e  

v a l o r  de p ,  l a  norma de (1 0 )  s a t i s f a c e  l a  " igualdad d e l  para le logramon 

y , en consecuencia ,  proviene de un producto  i n t e r n o .  Mas precisamente:  

PROPIEDAD 8.  Cualquiera  s ea  ~ E I N o  , e l  e s p a c i o  hlrnv2(n) e s  de H i l b e r t  con 

e  1 producto  i n t e r n o  

L 2 ( ~ )  , 

y l a  norma generada por e s t e  producto  i n t e r n o  e s ,  precisamente ,  l a  dada 



En cambio ,  l a  norma d a d a  e n  ( 1  1  ) n o  p r o v i e n e  d e  n ing6n  p r o d u c t 0  i n -  

t e r n ~ .  

Hay o t r a s  v f a s  p a r a  i n t r o d u c i r  10s e s p a c i o s  d e  Sobo lev .  Mencionare-  

mos ~ 6 1 0  una de  e l l a s :  l a  que  d e f i n e ,  e n  r e a l i d a d ,  10s e s p a c i o s  ~ ~ ' ~ ( 5 1 ) .  

Se basa  en  l a  i d e a  d e  c o m p l e t a r  un e s p a c i o  mdt , r ico (normado) ,  y  l a  e x -  

pondremos muy resumidamente .  E l  a n t e s  mencionado e s p a c i o  c ~ ' ~ ( s ~ ) ,  p r o -  

v i s t o  d e  l a  m d t r i c a  i n d u c i d a  p o r  ( l o ) ,  n o  r e s u l t a  comple to .  E n t o n c e s  

l lamamos H " ' ~ ( Q )  a l a  c o m p l e t a c i d n  d e  c ~ ' ~ ( Q )  r e s p e c t o  de  d i c h n  m e ' t r i -  

c a .  

H a s t a  a q u i  l a  p r e s e n t a c i d n  r e s u m i d a  d e  t 1 ~ ~ ( ~ 2 ) .  P a r a  a m p l i a r  un poco  

mds. puede v e r s e  po r  e j e m p l o  Fr iedman [ I ] .  pdg. 102 a 105 ,  con t r e s  s a l  

v e d a d e s  de  i m p r e n t a :  

i )  e n  l a  e x p r e s i d n  (3.3.10) f a l t a  e l  exponen t8  p ;  

i i )  e n  e l  Lema 3.3.2 debe  d e c i r  @EC;(R);  

i i i )  de  b i e r a  u s a r s e  o t r o  s u b i n d i c e  p a r a  l a s  s u c e s i o n e s ,  

p u e s  m ya  es un n6mero f i j o ,  p a r a  e v i t a r  s i t u a c i o n e s  

poco  c l a r a s  como p . e j .  l a s  e x p r e s i o n e s  (3 .3 .9)  y  

(3 .3 .10) .  

Ahora b i e n ,  una s u c e s i d n  e n  c ~ ' ~ ( Q )  que  s e a  d e  Cauchy r e s p e c t o  d e  l a  

m d t r i c a  i n d u c i d a  po r  ( l o ) ,  obviamente  t ambien  r e s u l t a r d  ser s u c e s i d n  d e  

Cauchy e n  ~ ~ ( 0 ) .  De a l l $  s u r g e  i n m e d i a t a m e n t e ,  s i  pensamos e n  l o  que  

s i g n i f i c a  una c o m p ~ e t a c i 6 n ,  q u e  10s e l e m e n t o e  d e  ~ ~ ' ~ ( 0 )  se pueden i d e s  

t i f i c a r  con f u n c i o n e s  d e  L ~ ( Q )  que  t i e n e n  p r o p i e d a d e s  e s p e c i a l e s ,  l o  

q u e  conduce n a t u r a l m e n t e  a  p r e g u n t a r s e  s i  d e s p u d s  d e  t a l  i d e n t i f i c a c i d n  

~ " ' ~ ( 0 )  c o i n c i d i r d  con  w ~ ' ~ ( R ) .  La r e s p u e s t a  e s :  

PROPIEDAD 9 (Teorema d e  M e y e r s - S e r r i n ) .  

H r n B P ( n ) =  ~ ~ ' ~ ( 0 ) .  
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Claramente D(R) e s  un s u b e s p a c i o  de W m ' P ( ~ ) ,  ~ ~ ~ Z e s q u i e r a  Sean y 

p. A 1  s e r  W " ' ~ ( R )  un aubespac io  de  LP(R),  tenemos por Prop. 1  que t o d a  

f u n c i d n  de w ~ ' ~ ( R )  se  puede aproximar  por una s u c e s i d n  de f u n c i o n e s  de 

D ( R )  que converge a e l l a  en  l a  norma de LP(i2); p e r o  e s t o  no  s i ~ n i f i c a  

que  l o  haga e n  l a  norma de  w ~ ' ~ ( R ) ,  pues  p a r a  e l l o  s e  deben c u m p l i r  mds 

c o n d i c i o n e s .  A l a  a d h e r e n c i a  o  c l a u s u r a  de  ~ ( $ 1 )  como eubespac io  de  

w m p P ( ~ ) ,  o  s e a  con r e s p e c t o  a  l a  norma ( 1 0 ) .  l a  denotaremos  w ~ ' ~ ( Q ) .  
0 

Obviamente W : ' ~ ( R )  c W " ~ ( Q ) .  P e r o  t a l  como e l  c o m e n t a r i o  p r e v i o  ya 

l o  h a c i a  i n t u i r ,  l a  i n c l u s i 6 n  i n v e r s a  no  s iempre s e  cumple. S i n  embar- 

g o ,  e s  v d l i d a  p a r a  a l g u n o s  dominios  p a r t i c u l a r e s .  Por e jemplo:  

PROPIEDAD 10. W r n , P ( ~  ") = w m * P ( ~  " ) .  
0 

En r e a l i d a d ,  l a  Prop. 1 0  no  e s  mds que un i n m e d i a t o  c o r o l a r i o  de una 

p rop iedad  m6s g e n e r a l ,  que s e  demuest ra  imponiendole a  R c i e r t a s  cond i -  

c i o n e s  (de t o d o s  modos poco r e s t r i c t i v a s )  s o b r e  l o a  puntoe  de s u  f r o n t e  - 
n  r a ,  y  que en p a r t i c u l a r  IR cumple t r i v i a l m e n t e  pues  su  f r o n t e r a  e e  va-  

c i a .  Bajo  t a l e s  h i p b t e s i s ,  que dado  e l  ~ r o ~ G s i t o  de e s t a s  n o t a s  n o  c r e z  

mos n e c e s a r i o  d e t a l l a r ,  ae t i e n e  l o  s i g u i e n t e :  

PROPIEDAD 11. E l  c o n j u n t o  de  l a s  r e s t r i c c i o n e e  a R de  t o d a a  l a e  f u n c i o -  

n e e  de D( IR  ") e s  deneo  en w ~ ' ~ ( R ) .  

A c l a r a c i 6 n :  e l  c o n j u n t o  de  las  r e s t r i c c i o n e s  a R de  l a e  f u n c i o n e s  de  

D(IRn) no  debe c o n f u n d i r s e  con D(R), a i  b i en  l o  c o n t i e n e .  Entonces ,  e l  

hecho de  que e l  pr imer  c o n j u n t o  (mds l lampl io l t )  s e a  d e n s o  en  W m ' p ( ~ ) ,  n o  

i m p l i c a  que e l  segundo (mds "pequeiio") t e n g a  que s e r l o .  Lo que l a  Prop. 

11 d i c e ,  en  o t r a s  p a l a b r a s ,  e s  que t o d a  f u n c i 6 n  de  w " ~ ( R )  s e  puede 

a p r o x i m a r ,  e n  l a  norrna d e  wrn'P(Sl), po r  f u n c i o n e s  i n f i n i t a m e n t e  d e r i v a -  

b l e ~  de s o p o r t e  compacto, p e r o  l o e  r e e p e c t i v , o s  s o p o r t e s  n o  n e c e s a r i a m e r  

t e  e e t d n  c o n t e n i d o e  en R .  
w ,  

Una c l a ~ a  c o n s e c u e n c i a  de e e t a  Prop. e s  que C ((2) e s  deneo  e n  

wm*P(R).  Con mayor r a z 6 n ,  
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Hemos h a b l a d o  a n t e s  de  l a  i m p o r t a n c i a  d e l  c a s o  p=2.  Usualmente ,  c u a n  

d o  n o  s e  menciona e l  v a l o r  de  p ,  s e  s o b r e e n t i e n d e  que v a l e  2 .   sf e s c r i  

bimos [ lR( f l )  e n  v e z  de ~ ~ ' ~ ( $ 1 )  o  w ~ * ~ ( I ~ ) ,  y  t a ! n ~ i d n  1lm(!d) en  l u j a r  de 
0 

w m  p 2  ( Q ) .  Por e jemplo:  
0 

~ ' ( Q ) = ( f e ~ ~ ( R ) / a f e  - L = ( R )  p a r a  i = l , . . . , n l  . 
axi 

A e s t e  e s p a c i o  s e  l o  s u e l e  denominar  e s p a c i o  d e  Beppo L e v i .  S i  s e  n o s  

d i s c u l p a  que  n o s  a p a r t e m o s  d e l  t ema,  queremos r e c o r d a r  que e s t e  i l u s t r e  

matemdt ico  i t a l i a n o  (1875-1961) ,  t r a b a j d  s u s  6 l t i m o s  ai ios  e n  R o s a r i o ,  

donde  f u n d 6  y  d i r i g i 6  e l  I n s t i t u t o  que  hoy l l e v a  s u  nombre y  e d i t a  l a  

p r e  s e n t e  c o l e c c i 6 n  CUADERNOS. 

6 .  CUESTIONES DE RECULARIDAD 

S i  hemos d e  a s p i r a r  a que  e s t o s  e s p a c i o s  s i r v a n  p a r a  r e s o l v e r  p r o b l e  - 
blemas  d e  t i p o  p r d c t i c o ,  l a  p r e g u n t a  o b l i g a d a  e s  cudn r e g u l a r e s  son l a s  

f u n c i o n e s  d e  w " ' ~ ( R ) .  De modo que t a l  p r e z u n t u  n o  puede s e r  c a l i f i c a d a  

como una s u p e r f l u a  c u r i o s i d a d  o  un d e t a l l e  puramente  t e 6 r i c o .  Ya f u e  s e  - 
h a l a d a  e n  l a  Sec .  4 l a  i m p o r t a n c i a  d e  e s t a  c n e s t i b n .  

E l  hecho  d e  que  una f u n c i b n  y s u s  d e r i v a d a s  d i s t r i b u c i o n a l e s  h a s t a  

e l  o rden  m p e r t e n e z c a n  a ~ ~ ( 1 2 ) ~  no p a r e c e  a p r i m e r a  v i s t a  p r e a n u n c i a r  

q u e  esa f u n c i d n  (me jo r  d i c h o ,  una d e  s u  c l a s e  d e  e q u i v a l e n c i a )  sea con-  

t i n u a  e n  12, n i  mucho menos que  p o s e a  a l l f  d e r i v a d a s  c o n t i n u a s .  S i n  em- 

b a r g o ,  b a j o  c i e r t a s  h i p 6 t e s i s  d e  r e g u l a r i d a d  d e  l a  f r o n t e r a  a R ,  han s i ~  

d o  p r o b a d o s  r e s u l t a d o s  que  r e v e l a n  que  c u a n t o  mds g r a n d e  sea e l  produc-  

t o  m.p r e s p e c t o  de l a  d imens i6n  n  ( d e s p u d s  daremos una r e l a c i 6 n  mds p r g  

c i a a  e n t r e  e s t o s  t r e s  n t m e r o s ) ,  t a n t o  mds s u a v e s  r e s u l t a r d n  las  f u n c i o -  

n e s  d e  ~ ~ ' ~ ( 1 2 ) .  D e  a h o r a  e n  mds, suponemos que  an s a t i s f a c e  t o d a s  l a s  

c o n d i c i o n e s  d e  r e g u l a r i d a d  que  hagan f a l t a  e n  c a d a  c a s o .  

Un c a s o  p a r t i c u l a r  ( m = l )  de  l o  r e c i Q n  a f i r m a d o  e s  l a  p r o p i e d a d  que  

s i g u e .  



Tomando p=2 y  n = l  e n  l a  Prop.  a n t e r i o r ,  s e  o b t i e n e  q u e ,  e n  e l  c a s o  

u n i d i m e n s i o n a l ,  l a s  f u n c i o n e s  d e  H1(Q) son  c o n t i n u a s  (con  mds p r o p i e -  

d a d ,  e q u i v a l e n t e s  a una c o n t i n u a ) .  Por  e j e m p l o ,  s i  R = ( a ,  b )  

~ E H ' ( R ) -  f c c ( [ a , b ] )  . 
Siempre e n  e l  c a s o  n = 1 ,  t enemos  que  t o d a  f c H 2  (R) e s  c o n t i n u a  e n  n, 

p u e s  por  ( 9 )  H ~ ( R ) C  H ' ( R ) .  P e r o  veamos que una t a l  f e s  a l g o  mds que  

c o n t i n u a  e n  5: l l a m a n d o  g  a  l a  d e r i v a d a  d i s t r i b u c i o n a l  d e  f ,  t enemos  

q u e  g c ~ ' ( ~ )  po r  ser ~ E H ~ ( R ) .  E n t o n c e s  tambidn  g e s  c o n t i n u a  e n  5, y e s -  

t a m o s  a s i  e n  l a s  c o n d i c i o n e s  d e  l a  Prop .  4 ,  po r  l o  que r e s u l t a  f ' = g o  

P o r  e n d e ,  f c c 1 ( E ) .  S i  a h o r a  t u v i d r a m o s  f c H 3  ( R ) ,  a rgumen tos  s i r n i l a r e s  

n o s  l l e v a r i a n  a que  f c C 2 ( E ) .  M A S  g e n e r a l m e n t e ,  

PROPIEDAD 13.  S i  n = l ,  e n t o n c e s  Hm(R) c c m - ' ( ~ )  V ~ E H  . '. 

Los  r a z o n a m i e n t o s  r e c i d n  hechos  p a r a  e l  c a s o  u n i d i m e n s i o n a l ,  s i g u e n  

v a l i e n d o  cuando n12 ,  s a l v o  o b v i a s  m o d i f i c a c i o n e s  ( p o r  e  jemplo,  hay que  

a d a p t a r  l a  Prop.  4  a 1  c a s o  d e  d e r i v a d a s  p a r c i a l e s ) .  Obtendr iamos  as<: 

PROPIEDAD 14.  S i  p>n ,  e n t o n c e s  w ~ ' ~ ( R ) c C  m-1(i7) V m E m  . 

Observemos que e n  las  Gltimas p r o p i e d a d e s  tenfarnos p > n ,  con l o  que 

t ambidn  e r a  m.p>n V m ~ m  . En r e a l i d a d ,  e l  i n t e r d s  no  r e s i d e  e n  l a  c o n d i  

c i 6 n  p > n ,  s i n 0  e n  m.p>n, o  sea 

y  e n  l o  g r a n d e  que  pueda s e r  l a  d i f e r e n c i a  m - - n  . Lo pone de  m a n i f i e s -  
P  

t o  l a  p r o p i e d a d  que  s i g u e ,  que  g e n e r a l i z a  a l a s  t res  a n t e r i o r e s .  

PROPIEDAD 15 .  Sea  ~ E I N  t a l  que  m - g > j. E n t o n c e s  
0 

P  
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Las p r o p i e d a d e s  e n u n c i a d a s  e n  e s t a  ~ e c c i d n ,  j u n t o  con v a r i o s  o t r o s  

r e s u l t a d o s ,  s e  agrupan b a j o  e l  t f t u l o  comcn de  Teoremas de i n m e r s i d n  

d e  Sobolev.  Bajo adecuadas  h i p b t e s i s ,  e s t o s  t eo remas  a f i r m a n  n o  53610 

que  wrnpP(!2) e s t d  c o n t e n i d o  e n  un d e t e r m i n a d o  e s p a c i o ,  en  e l  s e n t i d o  de 

que  t o d a  f u n c i d n  de  wmPP(!2) e s  e q u i v a l e n t e  ( i g u a l  e n  c a s i  t o d o  p u n t o )  

a una f u n c i 6 n  de  t a l  e s p a c i o ,  s i n 0  ademds que l a  funcio'n i n c l u s i d n  e s  

c o n t i n u a  r e s p e c t o  de  l a s  normas que en  cada  c a s o  co r respondan .  

En l a  b i b l i o g r a f  f a  adecuada ,  por  e  j . Adams 181 , pueden v e r s e  e n u n c i a  

d o s  mds complet  os  y l a s  c o r r e s p o n d i e n t e s  d e m o s t r a c i o n e s  de  e s t o s  r e s u l -  

t a d o s  de r e g u l a r i d a d ,  d e t a l l a n d o  l a s  h i p d t e s i s  s o b r e  362 que aquf hemos 

p r e f e r i d o  o m i t i r  y e x p l i c i t a n d o  e n  cada  c a s o  l a s  normas que hacen c o n t l  

nua a  l a  f u n c i 6 n  i n c l u s i b n .  Por e l  momento, l a s  v e r s i o n e s  d a d a s  e n  l a s  

P rop .  12 a  15,  pese  a s e r  muy i n c o m p l e t a s ,  son s u f i c i e n t e s  p a r a  nues-  

t r o s  p r o p 6 s i t o s ,  que no son mds que d a r  una p r imera  i d e a  de 10s t e o r e -  

mas de r e g u l a r i d a d ,  y  comentar que l a s  p r o p i e d a d e s  de i n m e r s i 6 n  de  10s 

e s p a c i o s  de  Sobolev son ,  e n  c i e r t o  modo, e l  f a c t o r  d e f i n i t o r i o  p a r a  que 

e s t o s  e s p a c i o s  r e s u l t e n  t a n  usados  en  e l  A n d l i s i s .  

7.  CONDICIONES DE CONTORNO 

Analicemos una s i t u a c i  6n de  a p a r i c i d n  muy f r e c u e n t e  cuando s e  r e s u e &  

v e n  problemas f f s i c o s  con l a  t e o r f a  c l d s i c a .  Se p l a n t e a  una e c u a c i d n  d i  

f e r e n c i a l  en  un dominio !2c1Rn, acompafiada de  una c o n d i c i 6 n  d e  c o n t o r -  

no .  Pa ra  f i j a r  i d e a s ,  supongamos que R = B  (x 0 )  y que l a  c o n d i c i d n  de  c o n  r 

t o r n o  e s  f /an=O.  Entonces ,  es tamos  buscando una func idn  f  c o n t i n u a  en 

l a  bo la  c e r r a d a  *m que v e r i f i q u e  l o  s i g u i e n t e :  

i )  f  e s  s u f i c i e n t e m e n t e  d e r i v a b l e  en  l a  bo la  a b i e r t a  Br (x0) ,  y  

a l l 1  s a t i s f a c e  l a  e c u a c i d n  d i f e r e n c i a l  dada .  

i i )  f  r e s t r i n g i d a  a  a R  e s  i d d n t i c a m e n t e  n u l a .  

Reparemos e n  e l  6 l t i m o  d e t a l l e :  Iff r e s t r i n g i d a  a  an".  E s t a  e x p r e s i 6 n  

t i e n e  s e n t i d o  porque f  e s  una f u n c i 6 n  y  asz e s  un s u b c o n j u n t o  d e l  domi- 
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n i o  de d i c h a  f u n c i 6 n .  P e r o  d e j a  de  t e n e r  s e n t i d o  cuando f  e s  un elemen- 

t o  de  w ~ ' ~ ( R ) ,  pues  en  t a l  c a s o  f e s  una c l a s e  de e q u i v a l e n c i a  d e  f u n -  

c i o n e s  que c o i n c i d e n  s a l v o  c o n j u n t o s  de medida n u l a ,  y p r e c i s a m e n t e  - a R  

e  e un e o n j u n t o  de medida n u l a  en  IR" . E s  d e c i r  : d o s  f  u n c i o n e s  d e f i n i d a s  

e n  W que c o i n c i d a n  en y d i f i e r a n  en  a n ,  son e q u i v a l e n t e a  e n t r e  s f  y  

p o r  ende ,  s i  p e r t e n e c e n  a W " ~ ( Q ) ,  deben s e r  m i r a d a s  como un mismo e l e -  

ment o  de d i c h o  e s p a c i o .  

La d i s c u s i d n  a n t e r i o r  p i e r d e  t o d o  i n t e r d s  s i  m.p>n, en v i s t a  de l a  

Prop.  1 5 ,  por  l o  que en a d e l a n t e  supondrernos m.plll. Retomando e l  tema,  

debemos e n c o n t r a r  una manera de i n t e r p r e t a r  en s e n t i d o  d d b i l  l a  e x p r e -  

s i 6 n  f / a R  (que l lamaremos I1 t raza  de  f  en a12I1), p e r 0  de un modo t a l  que 

c o i n c i d a  con l a  r e s t r i c c i d n  u s u a l  en e l  c a s o  de  que f s e a  c o n t i n u a  en  
- 
R .  

Exp l i ca remos  a g r a n d e s  r a s g o s  c6mo s e  l o g r a  e s t o ,  p e r 0  a h o r a  p a r a  

un R g e n d r i c o .  En l a  'Sec. 5 s e  v i o  que una f u n c i d n  f  de w ~ ' ~ ( R )  s e  pue- 
00 - 

d e  aproximar por  una s u c e s i 6 n  Cf 1 c o n t e n i d a  en C (R) ,  pues  e s t e  e spa -  
k 

c i o  e s  clenso en a q u k l .  Ahora b i e n ,  como t a l e s  fk son c o n t i n u a s  e n  G, 

t i e n e  p e r f e c t o  s e n t i d o  c o n s i d e r a r  s u s  r e s t r i c ' c i o n e s  a a R .  Llamando 

gk=fk /a ,  , tenemos que  Cgkl e s  una s u c e s i d n  de f u n c i o n e s  c o n t i n u a s  d e f i -  

n i d a s  en a n .  Luego s e  a v e r i g u a  s i  l a  s u c e s i 6 n  { g  l e s  convergen te  en a& k  

gdn  conven ien te  e s p a c i o  de f u n c i o n e s  de a R ,  por  e j emplo  L ~ ( B R ) ,  y  en 

t a l  c a s o  e l  l f m i t e  de l a  s u c e s i 6 n  Cgkl e s  tornado como l a  buscada t r a z a  

d e  f  en a R .  

Hasta a q u f ,  un e s b o z o  de l a  i d e a .  Desde luego ,  e x i s t e  e l  p e l i g r o  po- 

t e n c i a l  de  que l a  s u c e s i d n  Ig l no  c o n v e r j a ,  o  que s i e n d o  convergen te  k 

s u  l i m i t e  dependa de  l a  e l e c c i 6 n  de  l a  s u c e s i d n  {f  1 aprou iman te  de  k 
l a  f .  Pero e s t o  ha s i d o  s a t i s f a c t o r i a m e n t e  e s t u d i a d o  y  ee han demos t ra -  

d o  a l g u n o s  teoremas  de t r a z a .  E l  e s t u d i o  e s  r e l a t i v a m e n t e  s e n c i l l o  s i  

l a  f r o n t e r a  de R e s  a c o t a d a ,  c a s o  que i n v o l u c r a  a  t o d o s  10s R a c o t a d o s  

y a  c i e r t o s  R no  a c o t a d o s  (hay  dominios  no a c o t a d o s ,  po r  ej. e l  e x t e -  

r i o r  de una b o l a ,  que t i e n e n  f r o n t e r a  a c o t a d a ) .  Cuando a R  n o  e s  a c o t a -  
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[7] V.P.MIJAILOV: Ecuac iones  D i f e r e n c i a l e s  en d e r i v a d a s  p a r c i a l e a ,  

M I R ,  1978. 

E l  c a p i t u l o  I1 t r a t a  s o b r e  l a  i n t e g r a l  de  Lebesgue y  temas r e l a t i v o s  a  

e  s p a c i o s  normados y  de H i l b e r t .  E l  I11 sobre  e s p a c i o s  f u n c i o n a l e s ,  en 

p a r t i c u l a r  10s H ~ ( R ) .  Debemos a d v e r t i r  que t i e n e  d e f e c t o s  de  t r a d u c -  

c i 6 n ,  p e r o  e s o  no t r a e r d  mayores i n c o n v e n i e n t e s  a  q u i e n  l e a  con s e n t i d o  

c r i t i c 0  ( 6 n i c a  manera de e s t u d i a r  ~ a t e m d t i c a ) .  Por e jemplo ,  mds de una 

d e f i n i c i b n  e s  d e l  e s t i l o  "Designemos con t a l  n o t a c i b n  - un c o n j u n t o  de  

f u n c i o n e s  que s a t i s f a c e n  t a l  p rop iedad" ,  cuando l a  t r a d u c c i 6 n  d e b i e r a  

h a b e r  d i c h o  I f . .  . e l  - c o n j u n t o  de  t o d a s  l a s  f u n c i o n e s  etc . I1.  En v a r i o s  t e z  

remas tambidn a p a r e c e  lluntl cuando d e b i e r a  i r  l l e l t l  ( tambidn s e  ve e l  

e r r o r  i n v e r s o ,  aunque con menor f r e c u e n c i a ) .  Es f d c i l  de comprender que 

e s t o  cambia e l  s i g n i f  i c a d o  matemdtico de una a f i r m a c i b n .  Pero  i n s i s t i -  

mos: con 8610 poner un poco de  cu idado  e n  l a  l e c t u r a ,  e s t e  l i b r o  r e s u l -  

t a r d  muy provechoso.  

e )  Una obra  de mayor n i v e l  e s  

[8] R.A.ADAMS: Sobolev Spaces ,  Academic P r e s s ,  1975. 

Como l o  s u g i e r e  e l  t f t u l o ,  s e  t r a t a  de un t e x t o  e s p e c i a l . i z a d o .  De t o d o s  

modos, 10s t r e s  p r i m e r o s  c a p i t u l o s  son b a s t a n t e  a c c e s i b l e s .  E l  p r imer0  

hace  una s i n t e e i s  de temas b d s i c o s  de A n d l i s i s  F u n c i o n a l ,  e l  segundo 

t r a t a  de e s p a c i o s  L ~ ( O ) ,  y  e l  t e r c e r o  t r a e  l a  p r e s e n t a c i b  y  las  prime- 

r a s  p rop iedades  de 10s e s p a c i o s  W " * P ( ~ ) .  

f )  ~ a r n b i d n  puede s e r  de  u t i l i d a d  por s u  enf  oque 

[ 9 ]  R .  D.MI1,NE: Applied F u n c t i o n a l  A n a l y s i s  (An i n t r o d u c t o r y  t r e a t -  

m e n t ) ,  P i tman,  1980. 
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F a c u l t a d  de C i e n c i a s  E x a c t a s  e  l n g e n i e r f a  
Avda. P e l l e g r i n i  250 
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TEORIA ESPECTRAL CONICA 

Eduardo H .  ZARANTON ELL0 

C o n f e r e n c i a  e x t r a P d a  d e  l a  memoria d e l  a u t o r  "Conica l  s p e c t r a l  

t heo ry" ,  a p a r e c i d a  en  e l  "Quaderno" d e  l a  S c u o l a  Normale S u p e r i o r e  

d i  P i s a  que  l l e v a  e l  t ' l t u l o  "Topics  i n  F u n c t i o n a l  A n a l y s i s  1980-81",  

cuya  I n t r o d u c c i 6 n  en  t r a d u c c i 6 n  a 1  C a s t e l l a n o  d i c e  l o  s i g u i e n t e :  

INTRODUCCION 

La t e o r i a  e s p e c t r a l  c 6 n i c a  e s  una e x t e n s i h n  d e l  dominio  d e  l o  no 

l i n e a l  d e  l a  t e o r i a  e s p e c t r a l  c l 5 s i c a  p a r a  o p e r a d o r e s  a u t o a d j u n t o s  po - 
s i t i v o s .  Del mismo mod0 como un o p e r a d o r  a u t o a d j u n t o  p o s i t i v o  puede 

s e r  s i n t e t i z a d o  a  p a r t i r  d e  p r o y e c t o r e s  o r t o g o n a l e s  s o b r e  e s p a c i o s  l i  - 
n e a l e s  m e d i a n t e  una i n t e g r a l  c o n  r e s p e c t o  a  una f a m i l i a  c r e c i e n t e  d e  

t a l e s  a p l i c a c i o n e s  e l e m e n t a l e s :  

10s " o p e r a d o r e s  e s p e c t r a l e s  c 6 n i c o s U  - 10s o b j e t o s  d e  l a  nueva t e o r ' l a -  

s o n  o b t e n i d o s  po r  i n t e g r a c i 6 n  con  r e s p e c t o  a  una f a m i l i a  c r e c i e n t e  d e  

" p r o y e c t o r e s  s o b r e  c o n o s  convexos  c e r r a d o s " ,  d5ndo le  a  10s p r o y e c t o r e s  

l a  s i g n i f i c a c i b n  d e  a p l i c a c i o n c s  d e  minima d i s t a n c i n .  E s t a  g e n e r a l i z a -  

c i 6 n  s e  apoya en e l  hecho c a p i t a l  d e  r e t e n e r  10s  p r o y e c t o r e s  c 6 n i c o s  

t o d a s  l a s  p r o p i  e d a d e s  f o r m a l e s  d e  10s p r o y e c  t o r e s  l  i n e a l e s  o r d i n a r i o s  

n e c e s a r i a s  p a r a  l a  c o n s t r u c c i 6 n  d e  una t e o r l a  d e  i n t e g r a c i b n .  Los nue  - 
vos  o p e r a d o r e s  r e s u l t n n t e s  - e n t r e  10s c u a l e s  deben  s e r  c o n t a d o s  10s 

o p e r a d o r e s  a u t o a d j u n t o s  positives - si  b i e n  no s o n  l i n e a l e s  en  g e n e r a l ,  
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s e  compor tan  en  g r a n  medida como s u s  p r e d e c e s o r e s  l i n e a l e s .  N o t a b l e  e s  

s u  o b e d i e n c i a  a  un c 5 l c u l o  f u n c i o n a l  m e d i a n t e  e l  c u a l  l a s  f u n c i o n e s  d e  

10s o p e r a d o r e s  e s p e c t r a l e s  c 6 n i c o s  s o n  man ipu lados  como f u n c i o n e s  r e a -  

l e s  en  l a  r e c t a .  

Los o p e r a d o r e s  e s p e c t r a l e s  c 6 n i c o s  s o n  a t i p i c o s  en  c u a n t o  a  q u e ,  

c o n t r a r i a m e n t e  a  l o  que o c u r r e  con  l a  mayor ia  d e  10s o p e r a d o r e s ,  s o n  

l l amados  a  e x i s t e n c i a  p o r  s u  e s t r u c t u r a ,  p r o p o r c i o n a d a  por  l a  r e p r e -  

s e n t a c i 6 n  e s p e c t r a l  i n t e g r a l ,  m5s b i e n  que po r  s u s  p r o p i e d a d e s .  De e s -  

t a  s u e r t e  p a r a  r e v e l a r  s u  n a t u r a l e z a  b 5 s i c a  s e  h a c e  n e c e s a r i a  una i n -  

v e s t i g a c i b n  d e  s u s  f u e n t e s .  Nas t a  e s t e  momento e s t a  bGsqueda ha m o s t r a  - 

do que 10s t r e s  i n g r e d i e n t e s  b 6 s i c o s  que e n t r a n  en  l a  compos ic i6n  d e  

10s o p e r a d o r e s  a u t o a d j u n t o s  p o s i t i v o s  e s t 5 n  p r e s e n t e s  en e l  armado d e  

10s o p e r a d o r e s  e s p e c t r a l e s  c 6 n i c o s ,  10s c ~ a l e s  deb idamen te  s e p a r a d o s  

y  cu idadosamen te  d o s i  f i c a d . 0 ~  s i r v e n  p a r a  c a r a c t e r i z a r l o s  : 

1 .  " P o s i t i v i d a d " ,  b a j o  e l  r e q u e r i m i e n t o  de  que e l  o p e r a d o r  T s e a  
z 3 maximal mon6tono y t o d a s  s u s  p o t e n c i a s  T,  T , 'r , . . . s e a n  monbtonas ;  

2. " L i n e a l i d a d " ,  e x p r e s a d a  por  T  ( a 1  + bT) = ( a 1  + bT) T,  a ,  b Z  0 ;  

3 .  " S i m e t r i a " ,  c o n t e n i d a  e n  l a s  r e l a c i o n e s  

h  k  h '  k t  < T  x ,  1' x> = < T x , T  x> , h+k = h ' + k '  , h ,  k ,  h ' ,  k t  = 0 , 1 , 2 ,  ... 

E s t a s  n o t a s  d e  c l a s e  d e  un c u r s o  dado e n  l a  U n i v e r s i d a d  d e  P i s a  

c o n t i e n e n  una v e r s i 6 n  a c t u a l i z a d a  d e  l a  t e o r i a  e sbozada  y  o r i g i n a l m e n -  

t e  p r e s e n t a d a  h a c e  d i e z  aAos e n  m i  memoria " P r o j e c t i o n s  o n  convex se t s  

i n  H i l b e r t  s p a c e  and s p e c t r a l  t h e o r y "  [ 51 . 

A 1  m a t e r i a l  b g s i c o  - tomado, o  mas b i e n ,  e x t r a i d o  d e  l a  v e r s i 6 n  

o r i g i n a l  donde a p a r e c e  imbr i cado  e n  e s p e s a  marafia con una d i s c u s i 6 n  

g e n e r a l  d e  p r o y e c t o r e s  s o b r e  c o n j u n t o s  convexos  - he  ag regado  v a r i o s  

d e s a r r o l l o s  p o s t e r i o r e s ,  p e r f e c c i o n a m i e n t o s  y  s i m p l i f i c a c i o n e s ,  a l g u -  

nos  d e  10s c u a l e s  f u e r o n  ya i m p r e s o s  [ 6 I , I  7 I ,  1 8  I ,  1 9  I ,  y o t r o s  

a p a r e c e n  a q u i  po r  p i i m e r a  v e z .  E n t r e  Gs tos  e l  mas s i g n i f i c a t i v o  es t a l  

vez  l a  c a r a c t e r i z a c i b n  d e  10s o p e r a d o r e s  e s p e c t r a l e s  c 6 n i c o s  a n t e s  d e s  - 
c r i p t a ,  l a  c u a l  ademas d e  e c h a r  l u z  s o b r e  s u  n a t u r a l e z a  h a c e  buen c a -  

mino h a c i a  e l  f a c i l i t a m i e n t o  d e  s u  i d e n t i f i c a c i 6 n ,  p o r  t a n t o  h a c i a  l a  

e l i m i n a c i 6 n  d e  l a  m5s s e r i a  l i m i t a c i 6 n  d e  l a  t e o r i a .  En v e r d a d ,  h a s t a  

e l  p r e s e n t e  c o n  10s c r i t e r i o s  d i s p o n i b l e s  a  mano ha s i d o  c a s i  i m p o s i L  

b l e  r e c o n o c e r  a  un o p e r a d o r  como c 6 n i c o  e s p e c t r a l  a  menos que a p a r e z c a  

e n  t o d o  e l  a t u e n d o  d e  s u  r e p r e s e n t a c i 6 n  e s p e c t r a l  i n t e g r a l .  Q u i t a d a  
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esta dificultad, el camino hacia las aplicaciones, si hubiese algunas, 

est6 ahora abierto. 

Me he esforzado por mantener la simplicidad de mi presentaci6n a 

la que he despojado de todo lo accesorio. A diferencia de la actitud 

tomada en 1.a exposici6n anterior aqui he hecho uso de la teoria de 10s 

operadores mon6tonos toda vez que fue necesario, por entender que hoy 

dia esta disciplina es parte del equipo t6cnico de todo aquel que tra- 

baje en anglisis funcional no lineal. Mas all5 de una cierta familia- 

ridad con 10s operadores autoadjuntos nada se necesita para la compreg 

si6n de estas notas de curso, el tratamiento del material es autocon- 

tenido. 
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