


PREFAC I0 

Dado el notable desarrollo que el tema ha experimentado en 10s 61- 
timos aiios (ver Anexo I) , el Pmgma de Matem&Xca P w a  y Apticada de 
Rosahio PW3MAR (CONICEX'-UNR), que se desarrolla en el Ivu&L.tuto de Ma - 
tem&Xca "Beppo Levi" , emprendi6, a travks del proyecto "Pmblemab de 

Fkontena L i k e  de la Fbica-Matemdtica" , la organizaci6n del interdis 
ciplinario S m i d o  40 bke el Pko blma de Stedan y 4u6 ApeCcauoned ( * ) , 
realizado en la ciudad de Rosario (Argentina) durante el per lodo de14 

a1 8 de julio de 1983. 

El ~anitk Organizador estwo compuesto por H.R. BERTORELLO (IMAF , 
~hdoba) , J. E. BOUILLET (IAM-URA, Wlenos Aires) , E .A. GARCIA (CNEN, Bue - 
nos Aires) , D.A. TARZIA (PWMAR, Rosario) (responsable) p L.T. VILLA 

(UNSa, Salta). 

Se cont6 con valiosos aportes de parte de A. CASSANO, H. PORTA y 

R. XARPAFU), directores del INTEC, IAM y PROMAR respectivamente. 

La secretaria estwo a cargo de A.B. BANCORA, P.R. W G U N I C  (res - 
ponsable), M.C. SANZIEL y C.V. TURNER, a d d s  del apoyo administrati- 
vo de C.B. MARTINEZ, todos del PRCMAR. 

Este Seminario ha sido realizado gracias a un subsidio que a tal 

efecto otorg6 el CONICEX'. ~deds, se ha contado con la ayuda que de 

una u otra manera dieron las Instituciones Auspiciantes siguientes: 

1) CAMAT - Comitk Argentino de Transferencia de Calor y Materia. 
2) CERIDER - Centro Regional de ~nvestigacih y Desarrollo de Rosario. 
3) CONICEI' - Conse j.0 Nacional de Investigaciones ~ientfficas y  hi- 

cas . 
4) Consejo de Investigaciones de la Universidad Nacional de Rosario. 

5) Escuela de Graduados de la Facultad de Ciencias Bdsicas (UNR). 

6) Escuela de Graduados de la Facultad de ~ngenieria (UNR) . 

(*) Este Seminario fue una de las actividades que el PROMAR llev6 
a cab0 en conmemoraci6n del 25O aniversario del CONICET. 



7) IN - Instituto Argentina de ~ t e d t i c a  ( ~ u e m 9  fires). 
8) I m C  - Instituto Tearol6gico para e l  desarrollo de la Industria 

~ u h i c a  (Santa Fe) . 
9) hfmicipalidad de Rosario. 

10) UNR - Universidad Nacional de Rosario. 
11) USa - Universidad Nacional & Salta, 

~ d d s ,  se cont6 con e l  apoyo de l a  S m  a travds de 10s subsi- 
dios anuales otorgados a1 proyecto"Prob1emas de frontera l ibre de l a  
~isica-Matdtica" . 

En e l  Seminario han participado m8s de 50 personas pmvenientes de 
10 ciudades argent inas. 

Los objet ivo~ del presente Seminario heron: 
1) Gestar un encuentrro anud de las personas y g s gue trabajan en 

e l  problem de Stefan (cambio de fase) en e l  pa s, a fin de provo- 
car una d U  itdenaccibn entre 10s mismos. 

"f" 
2 )  NO limitar e l  encuentro s61o a una remi6n c es ecialistas quese 

commican las Gltimas novedades en l a  materia, sfno tdih y muy 
espec iahnte ,  despertar e l  inter& y e l  acercamiento de jbvenes 
graduados en Matedtica , ~is ica ,  lngenierfa Quhica y ramas af ines 
y, de esta nanera, contribuir a l a  dowacidn de 4ecwtdod human04 . 
Por lo sefhlado . . anteriormente, esta primera edici6n del Seminario 

estwo constitufda por cursillos intensives sobre 10s aspectos b6si - 
cos del tema y conferencias referidas a Las ~plicaciones (yer h e -  
xo 11). En af'ios sucesivos, 10s cursillos versa& sobre aspectos d s  

especificos y caplejos ,  ya sea desde un pmto de vista t d r i c o  o nu - 
mkrico (no tratados en %nharios anteriores) y 10s principios te6ri  - 
cos irh,  paulatinamente, dando lugar a las  aplicaciones . 

Para f inalizar , se agradece a todas aquellas personas e Institucio - 
nes que de una manera u otra han colaborado para e l  h i t o  del Semi- 
nario . 

Doming0 Alberto TARZIA 
Rosario, Marzo 1984. 



El problem de Stefan estudia la temperatura en el espacio ocupado 

por dos fases de un cuerpo, generalmente una fase ~61ida y una liqui- 
da (ej -10: )lielo y agua en procesos de fusi6n o solidif icaci6n) . las 
funciones que representan las temperaturas de las dos fases satisfa- 
cen las correspondientes ecuaciones del calor . La superf icie de sepa- 
racibn, . que puede variar en el tiempo y que se encuentra a temperatu- 

ra constante, es una inc6gnita suplementaria del problema sobre la cual 
existe una condici6n que surge del principio de conservaci6n de la ener - 
gia. 

El interks y la dificultad del problema se debe a la presencia de 

dicha superficie de separaci6n entre las fases, a la cual se la llama 

la (mrontm fibhe del problema, cuya determinaci6n es de fundamental 

importancia en la pr6ctica. 

Ehtre las dltiples apticacione6 del problema de Stefan se pueden 
mencionar : Problems con cambio de fase , solidif icaci6n de aleaciones 
binarias , oxidacih del zirconio y fusi6n del di6xido de uranio en reac - 
tores nucleares en caso de accidentes, almacenamiento de energfa tkr- 
mica de origen solar por cambio de fase, problem de la colada conti- 
nua (sol idif icaci6n de metales) , solidif icaci6n del pavimento , proble - 
mas de control 6ptim0, procesos de ablaci6n t6rmica, solidificaci6n de 
la corteza terrestre, etc.. 

Por todo ello, en 10s tiltimos afios ha concitado el interks demate- 
dticos , f f sicos ,quhicos e ingenieros de todo el nundo, lo que ha redundado 
en un importante desamllo del tema. Es asf que se presentan trabaj os en 

Congresos de Matedtica (sobre Ecuaciones Diferenciales , Adlisis Fun- 
cional , Adlisis Nm::rico, Matdtica Aplicada) , ~isica , Transferencia 
de Calor y Materia, etc., .y se realizan numerosas publicacimes en d s  

de 150 revistas especializadas en dichas disciplinas. Para mayores de- 

talles puede verse la reciente publicaci6n del Gltimo simposio intern - 
cional sobre problems de frontera libre: A. FASANO - M. PRIMICERIO (Ed.) 



"Fkee Boundary Pmblem : Theoony and AppCiuWon6 " , Pitman, London (1983) . 

"lnthoducci6n al S e m i M o  6obke cCpmbeemadeStedan y b t u  apLccacio - 
n u " ,  D.A. TARZIA. 

CURSILLOS: 
C1) "Pmblemu unidinrmioionaees de conducci6n det  d o *  con 6 m n . t ~  

m6vi11', (3 b r a s ) ,  D.A. TARZIA. 

C2) wAeguno6 k e s U 0 6  dobke ecuauoned de AXpo panab6.Ucow, (3 ho- 
ras), J.E. BOUILLET. 

C3) "Soeuciones exactad d d  pmblema de SXedan tmLchnmion&" , ( 3 
horas) , D.,A. TARZIA. 

C4) "EL pnoblema i n v e ~ o  de SXedanw, ( 3  horas) , Luis T. VILLA. 

C5) " E A ~ o ~  Xe6dcod en el poblema de SXedan w z i d i n m i o n a l  a una 
due" ,  (3 b r a s ) ,  D.A. TARZIA. 

C6) "Soeuciones auXosemejantes con m b i o d e  6ae1' , (3hs) ,  J.E.BOUILLET. 

C7) "Pmblemu o p h a l ~  en la conducci6n d& caloa con cambio de ha - 
he", (3  horas), L.T. VILLA. 

Conferencias generales sobre diferentes rnktodos aproximados y m6ri - cos utilizados en e l  problema de Stefan: 

CG1) "Una i ~ d u c c i 6 n  gen& a l a  nesoIuci6n apmri-da d& pno- 
blema de Siedan ~ m ~ o n a l  '' , (1 hora) , G. G. G A R G U I W I M -  
M.C. SANZIEL. 

CG2) "Una i d d u c c i 6 n  g m W  a la nesolucibn numehica de l  pmbtema 
de SXedan wtidinmhionae", (1 hora) , R.H. 

Conferencias sobre dif  erentes apl icaciones en las  cuales aparece e l  
problema de Stefan: 

CAI) llSob/re la oxidaci6n det  h c o n i o  en / r & k ~  n u d ~ ~  en cmo 
de acdmte6" ,  (1 hora) , E .A. GARCIA. 

CA3) "AndtibA cfe la duai6n en b m  de conrbua$ible n u d m  o d g i n a  
cfu pok 60 bkeccvtga thnica.6 acciden&dul', (1 b r a )  ,L. CRIVELLI -- 
S. IDELSOHN-C. BAIOORRIA. 

CA4) " Pmblema de cambio de $a6 e en La a c u m w d n  de d o 4  a pahtih 
de enengLa dotan", (1 b r a ) ,  E.E. ALANIS. 

CAS) l1Sobke la d & m . h a & 5 n  de coe&ientes Xenmico~ desconocidos de 
un m a t W  a a v & 6  de un pmblema con cambio de due' ' ,  (1 ho- 
ra) ,  M.B. STAMPELLA. 

clase de apoyo para no nratedticos: 

CA) "Aegwtob conceptoh bd6 ico~  d& andUA duncioionae", (1.30 horas) , 
P.R. MARANGUNIC. 







































































































































































ALGUNOS CONCEPTOS BASICOS DEL ANALISIS FUNClONAt 

P e d r o  R o b e r t o  MARANGUNIC 

1. I N T R O D U C C I O M  

E l  ~ n d l i s i s  F u n c i o n a l ,  i m p o r t a n t e  d i s c i p l i n a  m a t e n d t i  - 
c a ,  o f r e c e  una e x t e n s a  y  v a r i a d a  gama d e  a p l i c a c i o n e s  en  

e l  rnarco d e  l a  i n ~ e s t i ~ a c i b n  c i e n t i f i c a  y  t e c n o l b g i c a .  Su 

caapo  de  a p l i c a c i 6 n  s e  ha expand ido  ve lozmente  en 10s 61 - 
t i m o s  aiios,  a f a v o r  de  l a s  p o t e n t f s i m a s  h e r r a m i e n t a s  q u e  

s u m i n i s t r a  p a r a  e l  t r a t a m i e n t o  d e  muy d i f e r e n t e s  p r o b l e -  

Inas p r d c t i c o s ,  p a r t i c u l a r m e n t e  a t r a v g s  de  s u  u t i l i z a c i d n  

en l a s  E c u a c i o n e s  D i f e r e n c i a l e s  y  e l  A n h i s i s  ~ u r n d r i c o ,  

c u e s t i o n e s  e'stas, coao  b i e n  s e  s a b e ,  d e  e s p e c i a l  r e l e v a n  -. 

c i a  e n  l a  C i e n c i a  y  en l a  ~ d c n i c a .  

No e s c a p a  a e s t a  s e n s i b l e  i n f l u e n c i a  e l  problerna de 

S t e f a n ,  con s u s  m f i l t i p l e s  temas conexos de  c r e c i e n t e  i n -  

t e r &  p a r a  matemdt icos ,  f i s i c o s ,  q u i m i c o s ,  b i610gos  e  i n  -. 

g e n i e r o s  d e  d i v e r s a s  e s p e c i a l i d a d e s .  E s  as{ que  a mayor 

rnanejo d e l  ~ n d l i s i s  F u n c i o n a l ,  r e s u l t a  n o t a b l e n e n t e  mayor 

e l  ndmero de  t d p i c o s  o  a s p e c t o s  d e l  Problerna d e  S t e f a n  que 

e s  p o s i b l e  a b o r d a r  con 6 x i t o .  

En o c a s i d n  de r e a l i z a r s e  l a  p r i m e r a  e d i c i 6 n  d e l  Semina- 

r i o  s o b r e  e l  Problema d e  S t e f a n  y s u s  A p l i c a c i o n e s  , s e  

p r o g r a m 6  una c l a s e  d e  apoyo d i r i g i d a  a  10s no matemdt icos ,  

b a j o  e l  t f t u l o  de  "Algunos Conceptos  ~ d s i c o s  d e l  ~ n d l i s i s  



F u n c i o n a l " ,  con l a  e s p e r a n z a  de  que  e l l o  c o n t r i b u y e r a  a 

un mejor  a p r o v e c h a n i e n t o  d e  10s c u r s i l l o s  y l a s  conferer i  - 
c i a s  que  componfan e l  Semina r io .  

Dada l a  l i m i t a c i 6 n  de  t i empo  ( u n a  h o r a  y media)  s e  pla - 
n i f i c 6  r e d u c i r  l a  e x p o s i c i d n  c a s i  e x c l u s i v a n e n t e  a - d e f i -  

n i c i o n e s ,  p o r  l o  que  se c o n s i d e r a r o r ~  muy pocos  t e o r e m a s  

o  p r o p i e d a d e s .  De 6 s t o s  se p r e s e n t 6  a610 sl e n u n c i a d o ,  

con l a  Gnica e x c e p c i 6 n  d e l  Teorema d e l  P u n t o  F i j o  d e  9a- 

n a c h ,  d e l  c u a l  s e  e x p u s i e r o n  Bas i d e a s  y r i n c i p a l e s  d e  s u  

d e m o s t r a c i 6 n ,  d e b i d o  a l . i n t e r 6 s  e n  sf misma que  6s ta  po- 

see. p o r  c o n s t i t u i r  e l  fundamento  de  un metodo numgr ico  

de  g r a n  a p l i c a c i 6 n  p r d c t i c a .  

Estas n o t a s  p r e t e n d e n  r e f l e j a r ,  y  e n  p a r t e  a m p l i a r ,  l a  

c l a s e  mencionada,  a l a  vex que  a p o r t a r  s u g e r e n c i a s  s o b r e  

material  d e  l e c t u r a .  

2. ESPACIOS METRICOS 

~ o t a c i d n :  IRt =IXEIR /x>O} - 
~ e f i n i c i 6 n  1 : Dado un c o n j u n t o  no  v a c f o  H, l larnarernos 

d i s t a n c i a ( 0  m i t r i c a )  en  H a t o d a  f u n c i d n  

que  s a t i s f a g a  l a s  s i g u i e n t e s  c o n d i c i o n e s :  

i i i )  d ( x , z ) ~ d ( x , ~ )  + d ( y , z )  V x , y , z ~ M  ( u s u a l m e n t e  l l a  - 
mada d e s i g u a l d a d  t r i a n g u l a r ) .  

~ e f i n i c i d n  2 : Se llama e s p a c i o  m e t r i c 0  a t o d o  p a r  o r -  

denado ( ~ , d )  , ilonde M e s  un c o n j u n t o  no v a c f o ,  y d 



e s  una me ' t r ica  e n  M .  

ES  muy comdn due nos  pernlitamos unn l i c e n c i a  e n  e l  

i e n g u a  j e  ( y ,  consecuente rnente ,  e n  l a  n o t a c i 6 n )  , d i c i e n d o  

I t e l  e s p a c i o  m e t r i c 0  M" en  l u g a r  d e  " e l  e s p a c i o  m6tr i  - 
C O  (M,d)".  

E je inplos 

a )  En h l a  d i s t a n c i a  u s u a l  ( e u c l f d e a )  s e  da m e d i a n t e  

d ( x  i , x 2 ) = ( ~  10x2 1 .  

b) En Dl2  l a  d i s t a n c i a  u s u a l  ( e u c l f d e a )  v i e n e  dada  p o r  

s i e n d o  ~ i = ( x i , y l )  9 ~ 2 = ( ~ 2 , ~ 2 ) .  

c )  La m e t r i c a  e u c l f d e a  d e  l R 3  r e s p o n d e  a l a  e x p r e s i 6 n  

s i e n d o  ~ i = ( x i , y t z i  ) , ~ 2 = ( ~ 2 , ~ 2 , ~ 2 )  

e )  Otras me ' t r i ca s  e n  IR2 : 

d i ( ~ i , ~ a ) = l x i - x 2  I +  l y i - y 2  1 ( i n f o r m a l m e n t e  l l a  - 
mads me' t r ica  R.drrl p e a t 6 n "  6 I 'urbana", p o r  r a z o n e s  ima- 

g i n a b l e e )  

d g ( ~ i , ~ 2 ) = m d x { ( x i - x 2  1 ,  I / 1 - . ~ 2  1 ) .  

Estas metricas se g e n e r a l i z a n  rdp idarnente  a IR": 



f )  L O S  e s p o c i o s  rne t r i cos  mds i m p o r t a n t e s  son ,  po r  l o  g e -  

n e r a l ,  e s p a c i o s  f u n c i o n a l e s  , v a l e  d e c i r  aque ' l l o s  cuyos 

e lement08  son  f u n c i o n e s  ( o  c o n v e n i e n t e s  c l a s e s  de f u n c i o  - 
n e s ) .  Un e jemplo  s e n c i l l o  es  

~ [ a , b ]  ={f :  [a,b] -R/f  e s  c o n t i n u a  (donde 

a,bclR ; aeb ) .  

A e s t e  c o n j u n t o  l e  podemes a s i g n a r  d i f e r e n t e s  m d t r i c a s ,  

e n t r e  e l l a s  l a s  s i g u i e n t e s :  

que e s t l h v i n c u l a d a s  a d i s t i n t o s  t i p o s  de conve rgenc i a  de  

s u c e s i o n e s  de  f u n c i o n e s  ( e n  media, en  d e d i a  c  

uni forme,  r e s p e c t i v a m e n t e ) .  

g )  E s  n a t u r a l  p r e g u n t a r s e  s i  c u a l q u i e r  c o n j u n t o  no  v a c f o  

M puede s e r  me t r i z ado ,  L a  r e s p u e s t a  e s  a f i r m a t i v a ,  p e r o  

e s  i n t e r e s a n t e  d e s t a c a r  que puede r e s p o n d e r s e  de  un modo 

que no  depende de q u i e n  s e a  M ,  e s  d e c i r  e n  forma u n i v e r  - 
sal.  En e f e c t o ,  dado M # @  , b a s t a  tomar 



l a  h a b i t u a l m e n t e  denominada ~ Q t r i c a  d i s c r e t a .  

De a h o r a  e n  mgs, cuando  1R. 6 R" , 6 a l g u n o  d e  s u s  

s u b c o n j u n t o s ,  sea nombrado.como e s p a c i o  metric0 y no  se 

a c l a r e  c u d 1  e s  l a  me ' t r i ca ,  sob reen tende ra rnos  que  s e  t r a t a  

dt2 l a  e u c l f d e a .  

La n o c i 6 n  d e  d i s t a n c i a  p o s i b i l i t a  d e f i n i r  b o l a  ab ie r -  

t a  y b o l a  c e r r a d a  e n  ( ~ , d ) ,  a1 nlismo e s t i l o  q u e  e n  R2 
6 IR ". E s  asf que  l l a m a n o s  b o l a  a b i e r t a  ( r e s p e c t i v a m e n  - 
t e  c e r r a d a M e  c e n t r o  XEMI Y r a d i o  r > O  , a1 c o n j u n t o  

~ ( x , r ) = { y c ~ / d ( x , y ) s r }  

( r e s p e n t i v a m e n t e  B [x,r] = { y c ~ / d ( x , y ) $ r } )  

Aqimismo, e s  i n t e r e s a n t e  cornentar  que a p a r t i r  d e  e s t o ,  

t r a b a j a n d o  tarnbi6n como e n  JR' 6 I R n  , s e  d e f i n e n  con I 

x p t o s  como e n t o r n o ,  c o n j u n t o  a b i e r t o ,  c o n j u n t o  cerra-  

lo, c unto d e  acumulac idn ,  e s p a c t o  m e t r i c 0  s e p a r a b l e ,  es-  

~ a c i o  m e t r i c 0  compacto,  e s a a c i o  m e t r i c 0  conexo,  e t c .  , 
y s e  e s t u d i a ,  e n  d e f i n i t i v a ,  l a  t o p o l o a f a  d e  10s esDa- 

c i o s  m Q t r i c o s .  

3. SUCESIONES EN UN ESPACIO METRIC0 - COMPLETITUD 

Sea  ( ~ , d )  un e s y a c i o  m d t r i c o .  Consideramos una s u -  

c e s i 6 n  e n  e l  c o n j u n t o  b!, e s  d e c i r ,  una a p l i c a c i 6 n  d e l  

c o n j u n t o  de 10s ndmeros n a t u r a l e s  e n  M: 

La fo rma  h a b i t u a l  de r e p r e s e n t a p  una s u c e s i 6 n  e s  



92 
u) 

que  a b r e v i a r e m o s  como {x 1 n  n = l '  o s implemente  { x n )  . 
E l  hecho  de  q u e  e l  c o n j u n t o  M este' d o t a d o  d e  una mdt r i  - 
c a ( y ,  p o r  e n d e ,  de  una i d e a  de w p r o x i m i d a d " ) ,  n o s  p e r m i t e  

r e c r e a r ,  a1  menos e n  p a r t e ,  l a  t e o r f a  que  conocemos p a r a  

s u c e s i o n e s  d e  n61neros r e a l e s .  Sea  xcM y s e a  x una 

s u c e s i d n  e n  M. 

D e f i n i c i d n  3: Decimos q u e  fx,} c o n v e r g e  a x ( y l o  

denotamos 1 + x  , 6 xn + x )  s i  

Tambi6n dec is ros ,  e n  t a l  c a s o ,  que  x e s  l fmi te  de  l a  s u  - 
c e s i 6 n  Ixn1  .. ~ d t e s e  que n o  d i j i m o s  - e l  l i r n i t e ,  p u e s  

a  p r l o r i  no s a b e n o s  nada  de a u  u n i c i d a d  como t a l .  

t u n a ) s u c e s i 6 n  p o d r i a  c o n v e r g e r  a d o s  p u n t o s  d i s t i n t o s  

de M ?  S i  xn + a  Y Xn + b  , e l  l e c t o r  puede o b t e n e r ,  

e n  v i r t u d  d e  l a  Def.3 y de  l a  d e s i g u a l d a d  t r i a n g u l a r ,  

que  

Ve>O d ( a ,  b k 2 c  , 

l o  c u a l  g a r a n t i a s  que  a = b  . Vale, e n t o n c e s ,  l a  s i g u i e n t -  

P r o p i e d a d  I :  Una s u c e s i d n  no puede p o s e e r  dog l f r n i t e s  , 

d i s t i n t o s .  

E s t o  j u s t i f i c a ,  a p a r t i r  d e  a h o r a ,  e l  denominar  a x 

(de  l a  Def.3 ) - e l  l f m i t e  de  l a  s u c e s i 6 n  {xn}. 

Ejemplos:  En M=R , con l a  m e t r i c a  e u c l f d e a ,  c o n s i d e r a  - 
mos l a  s u c e s i d n  dada  p o r  



Esta s u c e s i 6 n  posee  l f m i t o  (pue  e s  e l  0). En cambio,  l a  

s u c e s i 6 n  dada p o r  

no  posee  l f m i t e ,  v a l e  d e c i r  que no e x i s t e  n ingdn  p u n t o  

ell IR a1  c u a l  c o n v e r j a  y . 

Conviene o b s e r v a r  que  l a  e x i s t e n c i a  de l f m i t e  de  una 

o u c e s i d n  depende no ,5610 d e  l a  l e y  de f o r m a c i 6 n  d e  s u s  

e l e m e n t o s ,  s i n o  t ambien  d e l  e s p a c i o  m e t r i c 0  c o n a i d e r a d o .  

En e f e c t o ,  l a  s u c e a i d n  dada  p o r  

n o  p o s e e  l f m i t e  en  IR d o t a d o  de l a  m e t r i c a  d i s c r e t a .  

Tampoco l o  posee  en M = ( o , ~ )  con d ( ~ , ~ ) = ( x - ~ (  , o  s e a  

cori l a  m d t r i c a  e u c l f d e a  r e s t r i n g i d a  a e s t e  c o n j u n t o  ( n 6  - 
t e s e  que e l  x  de  l a  Def.3 debe  p e r t e n e a e r  a M ) .  

Una c o n s e c u e n c i a  s e n c i l l a  de  l a s  c o n d i c i o n e s  i i )  y 

iii) de  l a  d e f i n i c i d n  d e  m d t r i c a ,  e s  

I d ( x , z ) - d ( y , z )  1s d h y )  Vx,y,zeM , 
que r d p i d a m e n t e  s e  e x t i e n d e  a 

p ( x , t ) - d ( y , z )  1s d ( t . z ) + d ( x , y )  Vx,y,z,toM 

Usando e s t o ,  e s  f a c i l  p r o b a r  l a  

P r o p i e d a d  2: S i  xn  + X  en  (l4.d) , e n t o n c e s  

V y E ~  d ( x n , y )  ; d ( x , y ) .  - 
MQS afint 

~ e f i n i c i 6 n  4 :  S i  una s u c e s i d n  posee  l i r n i t e  e n  ( ~ . d ) ,  

s e  d i c e  que es  c o n v e r g e n t e  e n  ( ~ , d )  (coando 18 omi- 



. s i d n  d e l  e s p a c i o  m e t r i c 0  no s e  p r e s t a  a c o n f u s i o n e s ,  s e  

3 u e l e  d e c i r  s implemente  que  e s  c o n v e r a e n t e ) .  

Las s u c e s i o n e s  c o n v e r g e n t e s  t i e n e n  una p r o p i e d a d  que  

e s  f d c i l  d e  p e r c i b i r  y e n u n c i a r  en l e n g u a j e  i n t u i t i v o :  

a 1  c r e c e r  e l  f n d i c e  n  , 10s e l e m e n t o s  s e  v a n f l a g l o m e r a n  - '. 

do", se van a c e r c a n d o  e n t r e  s i .  Cauchy v i o  que  e n  IR , 
con l a  rndt r ica  u s u a l ,  v a l e  l a  r e c f p r o c a .  

P a r a  d a r l e  forma p r e c i s a  a l o  r e c i d n  d i c h o ,  c o n ~ i d e - *  

remos una s u c e s i d n  {x 1 en un e s p a c i o  m d t r i c o  ( ~ , d ) .  
11 

~ e f i n i c i b n  5: Se d i c e  q u e  {x 1 e s  de  Cauchy en ( ~ , d )  n  

1  Ejemplos.  La s u c e s i b n  xn= - n e s  de Cauchy en IR y en 

(0,m) , e n  ambos c a s o s  con l a  m d t r i c a  u s u a l ,  p e r o  n o  e s  

de Cauchy e n  1R con l a  m Q t r i c a  d i s c D e t a .  

E 0, 
Supongamos q u e  {x  1 +x, y s e a  0 0 .  Carno tambidn -> n 2 
s e  t i e n e  q u e  

De i i )  y i i i )  de l a  DeP.1, s u r g e  que 

Acabamos d e  d e m o s t r a r  l a  

P r o p i e d a d  3:  Toda s u c e s i d n  c o n v e r g e n t e  e n  un c i e r t o  e s -  

p a c i o  m 6 t r i c 0 ,  e s  t a u b i d n  de Cauchy en  t a l  e s p a c i o .  

En (4,  con l a  m 6 t r i c a  u s u a l ,  no v a l e  l a  r e c f p r o c a .  

D e f i n i c i 6 n  6: Un e s p a c i o  metric0 (MJ) se d i c e  complc- 

t o  s i  t o d a  s u c e s i d n  de Cauchy e n  ( ~ , d )  e s  c o n v e r g e n t e  - 



e n  tal espacio. 

Ej:emplos 

mn es  cornpleto ( c u a l q u i a r a  sea &lU ) 

Q no l o  es  

( 9 , ~ )  no l o  es. 

C[a,b] e s  c o m p l e t o  con d,. 

[ a , ]  no e s  comple to  con d l  n i  con d2. 

Loa e s p a c i o s  m e t r i c o s  completes son  de n o t a b l e  i rnpor t aa  

c i a  e n  ~ a t e m d t i c a  P u r a  y A p l i c a d a ,  p e s e  a l o  c u a l  no n o s  

ex tenderemos  Bn d e t a l l e s  a1 r e s p e c t o .  

4. FUNCIONES COiITINUAS 

Sean ( ~ , d )  y ( ~ , p )  d o s  e s p a c i o s  n Q t r i c o s .  Conside - 
remos una f u n c i d n  

P u e s t o  que  e l  dominio y e l  codominio e s t d n  d o t a d o s  d e  

s e n d a s  m 6 t r i c a s ,  nos  i n t e r e s a  a n a l i z a r  p r o p i e d a d e s  de  f 

r e l a c i o n a d a s  con d i c h a s  m Q t r i c a s .  Verenos l a  c o n t i n u i d a d ,  

Tomemos un x ~ E M .  

D c f i n i c i d n  7: Se d i c e  que  f as c o n t i n u a  en  ro s i  

E x i s t e n  v a r i a s  v e r s i o n e s  e q u i v a l e n t e s  a ( 1  b a s a d a s  

oil c o n c e p t o s  t o p o l d g i c o s ,  como 



d e f i n i c i b n  8: Se d i c e  que f e s  c o n t i n u a  e n  M ( o  s i m -  

p lemente:  f e s  c o n t i n u a  ) s i  

f  e s  c o n t i n u a  e n  x  VXEM. 

Es d e c i r ,  s i  

VXEM VE,O 3 6 > 0 / d ( x , ~ ) < 6  -a ~ ( f ( x ) , f ( y ) k ~ .  

La p r o p i e d a d  que  s i g u e  nos  da  una d t i l  e i n t e r e s a n t e  

c a r a c t e r i z a c i d n  de l a  c o n t i n u i d a d .  

P rop iedad  4: S i  f  e s  c o n t i n u a  en  xo ,  e n t  once s 

xn 
-+ 

X~ e n  ( M , d ) s  f ( x n )  +f ( x o )  en ( E , P ) .  
\ 

R e ~ i ~ r o c a l n e n t e ,  s i  p a r a  t o d a  s u c e s i 6 n  Ix, 1 c o n v e r g e n t e  

en (I4.d) s e  curnple a Xo 

e n t o n c e s  f  e s  c o n t i n u a  en  xo. 

Por  s i m p l e  a p l i c a c i 6 n  d e  l a  Def.7, o  tambien  uaando 

l a  P r o p i e d a d  r e c i d n  e n u n c i a d a ,  e s  s e n c i l l o  dernos t ra r  l a  

s i g u i e n t e  

P r o p i e d a d  5: Sean ( M , ~ ) , ( E , P )  y (X,$) t r e s  e s p a c i o s  

n e ' t r i c o s .  Sean :f una a ~ l i c a c i d n  de  M e n  E ,  y  g unn 

a p l i c a c i d n  de  E en  X . S i  f e s  c o n t i n u a  en  un xo&M, 

y g e s  c o n t i n u a  en f ( x o )  , e n t o n c e s  l a  f u n c i 6 n  h = g d  

e s  c o n t i n u a  e n  xo. 

C o r o l a r i o  1: S i  f y '  g son  c o n t i n u a s ,  tarnbien h e s  

c o n t i n u a ,  



decimos que f e s  L i ~ s c h i t z i a n a  y que t a l  k e s  una 

coralante de L i ~ s c h i t z  p a r a  f . 
S i  ' M = E = a  . l a  des igua ldad  de ( 2 )  no e a  e i n o  

I f ( x ) - f ( y )  I$ k l x - y  I 
que s i g n i f i c a  que 10s o ~ c i e n t e s  incre rnen ta les  e s t d n  a c o  - 
t ados ,  

Obviamente. l a  c o n s t a n t e  k no e s  bn ica ,  pues 

k de L i p s c h i t z  p a r a  f ,  k f > k + k f  de L i p s c h i t z  pz  

ra f . 
Como e a  imaginable.  en l as  a p l i c a c i o n e s  ae procura  conse- 

g u i r  l a  c o n s t a n t e  de L i p a c h i t z  mds pequefia. S i  e x i ~ t e  una 

tal k e l  , se d i c e  que f er uaa con t racc idn .  Nos i n t e r e  - 
s a r d n  l a s  c o n t r a c c i o n e s  de un , e s p a c i o  mdt r ico  en sf:mis- 
mo. 

~ b s e r v a c i d n  1: Toda funa idn  L i p s c h i t z i a n a  es cont inua .  

En p a r t i c u l a r ,  una c o n t r a c c i d n  l o  0 8 .  

5. TBOREMA DEL PUNT0 FIJO (BANAcH-CACCIOPPOLI) 

~ e f i n i c i d n  10: S i  ee t i e n e  un con jun to  no vac fo  M (no 
necesar iamente  e s p a c i o  m e t r i c o ) ,  una f u n c i 6 n  f : ~  + M  y 

un elemento xoM, s e  d i c e  que x  e s  un  unto f i l o  de f 

s i  

( 3 )  f (x)=xx. 

Supongamoa que estuvi6ramoa deseando r e s o l v e r  l a  ecua- 
c i d n  



( 4 )  g(x)=o .  

Claramente, e s t a  eeuac idn  es e q u i v a l e n t e  ( t o d a  ~o1.uci6n 
de Q e t a  l o  es  de l a  o t r a ,  y  v i c e v e r s a )  a c u a l q u i e r a  de 

l a s  s i g u i e n t e s  : 

x+a.g(x)=x con aelR-{g} , que son de 

l a  forma (3). De aodo que e l  problema de r e a o l v e r  la e- 

c u a c i h  ( 4 )  ee t r ans fo rma  en  e l  de e n c o n t r a r  10s puntos  

f i j o s  de una adecuada funci6n.  

L a  misma i d e a  de  fondo e s  a p l i c a b l e  * a  gran  v a r i a d a d  
de ecuac iones  de l a  Hatemdtioa (q lgeb ra faaa ,  d i f e r e n c i a -  

l e s ,  i n t e g r a l e e ,  e t c . ) ,  po r  l o  que 10s moremas que a s e -  
guran e x i s t e n c i a  o  un io idad  de  punto f i j o  p a r a  una d e t e r -  
minada f u n c i 6 n  (u  operador ) ,  eon en g e n e r a l  u t i l f s i m o s  a  
l a  hora  de demostrar  e x i s t e n c i a  o  un ic idad ,  respea t ivamen - 
t e ,  de ao luc idn  p a r a  una eouacidn dada.No debe s o r p r e n d e r ,  
en tonces ,  que en  l a  l i t e r a t u r a  oa t emdt i ca  s e a  p o s i b l e  en  - 
c o n t r a r  numerosos (y de muy v a r i a d o  t i p o )  teoremae he pun - 
t o  f i j o ,  n i  tampoco l a  impor tanc ia  que 6 s t o s  han cobrado 

en  l a  ~ a t e m 6 t i c a  Aplicada.  

L a  mayorfa de d i c h o s  teoremae 0610 a segura  e x i a t e n c i a ,  
s i  b i en  e l  que damos a con t inuac i6n  tambidn g a r a n t i z a  u n i  - 
oidad. 

Teorema 1 ( ~ a n a g h - ~ a c c i o ~ ~ o l i )  t Toda c o n t r a c c i 6 n  e n  un e s  - 
p a c i o  mdt r ico  completo admite  un dn ico  punto f i j o .  En sfm - 
bolos  t 

( ~ , d )  e s p a c i o  me t r i co  c o m p l e t ~  

f c o n t r a c c i d n  en M 



~ e r f i o s t r a c i 6 r l .  Tomamos UIJ e l m e n t o  c u a l q u i e r n  x ~ E M ,  y 

c o n s t r u i m o s  ulla suces idr l  po r  r e c u r r e n c i a :  x l = f ( x , )  ; 

x 2 = f ( x l ) ;  e t c . .  En g e n e r a l  

La i d e a  c o n s i e t e  e n  d e m o s t r a r  q u c  e s t a  s u c e s i d n  e s  conver  - 
g s i l t e  y que  s u  l i m i t e  e s  e l  d n i c o  p u n t o  f i j o  d e  f .  Co- 

rnencemos probando que  { x  1 e s  de  Cauchy. La h i p d t e s i s  
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hecha  s o b r e  f n o s  p e r m i t e  e l e g i r  un k e ( 0 , l )  q u e  sea 

c o n s t a n t e  d e  L i p s c h i t z  p a r a  f .  

Supongamos que  m>n. 

d (xm,  x n ) < ~ " d ( x  - m-n , x o ) 5  

<kn - [d (x  m-n'xm-n-2 ) + d ( x  m-n-1 ' x a - n - ~  I+. . . + d ( x  ,xo) ]  T 1 

de l o  que  s u r g e  que  {xn}  e s  d e  Cauchy. Como ( ~ , d )  e s  

c o n p l e t o ,  

P o r  0 b s . l  y  Prop .4  , 

P e r o  f (x , )=xnt l  , con l o  que f ( x  ) n + x e  

Luego f ( x ) = x ,  de  modo que x  e s  p u n t o  f i j o  d e  f .  

Acabamos de  v e r  lque,  c u a l q u i e r a  s e a  e l  xo f n i c i a l ,  

la s u c e s i 6 n  as{ formada  converge  a un p u n t o  f i j o  d e  f .  
E s t o  comple ta  l a  d e m o s t r a c i 6 n  d e  e x i s t e n c i a .  P e r o  t o d a v i a  

cabe  p r e g u n t a r s e  s i  d i f e r e n t e s  xo no n o s  c o n d u c i r d n  a 
d i f e r e n b e s  p u n t o s  f i j o s  ( e  i n c l u s o  s i  n o  e x i s t i r d  a lg i in  

p u n t o  f i j o  d e  f no o b t e n i b l e  p o r  e l  metodo e x p u e s t o .  

l o  c u a l  e s  do r e s p u e s t a  o b v i a ) .  Probernos e n t o n c e s  l a  uni- 



c i d a d .  

Sean x , y ~ M  / f ( x ) = x  ~f (y)=y. 

d ( ~ , ~ ) = d ( f  (x) , f  (y)kk. .~(x, , ! )  

(l-k) . d (x ,y )<O - 

Como I -k>O, tenemos d ( ~ , ~ ) l O  , con l o  que d ( x , ~ ) = 0 ,  

y e l  p u n t o  f i j o  de  P e s  dn ico .  

0 b s e r v a c i 6 n  2: La desnos t rac i6n  v i s t a ,  de e s t i l o  c o n s t r u c  - 
t i v o ,  no  s61o  p rueba  l a  e x i s t e n c i a  de  un d n t c o  p u n t o  f i j o ,  

s i n o  que n o s  p rovee  un p r o c e d i m i e n t o  p a r a  s u  d e t e r m i n a c i 6 n  

( e n  forrna a p r o x i m a d a ) ,  l o  que  l e  c o n f i e r e  g r a n  i m p o r t a n c i a  

p r 6 c t i c a .  L a  i d e a  empleada e s  una g e n e r a l i z a c i d n  de l a  t 6 c  - 
n i c a  de  P i c a r d  (rngtodo de l a s  a p r o a i m a c i o n e s  s u c e s i v a s )  

p a r a  r e s o l v e r  problemas  de  v a l o r e s  i n i c i a l e s  p a r a  e c u a c i o  - 
n e s  d i f e r e n c i a l e s  o r d i n a r i a s  de  p r i m e r  orden .  

E s  d t i l  d e s t a c a r  tambidn que de l a  dernos t rac i6n  s u r g e  

una a c o t a c i 6 n  p a r a  e l  e r r o r  comet ido  a 1  caho de n p a s o s .  

En e f e c t o ,  de l a  d e s i g u a l d a d  
d ( x l , x o )  

Vm>n d(x, ,xn)  5 kn 1 -k , 

t e n i e n d o  en c u e n t a  que e l  segundo miembro no depende de 

m y q u e  x + x  , s e  o b t i e n e ,  por l a  p r i m e r a  p a r t e  de m 
l a  Prop. 2 ,  

/- 
<I l ESPACIOS V E C T O R 1 A L . K  N O R N A U O L  

~ s i  corno en l a  2 e c c i 6 n  {' , , r ~ s e l l t a m o s  in :loci611 -ie 



l a  d i s t a t l c i a  u u c l i d e a  eil 3%" ( n = 1 , 2 , 3 , .  . . ),  e n  e s t a  Sec-  

c i 6 n  i n t r o d u c i r e m o s  121 c o n c e p t 0  de  norma e n  un e s p a c i o  

v e c t o r i a l  a b s t r a c t o ,  co:no g e n e r a l i z a c i 6 n  d e l  v a l o r  a b s o l u  - 
t o  d e  un n6moro r e a l  

y d e l  m6dulo de un v e c t o r  de IRn (11=2,3,. . .) 

Los e s p a c i o s  v e c t o r i a l e s  a c o n s i c i e r a r  s e r d n  r e a l e s  o  

c o m p l e j o s ,  l o  que  s i g n i f i c a  que  e l  c u e r p o  de  e s c a l a r e s  se  - 
r IR 6 C . No o b s t a n t e ,  10s e j e m p l o s  p a r a  e s tas  n o t a s  

h a n  s i d o  e l e g i d o s  r e a l e s .  

~ e f i n i c i 6 n  11:  Dado un e s p a c i o  n e c t o r i a l  E ,  s e  l l a m a  

norlna e n  E a t o d a  f u n c i 6 n  

1 1  I I : E  +nt t a l  q u e  

i )  IIx 11 =O <- x=O 

i i i )  1 1  x+yH 5 1 1  x  1 1  11  Y 1 1  Vx,ycE ( d e s i g u a l d a d  t r i a n  - 
p l a r )  

~ e f  i n i c i h n  12: Se l l a m a  e s p a c i o  v e c t o r i a l  ilorrnado ( 6  
sirnp1emc:ite e s p a c i o  !lormado) a t o d o  p a r  o r d e n a d o  ( E ,  1 )  ( I ) ,  
donde E e s  un e s p a c i o  v e c t o r i a l ,  y  1 )  11 e s  una norma e n  

E . 
En e s t o  tambie'n e s  f r e c u e n t e  a b u s a r  d e l  l e n g u a j e ,  d i -  

c i e n d o  "el e s p a c i o  normado Eu, e n  vez  d e  " e l  e s p a c i o  

normado ( E ,  1 1  11 ) l l .  



Ejemplos~ 

a) En Dln, ademds de  la norrna hab i t .ua& '5) , , se pueden 

c o n s i d e r a r ,  e n t r e  o t r a s :  

b )  A 1  c o n j u n t o  y a  mencionado 

c [n.b] = ( f :  [a,b]-IR /f e s  c o n t i n u a l  , 
c o r l s i d e r a d o  a h o r a  c o n  s u  e s t r u c t u r a  u s u a l  de  e s p a c i o  vec - 
t o r i a l ,  s e  lo puede d o t a r  de d i f e r e n t e a  normas ,  p o r  e jem - 

0 b s e r v a c i 6 n  3: Todo e s p a c i o  normado E e s  t ambidn  m d t r i  
c o ,  e o  e l  s e n t i d o  de que  tomando 

, I  r e s u l t a  ser  u n a  m g t r i c a  en E m  

P r o p i e d a d  6: La rng t r i cn  dada  p o r  ( 6 )  g o z a  de  p r o p i e d a  - 
. l o s  e s p e c i a l e s  f r o r l t e  a una t r a s l a c i 6 n  o  a una h o m o t e c i a  

fie c e n t r o  e n  e l  o r i g e n ,  a s a b e r :  



~ e c f p r o c a m e n t e ,  s i  unu m e t r i c a  e n  un e s p a c i o  v e c t o r i a l  

s a t i s f a c e  ( 7 )  y  ( a ) ,  n e c e s a r i a m e a t e  p r o v i e n e  d e  una  , 

n o r  :.la . 
La d e m o s t r a c i 6 n  de  ( 7 )  y ( 8 )  e s  t r i v i a l ;  p a r a  l a  

r e c i p r o c n ,  tdmese  1 1  x 11 = d ( x , O )  UXEE.  

0 b s e r v a c i 6 n  4: ( 7 )  y ( 8 )  ponen d e  m a n i f i e s t o  l a  r e l a c i 6 n  

que  hay e n t r e  l a s  d o s  e s t i - u c t u r a s  ( l a  v e c t o r i a l  y l a  m 6 -  
t r i c a )  que  se c o n s i d e r a n  s i m u l t a ' ~ l e a m o ~ l t t ?  e n  un e s p a c i o  

normado. 

Luego de  l a  Obs. 3, t o d a  l a  t e o r f a  a n t e r i o r  puede a p l i  - 
c a r s e  a 10s e s p a c i o s  aormados ,  e n  p a r t i c u l a r  l o  r e l a t i v o  

a  s u c e s i o n e s  y a l a  n o c i 6 n  de  c o m p l e t i t u d .  Como e j e m p l o ,  

damos una p r o p i e d a d  de  c o n t i n u i d a d  d e  l a s  o p e r a c i o n e s  v e c  - 
t o r i a l e s  y  de l a  norma, cuyn d e m o s t r a c i 6 n  s e  b a s a ,  e s e n -  

c i a l m e n t e ,  en  l a  d e s i g u a l d a d  t r i a n g u l a r .  

P r o p i e d a d  7: S i  xn  + X  e  Yn + y  e n  (E. I I  I l l ,  y 
X n +A en  I R ( ~  c), e n t o n c e s  'ntYn + x + y ,  X ~ X ~  +AX, 

Y IIxn I I  41 x I I  
Esta p r o p i e d a d  e s  una  nueva  m a n i f e s t a c i 6 n  d e  l o  comen -- 

t a d o  e n  l a  Obs.4. 

l l e f i n i c i o ' n  13: Te llama e s p a c i o  de  Banach a t o d o  e s p a  - 
cia normado q u e ,  como e s p a c i o  rne ' t r ico,  r e s u l t a  complete. 

E jemplos :  

IRn e s  d e  Banach con c u a l q u i e r a  de  l a s  normas  c o n s i d e r a  - 
d a s .  



C[a,b] e s  de  Banach con 1 1 , pero no l o  e s  con 

I I I n i  con I 1  I 1 2  

O t r o s  e s p a c i o s  de  Banach, de e s p e c i a l  i m p o r t a n c i a  e n  

a s  a p l i c a c i o . n e s ,  sergl i  merlciorlados e n  l a  ~ e c c i 6 r i  10.  

En 10s e s p a c i o s  normados de puede r e c d i t a r  buena p a r t e  

de l a  t e o r i a  d e  s e r i e s  num6ricas .  En e f e c t o ,  a 1  poder  su  - 
mar v e c t o r e s  y c o n s i d e r a r  l f m i t e  de s u c e s i o n e s  de v e c t o -  

r e s ,  s e  d e f i n e n  d e  nianera obv i a  l a s  n o c i ~ n e s  de s e r i e ,  

s e r i e  conve rgen t e ,  suma d e  una s e r i e ,  e t c . ,  y se  e x t i e n -  

den a e s t e  c a s o  muchas de l a s  p r o p i e d a d e s  conoc ida s ,  po r  

l o  g e n e r a l  s i n  mayores d i f i c u l t a d e s .  Las s e r i e s  a b s o l u t a -  

iaente c o n v e r g e n t e s  s e  i n t r o d u c e n  como a q u e l l a s  s e r i e s  

cle v e c t o r e s  ( x an t a l e s  que  l a  s a r i e  numkrica 

n = l  
a3 

1 x  e s  convergen te .  
n = l  

P a r a  d a r  tar1 s61o un e jemplo  sob re  e s t n  t e o r i a ,  enun - 
ciamos l a  kmpor tan te  

P rop iedad  9: En un e s p a c i o  de Banacli t o d a  s e r i e  a b s o l u -  

tamente  conve r2en t e  e s  tambid11 co~ lve rge l l to .  Recfprocamen - 
t e ,  s i  e n  un e s p a c i o  normado - t o d a  s e r i e  absolu tamer l te  

conve rgeu t e  r e s u l t a  couve rgen t e ,  4 i cho  e s p a c i o  e s  con~y le  - 
t o .  

~n l a  s e c c i 6 n  nos  r e~ ' n r i r~?mo : :  2 un Stil ,. r e l e v a n t e  

c a s o  p a r t i c u l a r  d-- r e  er :.ormado. : 1 1  Li~,maa:i. S e r i e s  

de  i 'our ier .  



7. APLI C A C I O N E S  LIIJEALES Y C O N T I N U A S  ENTRE ESPACIOS 

N O R M A D O S  

E s  un hecho  f r e c u e n t e  e n  l a s  d i s t i r l t a s  ra;;ias cle 18- M 3  - 
t e m d t i c a ,  q u e  sc e s t u d i e n  e s p e c i a l m e n t c  a q u e l l a s  t r a n s f o r  - 
mac ioncs  q u e  soil ,  e n  olgfill s e l l t i d o ,  c o m ~ ~ n t i b l e ~ ~  coil l a  

e s t r u c t u r a  q u e  se e s t a  a n a l i z a n d o .  P o r  e j e m p l o ,  e n t r o  l a s  

f u n c i o n e s  e n t r c  d o s  e s p a c i o s  v e c t o r i a l e s  ( n o  n e c e s a r i n m e q  

t e  normados)  i r i t e r e s a n  p r e f e r e n t e m e n t e  l a s  l i t k e a l s s .  Del  

mistno modo, c u a a d o  t r a t d b a m o s  con e s p a c i o s  m 6 t r i c o s , n o s  

ocupamos d c  l a s  f u n c i o n e s  c o n t i n u z s .  A 1  t r a b a j a r  con e s -  

p a c i o s  normndos serd rnuy n a t u r a l  q u e  es tu (1 iemos  l a s  f u n -  

c i o i i e s  l i n c n l o o  y c o n t i n u a s ,  e s  d e c i r ,  a q u e l l a s  a p l i c a -  

c i o i l e s  clue son  " r e s p e t u o s a s " ,  a.1 rnisrrio t i e m p o ,  de  l a  e s  - 
t r u c t u r n  v e c t o r i a l  y de l a  m 6 t r i c s .  

0 Dada I n  b r e v e d a d  d e  e s t a s  n o t a s ,  s o l o  veremos  un t e o -  

rema q u c  d a  c o t l J i c i o n e s  n e c e s a r i a s  y s u f i c i e l i t e s  p a r a  q u e  

una a p l i c a c i 6 n  l i n e a e n t r e  e s y a c i o s  norniados s e a  c o n t i n u a .  

~11: n o s  e n c o n t r a r e a o s  con l a  a p a r e n t e m e n t e  s ~ r p r e n d e n t e  

p r o p i e d a d  de quo s i  una f u n c i d n  l i n e a l  e s  c o n t i n u a  en  

a l a 6 n  p u n t o ,  e ~ l t o n c e s  e s  c o n t i n u a  e n  t o d o s  10s p u n t o s .  

En r i g o r ,  l a  s o r p r e s a  no  e s  t a l ,  s i  s e  t i e n e  e n  cuen t t t  

( 7 )  y  l a  l i n e a l i d a d  d e  l a  f u n c i b n .  

~ e f i n i c i 6 n  14: Sean  E y F d o s  e s p a c i o s  normados.  

S e a  f :E---+F l i ~ z e a l .  Se d i c e  qile f e s  a c o t a d a  s i  

Observaci6;l 5: :i1 s e r  f l i n e a l ,  s e  b i e n e  

f ( ~ ) - f ( ~ ) = f ( x - g )  , 
con l o  yue t r i v i a l m e n t e  l a  c o n d i c i 6 n  ( 9 )  e q u i v a l e  a q u e  

f sea L i p s c l i i t ~ i a n a .  



'l'eoremo 2: S i e n d o  E y F e s p a c i o s  v o c t o r i a l o s  i ~ o r m a -  

i o s ,  y ~:E-+F una a l , l i c a c i b n  l i n e a l ,  1 0 s  s i g u i e n t e a  

1:nunciados r e s u l t a n  e q u i v a l e n t e s :  

i )  f e s  a c o t a d a  

ii) f e s  c o n t i n u a  

iii) f e s  c o n t i n u a  e n  a l g h  p u n t o .  

11crnostraci6n:  ~ e s ~ u d s  da l a s  Obs. 1 y 5 , e s  i n m e d i a  - 
t o  q u e  i ) a i i ) .  i i ) * i i i )  e s  t r i v i a l .  P a r a  p r o b a r  

q u e  i i i ) z ~  i ) ,  supongarnos f c o n t i n u a  en xo. ITaciendo 

E=I 01-1 (1  ),  se t i e n e  que 

-1.otlcIo las norrnas se s o b r e e n t i e n d e n  e n  10s cor respon~. l i e r l  - 
t e s  e s p a c i o s ,  

6 P a r a  c a d a  zcE-{0} tomarnos e I =  - - f l  .z 2 z , con  l o  

6 
~ L I H  (1 z 11 a T . Por  l i n e a l i d a d  de f 

I :  10 u e  f e s  a c o t a d a ,  pues  p a r a  z = i i  est ,s  i - ;es ig l . l a l  - 
dad sat isface t r i v i a l m e n t e .  
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, : u e s t r o  j , r o p 6 s i t o  e s ,  s h o r n ,  g e n e r a l i z a r  e l  p r o d u c t o  

s i e n d o  X = ( X  1 , x 2 ,  * . , x n )  e  ~ = ( Y ~ , Y ~ , * * * * Y ~ , ) *  

~ e ~ i n i c i 6 n  15 :  Dado un e s p a c i o  v e c t o r i a l  r e a l  ( o  comple - 
j o )  E. 3e  &ma p r o d u c t 0  i n t e r n o  e n  E a t o d a  f u n c i d n  

( . , . ) : E x E - I R  ( o  C )  t a l  q u e  

ii) ( x + : ~ , z ) = ( x , a ) + ( ~ , z )  'ir;c,y, ZEE 

Natu ra lme l i t e ,  e n  e l  c a s o  r e a l  l a  c o n d i c i 6 n  i v )  s i g n 2  

f i c a  

( x , y # y , x )  

~ e f i n i c i 6 n  16:  A t o d o  p a r  o r d e n a d o  f o r ~ l i a d o  p o r  un e s p a  - 
cia v e c t o r i a l  y un p r o d u c t o  i n t e r n o  e n  61, l o  l l a m a r e m o s  

e s p a c i o  v e c t o r i a l  con  p r o d u c t o  i n t e r n o  6 e s p a c i o  pre-  

h i l b e r t i a n o .  

Ejeniplo: E l  o s p a c i o  C: [a,b] con e l  p r o d u c t o  i n t e r n o  

( 1 1 )  

0bservaci611 6:  Todo e s p a c i o  p r e h i l b e r t i a n o  e s  a l a  vez 

normado, pues  e l  p r o d u c t o  i n t e r n o  e n g e n d r a  una norma: 

II x l l  = (x,x) / 2 



I n s p i r a d o s  en l a  Prop.6 , nos  preguntamos s i  t o d a  

norrlla p ~ o v e n d r d  do  un p r o d u c t o  i n t a r n o  o,  en caso c o n t r a  - 
r i o ,  s i  habrd  a l g u n a  porpierla(1 e s p e c i a l  que  c a r r s c t e r i c e  

s 13s normos a s i  o b t e n i d a s .  L a  r e s p u e s t a  l a  da l a  

P r o p i e d a d  9 ( ~ e o r e r n a  d e  Jordan-Von Neumann)~  P a r a  que  un 

a s p a c i o  normado E s e a  p r e h i l b e r t i a n o  e a  n e c e s a r i o  y s u  - 
f i c i e n t e  que  s c  s a t i s f ' n g a  l a  H i g u a l d a d  d e l  p a r a l e l o g r + -  

Ejemplos:  

En Bin l a  norma h a b i t u a l  p r o v i e n e  de urr p r o d u c t 0  i n -  

t e r n ~ ,  no asf 1 1  111 y  11 I(rn . ~ n d l o ~ a o s n t e ,  e n  

c [a tb]  , n i  1 1  1 1  1 n i  11 l lm ae o b t i e n e n  a 
p a r t i r  de  n ing6n  p r o d u c t 0  i n t e r n o .  En carnbio, 1 )  1 1  2 

p r o v i e n e  d e l  d e f i n i d o  e n  ( 1 1 ) .  

La n o c i 6 n  do p r o d u c t 0  i n t e r n o  e s  adecuada  p a r a  i n t r o  --. 

J u c i r  c o n c e p t o s  y  t e o r i a s  i4ue g e n e r a l i s a n  a l e s  a r ~ d l o ~ o s  

d e  l a  g e o m e t r f a  e l e m e n t a l :  o r t o g o n a l i d a d  e n t r e  v e c t o r e s ,  

t e o r f a  d e  l a s  p r o y a c c i o n e s ,  e t c .  , y  e n  e l  caso r e a l ,  dngu - 
l o  e l i t r e  d o s  v e c t o r e s  no n u l o s .  

~ c f i n i c i 6 n  17: Dsrlos d o s  v e c t o r e s  x ,y  de un e s p a c i o  

* ) r e l l i l b e r t i a n o ,  s o  d i c e  q u o  x e  I' Y son. o r t o p o n a l e s  
:;i (X,~)=O. 

~ ' r o ~ ~ i e c l n t l  1 0  ( 'feorcmk ( lo i ) i t i i g o r a s ) :  S i  x e  y 3 0 1 1  

o r t o g o n a l e s ,  e n t o n c e s  

lIx+y1l2 - 1 1  X 1 1 2  + l l j ,  1 1 2  
M B S  ger lera l rnente ,  s i  x , x , . . . , x son o r t o g o n a l e  s d o s  

1 2  11 



a dos ,  se t i e n e  

C o r o l a r i o  2: Todo c o n j u n t o  de v e c t o r e s  no n u l o s  ort,oc;o- 

r l a l e s  d o s  a itos,  c s  1ineal1n1.x t e  i n ( I e p . v . ~ l ~ l i c ~ ~ l ; e .  

n e s P u & s  de  l a  Obs.6, t i e n e  s e l l t i d o  l a  

~ e f i n i c i 6 n  18: Ge llama e s n a c i o  de F i l b e r t  a t o d o  e s p a  - 
cia p r e l - i i l b e r t i n i l o  c o r n ; ~ l ~ ~ t o .  

R "  e s  de  H i l b e r t  con e l  prociucto i r i t e r n o  u s u a l .  

C [s, b] no e s  d e  H i l b e r t  con ( 1 1 ) .  

E l  e s p a c i o  x 2  formado p o r  l a s  s i ~ c e s i o n e s  r e a l e s  ( o  corn - 

p l u j a s )  x={xn}/ 2 1 ~ ~ ~ ~ )  , r e s u l t a  de H i l b e r t  con e l  
n = l  

p r o d u c t 0  i n t e r n o  al 

N a t u r a l m c n t e ,  1s Prop.7 e s  ap1icabl .e  en t o d o  e s p a c i o  

p r e h i l b e r t i a n o .  P e r o  ade1116s s o  t i e l l e  

Propiedad  11: :;i 
I? + x  e  Y, + y  e n  E p r e h i l -  

uer  t i l t no ,  el: to l lces  

E s t o  nos  . i i c e  lue e i  p r o d u c t o  i n t e r n o  e s  c o n t i n u o  en am - 
bas v a r i a b l e s  j, por  ende ,  e n  cado  una p o r  s e p a r a d o .  

Ent,orlces, m a  s e n c i l l a  forma de eonstmir ~ p l ~ o a c i o t l e s  



l i n e a l e s  y c o n t i n u a s  de  E en  R't ( 6  c )  e s  e l e g i r  un 

y c E  y h a c e r  v a r i a r  x  e n  ( x , y ) .  E s  d e c i r ,  s e  d e f i n e  

Un i n t e r e s a n t e  t eo rema  de  F.RIESZ e s t a b l e c e  que s i  e l  

e s p a c i o  e s  cornpleto,  t o d a s  l a s  a p l i c a c i o n e s  l i n e a l e s  y 

cont inuers  de  E e n  IR ( 6  & )  son de  e s t e  t i p o .  Cabe 

r e s a l t a r  l a  u t i l i d a d  e n  l a s  a p l i c a c i o n e s  de una e x t e n s i 6 n  

cle e s t e  teorerna,  c o n o c i d a  como Lema d e  Lax-Milgram. 

7. SERIES DE FOURIER EN ESPACIOS PREHILRERTIANOS 

Hecordemos que  cuando se t i e n e  una base  e n  un e s p a c i o  

v e c t o r i a l ,  t o d o  v e c t o r  puede e s c r i b i r s e ,  d e  una d n i c a  ma - 
nerp,, como cornbinaci6n l i n e a l  de e l e m e n t o s  de  t a l  base .  

P e r o  e n  un a s p a c i o  normado, y en  p a r t i c u l a r  e n  un p r o -  

h i l b c r t i a n o ,  ~,ocicmos v a l e r l l o s  de c o n j  u n t o s  l i n e a l m e n t e  

i n d e p e n t l i c n t e s  que no n e c e s a r i a m e n t e  Sean b a s e s  e n  e l  

s e n t i d o  a l g e b r a i c o ,  pues  a h o r a  podcnlos t r a s c e n d e r  l a  i d e a  

, ~ u r a m e n t e  a l g e b r a i c a  d e  cornbinaci6n l i n e n 1  (ndmero r i n i  n 

t o  de sumandos) p a r a  c o n s i d e r a r  s e r i e s .  Obviamente,  e s t e  

c o ~ ; ~ e n t a r i o  c a r e c e  de  i n t e r &  s i  e l  e s p a c i o  en  c u e s t i 6 n  

c s  do d imens i6n  f i n i t a .  

P a r a  o s p a c i o s  nor~nados  c u a l e s q u i e r a ,  r e  s111ta a l t  amen n 

t e  e u g o r r o s o  poner  ell p g c t i c a  u s t a s  i d e a s ,  no asf 1,firii 

lo:: , ~ r e l i i l b e r t i a r i o s ,  c a s o  en e l  clue juega  un r o l  fl~ntlamen - 
t , . ~ l  IH 110ci6n le o r t o g o l l a l i d a d .  l o  8 grr?il ra:sgo:: 

~ 6 1 1 0  st; { I e s a r r o l l a  e s  t e  t r - l l ~ : l j  o. 

:ea E ,  e n  a l i e la l l t e ,  l l r l  e s p u c i o  . ~ r e ~ t i l b a r t i s t l o .  10s 

1 i ' ~ c o r l j u n t o ~  le E L \ J S  i r : o : ' ' C O I  ; I ~ I C O  



de v e c t o r e s f f  o  " s i s t e m a s  d e  v e c t o r e s "  . Sea A un t a l  

8ubconj  u n t o .  

D e f i n i c i d n  19 :  Se d i c e  q u e  A e s  un s i s t e m a  o r t o n o l i a l  

si s u s  e l e m e n t o s  son  o r t o g o n a l e s  d o s  a d o s e  En s f m b o l o s  

~ e s ~ u b s  d e l  C o r o l a r i o  2, s i  A e s  o r t o g o n a l  y O L A ,  

A e s  un s i s t e r n a  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e .  

Notemos q u e  e n  e l  s i s t e m a  fo rmado  p o r  ( 1 . 0 . 0 )  

y ( 0 , l . O )  e s  l i n e a l m e n t e  i n d e p e n d i e n t e  y ,  s i n  embargo,  

no  podemos e s c r i b i r  c u a l q u i e r  v e c t o r  d e  como colribi- 

n a c i 6 n  l i n e a l  d e  t a l e s  v e c t o r e s .  I n t u i t i v a ~ e n t e ,  hay que  

" a a l p l i a r l o f l ,  m a n t e n i e n d o  l a  c o n d i c i 6 n  de  i n d e p e n d e n c i a  

l i n e a l .  Con 10s s i s t e m a s  o r b o g o n a l e s  t e n d r e m o s  q u e  h a c e r  

a l g o  s imilar ,  s i  queremos  c u m p l i r  con 10s p r o p 6 s i t o s  e-  

n u n c i a d o s .  

~ e f i n i c i d n  20:  Sea  A un s i s t e m a  o r t o g o n a l  de v e c t o r e s  

no  n u l o s ,  Se d i c e  q u e  A e s  un s i s t e m a  o r t o g o n a l  comple-  

t o  s i  e l  d n i c o  v e c t o r  o r t o g o n a l  a t o d o s  10s e l e m e n t o s  de  - 
A e s  e l  v e c t o r  n u l o .  0 s e a :  

a )  Un s i s t e m a  o r t o g o n a l  cornple to  e n  ~ e s t d  dado  p o r  

l a  b a s e  c a n 6 n i c a  

b )  En C[a,b] con e l  p r o d u c t 0  i n t e r n o  ( 1 1 )  , un s i s -  

tema o r t o g o n a l  cornpie to  e s  e l  l l a m a d o  s i s t e m a  t r i ~ o n o -  

2a x 1  , cos n  - # s e n  n  - 2n n=1,2, . . . .  
2 b-a b-a 



p o r  r a z o n e s  d e  c l l c u l o ,  es c o n v e n i e n t e  que  10s s i s t e  - 
mas o r t o g o n a l e s  a c o n s i d e r a r  e s t d n  n o r m a l i a a d o s  , e s  d e  - 
c i r  q u e  t o d o s  s u s  v e c t o r e s  Sean  d e  norma 1. E s t o  no 110s 

l i a i t a  e n  a b s o l u t o ,  p u e s  s i  A e s  un s i s t e m a  o r t o g o n a l  

d e  v e c t o r e s  n o  n u l o s ,  r e e m p l a z a n d o  c a d a  X E A  p o r  

s e  t i e n e  un s i s t e m a  B t a m b i g n  o r t o g o n a l  q u e  ademds e s  

n o r m a l ,  p u e s  (Iy 1 1  = I .  Formalmente  dnmos l a  

D e f i n i c i 6 n  21:  Un s i s t e m a  A s e  d i d  o r t o n o r m a l  s i  e s  

o r t o g o n a l  y ademds V X E A  1 1 1 ~  11 = I  . 
E l -  s i s t e m a  d e l  e je rnp lo  a )  es o r t o n o r m a l ,  no  asf. e l  d e  b). 

En l o  q u e  r e s t a ,  s d l o  c o n s i d e r a m o s  s i s t e m a s  o r t o n o r m a  - 
l e s  n u m e r a b l e s  , es  d e c i r  q u e  puedan  o r d e n a r s e  e n  f o r m a  

d e  s u c e s i 6 n :  A = { X  1" n n = l  . P a r a  e l  k e c t o r  i n f o r m a d o  e s t o  

n o  c o n s t i t u y e  n i n g u n a  r e s t r i c c i 6 n .  p u e s  s e  d o m u e s t r a  q u e  

cuando  un e s p a c i o  p r e h i l b e r t i a n o  i n f i n i t o - d i m e n s i o n a l  e s  

s e p a r a b l e  ( q u e  e s  e l  c a s o  d e  v e r d a d e r o  i n t e r & ) .  10s con  - 
J i i n t o s  o r t o n o r m a l e s  s o n  a l o  sumo n u m e r a b l e s .  

03 

~ e f i n i c i 6 n  22: Dado un sistema o r t o n o r m a l  { e k l k z l  e n  

E y un X E E  , l l a m a r e m o s  c o e f i c i e n t e s  de F o u r i e r  d e  x 

respecfio d e l  s i s t e m a  { e  a 10s ~ l d m e r o s  

1 1  s a r i e  d e  F o u r i e r  d e  x r e s p e c t o  d e l  s i s t e m a  { e  ) s .! k- 
l a  s e r i e  

03 

2omo una p r o p i e d a d  i ~ l t e r e s h r l t e  l e  10s c o e f i ~ i ~ i l t ?  3 l ia  

F o u r i e r  podemos c i t a r  l a  



Prop iedad  12: La mejor  ap rox imac idn  de  x en  e l  s u b e s  o 

p a c i o  generaclo por  10s n pr i rneros  v e c t o r e s  

a s t d  dada p o r  , s i e n d o  c  = ( x , e k ) .  k 
k = l  

P e r o  n o s  i n t e r e s a  s a b e r  s i  l a  s u c e s i d n  de  c o e f i c i e n t e s  
00 

t c k I k z l  c a r a c t e r i z a  a 1  v e c t o r  x, v a l e  d e c i r  s i  x pus  - 
cle r e c o n s t r u i r s o  a  p a r t i r  de  s u s  c o e f i c i e n t e s  de F o u r i e r .  

L:i r e s p u e s t a  l a  d a ,  con l o  que cunpl imos  e l  o b j e t i v o  de 

e s t a  ~ c c c i 6 n ,  e l  i m p o r t a n t e  

00 

Teorema 3: S i  E e s  de H i l b e r t  y ~ = { e ~ ) ~ = ~  e s  un s i s  o 

tema o r t o n o r m a l  comple to  e n  E ,  e n t o n c e s  

0 b s e r v a c i 6 n  7 :  Pese  a que C [a, b] no e s  de  H i l b e r t  con 

( 1 1 )  , e s t e  teorema e s  a p l i c a b l e  p a r a  g a r a n t i z a r  conver -  

g e n c i a  en media c u a d r d t i c a  de l a  s e r i e  de  F o u r i e r  c l d s i -  

ca  ( t r i g o n o m e ' t r i c a )  do c u a l q u i e r  f u n c i 6 n  co t i t inua .  L?. e x  o 

p l i c a c i b n  r e s i d e  an qua: 

i )  C k , b ]  e s  s u b e s p a c i o  d e l  e s p a c i o  de  H i l b e r t  L~ [a.,~,], 

cuya p r e s e n t a c i d n  no estarnos e n  c o n d i c i o n e s  de  h a c e r ,  d a  o 

do e l  c a r z c t e r  a u t o c o n t e n i d o  d ?  e s t o s  n o t a s  ; 

ii) E l  p r o d u c t o  i n t e r n o  da  L~ k,b] , r e s t r i n g i d o  a 

C [a,b] , no e s  o t r o  que ( 1 1 ) ;  y 

i i i )  E l  s i s t e m a  t r i g o n o m 6 t r i c o  e s  c o a p l e t o  tambidn e n  



10. COMENTARIOS Y SUCERENCIAS 

En l a  c l a s e  de apoyo que  d i o  o r i g e n  a e s t a s  n o t a s  s e  

d e s a r r o l l a r o n ,  aunque a g r a n d e s  r a s g o s ,  l a s  c i n c o  pr ime-  

ras S e c c i o n e s ,  y se d i e r o n  muy v a g a s  r e f e r e n c i a s  de  las 

S e c c i o n e s  s u b s i g u i e n - t e s .  P o r  r a z o n e s  de  c o h e r e n c i a  y u n i  C 

dad en l a  s e l e c c i 6 n  d e l  m a t e r i a l  a  t r a t a r ,  hemos p r e f e r &  

do no d i s p e r s a r n o s  en  temas no demasiado  a f i n e s  e n t r e  s f ;  

p o r  e s o  omit imos e s t u d i a r  t d p i c o s  i m p o r t a n t e s  d e l  ~ n d l i -  

s i s  Real que s e  n o s  habfa s u g e r i d o  y  que recomendamos a1 

l e c t o r ,  corno l a s  Func iones  A b s o l ~ t a m e n t e  C o n t i n u a s  o  e l  

Teorema de  Asco l i -Arze ld .  

Se h a  p r o c u r a d o  h a c e r  a c d  una p r e s e n t a c i 6 n  a u t o c o n t e -  

n i d a  y r a z o n a b l e n e n t e  h i l v a n a d a .  P r e t e n d i m o s  d a r  una b a s e  

de l a s  t e o r f a s  de e s p a c i o s  m d t r i c o s ,  normados y de H i l -  

b e r t ,  q u e  p e r m i t a  una cdmoda l e c t u r a  a l n p l i a t o r i a  med ian te  

l a  b i b l i o g r a f i a  s u g e r i d a .  E s  con e s t a  i n t e n c i 6 n  que  hemos 

d e s l i z a d o  e n  e l  t e x t o  c i e r t o s  c o m e n t a r i o s ,  corno e l  d e l  

6 l t i m o  p d r r a f o  de l a  ~ e c c i d n  2. 

P o r  o t r a  p a r t e ,  p a r a  una p e r s o n a  que s e  i n t e r e s a  p o r  

e l  problerna de S t e f a n  y  p o r  c u a l q u i e r  tema donde s e  a p l i  C 

que  e l  ~ n d l i s i s  F u n c i o n a l ,  e s  a l t a m e n t e  c o n v e n i e n t e  pao - 
c u r a r s e  un manejo,  a1 menos e l e m e n t a l  , de  l a  ~ e o r f a  de  

l a  Medida y l a  I n b g r a l  de LEBESGUE y de  10s r u d i m e n t o s  

de l a  ~ e o r f a  d e  D i s t r i b u c i o n e a .  Con e s t o  t e n d r d  a c c e s o  a 

c i e r t o s  e s p a c i o s  de Banach muy i m p o r t a n t e a  e n  l a s  a p l i c a  - 
c i o n e s ,  corno son 10s ecrpacios L~ de  Lebesgue (acabamos 
de  c i t a r  e l  c a s o  p = 2 )  y 10s e s p a c i o s  H " ~  d e  SOBOLEV. 
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SOBRE LA SOLID1 FlCAClON DE ALEACIONES BINARIAS 
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Se desc r iben  10s avances r e a l i z a d o s  en e l  tema de  
s o l i d i f i c a c i o ' n  de metales y a l e a c i o n e s  por  e l  Gru 
po de Cienc ia  de Materiales de l a  Facu l t ad  de Ma= 
t emgt ica ,  Astronoml'a y Fl'sica. Las 'areas m z s  ac t i  - 
vas han s i d o  l a s  v incu l adas  con t r a n s f e r e n c i a  de 
c a l o r  en s i t u a c i o n e s  en  que e x i s t e  con tac t0  imper 
f e c t o  en l a  i n t e r f a z  metal-molde y condic iones  en 
que se r e a l i z a  e l  c rec imien to  dendrz t i co  en alea- 
c iones  . 

INTRODUCC I ON 

Uno de 10s o b j e t i v o s  fundamentales d e l  Grupo de Cienc ia  de Mate- 

riales de l a  Facu l t ad  de Matemztica, Astronomza y ~ z s i c a  es l l e g a r  a 

conocer y p r e d e c i r  10s e f e c t o s  que l a  s o l i f i c a c i o ' n  causa  sob re  las  

propiedades de metales y a l e ac iones .  Es to s  e f e c t o s  e s t z n  asoc iados  a 1  

mod0 en que se h a  ex t r azdo  e l  c a l o r  y cmmo e l l o  ha  i n f l uzdo  en l a  m i -  

* I nves t i gado r  Independiente  , Car r e r a  d e l  I n v e s t i g a d o r  Cien tz f  i c o  , 
C.O.N.I.C.E.T. 



c r o e s t r u c t u r a  f i n a l  d e l  material b a j o  e s t u d i o .  A e l l o  e s t g n  l i g a d o s  

feno'menos como l a  s o l i d i f i c a c i 6 n  d e n d r $ t i c a  de a l e a c i o n e s  , que es res A 

ponsable  de l a  microsegregaci6n  de 10s componen tes quzmicos de l a  

a l e a c i 6 n ,  y que a s u  vez t i e n e  gran  i n f l u e n c i a  s o b r e  l a  c o r r o s i 6 n ,  

t e n a c i d a d ,  f i s u r a c i 6 n  en c a l i e n t e  y o t r a s  propiedades .  

Por  un l a d o ,  se ha t r a t a d o  de e n t e n d e r  e l  proceso de s o l i d i f i c a  - 
cio'n en metales puros  b a j o  cond ic iones  m g s  o menos realistas,  tratan - 
do de modelar l a  i n t e r a c c i 6 n  metal-molde de manera que responde a s i  - 
t u a c i o n e s  de i n t e r &  p r g c t i c o .  Independientemente,  s e  ha  e s t u d i a d o  

l a  s o l i d i f i c a c i o ' n  de a l e a c i o n e s  b i n a r i a s ,  ana l i zando  las  cond ic iones  

en que o c u r r e  e l  c r e c i m i e n t o  dendr5 t i co  y luego esa informaci6n  se 

usa  p a r a  t r a ta r  e l  problema macrosco'pico de t r a n s f e r e n c i a  de c a l o r  y 

materia y s u s  i m p l i c a n c i a s  p r g c t i c a s .  

1- LA SOL1 D l  F l  CAC ION DE METALES PUROS. 

Los e s f u e r z o s  e s t u v i e r o n  cen t rados  en  e l  e s t u d i o  de  l a  t r a n s f e -  

r e n c i a  de c a l o r  d u r a n t e  l a  s o l i d i f c a i c o ' n  de metales puros  en c o n d i c i o  - 
nes  de c o n t a c t 0  tgrmico  imper fec t0  e n  l a  i n t e r f a z  metal-molde. E s t o  

o c u r r e  pues se forma una capa de  aire e n t r e  metal s 6 l i d o  y molde, que 

actGe como r e s i s t e n c i a  t s r m i c a  y que es muy impor tan te  d u r a n t e  las 

pr imeras  e t a p a s  de l a  s o l i d i f i c a c i 6 n .  Nues t ro  t r a t a m i e n t o  d e l  proble-  

m a  h a  c o n s i s t i d o  en  i n t r o d u c i r  exp lzc i t amente  a l a  i n t e r f a z  SL como 

fuen te mo'vil de c a l o r  y se ha  i n t r o d u c i d o  l a  funci6n  de  Green c o r r e s -  

pondiente  ( F e r r e y r a  y B e r t o r e l l o ,  1983). 

Consideramos que e l  molde se mantiene a t empera tu ra  c o n s t a n t e  

To ( e j .  : molde r e f r i g e r a d o  por  agua) .  Por  s i m p l i c i d a d  To = 0. La 

r e s i s t e n c i a  t s r m i c a  f i n i t a  se d e s c r i b e  p o r  un c o e f i c i e n t e  de t r a n s f e -  

r e n c i a  de c a l o r  h . Se c o n s i d e r a  que e l  metal 1Tquido es colado a l a  

tempera tura  de f u s i d n  Tf y que e l  sistema es s e m i i n f i n i t o  en l a  d i -  

reccio'n de s o l i d i f i c a c i 6 n  ( d i r e c c i 6 n  y). Entonces s e  debe r e s o l v e r  l a  

ecuaci6n  de conduccio'n d e l  c a l o r  



bajo las  s i g u i e n t e s  condiciones de contorno: 

i )  en l a  i n t e r f a z  metal-molde: 

i i )  en l a  i n t e r f a z  sblido-lzquido: 

donde y = Y(t)  da l a  pos ic ien  de l a  i n t e r f a z  SL en funci6n d e l  t ieg 

PO 

Se considera que l a  d i s t r ibuc i6n  de temperatura dentro  d e l  s6l i -  

do ests formada por dos t6rminos: e l  primero, u (y , t )  , represen ta  l a  

d i s t r ibuc i6n  de temperatura a1 tiempo t debido a una fuente  de c a l o r  

plana,  d v i l ,  ( l a  i n  t e r f  az  SL) que genera c a l o r  a raz6n L p ? ( t )  ca- 

l o r z a s  por segundo. Esta contribucidn t i e n e  l a  fonna 

+ exp [- ( y + ~ i t ' ) ) 2  
4a ( t  - t l )  

h +Y( t ' )  + - k [ y + Y ( t l ) l ] >  e r f c  {*T 2 a t - t  + J a ( t  - t l )  ) d t '  . 

E l  segundo, w(y, t ) ,  represen ta  a una d i s t r i b u c i h  uniforme de 

temperatura a Tf a 1  tiempo t = 0 que decae por e l  mismo mecaniamo 

mencionado ( i . e . ,  v a l e  relacio'n ( 2 ) ) .  Esta contribucio'n t i e n e  l a  forma 



Y w(y,t)  = ( T ~  - T ~ )  {erf [ ] + exp [F + -F t 1 

L a  d i s t r i b u c i 6 n  de temperatura soluci6n a nues t r o  problema serz 

de l a  fonna 

L a  condici6n 4 que e s t a b l e c e  que en l a  i n t e r f a z  SL l a  temperatu - 
ra es Tf se t raduce  en 

Reemplazando en l a  ec .  8 l a s  funciones 5 y 6 se ob t i ene  una ecua - 
cidn in t eg ro -d i f e renc ia l  para  Y ,  cuya soluci6n nos p e e r i t e  cono- 

c e r  l a  temperatura en cua lqu ie r  punto d e l  so'lido por medio de l a  ecua - 
ci6n 9. 

Como no se conoce e x i s t a  so luc idn  exac ta  de l a  ecuaci6n 8 ,  se de - 
s a r r o l l 6  un procedimiento de so luc i6n  a n a l z t i c a  por proceso i t e r a t i v o .  

S i  i n t e g r a m s  l a  ec. 1 en e l  so'l ido formado a1 tiempo t , se obt iene:  

En es te  momento es conveniente i n t  ro  duc i r  v a r i a b l e s  adimensiona- 

les,  para  s i m p l i f i c a r  l a  notaci6n: 



s iendo 

( 12) 

con l o  c u a l  l a  ec .  9 toma l a  s i g u i e n t e  forma 

E l  proceso i t e r a t i v o  usado f u e  e l  s i g u i e n t e :  se toma como 

aproximaci6n de o'rden ce ro  

In t roduciendo estas so luc iones  aproximadas en e l  c 5 l c u l o  se o b t i e n e  

como solucio'n aproximada de primer 6rden a 

1 
+ P Z  {eT e r f c  J; - 1  +r A} .  

E l  proceso i t e r a t i v o  se continiio numsricamente y mostr6 ser rspidamen. - 
t e  convergente.  

En f i g u r a s  1 y 2 se muestran 10s v a l o r e s  exper imenta les  de l a  po - 
sicio 'n  de l a  i n t e r f a z  SL en funcio'n d e l  tiempo p a r a  e s t a6o  y plomo', 

ob ten idos  por H i l l s  y Moore ( H i l l s  y Moore, 1969) junto con 10s valo- 



... - 
res calculados  usando las  funciones aproximadas Y , Y 3  . Se observa 

una mejor aproximacio'n con cada i teracio 'n .  S i  se pretende d e s c r i b i r  - 
10s primeros e s t a d i o s  de l a  s o l i d i f i c a c i 6 n ,  l a  aproximacio'n Y 1  es 

suf ic ientemente  p r e c i s a  y posee l a  ven ta j a  de ser ana l5 t i ca .  

2-  SOL1 D l  F l  CAClON DE ALEACIONES 

Esta es e l  6rea donde e s t g  centrada l a  importancia p r z c t i c a  d e l  

e s tud io  de l a  s o l i d i  ficacio'n por sus  impl icanc ias  tecnolo'gicas. 

L a  gran mayorca de 10s problemas de s o l i d i f i c a c i d n  involucran 

l a  redis t r ibucio 'n  de c a l o r  y s o l u t o  en l a  i n t e r f a z  SL que avanza. 

Estos  problemas son i n t  rlnsecamente d i f i c u l t o s o s  pues se t i enen  que 

r e so lve r  ecuaciones l i n e a l e s  con condiciones de contorno no l i n e a l e s  

y acoplamiento e n t r e  campos. 

E s  de fundamental importancia poder p redec i r  10s d e t a l l e s  micros - 

cdpicos sobre  l a  forma, mvimiento  y comportamiento de l a  i n t e r f a z  

SL, pues de e l l o  depende l a  red is t r ibuc io 'n  de s b l u t o ,  que t a n t a  in-  

f l uenc ia  t i e n e  sobre  las  propiedades d e l  ma te r i a l .  

Mientras que pa ra  metales putos e l  crecimiento dendrl ' t ico s d l o  

se da s i  e l  lzquido e s t g  tgrmicamente sobreenfr iado,  en e l  caso de 

a leac iones  e l  sobreenfr iamiento  puede no ~ 6 1 0  ser de o r igen  tgrmico 

s ino  tambizn c o n s t i t u c i o n a l ,  e s t o  es, deberse a l a  p a r t i c u l a r  concen - 
t r a c i d n  de s o l u t o  en e l  lzquido f r e n t e  a l a  i n t e r f a z  SL. ~ 6 1 0  en a l e a  - 
ciones  se da l a  p o s i b i l i d a d  de t e n e r  p resen te  l?quido sobreenfr iado 

(const  i tu iconalmente)  en presencia  de grad ien te  tznnico p o s i t  ivo en 

e l  lzquido f r e n t e  a l a  i n t e r f a z  SL. E l  l ? m i t e  de e s t a b i l i d a d  de l a  

i n t e r f a z  plana se encuentra  ( T i l l e r  y colab. ,  1953) e s t g  dado por 

y proviene de i g u a l a r  e l  g rad ien te  tgrmico real a 1  g rad ien te  de tempe - 
r a t u r a s  de equilibria . Esencialmente e l  mismo r e s u l  tad0 se ob t i ene  s i  

se a n a l i z a  l a  e s t a b i l i d a d  morfol6gica de l a  i n t e r f a z  plana,  in t rodu-  

ciendo per turbaciones  i n f i n i t e s i m a l e s  y analizando l a s  s i t uac iones  en 



que e s a s  perturbaciones crecen o decaen (Mullins y Sekerka, 1964). E l  

resu l tado  de l a s  t eo rzas  d i n h i c a s  e s  i n t r o d u c i r  un t6rmino ad ic iona l  

a1 resu l tado  de ec.  18, que es desprec iab le  en s i t u a c i o n e s  de in tere ' s  

p rzc t  i c o  . 
A medida que e l  va lo r  d e l  p a r h e t r o  G/Vc0 disminuye por debajo 

de l  v a l o r  dado por l a  igualdad en ec. 18, l a  morfolog<a de l a  i n t e r -  

f a z  SL se hace m z s  complicada, h a s t a  l l e g a r  a formar dendr i t a s  que 

avanzan cooperativamente, apareciendo una zona en que coexis ten s 6 l i  - 
do y lzquido (zona pastosa) y cuya extensi6n depende de l a  composi- 

cio'n media de l a  a leacidn y l a s  condiciones en que se r e a l i z a  l a  so- 

l id i f icac io 'n .  A esta a l t u r a  de l  proceso es vir tualmente  imposible t r a  - 

t a r  10s campos te'rmico y de so lu to  en e s c a l a  macro y microsc6pica de 

manera s i m u l t h e a ,  por l o  cua l  se t r a t a  cada e s c a l a  de dimensiones 

por separado. 

2-A: An51 i s  i s  de l  problema microsc6pico.  

Se ana l izan  10s campos de temperatura y so lu to ,  en s i t u a c i 6 n  de 

es tado e s t a c i o n a r i o ,  que o r i g i n a  una dendr i t a  que avanza a velocidad 

V constante.  

A l o  l a r g o  de l a  i n t e r f a z  SL, l a  temperatura T; y composici6n 

C: d e l  l i qu id0  e s tgn ,  re lacionadas  por 

siendo K l a  curvatura  de l a  i n t e r f a z  SL. Considerando que l a  dendri. -- 

t a  posee un r a d i o  de curvatura  R en s u  punta, se cumple que 

donde e l  subzndice t i n d i c a  que las  cant idades  s e  exaluan en l a  

punta de l a  dendr i ta .  

Los campos tzrmicos y de s o l u t o  a l rededor  de l a  dendr i ta  satis- 

facen l a s  s i g u i e n t e s  ecuaciones: 



rmnte. E s  p = VR/~D, PL = VR/2 aL , ps = VB/2 as, sienh D e l  

ooeficiente de difusih del soluto en el liquid0 y aL y as 10s coe - 
f ic ien tes  de dif usividad &mica en lgquido y &lido, r ~ g e c t i v ~ ~ ~ e u t e .  

p es el 11anado nihero de P s d e t .  Se considera que no hay difnsi'an 

de soluta en el &lido, por l o  que l a  composicidn en la  ia te r faz  e s t s  

f i jada  danQ l a  ccnnposici6n en el l iquid0 f ren te  a la  interfaz ,  

Este sistema de ecuaciones diferenciales estg sujeto a l a s  si- 

guientes condiciones de contorno: 

(22 c) CL = C, para Z + Q 

y a lo largo de la interfaz SL se cllaple la r e l a d n  26. 

~ a n s e r w &  de calor y lasa en la iaterfaz 
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donde L ,  c ,  KS y KL son e l  ca lo r  l a t e n t e  de fusio'n, ca lo r  e spec i f i co  

conductividad t6rmica en so'lido y lzquido , respectivamente. 

Se puede ve r  que e l  problema as<  planteado no posee solucio'n hi - 

ca ,  s in0  que se ob t i ene  una r e l ac i6n  e n t r e  10s campos y e l  n h e r o  de 

Pe'clet per0 no con l a  velocidad V o curvatura  de l a  dendr i t a  por s e  - 
parado, o sea  que l a  solucio'n e s t g  dada en tgrminos de VR per0 no s e  

f i j a  ninguno de e l l o s  por separado. E s  necesar io  una condici6n e x t r a  

que p e m i t a  f i j a r  e l  punto opera t ivo  de l a  dendr i ta .  

Kurz y Fisher  (1981) y Tr ivedi  (1980) h a l l a n  solucio'n a n a l l t i c a  

real izando un a n g l i s i s  per turba t ivo  en l a  forma de l a  dendr i t a  s i m i -  

l a r  a1 rea l izado  por Mullins y Sekerka (1964), para  una e s f e r a  que 

crece a velocidad r a d i a l  constante .  

Nosotros consideramos (Ber to re l lo  y B a l z a r e t t i ,  1981) que no t o  - 

dos 10s mecanismos de i n e s t a b i l i d a d  se t i e n e  en cuenta en esta des- 

cripcio'n. E l  crecimiento dendrzt ico en a leac iones  y metales puros d i  - 
f i e r e n  en v a r i o s  aspectos  y deseamos e n f a t i z a r  uno de e l l o s :  e l  cre- 

cimiento dendrs t ico  en metales puros siempre involucra  formacio'n de 

ramas mientras  que en a leac iones  que crecen en presencia  de gradien- 

te t g m i c o  pos i t i vo  en e l  l?quido se t i e n e  e s t r u c t u r a  c e l u l a r  s i n  ra - 

mas a b a j a s  velocidades y se desa r ro l l an  ramas a altas velocidades  

de crecimiento. Esto nos l l e v a  a pensar que a b a j a s  velocidades e l  

proceso de crecimiento e s t g  controlado por e s t a b i l i d a d  f r e n t e  a cam- 

b ios  en e l  rad io  de curva tura  mientras  que a al tas  velocidades tambign 

debe t ene r se  en cuenta e s t a b i l i d a d  f r e n t e  a fomacio'n de ramas. 

Pensamos que 10s modelos de Kurz y F isher  y Tr ivedi  se basan en 

e s t a b i l i d a d  f r e n t e  a formacio'n de ramas per0 no t ienen  en cuehta carn- 

b i o s  en e l  radio  de curvatura  de l a  punta mientras se mantiene l a  f o r  - 
ma. 

E s  por e l l o  que hemos tomado o t r o  enfoque de p a r t i d a ,  extendien- 

do l a s  ideas  que l l e v a n  a l a  ec. 18 (Ber to re l lo  y B a l z a r e t t i ,  1981). 

Esta ecuacio'n se puede obtener  par t iendo d e l  p r inc ip io  que no puede 

c o e x i s t i r  lzquido sobreenfr iada f r e n t e  a una i n t e r f a z  SL que avanza 

en es tado  e s t ac iona r io  en presencia  de grad ien te  t 6 m i c o  pos i t i vo  en 

e l  1Tquido. Para que e x i s t a  es tado  e s t ac iona r io  debe ser 
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( 2 4 )  

o b i en  

(25) 

L a  ec .  25 e e  l a  relacio'n a d i c i o n a l  que se n e c e s i t a  p a r a  h a l l a r  

l a s  condic iones  en que se r e a l i z a  e l  crec imiento  d e n d r f t i c o  e s t a b l e  

en a l eac iones  b i n a r i a s .  En p r i n c i p i o ,  este c r i t e r i o  es siempre v z l i -  

do, aunque se pueden e s p e r a r  a lgunas  problemas a a l tas  ve loc idadea ,  

donde aparece  l a  e s t r u c t u r a  de ramas asoc iadas  con i n e s t a b i l i d a d e s  

que provienen de mecanismos no contemplados en  e l  modelo. 

S i  apl icamos e l  c r i t e r i o  dado por ec.  25 a un modelo s e n c i l l o  de 

d e n d r i t a ,  podemos h a l l a r  lae eondic iones  de crec imiento  c e l u l a r  o d e ~  

d r f t i c o  e s t a b l e .  

Se us6 v ~ )  ca lcu lado  on1 l a  punta de l a  d e n d r i t a  y dado por 

Kutz y F i s h e r  (1981) como 

Se cons idera  que gl rededor  do cada d e n d r i t a  e l  c m p o  t6rmico es mod& 

f i cado  por  l a  d i f u a i d n  lateral  de calor, por l o  c u a l  eacr ib imos 

t l  donde Gi es e l  g r a d i e n t e  de tempera tura  in te rno"  producido por  e l  

c a l o r  d i fundido l a t e r a lmen te .  Este Gi puede e s c r i b i r s e  (T r ived i ,  

1970) 

Aplicando e l  c r i t e r i o  dado por ec .  25,  se t i e n e  



de donde l a s  condiciones de crecimiento e s t a b l e  s e  ob t i ene  de l a s  

razces  de l a  s igu ien  t e  ecuaci6n cuadrzt ica :  

En e l  l zmi t e  de b a j a s  velocidades  s e  ob t iene  

igua l  a 1  r e su l t ado  obtenido por Kurz y F isher ,  mien t ras  que para  a l -  

t a s  velocidades  e s  

que d i f i e r e  de l  v a l o r  de Kurz y F i she r  en un f a c t o r  r. Los v a l o r e s  

de R en funci6n de V s e  g r a f i c a n  enf i g u r a  3, junto  con 10s s i m i l a  - 
r e s  obcenidos por Kurz y Fisher.  

Los v a l o r e s  de Ct en funci6n de V se muestran en f i g u r a  4. 

Con e l l o s  se puede c a l c u l a r  e l  v a l o r  de l a  temperatura Tt en l a  pun - 
t a  de l a  dendr i t a ,  obteni ihdose  l o  que se muestra en f i g u r a  5. E l  p r g  

s e n t e  modelo y e l  de Kurz y Fisher  predicen e l  comportmiento c o r r e c  - 
t o ,  aunque sobreestiman 10s v a l o r e s  de temperatura a b a j a s  velocida- 

des. 

E l  modelo aproximado aqul' presentado fue depurado, resolviendo 

de manera mgs p r e c i s a  10s campos tzrmicos y de s o l u t o  a l rededor  de 

cada dendr i t a  (Be r to re l lo ,  1982) per0 no agrega n i n g h  hecho nuevo 

a l o  ya presentado,  s iendo 10s resu l t ados  cualitativcrmente e rne  jmn- 

tes. 



2-8: An51 i s i s  de l  p r o b l r  ucrosc6pico. 

E l  problema macrosc6pico es encarado partiendo de l a  premisa que 

e l  desar ro l lo  de i n t e r f a z  ce lu l a r  o dendr l t ica  no modifica sus tanc ia l  - 
mente el  caracter plano de las i s o t e m a s  y que l a s  caracter l ' s t icas  de 

l a  zona en que coexisten &l ido  y lzquido (zona pastosa) pueden des- 

c r i b i r s e  en base a 10s resul tados obtenidos para e l  crecimiento de 

una dendri ta  o cd lu la  a is lada .  

E l  e fec to  de curvatura sobre l a  temperatura y composici6n d e l  

s6 l ido  fue importante para a r r i b a r  a l a  relacidn en t r e  6s tos  p a r h e -  

t r o s  y l a  velocidad de avance y gradiente tsrmico. h a  vez e s t a b l e c i  A 

da esta relaciGn, e l  e fec to  puede despreciarse en un a n z l i s i s  macros - 

co'pico y re lac ionar  10s campos tsrmico y de so lu to  en l a  isoterma que 

separa a1 lzquido de l a  zona pastosa por 

En la  f i gu ra  5 se observa que e x i s t e  un amplio rango de velocida - 
des de crecimiento en que Tt varga 'muy poco , mantenisndose p r sc t  i c a  

mente constante. En general ,  es l o  que se caracte  i z a  como rango de ul 
altas velocidades. A ba jas  velocidades, Tt depende de las var iab les  

de crecimiento de l a  f oma  G/v. E s  por e l l o  que en nuestro a n a i s i s  

(Ferreyra y Ber tore l lo ,  1983) se ha separado a1 estudio del  problema 

en dos in te rva los  de velocidades de crecimiento: a l ta  V, que corres- 

ponde a l o  que se observa comunmente en va r ios  procesos de colada 

convencionales, y ba jas  V . 
Se anal iza  ademzs e l  caso de contact0 perfecto en t r e  metal y mol - 

de y el  contacto imperfecto, usando como p a r h e t r o  de control  a 1  f lu-  

jo  de ca lor  extrasdo por e l  molde. 

Caso I) contacto perfecto,  a l t a s  V: en este caso Tt 
puede consi- 

derarse constante y se plantea e l  problema de la  s iguiente  manera: 

sea l a  so l i d i f i c ac i6n  unidirectional de un lzquido de composici6n 



media Co y temperatura Tc  
en molde que se considera  sumidero per  - 

f e c t o  de c a l o r  (molde r e f r i g e r a d o  por agua).  Llamando a l a  d i r e c  - 
c i6n  de crecimiento,  a un dado tiempo t se d i s t inguen  tres zonas: 

zona I ,  s d l i d o  que se h a l l a  a temperaturas comprendidas e n t r e  l a  t e m  - 
pe ra tu ra  d e l  molde y l a  temperatura d e l  a u t i n t i c o  TE ; zona 11, zo- 

na pas tosa  de coex i s t enc i a  de meta l  s d l i d o  y l zqu ido ,  comprendido en - 
tre l a s  temperaturas TE y Tt y Zona 111, l i q u i d o ,  comprendido en - 
tre Tt y T . Se toma a TE como l a  separacio'n e n t r e  las  zonas I y 

C 

I1 pues l a  fomnacio'n de e s t r b c t u r a  c e l u l a r  o d e n d r i t i c a  impl ica  se- 

gregacio'n de s o l u t o  que o r i g i n a  l a  aparicio'n de e u t z c t i c o ,  que a l a  

temperatura TE e s td  presen te  en fraccio'n fE . 
Se debe r e s o l v e r  l a  ec .  1 de conducci6n de c a l o r  en cada zona 

con l a s  s i g u i e n t e s  condiciones de contorno: en y = 0 

es l a  temperatura d e l  molde, que por s impl ic idad  se toma i g u a l  a 

cero; en y = YE (pos ic i6n  de l a  isoterma de1 e u t i c t i c o )  

en y = Y t  (pos ic i6n  d e l  f r e n t e  de so l id i f i cac io ' n )  

Por s impl ic idad  se ha tornado i g u a l e s  l a s  propiedades tgrmicas de 

so'lido y ll 'quido, no as<  a l a s  de l a  zona pas tosa ,  pues posee m ca- 

l o r  especl'f i c o  aparen te  
C~ que depende de l a  fraccio'n de lzquido 



presente.  E s e  c a l o r  e s p e c i f i c o  aparente  se expresa  como 

donde fL(T) expresa  la f racc i6n  de l i q u i d 0  presen te  en l a  isoterma 

T. E s t a  fraccio'n de ll'quido depende d e l  mod0 de so l id i f i cac io ' n  ( c e l u  - 
l a r  o dendf i t i co )  y debe calcularse a p a r t i r  de 10s re su l t ados  obte- 

n idos  en escala microsco'pica, expresamente depende d e l  va lo r  de Ct  

obtenido anter iormente  como funci6n de V y G de l a  geometrla de 

l a s  dendr i tas .  

Se e s t i  l levando a cab0 actualmente un e s t u d i o  de Cse en s i t u a  - 
ciones en que e l  g rad ien te  en l a  zona pas tosa  no es constante .  Mien- 

t r a s  t a n t o ,  para  e l  caso p re sen te  vamos a suponer que d f L ( ~ )  /dT = c t e .  

que se corresponde con e l  modelo aproximado rea l izado  por  Bower y 

Flemings (1966). En ese caso l a  d i fus ib idad  c a l 6 r i c a  de l a  zona pasto  - 

sa no depende de l a  temperatura y e l  problema as5 planteado queda s e  -- 

mejante a1 r e s u e l t o  por Adams. Presentamos l a  solucio'n con un poco 

de d e t a l l e  pues es importante p a r a  a n a l i z a r  o t r o s  casos. 

Las temperaturas en cada zona se esc r iben  como 

Como TE 
Tt 

son constantes ,  las  condiciones de contorno 35 

y 37 implican que l a s  isotermas d e l  e u t s c t i c o  y f r e n t e  dendrzt ico  se 

rnueven como y escribimos 



de donde 

Usando l a  condici6n 36, obtenemos que debe c m p l i r s e  

n ( T + - T ~ )  .-fi2n2 L 
(46) e-B2/erf B - - - TE [ e r f  4 - e r f  ( ~ n ) ]  - C ~ E  f E  A 

De l a s  o t r a s  condiciollres se h a l l a :  

(Tt-TE) e r f (8n )  
(47 a)  B = T~ - 

erf 4 - e r f  (Bn) 

(47 b) 
L L 4  

C = 
e r f  4 - e r f  (Bn) 

(47 d) E = 
I c  't 

e r f  c ($1111 

D e  l a  condicio'n 38 s e  h a l l a  

2 1 - . e ' ('-77) (T  -T ) l e r f  c (+In)  = ( T ~ - T ~ ) / [  e r f  4 - e r f ( ~ n ) ]  
n c t 

y e n t r e  l a s  re lac iones  46 y 48 se ob t i ene  f3 y 4 . Como consecuencia, 

e l  Tndice de segregacio'n de s o l u t o  no depende de l a s  condiciones de 

enfr iamiento  impuestas externamente. Lo que sZ v a r i a r h  es  l a  e s c a l a  

de d i s t a n c i a s  en que se pr&luce esa s e g r e g a c i h ,  a t r a v s s  de l a  de- 

pendencia de l  espaciado dendrct ico  con l a  velocidad de avance de l  

f r e n t e  de sol id i f .5caci6n.  



Caeo 11: contacto perfecto, baja V; La diferencia con e l  caso I an - 
t e r i o r  e s t r i b a  en que Tt depende del gradiente en e l  l iquido y de 

l a  velocidad de avance de l a  sol id i f icaci6n y t m a  l a  forma 

Dada l a  forma par t i cu la r  de l a  dependencia de Tt con G y Yt , 

eiendo G - !!k a 

si ee usan l a s  mismas ddetribuciones de temperatura del caso I, resu l  - 

Y=Y(t) 

por l o  cual 

(50) c/tt = constante 

y por l o  tanto e s  v'llido todo l a  rea l i tado en e l  caso I. La diferen- 

c i a  con el  caso anter ior  e s t r i b a  en que ahora tanto l a  temperatura co - 
coma l a  concentraci6n en e l  f ren te  dendrl'tico y por ende e l  h d i c e  de 

segregaci6n de soluto,  dependen de l a s  condiciones de extraccibn de 

c a l ~ r  por e l  molde, per0 se  mantietlen constantes a lo  largo del espe - 
sor  sol id i f icado mientras s e  mmtengan l a s  condiciones de extracci6n 

de calor f i j adas  por e l  contacto perfecto en t re  metal sol id i f icado y 

molde. Luego, controlando l a s  condiciones de extraccio'n de calor  por 

e l  molde s e  controlan 10s parH%hetros es t ructura les  mencionados. 

Ccrao 1111 contacto perfecto; comiensa e l  proceso con a l t a  V y luego 

l l ega  a1 rango de bajo V: Como conaecuencia de l o  t ratado en casos I 

y 11, e l  t ip0  & solucidn e s  s imilar  a 10s casos anter iores ,  salvo 

que Tt variarg a1 efectuar  l a  t ransicibn en t re  10s casos I y II por 

ende cambiarih de manera contznue 10s p a r h e t r o s  de crecimiento B y 
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y l a s  cons t an t e s  A ,  B ,  C ,  D ,  E .  S in  embargo e s o s  carnbios no s e rgn  

dramst icos  pues l a  a l t e rac io 'n  en Tt 
no es muy marcada. Como conse- 

cuenc ia ,  habrg  un cambio cont'lnuo en e l  Zndice de segragacio'n e n t r e  

comienzo y f i n a l  de l i n g o t e .  

Caso I V :  con t ac t0  imper fec to ;  a l t a s  V: Dada l a  complej idad i n t r o d u  - 

c i da  por  l a  zona pa s to sa  y e l  acop le  e n t r e  10s campos tgrmicos  y de 

s o l u t o ,  no es p o s i b l e  p l a n t e a r  l a  so luc i6n  d e l  campo tgrmico en 10s 

tgrminos usados pa r a  metal puro. Por l o  t a n t o ,  en una pr imera  a p r o x i  -- 

maci6n a e s t e  problema se op t6  por  suponer d i s t r i b u c i 6 n  c u a d r g t i c a  

de tempera tura  en e l  s 6 l i d o  y d i s t r i b u c i 6 n  l i n e a l  en l a  zona pa s to sa .  

Ademgs, como no es d i rec tamente  medible  e l  coef i c i e n t e  h de t r a n s f e  - 

r e n c i a  de c a l o r  e n t r e  molde-so'lido, se us6 como parsmetro f undamenta.1 

a 1  f l u j o  c a l o r  Go que e x t r a e  e l  molde, e l  c u a l  debe ser evaluado en  

cada expe r i enc i a .  Con esas cons ide rac iones ,  se debe r e s o l v e r  l a  ec .  3 

de conducci6n de c a l o r  s u j e t a  a l a s  m i s m a s  condic iones  de contorno 

en y = YE e y = Y que p a r a  con t ac t0  p e r f e c t o  y p a r a  y = 0 se 
t 

reemplaza l a  condicio'n 34 po r  l a  s i g u i e n t e :  

Se propone p a r a  l a  zona I una d i s t r i b u c i 6 n  de t empera tu ras  cua- 

d r z t i c a  y p a r a  l a  zona 11, una d i s t r i b u c i 6 n  l i nea l .  

De l a  zona I11 l o  que i n t e r e s a  es e l  g r a d i e n t e  f r e n t e  a l a  i s o -  

t e n a  Tt , que estarg f i j a d o  por  e l  g r a d i e n t e  de TII evaluado en  

Yt (de acuerdo a l a  condicio'n de contorno 38). 

Ti es l a  t empera tu ra  en  l a  , i n t e r f a z  metal-molde y es tg  d e f i n i -  

da  como 

Para  r e s o l v e r  e l  problema aproximado resta conocer l a s  func iones  

Y E (  t )  e Y, ( t )  , pa ra  l o  cual  se dispone de dos condic iones  a cum- 



p l i r :  balance de ca lo r  en l a  i n t e r f a z  y = YE (condici6n de contor- 

no 36) y balance de c a l o r  en l a  zona I o s e a  d e l  & l i d o  formado e l  

tiempo t . 
Para h a l l a r  una soluci6n a1  problema s e  propusieron l a s  s igu ien  - . 

t e e  formas funcionales  para YE e YE : 

l a s  que nos permiten h a l l a r  las  cons tan tes  v y bn igualando 10s 

c o e f i c i e n t e s  de i d g n t i c a s  po tenc ias  d e l  tiempo en l as  ecuaciones de 

balance de c a l o r  para  un dado r6gimen de ex t racc idn  ca lb r i ca .  Se rg 
1/2 so lv i6  para  e l  caso p a r t i c u l a r  4 ( t )  = c + d t , con 

0 0 0 

c < 0 y d > 0 que es una ap rox imac ih  a1 f l u j o  de c a l o r  cuando 
0 0 

actua  un c o e f i c i e n t e  de ex t r acc i an  de c a l o r  h cons tan te ,  que ests 
dado por h = -(C /T ) siendo T l a  temperatura de colada. 

0 C C 

Lo8 casos  aqur planteados  s e  h a l l a n  en proceso de discusign y 

comprobaci6n experimental usando a1 s is tema aluminio-cobre para  r e 2  

l i z a r  las exper ienc ias  de s o l i d i f  i cac i6n  unidirectional . 
Esperamos poder informar de 10s resu l t ados  en un fu tu ro  cerca- 

no. Paralelamente se e a t s  desarrol lando un modelo n m g r i c o  en e l  

cual  se tendrg  en cuenta con d e t a l l e  10s e f e c t o s  de l a  s o l i d i f i c a c i 6 n  

de no e q u i l i b r i o  en l a  zona pastosa .  
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Figura 1: Solidif i c a c i 6 n  d e l  Sn - 
3: Y 1  A: Y 3 ( ? )  

e :  Espeeorcy experimentales (Hills y Moore, 1969) adimensio- 





Figura  3: Radio de curvatura  R e n  l a  punta d e  l a  d e n d r i t a  en  f u n c i 6 n  

d e  l a  v e l o c i d a d  d e  avance  V ,  para A 1  - 2% Cu 

este t r a b a j o  

--- Kurz y F i s h e r ,  1981 



F i g u r a  4: Composici6n d e l  lEquido  C f r e n t e  a l a  punta  d e  l a  den- 
t 

dr i ta  en funci6n  d e  l a  v e l o c i d a d  d e  a v a n c e  V, para 

A 1  - 2% Cu. 



Figura 5: Temperatura T en la punta de la dendrita en funci6n de la 
t 

velocidad de avance V, para A1 - 2% Cu. 
o, x: Datos experimentales de Burden y Hunt, 1 9 7 4 .  



ANALISIS DE LA FUSION EN BARRAS DE COMBUSTIBLE NUCLEAR 

ORlGlNADA POR SOBRECARGAS TERMICAS ACCIDENTALES 

L. CRIVELLI - S . IDELSOHN - C . BAIGORRIA 

La determinaci6n &l estado t6nnico de un elemento cohust ible  

(vaina-pellet) de m a  central nuclear, cuando est5 sornetido a condicio- 

nes dc transiente, es de fundamental importancia para predecir las conse - 
cuencias de un postulado accidente. 

Este estudio s i n e  para cuantificar tales consecuencias, l a s  

cuales en el  casomb c r f t i m  cmducenal ml t ing  del elemento combustible. 

Eh e l  presente trabajo, se  efectCia una evaluacidn n d r i c a  de 10s perfi-  

les  de temperatura y su evloluci6n tmporal en una barra & combustible 

nuclear, cuando e l l a  est6 someti& a ccmdiciones de transiente ta les  que 

impliquen la aparici6n de una fase lfquida en una zona de l a  misma. 

En condiciones normales & fimcionamiento, e l  e s L z  tennico 

de ma barra & codust ib le  nuclear, es  consecuencia & ma gentaci6n 

interna de calor debida a las fisiones nucleares, y a las  condiciones 

de contorno exteriores previstas (dadas por las  condiciones operativas) . 
Estos casos pueden incluir  e l  estado estacionario, en e l  cual l a  genera - 
ci6n interna es constante, o bien estados transitorios con cambios sua- 

ves en l a  mism. Tales casos e s t b  pmfusamente estudiados y se encuen- 

tran en l a  l i te ra tura  corriente. 

Por o t ra  parte, entre las especificaciones & seguridad para 

reactores tip H.W.P.R. (Heavy Water Power Reactor), l a s  nbs importantes 

son aqd1la.s concernientes a m hipotgtico accidente de pdrdida de r e f r i  - 
gerante conocido condinmente corn L.O.C.A. (Loss of Coolant Accident). 

E l  problem del L.O.C.A. es  importante en e l  senti& que es 
considerado corn un factor limitante en l a  seguridad del reactor y por 

e l l o  estd clasificado corn un accidente base para e l  disefio. Consecuen- 

temente, 10s mayores esfuerzos en las  investigaciones sobre seguridad 

en H.W.P.R., e s t h  dirigidos a proveer c6digos con ma capacidad o p t l a  

zada para predecir l a s  consecuencias de 10s L.O.C.A. 

Las p&rdidas de rcfrigerante en m L.O.C.A. ocasiona una gene - 



raci6n incontrolada de calor, & corta duraci6n, en e l  seno del combus- 

t ib le ,  cuya consecuencia principal es un cambio dr5stico en e l  estado 

t6rmico nonnal del elemento combustible, siendo s u  peor consecuencia, 

l a  aparici6n de zonas fundidas en e l  mism. 

E l  estudio ck l a  evolucidn t6nnica de un sistema que presenta 

ma  transicidn de fase & primer ordep, tales corn e l  melting, se cono- 

ce comGnmente como "problem de Stefan", e l  cual se encuentra ampliamen - 
t e  difundido en l a  l i teratura C121, C161. 

Un caso particular & este problem, lo  constituye un sistema 

cuya evoluci6n estE detenninada por h t e s  internas, corn lo  es  e l  que 

pasaremos a analizar. 

2.1.  Model0 

E l  estudio del comportamiento t6rmico & barras & elernentos com - 
bus t ibles , requiere e l  an5lisis & dos clases in&pendientes de subproble- 

mas, y su posterior in te r re lac ih  para l a  soluci6n &l problem global. 

E l  primem cmsiste en l a  resoluci6n &l rndelo de transmisi6n 

& calor, en e l  caso general & variacidn nolineal de las  propiedades f i  - 
sicas &l cuerpo bajo estudio, tensendo en cuenta l a  presencia & una 

fuente interna debido a1 calor liberado por l a  interacci6n neutdnica. 

Este fen6meno est5 gobernado por l a  ecuaci6n de conservaci6n 

& l a  energfa tennica, cuya expresih, siguiendo l a  notaci6n & ~la ' t e r ry  

C14, pgg. 301, Tabla 5.6.1-11 es 

don& l a  derivada material se define como 

La ecuaci6n (1) se simplifica notablemente en e l  caso & s61i - 
Qs en reposo y procesos a presi6n constante. Aceptando ademgs la  vali- 

&z de l a  ley de Fourier. 

se llega a1 siguiente modelo. 



Ecuaci6n Diferencial 

ah 
P ' y (k(T) + PQ x r R  ; t > O  

Condic iones de Borde 

T - g,(z,t) 

En e l  caso que nos ocupa, de procesos a presi6n constante, podemos escri  - 
b i r  

y para h = h(T,p) resulta 

obteniendo l a  cldsica ecuacidn 

E l  segundo problem a t ra tar ,  es e l  d l i s i s  de transmisi6n de 

calor con cambio de fase, tambien conocido corn 'problem de Stefan". E l  

mismo consiste en l a  resolucidn de l a  ecuacidn (1) en dos dominios cuyas 

fronteras van variando a medida que progresa e l  tiempo. Estas fronteras 

separan dos fases, en este caso, una liquida y otra sdlida, y en su m v i  

miento absorven o liberan cier ta  cantidad de energia. 

Para especificar 11-6s claramente e l  problema, analicemos un sis - 
tern bifgsico, t a l  como agua-hielo, que ocupa un dominio dado 0 . Ambas 
fases, que ocuparh 10s subdominios R, y R2 , e s t h  separadas por ma 
superficie definida por l a  isotenna cuyo valor es l a  temperaturn de cm- 



bio de fase, llamada "interfasew. 

Sobre una parte de l a  frontera de Q , rT , se imponen tempera - 
turas, y en e l  resto, r , se prescribe un flujo tgrmico. E l  sistema 

9 
evoluciom con el tiempo intercambiando calor con e l  medio, y generando 

o absorviendo energia en funci6n de a l g h  tipo de trabajo interno que e l  

mismo realice. 

La solucidn clssica de este  problem, consiste en determinar 

e l  campo de temperaturas en e l  dominio Q y su variaci6n en e l  tiempo; 
l a  posici6n de l a  interfase y evoluci6n de l a  misma ,  y eventualmente, l a  

evaluaci6n del calor total  transfer ido . 
Por otra parte, l a  determinacidn de 10s perfiles de temperatu - 

ra en l a  fase liquida, requiere resolver l a  ecuaci6n de movimiento (Ecua - 
ci6n de Boussinesq) para obtener l a  distribuci6n de velocidades en l a  

misma. 

La fomlac i6n  m a t d t i c a  completa de este problem comprende 

l a  resoluci6n de dos ecuaciones diferenciales (5) y ( 6 ) ,  una para cada 

fase, l a  deteminacidn del camp de velocidades en l a  fase liquida a par - 
t ir de l a  ecuaci6n de Boussinesq (7) y l a  ecuaci6n de conservaci6n de ma 
sa (8), l a  ecuaci6n de movimiento de l a  interfase ( 9 ) ,  con condiciones de 
borde (3) e iniciales  (4) para e l  campo t6rmico m5s condiciones de borde 

(10)- e iniciales (1 1) apropiadas para las  velocidades, todo lo  cual gene - 
ra e l  sistema 

a h 
Ps at - . (kSQ + p9 x r "  , t > 0 ( 5 )  

x E an, n a n 2 ,  t > O  



donde 10s subfndices s y 1 indican las  fases sblida y liquida respec - 
tivamente. 

Pese a l a  complejidad de este modelo, es posible obtener una 

soluci6n aproximada a part ir  & ciertas consideraciones ffsicas. En efec - 
to, debido a las  pequeAas dimensiones del elemento combustible, y tenien - 
do en cuenta que e l  transiente de potencia es de corta duracibn, puede 

suponerse que e l  efecto de la  transmisi6rl de calor por conveccidn es des - 
preciable frente a l a  condxci6n. De esta manera, no es necesario calcu- 

l a r  e l  campo de velocidades en la fase 14quida, simplifi&dose conside- 

rablemente e l  problem, e l  cual se  reduce a la  resolucibn de l a  ecuacidn 

(S) ,  l a  ecuaci6n (6) s in  e l  segundo tCrmino del primer miembro y l a  ecua - 
ci6n (9), con las condiciones de borde (3) e iniciales (4). 

2.2. Soluciones @biles 

La soluci6n del problem de transmisi6n de calor con cambio de 

fase, t a l  como fue presentado en l a  secci6n anterior, requiere regulari- 

dad del frente de fase. 

Esto significa que e l  mi- &be evolucionar en forma "suave" 

en e l  ti- y ser derivable con continuidad en e l  espacio. 

Gran parte de 10s algorStmos disefiados para t ra ta r  esta fonmr- 
laci6p C 3 3, C8 I, C11 I, C 151 resuelven problemas midimensionales. Su ex- 
tensi6n a problemas multidhnsionales , a d d s  de l a  notoria dificultad 

de seguir a l a  interfase en m5s de ma d h n s i 6 n ,  se enfrenta a1 incon- 

veniente que l a  misma puede &jar de ser  ma funcidn regular, coma lo 
observara Lazardis C6 I. 

En este trabajo, se ha optado por e l  empleo & un modelo deno- 

minado "de dominio f i  jo", en e l  cual l a  condici6n de balance en l a  inter - 
fase queda inclulda dentm de l a  ecuaci6n diferencial (2), l a  cual se rc 
suelve para el dominio completo, La posicidn & l a  interfase se obtiene 

posteriomnte trazando las  isotermas de l a  temperatma de fusi6n.. 

Los d todos  de este tip se basan en e l  enpleo & formulaciones 

&biles, pero previamente a l a  discusi6n & este tipo de soluciones, ana- 



l izarems la  funcidn h , denomhda entalpla especzfica. 

En cada punto de un cuerpo mnof;Bsico, puede definirse e l  con - 
tenido entglpico camo 

siendo TF l a  temperaturadecambiodefase. Cuandoenalgiu! puntodeun cuer - 
po puro sealcanzg l a  temperatura de cambiodefase, l a  entalpla presenta 

~113 discontinuidad o salto,  igual a1 calor latente, por l o  tanto, cuando un 

punto se encucntra a una tenpsratma r y o r  que TF , su contenido ent l lpia ,  

Podemos englobar ambas ecuacioms m um sola, ussndo 6 , la  fimidn de 
DIRAC 

r T 

Si  se quiere aplicar la ecuacidn (2) a LEI daninio cuya ental- 
pPa puede variar s e g h  (12) surge una incomptibilidad m a t d t i c a  debido 

a l a  discontinuidad de h . Es para wr tea r  este inconveniente, que se 

recurre a l a s  denaninadas "soluciones d&bilesu. 

Ma t d t  icamente , se cons i~ l t ra rh  prcblernas de c o n k i b n  tar- 
mica en una r e g i h  n con un wlitomo regular, en el cual b y  um fuen- 

t e  interna Q(x, t,T) , con condicioncs de borde e iniciales AaAIlc en las 

ecuaciones (3) y (4). &mde x pi& qw las fimciones g y \ t m g ~  
a m t  inuidad Lipschit z* . 

Siguiemb la idea de Oleinik 19lyKamrosostskaja CSJ se&fine 
ma soluci6n a i l  de este problesla, a ur par de fmciones T y h , rela- 

cionadospor l a  ecuacih  (12) ysootadas en cierta nonrra, para las  cuales 

* Una funci6n f :  R+R tiene continuidad Lipschitz si  existe ma cons- 

tante M > 0 tal que se verifica que 

11 f(x) - f(3 11 - < M 11 x - 11 



para todas las funciones de prueba acbnisibles, es decir, doblemente 
diferenciables con continuidad y tales que 

O(x,to) - 0 en R 

Como confirmaci6n de este modelo, Skundar y Sparrow C131 

han demstrado que, para la entalpsa definida se& (12), es posible de - 
rivar la fomlaci6n original del problem de Stefan (las dos ecuaciones 

diferenciales (2), una en cada fase, nds la condici6n de acople en la in - 
terfase (9)), a partir de la expresidn (13). 

2.3. Soluci6n Numsrica - Aproximaci6n por Elementos Finitos - 
El sustento para la fomlaci6n ndrica aquf presentada, es 

la f o m  integral de la ecuacidn diferencial (2) definida por la expte- 

si6n (13). El metodo de 10s residuos ponderados, en el cual se basa la 

tgcnica de elementos finitos restringe 10s requisites de validez de (13), 

no ya para to&s las Q posibles, sino para un n k r o  limitado de ellas. 

Si adeds decimos que la temperatura en todo el dominio n pue - 
de desarrollarse en funci6n de ciertos parhetros inc6gnita a determinar. 

la ecuacidn (1 3) conducild a la soluci6n de sistemas de ecuacicnes alge- 

braicas. 

La idea consiste en subdividir el dominio Q cuerpo 0 en mu- 
chas regiones o subdominios de dimensi6n finita, y particionar en subin - 
temalos Ctn, tn+l I a1 intemalo CO, to] . Cada subdominio recibe la de - 
nominacidn de elemento y dentm del mismo, la temperatura puede aproxi- 

marse pot el el polinamio (14) 



siendo Ui 10s pr$rrtros inc6gnita a detenninar y Ni las funciones 
de interpolacidn elegidas . 

Las funciones elegidas para la ponderacidn pueden pensarse 

corn, ampuestas por una parte espacial $ y una parte temporal 6 
(5) (t) ' 

tal qm 6 = $ ) 0  €(t) 

Si en la ecuacibn (13) se elige la parte temporal de 4 , de 
modo de o b t w r  e l  esquenra de Euler inpllcito en el  ti-, aplicanda el 
teorem de la divengencia, es f k i l .  o b t e ~ r  para c a d  intern10 & la 
particibn de C0,to3 ma expresibn de la fonm 

-- 
donde e l  subindice n indica el n - b s h  punto & la particidn del intex 
valo C0,to3 , es decir, e l  instante t=t, y A t  = tn+ - tn es la amp1L 
tud de dicho internlo.  

Reenplazado en (1 5) T por su expresi6n discretizada (14) y 
eligiendo corn, funciones 9 , las anpleadas en la interpolaci6n & T . 

se obtiene e l  sistema de ecuacimes algebraicas 



donde el s~iprahdice T indica trasposici6n y el supralndice e indica 

matrices elementales, cuyos tErminos gen6ricos se calculan corn 

La Gltima integral del segmdo mianbro de la eqresibn de 

(fe)i solamente se tiene en cuenta para aquellos elementos a p s  con- 
tornos integran la frontera r . 

q 
2.4. Soluci6n del Sis tern Resul tante 

El sistema (16) puede escribirse bajo la f o m  

presenta una discontinuidad f inita corno funci6n de U - , por lo tanto 
(17) carece de sentido, con la noci6n de solucidn definida como 

Si las 8;' son continuas y derivables, el teorema de J.M. Ortega y W. 
C. Rheinbolt ClQ, Ths. 13.1.3 y 13.1.51 asegura que lasiteraciones genera - 
das por el metodo de Gauss-Seidel convergen a U . 

Para superar este inconveniente, siguiendo la idea introducida 
originalnrnte por G. Meyer C7 I, se regulariza E de mdo que ahora 6;' 
sea una funci6n continua de para pennitir el uso del mgtodo tradicio - 
nal de Gauss-Seidel. 

bsicamente, este resultado se obticne redefiniendo la ental- 
pla como una fmcibn conthua par tramos, en donde la discontinuidad o 
salto se regulariza en un estrecho entorno & amplitud 2v , alredeh 
de la temperatun de d i o  & fase TF . Fqresado m~tdtiasmte 



De esta manera, se trata una sustancia que cambia de fase a 
una temperatura fija, camo otra equivalente, que lo hace en un cierto 
-rango - de t-mperaturas. -. . - - <--- 1 - 

-- - . - - .. 
La convergencla de este problem regulafi~do, a1 problema ori 

ginal, se ha cmprobado con diferentes experiencias ndricas. 

2.5. Algoritm 

Con la ecuacidn (181, el sistem (16) queda expresado en fun- 
ci6n de una incdgnita U. , resultando 

CAt K + M I  t - vn+l = At + $ 

M e  M , matriz de msa, se obtiene ensamblando las matrices elsnentg 
I 

les, cuyo t6rmino generic0 se calcula corn 

por lo tanto, L/2v es una cota superior del color especxfico; que en 
el caso &l problema no regularizado, presenta una discontinuidad inf i- 
ni ta . 

El problem algebraic0 expresado en la ecuacidn (19) es fuerte - 
merrte no lineal, ya que las propiedades fPsicas, y por lo tanto, las ma- 

trices que ellas determinan, presentan una brusca variaci6n en la zona 

de cambio de fase. 
k+ 1 La solucidn de (19) es aproxinrado por la iteracidn U , el 



suprazndice k indica k-6sima iteracibn, siendo 

controlando la convergencia de modo que 

donde e es la precisi6n requerida. 

3.1. Descripci6n GeomGtrica y F4sica del Problem Analizado 

Se ha estudiado un elemento combustible tip, compuesto por 
un pellet de didxido de uranio, cillndrico, de 1,06 an de dihetro exte - 
rior (Figura 1) , recubierto por una vaina de Zircaloy de 1 ,19 an de dig - 
metro externo, habiendo entre ambas una zona de separatidn de 0,0077 cm 
de espesor, la cual se encuentra ocupada por una mezcla de gases inertes 
como Helio y Arg6n, d s  gases de fisibn, corn Cript6n y Zen6n. 

Este sistema ha sido discretizada con 57 elementos unidimensio - 
nales isoparam6tricosS correspondiendo 53 a1 elemento combustible, 1 a 

la zona de separaci6n y 3 a la vaina de Zircaloy (Tabla 1). 

3.2. Propiedades FIsicas 

- Di6xi& de Uranio 

Las propiedades temffsicas del didxido de uranio, se han cal - 
culado utilizando las correlaciones realizadas por Fink y colaboradores 

C41, bajo la f o m  



A exp (a/n 
CP' 2 

+ A2 T+ A3 exp (-A,,/T) ( 1  + (T-'P)Aq/T ) 
T' (exp (B/T) - 1) 

b) 2670°K < T - < 3120°K 



K - C8 \, 
\ 

pudi6ndose obtener las constantes & la Tabla 2. <\\ L, 

'. 
h s  valores d,e estas propiedades para distintas tempemturas 

se encuentran tabulado6 en la Tabla 3. 
4 

- Vaina de Zircaloy 
Ins datoa empleados aquZ son &bibs a1 Licenciado Baigorria 

(11 sientb: ------___/ \--- 

. Calor especff ico (Joule/Q OK) 

- Interfase Fuel-Cladding 

adopthdose un espesor de 0.0077 cm para esta zona, la conductividd ecp~i - 
valente en watts/an O K  es 



3.3. AnSlisis Transitorio 

a) Respuesta frente a un increment0 abrupt0 de potencia debido a rotura 

parcial de l a  tuberia del ref rigerante principal. 

Este accidente, conocido como L.O.C.A., consta de t res  etapas 
principales, que son: calda (blowdown), reposici6n de refrigerante debi- 

do a1 sistenra de enfriamiento de emergencia del nficleo, y l a  inundacidn 
o anegimiento (reflood) Jel mismo. 

Eh l a  etapa de ca5da, hay dos preguntas a responder: 6 rgpi - 
do se estS perdiendo refrigerants y a qu6 velocidad esta creciendo l a  tern_ 
peratura del  revestimiento ( ' a i m  de Zircaloy) . Por lo  tanto, son objeto 

de inter&, l a  velocidad de descarga cr l t ica  por l a  rotura y l a  transmi- 

sidn de calor en e l  nficleo. 

Durante l a  caida, e l  f lujo refrigerante invierte su circula- 

cidn repetidas veces, y tiene puntos de estancamiento, mientras que las  

- - propiedades cambian drssticamente en e l  perPodo complete, pudiendo e l  
revestimiento, por l o  tanto, exprimentar flujo cr i t ic0 de calor OIE: y 
periodos de post CHF. 

Para Ia deteninaci6n de l a  temperatura del revestimiento, es 

necesario contar con e s t h c i o n e s  adecuadas del coeficiente de transmi- 

si6n de calor entre e l  refrigerante y l a  vaina. La obtencidn de valores 

confiables para d i d o  coeficiente, constituye uno de 10s mayores esfuer - 
zos de l a  investigaci6n en seguridad de reactores. 

Durante l a  reposicidn, el sistema de refrigeracidn de emergen- 

c ia  del  nikleo, inyecta agua de refrigeracidn en e l  recipiente. Este 

agua entra en contact0 direct0 con el  vapor de escape. En e l  primer c o ~  

tacto, l a  condensacit% violenta crea vacfo, s in  embargo, a medida que 

disninuye la velocidad de condensaci6n, l a  presidn crece nuevamente. La 
interacci6n de l a  condensaci6n y l a  inercia del flujo, resulta en una 
fuerte oscilacidn del flujo, con una gran amplitud, que puede causar se - 
veros golpes en l a s  vslvulas y tuberbs.  

Eh l a  6 1 t h  etapa se propaga un frente de extincidn hasta que 

e l  niacleo queda conpletamente inundado. 

Para realizar es te  estudio, se  ha supuesto que l a  variaci6n & 

temperatura &l refrigerante, en l as  cercanias del elemento combustible, 

viene dada por l a  Figura 3. Se supuso ,tambien, l a  condicien de conducci6n 



perfecta entre el refrigerante y la pared exterior del revestimiento. 

La variaci6n de la potencia nominal durante el accidente, pue- 
de obtenerse de la Figura 2. En la primer parte de las simulaci6n, hasta 
360 seg. , la historia de potencia que se utiliza permite alcanzar el es- 
tad0 de regimen del elemento combustible. En ese instante se empieza a 
simular el accidente. La potencia lrgxima o pico de potencia, se produce 

a 10s 0,s seg de iniciado el mi=, retornando a su valor nominal a1 
cabo de 0,7 seg . , y anulhdose prscticamente, transcurridos 10 seg. obs. 

La potencia nominal utilizada es 

Esta potencia se mide por unidad de longitud axial de La barra 
de didxido de uranio. Por lo tanto (qniendo no depresi6n en el radio) 
la potencia volum6trica es 

Los perfiles de temperatura y su evoluci6n em el tiempo se prE 
sentan, para distintos instantes, graficados en la Figura 4. 

b) Estudio de la fusi6n de la barra combustible 

El objetivo de este dlisis es analizar las caracteristicas 
de propagacidn de la interfase s6l ido- 1 fquido, 'ba j o ciertas condiciones 
operativas que provoquen fusidn parcial en el elemento combustible. Pa- 
ra ello se scnnete a la barra a ma mriacibn de la potencia naminal cuya 

historia se ve reflejada en la Figura 5. 

~1 inter& primordial es deteminar el porcentaje de zona en 
estado de fusi6n y su variaci6n en el tiempo, la evolucidn del frente de 
propagacidn de fusi6n (zona donde la fusi6n es incipiente) y el compor- 
tamiento del frente de fin de fusibn. 

En la Figura 6 se grafic6 la distribuci6n de temperaturas que 

presenta la barra para diferentes instantes de tiempo. Se advierte que, 
durante el proceso de fusibn, aparece una regi6n "mushy" o regidn M i -  
da, y que su t w o  varia con el t iempo. 

Ia aparicidn de la zona mushy es una consecuentia de la g m -  

trk particular del problema y & las condiciones de bcrde del Ilaism, n, 



debihdose a un comportamiento f'lsico del material ajeno a las caracte - 
risticas de cuerpo pun. 

La zona mushy aparece en el centro de la barra, zona de dxi- 
ma temperatura y gradiente nulo. Por lo tanto, no puede transmitirse ca - 
lor por conduccibn a dicha zona (debido a que el gradiente es nulo), y 

toda la energla necesaria para la fusi6n se obtiene de la fuente inter- 
na Q . Luego que en un punto se alcanzd la temperatura de fusidn TF , 
la entalpia del mismo ir5 aumentando-por el aporte de calor de la fuen- 
te Q , midigndose el grado de fusi6n alcanzado, el contenido entPl - 
pica del punto, hasta que, transcurrido un cierto ti- (cuando la en- 
talpza alcanza el valor de fusidn en estado lfquido), se encuentran to- 

talmente fundido. Por lo tanto, dos interfases se propagan en el me- 
dia, la interfase & principio de fusih, y la de fin de fusidn, cuyas 
evoluciones en el tiemgo, se encuentran graficadas en la Figuxa 7. 

En este trabajo se ha analizado el comportamiento de un elemen - 
to combustible bajo distintas condiciones de carga t6mica. 

Se observd la aparicidn de zonas de fusidn de espesor finito, 
llamadas zonas mushy, debidas a las caracterls t icas geomgtricas especia - 
les del problem. 

Es tas conclus iones son coinc identes con las obtenidos por Bai - 
gorria y colaboradores C2 3 utilizando el cddigo M. S .A. 

Un comentario especial merecen las condiciones de contom irn- 

puestas. En la simulacibn, se ha supuesto conduccidn perfecta entre el 
media refrigerate y el revesthiento del elemento combustible. hnpero, 

en la descripcidn &l accidente, se him incapi6 en que el coeficiente 
de transmisidn de calor es uno de 10s parktros que nbs varlan, y para 
cuya detenninacidn, m5s esfuerzos se realizan. De aqui surge la necesi- 
dad de un estudio en profmdidad, utilizando para ello, condiciones de 
contorno apropiadas, y cuantificando su influencia en el comportamiento 
global del sistema. 

TambiEn resulta interesante analizar como afecta a la respues- 

ta la utilizaci6n de distintas distribuciones interns de la fuente Q , 
estudiando las modificaciones en el origen de la zona fundida y su pas- 
ter ior ccmportamiento . 



El modelo unidimensional axisMtrico ut ilizado, const ituye 

una simplificacidn bastante fuerte del modelo original, y ha sido einplea - 
do para obtener un conocimiento global del comportamiento del elemento 

combustible . 
Fa realidad, el sistema puede ser sirnulado nbs adecuadamente, 

con un modelo axisimetrico bidimensional , ya que si bien considerar si- 
metrla axial es una buena aproximacibn , longi tudinalmente la variacidn 
de las propiedades tiene una importancia significativa. 

Adends, el comportamiento de la zona fundida puede diferir no- 
tablemente en ambos modelos, obteni6ndose una informaci6n d s  detallada 
con el segundo. Este estudio servirfi tambien para obtener una estimacidn 

de la conf iabil idad del modelo simplif icado unidimensional . 
Por Gltimo, seria interesante tener en cuenta el mvimiento del 

material fundido en la zona liquida. Este estudio es necesariamente bi-  
dimensional y debefi ser posterior a1 mencionado en el p6rrafo anterior. 
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NOlrlENcLATURA 

C : calor especifico 

Cp : calor especxfico a presi6n collstante 

h : entalpla especif ica 

k : conduct ividad tCrmica 

m : grados -de libertad de la discretizaci6n 

n : subindice que indica en n-Esim punto de la discretizacidn del in- 
telvalo tenporal 

At : increment0 de tiempo 

v : velocidad 

L : calor latente 

Ne : n b r o  de elemntos de la discretizaci6n 

Ni : funciones de interpolaci6n 

P : presidn 

T~ : temperatura de cambio de fase 

f - : vector de cargas 

n : versor norm1 exterior 

!! : flujo t6rmico 

x - : vector posici6n de un punto del dominio &do 

E : vector de inercia t6rmica 

K = : mtriz de rigidez 

M : matriz de masa 

5 : vector posici6n de un punto en la interfase 

S : ten- de tensidn extra 
t 

: valores nodales inc6gnita 



0 : inversa de la funci6n entalpPa 

E : precisi6n requerida para la convergencia 

v : semi interval0 de regularizacidn 

p : densidad 

"s : densidad del sdlido 

P1 : densidad del lzquido 

R : dominio o cuerpo baj o estudio 

an : frontera de n 

r9 
: porcidn de an con flujos impuestos 

rT : porci6n de an con temperatuns impuestas 

: funciones de prueba 

p : viscosidad 

---.- 2 - b -  -,- .- - 
F- yg : coeficiente de boyancia 
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PROBLEMAS DE CAMBIO DE FASE EN LA ACUMULACION DE CALOR 

A PARTIR DE ENERGIA SOLAR 

ALANIS , E. 

UNIVERSIDAD NACIONAL DE SALTA 

I .- INTRODUCCION : En genera l ,  10s s i s t emas  de a p t 0  vechamiento de l a  ene rg fa  s o l a r  

inc luyen e n t r e  s u s  componentes un d i s p o s i  t i v o  capaz de acumular una p a r t e  o / 

l a  t o t a l i d a d  de l a  ene rg fa  captada  por  e l  c o l e c t o r  s o l a r .  Es to  es necesa r io  / 

debido a que l a  e n e r g f a  proveniente  d e l  s o l  no es constante  duran te  e l  d i a  y 

ademds depende de l a s  va r i ac iones  d e l  clima. 

Naturalmente que l a s  c a r a c t e r f s t i c a s  de un acumulador dependerdn de va r ios  / 

f a c t o r e s  e n t r e  10s cua les  podemos c i t a r :  

a )  Clase de  ene rg fa  a acumular: t 6mica, e l d c t r i c a ,  mec'anica, qufmica etc., 

de acuerdo a 1  t i p o  de c o l e c t o r  y a1 uso. 

b) En e l  caso de acumulaci6n e n  forma de ene rg fa  tgrmica,  un f a c t o r  importan- 

te  es l a  temperatura.  

c )  Forma de t r a n s f e r i r  l a  ene rg fa  desde e l  c o l e c t o r  a 1  acumulador, por  ejem-/ 

p l o , s i  es por  medio de un f l u i d o  t a l  corn a i r e  o agua. 

d )  NGmero de h o r a s  o d i a s  s i n  s o l  que se r e q u i e r a  d isponer  de  la  energ fa  acu-/ 

mulada ( e s t o  naturalmente i n  f l u y e  d i rec tamente  sobre  e l  tamam d e l  acumula- 

d o r  pa ra  un uso dado). 

En e l  p r e s e n t e  t r a b a j o  nos limitaremos a d e s c r i b i r  un s is tema cuyo c o l e c t o r  // 

t ransforma l a  energ fa  s o l a r  (e lec t romagnbt ica)  en  e n e r g l a  tdrmica a tempera tura  mo - 
derada (30° - 80°C'). 

Es ta  e n e r g l a  es evacuada d e l  c o l e c t o r  por  medio de un f l u j o  de a i r e  que pasa / 

p o r  s u  i n t e r i o r ,  de  manera que este aim que s a l e  d e l  c o l e c t o r  a una temperatura / 

mayor que a l a  e n t r a d a ,  podrA ser u t i l i z a d o  convenientemente: por  ejemplo para se- 

cado de vege tales, cale facc idn  de e d i f i c i o s  , e tc. 

Eventualmente, p a r t e  de e s t a  ene rg fa  i n t e r n a  d e l  f l u j o  de a i r e  podr5 ser acumu - 
l a d a  para  s u  p o s t e r i o r  uso durante  las h o r a s  s i n  s o l .  

En cuanto a l a  manera p r d c t i c a  de acumular e s t a  e n e r g i a ,  describiremos dos mo- 

dos que son 10s rn& impor tantes .  

a )  por  c a l o r  s e n s i b l e  ( c a l o r  e s p e c l f i c o )  

b )  p a r  c a l o r  l a t e n t e  ( c a l o r  de cambio de f a s e )  

En e l  pr imer  caso ,  e l  a i r e  que proviene d e l  c o l e c t o r  s e  in t roduce  en  e l  s i s t e m a  

acumulador donde e n t r a  en  con tac t0  con una s u s t a n c i a  or ig inalmente  a menor tempera - 
t u r a ,  y a l a  c u a l  va cediendo c a l o r .  ASP , l a  s u s t a n c i a  va aumentando s u  temperatu- 

r a  y por  ende s u  energf a i n t e r n a  . Por s u  p a r t e  e l  a i r e  que va cedienda a e r g f a  a / 



l a  sus tanc ia ,  disminuye su  temperatura a medida que recor re  e l  acumulador, s a l i e n  - 
do finalmente de ks te  a una temperatura i n f e r i o r .  

S i  fi e s  l a  masa de a i r e  por unidad de tiempo que c i r cu l a  por e l  acumulador .~  g 
su  c a l o r  espec i f ica  y AT l a  d i fe renc ia  de temperatura en t r e  l a  entrada y l a  s a l i -  

da, entonces e l  ca lo r  almacenado por unidad de tiempo se ra  

6 = kg AT 

que s e r a  una funcidn d e l  tiempo por s e r l o  AT. 

Por o t r a  pa r t e ,  s i  l l amams x a la d imcc i6n  d e l  f l u j o  dentro d e l  acwulador ,  / 

la  d i s t r i buc idn  de temperaturas d e l  material serd una funcidn T, ( x , t )  de l a  po-/ 

s i c i b n  y d e l  tiempo. 

El ca lo r  acumulado a1 f i n a l  d e l  perlodo de carga sera - 

donde L= longi tud  d e l  acumulador, A = area  t r ansve r sa l ,  J = densidad y cp= ca lo r  / 

especf f ico  d e l  material. Ta s e r d  una temperatura de re fe renc ia  que usualmente e s  

la temperatura msnima requer ida para e l  uso. 
--.- - -- --I;- -- - -- id- 

Para recuperar  e l  c a lo r  acumulado, se i n v i e r t e  e l  s en t ido  de c i rcu lac idn  d e l  a i  - 
re entrando a 1  acumulador a l a  temperatura Ta y sa l iendo  de 61 a m a  temperatura / 

super ior .  Naturalmente que l a  capacidad d e l  acmulador  s e r a  proportional a l a  t e m -  

peratura  que se alcance dentro  de 61 y tambibn a l a  masa de sus tanc ia .  

Acumular ca lo r  a elevada temperatura requiem tambidn elevada temperatura en e l  

co l ec to r  l o  que va en detriment0 de l a  e f i c i e n c i a  de d s t e  Wtimo a 1  aumentar l a s /  

p6rdidas t6rmicas . 
Por o t r a  pa r t e ,  grandes masas de sus tanc ias  requieren e s t ruc tu ra s  capaces de so  - 

p o r t a r  s u  peso a l a  vez que volGrnenes disponibles  para s u  ubicacibn, l o  que l i m i t a  

en gran pa r t e  s u  u t i l i z ac i6n .  

Los acumuladores por cambio de f a se  t ienden a disminuir  10s inconvenientes a p h  - 
tados a r r i b a ,  aunque obviamente presentan o t r o s .  

S i  e l  a i r e  proveniente d e l  co lec tor  e n t r a  a1 acumulador a una ternperatura T // 



mayor que l a  temperatura T* de cambio de f a s e  de l a  s u s t a n c i a ,  g s t a ,  que en  ge- 

n e r a l  e s t a r d  a m a  temperatura T i  < T* , aumentard s u  temperatura h a s t a  T* ; a / 

p a r t i r  de entonces e l  c a l o r  t r a n s f e r i d o  por e l  f l u j o  de a i m  a l a  s u s t a n c i a  pro- 

vocard e l  cambio de f a s e  de l a  nisma manteniendose l a  temperatura constante  T*. 

h a  vez que l a  s u s t a n c i a  completd e l  cambio de f a s e ,  l a  temperatura comenzard 

a a u m n t a r  tendiendo a l a  d e l  a i r e  c i r c u l a n t e .  

De e s t a  forma, e l  c a l o r  acumulado en una secc idn  de espesor  dx que. ya h a  com- 

p le tado  e l  C.F. s e r d  

dg = c8 p8 A dx (T* - ~ 1 1 t h  jS A ~ X  A ~ X  ( ~ f  - T* 

donde e l  subfndice  s r e p m s e n t a  l a  fase de menor energfa  (usualmente s 6 l i d o )  y 1 

l a  f a s e  de mayor e n e r g l a  ( l lqu ida ) ,  e l  c a l o r  l a t e n t e  de C.F , T i  y Tf l a s  tempt- 

r a t u r a s  i n f e r i o r  y s u p e r i o r  respectivamente de l a  s u s t a n c i a  . 
Debido e que e l  v a l o r  de en  la8 s u s t a n c i a s  de  i n t e r 6 8  es mucho mayor que e l  

producto c.AT ( p a r a  AT usua les )  e l  2 O  t6rmino de l a  ecuacidn a n t e r i o r  es e l  predo - 
minante . 

Como l a  acumulacidn de c a l o r  se efectGa a temperatura prdcticamente cons tan te ,  

T* , e l i g i e n d o  l a  s u s t a n c i a  adecuada puede op t imiza rse  l a  e f i c i e n c i a  d e l  c o l e c t o r  

a 1  p e r m i t i r  t r a b a j a r  con temperaturas rrds b a j a s  q w  l a s  necesa r ias  en 10s acumula - 
dores por  c a l o r  s e n s i b l e .  

Por o t r a  p a r t e ,  e l  volumen m q u e r i d o  para  acumular una dada can t idad  de c a l o r ,  

es considerablemente menor que en  e l  caso  de acumuladores por c a l o r  s e n s i b l e  y // 

tambien ldgicamente e l  peso r e s u l t a n t e .  

11) ACUHULACION DE CALOR POR CAMBIO DE FASE 

Por ser e l  tema de i n t e r 6 8  en este seminar io ,  nos ocuparemos en  ade lan te  de // 

p u n t u a l i z a r  algunos aspec tos  re lac ionados  con e l  diseflo de acumuladores de cambio 

de f a s e .  

Dado e l  tiempo d i spon ib le ,  s o l o  presentaremos un aspec t0  p a r c i a l  d e l  p r o b l e m ,  

limitdndonos a cons ide ra r  e l  caso  en  que : 

a )  l a  t r a n s f e r e n c i a  de c a l o r  desde e l  c o l e c t o r  a 1  m a t e r i a l  de acumulacidn se / 

efectGa por m d i o  de un f l u i d o  (p /e  a i r e )  

b )  La  s u s t a n c i a  experimenta un cambio de f a s e  d e l  e s t a d o  s d l i d o  a 1  l l q u i d o .  

Aproximaci6n a 1  Prob lema : 

Consideremos un acumulador e n  e l  que l a  s u s t a n c i a  e s t d  envasada en  r e c i p i e n t e s  

de forma r e c t a n g u l a r  d i spues tos  corn l o  i l u s t r a  l a  f i g u r a  2 A .  Consideremos un // 

problema en dos dimensiones ( x , y )  



L a  f i g u r a  2 muestra en  d e t a l l e  uno de l o e  elementos en  e l  plano (x,y).  E l  a im 

c i r c u l a  a una velocidad v en  l a  d i recc i6n  x y e n t r a  a1 acumulador a una temperatu - 
M constante T k 7  T*. E l  material posee un c a l o r  l a t e n t e  h , conductividad tdrmi- 

ca k y e s t d  in ic ia lmente  s d l i d o  a l a  temperatura T*. 

E l  coe f i c i en t e  de t r an s f e r enc i a  tgrmica e n t r e  e l  a i r e  y la  s u p e r f i c i e  d e l  e l e -  

mento es h .  

E l  c a l o r  t r a n s f e r i d o  a1 elemento sera (por  unidad de tiempo) 

donde Tw es da temperatura de la pared . .  

Dentro d e l  elemento, suponiendo k =ck, despmciab le  e l  c a l o r  e s p e c l f i c o  y que 

e l  f l u j o  de  c a l o r  es s61o en  l a  d i recc i6n  y donde y& es l a  d i s t a n c i a  desde l a  pa-/ 

red  h a s t a  e l  f r en t e  de fusidn:  

en l a  i n t e r f a s e  

dq= h f d x b d y  - =- a T  k d x b  
d t  a y  

h e m s  supuesto  que bT &- = T&L$ 

y por Gltimo, e l  balance tdrmico para e l  aire en la d i recc i6n  x 



La solucidn de e s t a s  ecuaciones nos dard Tg ( x , i )  y l a  f raccidn de mater ia l  / 

fundido 7 ( x , t  1. 
La msoluc idn  de e s t a s  ecuaciones no e s  s e n c i l l a  y s e  mquer i rdn  o t r a s  hipbte- 

sis s imp l i f i ca to r i a s .  A modo de ejemplo s e  msue lve  e l  p rob lem basdndose en un / 

modelo s impl i f icado.  

Hodelo Simplificado : Se t r a t a  de obtener  l a  d i s t r ibuc idn  de temperaturas d e l  a i r e  

dentro d e l  acumulador, en funcidn de l a  posicidn y d e l  tiempo, basdndose en e l  si- 

guiente modelo aimplificado: 

On lecho poroso de seccidn uniforme, cons t i tu ido  por un mater ia l  con cambio de/ 

fase ,  a s  atravesado por un f l u j o  de a i r e  en direccidn a x i a l  ( x )  que intercambia ca - 
l o r  con e l  mate r ia l .  

La temperatura d e l  a i m  a l a  en t rada  d e l  lecho, T , e s  constante y e l  mate-// 
go 

r i a l  s e  encuentra in ic ia lmente  a s u  temperatura de fusidn T* en es tado  s d l i d o  y / 

T ) T i  (Log msu l t ados  serdn tambien vdlidos s i  e l  mater ia l  d a t a  en fase  lSqui 
go - 

d a y T  ( T i )  
go 

Se supone que e l  f l u j o  de c a l o r  e n t m  un elemento de acumulacibn y e l  aim c i r -  

cundante e s t d  determinado unicamnte  por e l  coef ic ien te  convectivo de t ransferen- /  

c i a  en l a  s u p e r f i c i e  d e l  elemento (h ) ,  que 10s calores  espec l f icos  de ambas f a se s  

son d e ~ p ~ m c i a b l e s  y que no e x i s t e  conductividad termica en e l  lecho en l a  di rec- /  

cidn d e l  f l u j o .  

Adem% de l a  d i s t r i buc idn  de temperaturas,  se obtiene una expresidn para  l a  ve- 

locidad de avance d e l  f r en t e  de  fusidn dentro  de l  acumulador en la  direccidn a x i a l  

y d e l  c a l o r  almacenado en funcidn d e l  tiempo. 

T ( x , t )  temp. a i r e  
g 

rc(il d= Tm-La  

T i  = temperatura fusidn 

A = c a l o r  l a t e n t e  

h, = c o e f i c i e n t e  volCmen 

G= r i  = gasto  m6sico 

C = c.alor esp.  a i r e  
g 
f = densidad mater ia l  



t = tiernpo 

2 T ( x , t )  = p  [T* - T~ ( x , t ) ]  con P = A hv / G  c 

Ecuaciones d x g  g 

t rans fe renc ia  3 
? ( ~ , t )  = [ T ~  ( ~ , t )  - T*) con f = hr ihj '  (1-f)  

f  = f raccidn de vaclbs de l a  mat r iz  

7 ( x , t )  = f raccidn de mater ia l  fundido 

(x , t ) . idef ine  l a  condicidn para e l  avance d e l  f r en t e  de fusidn 

Xf ( t )  0 tf (x )  

T ( x , t ) =  T (x,o) para 0 4  ick 
g g 

to = tiempo que t a r d a  en fundi r  l a  seccidn de entrada 
Condi ciones de 
con t orno Tg ( 0 . t )  = 

Tso 
para x = o 

'I (x ,o)  = o para  t = o 

t 1 para  x = xf ( t )  

l ( 0 , t . I  = 1 

La integracidn de la8 ecuaciones conduce a 

T (x ,o)  - T* = 
g 

- T*) exp ( -p X )  p a n  o ~4 < to 

t o =  - f ) /  h, (Tgo - T*) 
para t 7 to s e  obt iene 

vf = x* ( t )  r &e - T*) = cte. velocidad d e l  f r en t e  
d t  g de fusi6n 

Xf ( t )  = Vf ( t  - to) posicibn d e l  f r en t e  de fusidn.  

Definiendo 10s s igu i en t e s  pardmetros adimensionales: 

e = t/to 

p = p x  

s e  t i dne  'finalmdnte : c( ( x , t )  = exp (-f' t 0 -1) para ' to ('t < tf 

Esta funcidn se g r a f i c a  en l a  f i g .  4 .  



Fig. 4 

Estos resultados s610 pueden servir para un dimensionamiento preli- 

minar del acumulador . 

Si se necesita m k  predsi6n deber5 forz~same~te  considerar otros 

factores que aqui se han despreciado. 





SOBRE LA DETERMINACION b~ COEFICIENTES TERMICOS DESCONOCIDOS 

DE UN MATERIAL A TRAVES DE UN PROBLEMA CON CAMBlO DE FASE 

M i r t a  B e a t r i z  STAMPELLA 

I .  INTRODUCC ION Y RESEAA HISTORICA.  

ER algunos procesos de difwih es de inter& la obtencih de m6- 
todos que pennitan evaluar algrnas propiedades fisicas del medio, u- 
tilizando las ecuacimes que mdelizan el proceso. 

A partir del a m  1962, con 10s trabajos de B.F.Jcmes [13], J.R.Ca - 
nnon [ 2 ] ,  y hasta la fecha se ha desarrollado ma ccnsiderable lite- 
ratura sobre el problema de determinar coeficientes desccmocidos en 

problems de t ipo parabblico unidimensionales . 
Todos 10s dtodos utilizan una sobre-condicibn en la frontera del 

material en cuestih, a d d s  de las condiciones de borde naturales. 

Es ta sobre -condici6n proviene generalmente de la medicibn, real i - 
zada durante el proceso de difusi6n, de alguna propiedad fisica del 
material. 

Sea, por ejeqlo, el siguiente problema ,presentado por B. F. Jonas, 
en (131 : 

hcontrar dos funciones u (x , t) (temperatura) y a (t) (conductividad 



tglmica) de manera que se verifique 

donde f y g son funciones conocidas. 
La condicih (2) represents una sobre-condici6n que especifica e l  

flujo de calor en e l  borde f i j o  x = 0. Un ejemplo ffsico que lleva a 
un sistema de este tip0 es e l  caso de conducci6n de calor don& e l  
medio est6 bajo decadencia radiactiva, de manera que l a  conductivi- 
dad t6rmica varfa con e l  g r a b  de decadencia; a su vez, e l  grado de 
decadencia se puede describir en h c i 6 n  del tiempo, de manera t a l  
que l a  conductividad t6rmica puede ser  considerada cano una fmci6n 
del tiempo. 

En l a  parte I de dicho trabajo se demuestra que, bajo ciertas hi- 

-p6tesis sobre 10s datos f y g, existe un h i c o  par & funciones, 
(u(x,t) , a ( t ) )  que satisfacen (1) y (2) en sentido cl6sico. Para e- 
110, utilizando e l  cambio de variables 

4 

"'0 
se transfoxma e l  sist- (I) ,  (2) en l a  ecuacih integral 

G g(t) 

y se denatestra l a  existencia y unicidad de a ( t )  con tkcnicas de pun- 
to f i jo .  

En l a  segunda parte (J.Douglas-B. F. Jones [lo] ) se da un procedi- 
miento nm6rico para l a  aproximaci6n num6rica de a ( t )  . 



Hay una variada serie de problemas sobre detenninaci6n de pa rhe  - 
tros desconocidos,que se pueden t r ans fomr  en problems similares 
a1 planteado antes, corn ser : detenninaci6n. de l a  conduct ividad t k r  - 
mica de uno de dos medios contact0 ([14]), tratamiento del pro- 
blema en regiones f ini tas,  detenninacih de l a  lmgitud de un CM- 

ductor ( [ J  J ) ,  determinaci6n de la  distancia de l a  frontera a l a  in- 

terface entre dos medios, etc. 
E l  problema se puede presentar en formas d s  generales. JblR, Ca- 

nnon y P.C.bhateau ( [S]  , [7] , [8] , [ l l ]  ) consideraron e l  caso en 
que l a  ecuaci6n diferencial es de l a  foxma 

a(x,t,u) ut(x,t) - (b(x,t,u) uXIX 
Demostraron existencia, unicidad y bstabilidad de l a  soluci6n en 

algunos casos especiales y dieron algunos e j  emplos d r i c o s  . 
Cuando dos de 10s parhetros son desconocidos, e l  teorana de las  

funciones impllcitas proporciona ma tkcnica para l a  determinaci6n 
de 10s mismos. Este mktodo fue intmducido por J.R.Canncm en ma for - 
ma general y luego fue utilizado J.R.Cannon y P.C.IhcBteau en [4]pa - 
ra l a  determinaci6n sirrpllthea de la conductividad r,~&& pmducto de 

l a  densidad y l a  capacidad calorifica de un combtor  & calor. Dw - 
do una sobrecondici6n en l a  frontera y utilizando e l  tdorema de l a  
h c i 6 n  implicita se consigue sxpresar uno de 10s p a r h t m s  en fun - 
ci6n del otro. hciendo variar alguno de 10s parsmetros c~nocidos 
se obtienen diferentes gr6ficos que relacionan 10s coeficientes &s - 
conocidos. E l  par de constantes ffsicas correctas &be yacenvrS to- 
&s 10s grhficos y l a  posibilidad & encontrar estas carstantes de- 
pende de la  existencia de un h i c o  punto de interseccibn. 
Fh l a  bibliograf l a  se pueden encontrar otros enfoqyes del proble- 

ma, que corresponden a diversas aplicaciones, y a1 mi- tiampo dis- 

tintos dtodos para obtener l a  soluci6nP ya sea en f o m  ~ c t o  o 
por aproximacih numkrica. Para mayor informaci6n, ver las referen- 

cias de [19] . Este trabajo contiene ade* una clasificaci6n de d i  .I 
chas referencias . 

E l  objeto principal de estas notas es introducir a1 Iector en 10s 
problernas & detenninaci6n de coeficientes desconocidos en los pro- 

cesos de difusi6n con cambio de fase. En e l  parggrafo siguiente se  



dan con a 1 6  detalle 10s resultados d s  conocidos en esta l h e a  de 
investigacih, l a  cual, por otra parte, es bastante reciente. 

I I .  DETERMINACION DE C O E F I C I E N T E S  DESCONOCIDOS EN E L  P R O B L E M  DE S T E  - 
FAN.  

1 .  C O E F I C I E N T E S  CONSTANTES 

1 . 1 . D E T E R M I N A C I O N  DE UNO 0 DOS C O E F I C I E N T E S  EN E L  PROBLEMA DE LAME - 
CLAPEYRON ( [ 1 8 1 ,  1 1 9 1 )  

u-' 

a) Se t ra ta  de encontrar las  funciones s ( t )  > 0 con s(0) = 0 , y 
e (x,t) ( t  > 0, 0 < x < s (t)  y uno de 10s coeficientes constantes del 
material (k > 0: conductividad t6xmica9 c > 0: calor especffico, 

p > 0: densidad de masa, 1. > 0: calor latente de f u s i h  ) de mane- 

r a  que se verifique: 

Se s u p e  que l a  teoperatura de fusi6n es nula. La ecuacibn (6) re - 
presenta una sobre-condicih en l a  frontera f i j a ;  l a  fonna de .esta 
sobre-condicih e s d  sugerida por [17] . 

La f o m  sxplfcita de e (x, t )  y s ( t)  s e  puede obtener de (5) (solu - 
c i h  de Neunann [9] ,  [15] ) 

i )  e(x,t) = e 0* 
0 - r n  

f (x/tafi) 

(7) 2 
i i )  s ( t )  - t u f f ,  u>O , f(x) = ,r ew(-u2) d u. 

donde u debe verificar una ecuacih algebraica. Esta tilth ecuacih 



junto con la (6) constituyen un sistema de ecuaciones algebraicas 

Nyas inc6gnitas son cr y el coeficiente a determinar. Dido sistema 

es equivalente a: 

El problema se reduce entmces a la obtenci6n de condicianes nece - 
sarias y suficientes para la existencia y unicidad de la solucih de 

(8). Se obtiene que en todos 10s casos, existencia implica micidad. 

Adem6s : 

i) Cuando a es desconocido, existe la solucibn explfcita de (8) si y 

En este caso CJ y a esth dados por 

donde 6 es la soluci6n de la ecuacih 
. - 

ii) -do c es descanocido, la condicidn necesaria y suficiente pa- 

ra la existencia y unicidad de la soluci6n de (8) es que se verifique 

iii) Cuando uno de 10s coef icientes k o p es desconocido , s i q r e  
existe la solucibn y es Cmica. 

E?n todos 10s casos se obtienen f6nnulas explfcitas similares a(1O) 

OBSERVAC I ON. 

Las constantes ffsicas correctas que representan 10s caefkientor. 
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8 3 e  un zuterial dado, sametido a un proceso de difusi6n con cambio de 
fase , modelizado por (5) - (6) , deben satisfacer necesariamente a1 
sist- (8), y por lo tanto deben verificar las restricciones obteni - 
Jas ((9), (1 1)). En lo que sigue de este parggrafo y en el siguiente 
se obtendrh nuevas restricciones, para las cuales vale el mism ra- 
zmamiento . 

Estas desigualdades proporcionan tambign una tkcnica para acotar 

la constante h , y por ende, el flujo de calor en x = 0, 
0 

b) Supongamos ahora que dos de 10s coeficientes tkrmicos del mate- 
rial son desconocidos. En [19] se considera un problem inverso 
de Stefan a una fase con ma sobre-condicih en x 0. Es decir 
supmiendo conocido el coeficiente e que caracteriza la frontera 
libre, se pretende encontrar la funci6n 0 (x, t) y dos de 10s cua- 
tro coeficientes tkrmicos de manera que se satisfaga (5) - (6). 
La tenperatua e estd dada por (7i), donde cr es conocido y 10s 
dos coef icientes desconocidos deben verif icar (8) . Se obtiene : 

i) Cuando uno de 10s dos pares de coef icientes (k, &) o (k,pJ es des- 
conocido, la ecuaci6n (8) tiene solucih y es hica. 
ii) En 10s cuatro casos restantes ((k,c), ( c )  , (&,p) , (c,~))existe 
la soluci6n y es hica si y ~610 si 10s parhetros y coeficientes co - 
nocidos verif ican una desigualdad. 

1.2. DETERMINACION DE UNO 0 DOS COEFIC.IENTES EN EL PROBLEM DE STE- 

FAN A DOS FASES. ([16]) 

UXI dlisis similar a1 que se realiz6 en 1.1. es villi& para el 

problema de Stefan a 2 fases midimensional, teniendo en c m t a  10s 
coeficientes tknnicos de ambas fases del material. Se supone que la 
densidad & masa p es la misma para las dos fases. Los d d s  coefi-/ 

cientes: k, , k, , c, , c, y & (conductividades tkrmicas de las partes 
~61ida y liquids, calor especifico de las mismas y calor latente de 
fusih respectivamente) son constantes positivas, uno o dos de las 

cuales se desconoce. 
En el primer caso (uno de 10s seis coeficientes desconocidos) se 

plantea el problema ( [16 ] ) de encontrar la funci6n s (t) para t > 0 

con s (0) = 0, la temperatura 



y uno de 10s coeficientes t6rmicos del material, de manera que se sa- 
tisfagan las siguientes ecuaciones: 

- - - 

An6logamente a lo hecho en 1.1., la soluci6n de este problema es- 

t6 dada por: 

donde u y el coeficiente inc6gnita deben verificar el sistema & e- 

cuaciones algebraicas: 



Nuevamentb se prwba que existencia implica micidad y que cuando 

uno 6 10s coeficientes g, c,, c,, k, o k2 es desconocido, l a  solu- 

ci6n explicita & (15) existe y es h i c a  s i  y solo si  ho > O y 10s 

coef icientes conocidos sat isfacon *ma cierta desigualdad. Eh cambio, 

simpre existe l a  soluci6n explicita y es h i c a  cuando p es descono- 
cido. Por ejemplo, si c2 es desconocido, l a  condicibn necesaria y su - 
f iciente para que e l  problema correspcmdiente tenga h i c a  solucibn 

es que se verifique: 

donde x es l a  hica raiz positiva de l a  funcibn 
0 

En tal caso l a  soluci6n est6 dada por (14), siendo u y c dados 
1 

por : 

- 

k2b 
dorade g(x) = h- (x 2 0) y 6, es l a  hica solucibn de l a  e 

a, Ir m - 
0 

b) Si  dos de 10s seis  coeficientes t6nnicos del material de cam- 

bio & fase son desconocidos, se plantea un problema inverso de Ste- 
fan a dos fases ( [16 ] ) , con una s o b r e - d i c i 6 n .  Es  decir , se supane 
conocido o - ~ Q y  se buscan l a  teinperatura y dos de 10s coeficien- 

tee thqmi~os Qe5 ~ t e t i a l  vetifiquen (12) - (13). 

Los resul tad~s son 10s siguientes: 
i) Cuando (p, k,) son descanocidos, e l  correspmdiente problerna 

tiene ma h i c a  soluci6n, cualesquiera Sean 10s datos ho > 0, eo > 0 

y 10s coef icientes tkmicos conocidos . 
i i )  Cuando (L, k,), (I ,  c,) o ( k,, c,) son desconocidos, l a  con- 
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ci6n necesaris y suficiente para la existencia de a1 menos una solu - 
ci6n es que se verifiquen ciertas desigualdades. 

Si existe una soluci6n, entonces existen infinitas y todas se pue - 
den explicitar en funci6n de un parhtro variable. 

iii) En 10s 11 casos restates, existencia inplica unicidad y la 
condici6n necesaria y suficiente para la existencia es la verifica- 

ci6n de una o d s  desigualdades. 

NOTA: La observaci6n realizada a1 final de 1. lea) es dli& tambikn 

para estos casos. 

2. COEF l C l ENTES VAR l ABLES 

2. 1 . UN PROBLEMA l NVERSO DE STEFAN A UNA FASE CON UN COEF l C l ENTE IN-. - 
J\_ * --- 

COGN lTA DEPEND l LNOO OEL T I  EMPO. ( [I 21) . 
+ 

Sean b > 0, T > o, y > 0, f: [O,T]+ R, $:[O,b]+ IR, s:[O,T]+ IR , 
s(0) - b, h: [O,T] +]Re Se &sea encontrar un par de funciones (a(t), 
u(xrt)) , a: [ O , T ~  IR+ , u: 6 + , = { (x ,t) eR 2/0<x<s (t) ,O<tsTI - , - 

- -. . 
tales que se verifjque: 

h(0) + va(O) $t@) = 0 

Obskrvese que en este caso no aparece ninguna sobre-condici6n.h 

(17) representa una condici6n de Stefan generalizada, en el sentido 
ds que la condici6n de Stegan corresponde a h = , que es un &to. 

Se suponen vglidas las s iguientes hip6tes is : 



Se demuestra que para cada a e A, e l  problema (16) tiene una so- 

lucidn cldsica u = ua con u '(s(.),.) e C[O,T], uxa(s(t),t) * 0 
X 

Para e l lo  se realiza e l  mism, cambio de variables (3) propuesto 

por B. F. Jones en su primer arl&ulo y se pone 

donde ~ ( r )  es l a  funci6n inversa de l a  finci6n 8(t) definida en (3). 

Con esto (16) se transforma en un problema parab6lico 116s senci- 

110 de resolver. 

 AS^ se obtiene una familia de pares de funciones 

15 = ((a,+) , a o A I ,  que verifican (16). La soluci6n del 

problema original sex6 e l  par (a@) e \5 que adeds  verifique (17). 

es decir que se debe encontrar a o A de manera que se satisfaga l a  

ecuaci6n 

(19) a = Ka 

Qnde, para cada a e A se define : 

E l  problema consiste entonces en encontrar un punto f i j o  para e l  

operador K. 

(121 se da UM condici6n suficiente para l a  existencia de un 

punto f i j o  de K, w e  a su vez provee de un &to& iterativo para a-  

proximar l a  soluci6n. Para e l lo  se ut i l iza  e l  teorema del punto f i -  

j o de Shauder . No se demestra unicidad. Esta condici6n suf iciente 

tiene l a  dificultad que en nuchos casos podrfa no ser vdlida y en - o 

tros, a h  siendo v6lida, su ver i f icac ih  podria ser  rnuy complicada. 

Aparentemente, entonces, e l  mdtodo s61o seria aplicable a un nfi- 
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mero bastante limitado de casos. 

Se demuestra fgcilmente que K : A + A y es no decreciente en el 

siguiente sentido:si al(t) r a,(t) V t a [O,T], entonces (Ka,)(t) r 

J (bl) (t) V t e [O ,TI 
Entonces, dado a. o A, se puede definir h a  sucesi6n {a } c A  con 

n 
el siguiente proceso iterativo 

a n+l = K a  n. 

TEOREMA. 

Si a r aa s a,, entonces K tiene m pmto fijo a en (ao,aJ = 
0 

Este teorema es una consecuencia inmediata del teorema de Shauder 

del punto fijo y del siguiente resultado: 

LEMA. 

Sean a ,al a A y supongamos que K lleva el interval0 (oo,al 
0 

) en 

si mism. Entonces K (( ao,al) ) es relativmte ca~pacto y 

La continuidad se entiende en el sentido de la cmvergencia mi- 
forme. 

Para probarlo, se usa la representacitin integral de la soluci6n 

de (16) y con apropiadas estimaciones de 10s nGcleos se consigue es- 

timar (K a) (t l )  - (K a) (t) y demostrar que K( a, ,a> BS t l n i d m  - 
te continuo. Caao a d d s  K(ao,a1) es acotado (~(a o ,a2 c(ao,al)) 

sigue del teorana de Artela-Ascoli que ~(a~,a,) es relatibnte 

coqacto . T6cnicas similares se ut ilizan para demostrar la kont eui- 
dad de K en(a o ,ad. 

Finalmente, se dan algunos ejemplos d r i c o s  y se compara la so- 
,, 

lucih exacta con las aproximacimes logradas por el mktodo iterati- 

vo descripto. 

2.2. RESOLUCION DE UN PROBLEM DE STEFAN CON UN COEFIC,IEN'I'E INCO'BNI- 

TA VARIABLE. 

Sea el siguiente problems, planteado por B.M.Budak y D.A.kdatov 
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[I]: 

ESrcontrar ma t e r n  de funciones {a (9) , s (9) , u (y ,8) I de manera 
4ue ss satisfaga: 

~ ( 0 , e )  = f (e), u(s(e),e) = 0, 0 5 e s T 

u(y,O) = v(Y), 0 5 Y 4 2, ~ ( 0 )  = a > 0, 

$40) = f(O), $(a) = 0 

-a(e)uy (0,e) = g(e), 0 < e 4 T 

a(e) > 0 y cmtinua para 0 s 6 5 T 

s(0) > 0 , continua y con derivada continua para 0 s e r T. 

u(y,e) continua en 1) = {O s y s ~ ( e ) ,  0 s e r TI con 

'$9 Ue. cont inuarenD= {O < y <  ~ ( e ) ,  O x  e S T ) .  

Se supone que f (e), g(e) y y(y) son funciones continuas y aco- 
I 

tadas en sus daninios de definicibn. La Gltima ecuacih dee(20) ( \ .  es 

l a  condici6n de Stefan y l a  p e n u t h ,  represents ma sobrecondicih 
en la frontera f i j a .  Mediante e l  cambio de variables y = s (e)x,e = t ,  

el problana (20) se transfonna a: 
mcontrar { ~ ( t )  ,s ( t)  , u(x, t )  1 tales que : 

ds s(t)ut + c (~ )u=  - X X  u = 0, 0 x < 1, 0 < t S T 
X 

u(0,t) = f ( t )  , u ( l , t ) ' =  0 , O 4 t S T  

u(x,O) = @(x) = y (%) , 0 4 sx s 1 

440) = f(O1, 441) = 0 
-C ( t )  ux (0 st) = g ( t )  , 

- 1 
O x t r T  

ds 
c )  ux(l,t) = , ~ ( 0 )  = l = cte  > 0 



Ma 

(n) (n) Sean c ("I (t)  , s (t) , u (x , t) &f inidas por la siguiente tk- 
nica de reamencia: 

s(") (t) Ut 

( t ) t f ) - ~ , O r x < l , O < t s T  

b+l) 
(23) -c (t)  (0,t) = g(t),  0 < t S T 

("+I) ("1 , (n+l) 
(24) -c (t) y' (1st) -= (t) , ~ ( 0 )  - r 

(n) Es decir , si se supanen camcidos c(") (t) y s (t) , de (22) 
se obtiene u(") (x , t )  . Luego se utiliza la f i n c i h  u ( ~ )  (x ,t) en (23) 

- - 
y (24) para calcular c y s(~*') s respectivamnte. 10s va- 

(n+l) lores de c y s ("+') se obtiene u ("*'I y asi stcesivamente. 

En el  trabajomencionado se dePlestra que es teprocdh ien to  es 
v6lido si se ponen algunas restriccianes a 10s datos y l a  existencia 
y unicidad de l a  soluci6n & (21) queda garantizada por el s i w e n t e  

TEOREMA. 

Si  se verifica: 

son contimas y acotadas en sus dElinios de definicih. Entmces el 
problem (21) time UM &ca soluci6n Ic (t) , s (t) , u (x , t) 1 que se 

obtiene cam lfmite de las  sokritmes. de (22) - (24). A d d s  se tie C 
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