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PREFACIO 

Dado el notable desarrollo que el tema ha experimentado en 10s 61- 
timos afios (ver Anexo I), el P m g m  de M a t W c a  Pwuz y A&cada de 

Romaio PRCMAR (CONIm-UNR), que se desarrolla en el Zu~dUuto de Ma - 

temifdica "Beppo Levi", emprendi6, a travks del proyecto "PnobPm d~ 

F m n t ~  Libne de ta Fhica-Matemdtica" , la organizaci6n del interdis - 
ciplinario S m i n a h i o  dobne & Pnoblema de SXedan y d ~ d  ApLicaOione6 ( * 1 , 
realizado en la ciudad de Rosario (Argentina) durante el perlodo del4 

a1 8 de julio de 1983. 

El Canit6 Organizador estwo compuesto por H.R. BERMRELLO (IMAF , 
~6rdoba) , J. E. BOUILLET (IAM-URA, Buenos Aires) , E.A. GARCIA (CNEA, Bue - 

nos Aires) , D.A. TARZIA (PROMAR, Rosario) (responsable) y L.T. VII,IA 

(UNSa , Sal ta) . 
Se cont6 con valiosos aportes de parte de A. CASSANO, H. PORTA y 

R. SCARPARO, directores del INTEC, IAM y PROMAR respectivamente. 

La secretaria estwo a cargo de A.B. BANOORA, P.R. MARANmIC (res - 
ponsable), M.C. SANZIEL y C.V. 'IUUER, adeds del apoyo adminjstrati- 

vo de C.B. MARTINEZ, todos del PROMAR. 

Este Seminario ha sido realizado gracias a un subsidio que a tal 

efeito otorg6 el CONICET. Adeds, se ha contado con la ayuda que de 

una u otra manera dieron las Instituciones Auspiciantes siguientes: 

1) CAMAT - ~omit6 Argentina de Transferencia de Calor y Materia. 

2 )  CERIDER - Centro Regional de 1nvestigaci6n y Desarrollo de Rosa]-io. 

3) alNICET - Consejo Nacional de ~nvestigaciones Cientificas y ~kcnj - 

cas . 
4) Consejo de Investigaciones de la Universidad Nacional de Rosa~.io. 

5) Escuela de Graduados de la Facultad de Ciencias &sicas (UNR). 

6) Escuela de Graduados de la Facultad cle ingenieria (UNR) . 

(*) Este Serninario fue una de las actividades que el PROMAR llev6 
a cab0 en conmemoraci6n del 25O aniversario del CONICET. 



7) IAH - Instituto Argentino de Matedtica (henos Aires). 

8) IWEC - Instituto Tecnol6gico para el desarrollo de la Industria 
Quhica (Santa Fe) . 

9) Municipalidad de bsario. 

10) UNR - Universidad Nacional de Rosario. 
11) UNSa - Universidad Nacional de Salta. 

Adds, se cont6 con el apoyo de la SUBCIT a travks de 10s subsi - 

dios anuales otorgados a1 proyecto"Prob1ems & frontera libre de la 

~isica-Matedtica" . 
En el Seminario han participado d s  de 50 personas provenientes de 

10 ciudades argentinas. 

Los o b j e L L v o ~  del presente Seminario fueron: 

1) Gestar un encu- anud de las personas y g s que trabajan en 
el problem de Stefan (cambio de fase) en el p x ,  a fin de provo - 
car una 6a3.t ivLtenaccidn entre 10s mismos. 

2) No limitar el encuentro ~610 a una reuni6n de especialistas que se 
cornmican las filthas novedades en la mteria, sin0 tambikn, ymuy 
especia-nte, despertar el inter& y el acercamiento & j6venes 
graduados en Matedtica , ~fsica , ~ngenierfa Quhica y ramas af ines 
y , de esta manera, contribuir a la bom&6n d e  )L~CUJUOA humanob . 
Por lo se~lado anterionoente, esta primera edici6n del Seminario 

es two constituida por cursillos intensivos sobre 10s aspectos b6s i - 

cos del tern y conferencias referidas a las aplicaciones (ver h e -  
xo 11). En a.iios sucesivos, 10s cursillos versarh sobre aspectos m8s 

especificos y complejos, ya sea desde un punto de vista te6rico o nu - 
m6rico (no tratados en Seminaries anteriores) y 10s principios te6ri 

cos irh, paulatinamente, dando lugar a las aplicaciones . 
Para finalizar, se agradece a todas aquellas personaseInstitucio 

nes que de una manera u otra han colaborado para el Qito del Semi- 

Domingo Alberto TARZIA 

Rosario, Marzo 1984. 



El problema de Stefan estudia la tenperatura en el espacio ocupado 

por dos fases de un cuerpo, generalmente una fase ~61ida y una iiqui- 

da (e janplo: hielo y agua en procesos de fusi6n o solidif icaci6n) . h s  

funciones que representan las temperaturas de las dos fases satisfa- 
cen las correspondientes ecuaciones del calor. La superficie de sepa- 
racibn, que puede variar en el tiempo y que se encuentra a temperatu- 

ra constante, es una inc6gnita suplementaria del problema sobre la cual 

existe una condici6n que surge del principio de conservaci6n de la ener - 
gia . 

El interks y la dificultad del problema se debe a la presencia de 

dicha superficie de separaci6n entre las fases, a la cual se la llama 

la (nontw Libne del problema, cuya detenninacih es de fundamental 

importancia en la prktica. 

Ehtre las dtiples apCicacioneb del problem de Stefan se pueden 

mencionar: Problems con cambio de fase, solidificaci6n de aleacimes 

binarias , oxidacih del zirconio y fusi6n del di6xido de uranio en reac - 
tores nucleares en caso de accidentes, ahcenamiento de energia tkr- 

mica de origen solar por cambio de fase, problem de la colada conti- 

nua (solidif icaci6n de metales) , solidificaci6n del pavimento , proble - 
mas de control 6ptino, procesos de ablaci6n tknnica , solidif icaci6n de 
la corteza terrestre, etc.. 

Por todo ello, en 10s &tinos afios ha concitado el interks de mate- 

dticos ,fisicos ,quhicos e ingenieros de todo el mundo , lo que ha redundado 
- en un importante desarrollo del tana. Es ass que se presentan trabajos en 

Congresos de Matedtica (sobre Ecuaciones Diferenciales, Anglisis F h -  

cional , Adlisis Ndrico , ktdtica Aplicada) , Ffsica, Transferencia 
de Calor y Materia, etc. , y se realitan msnerosas plblicacimes en d s  

de 150 revistas especializadas en dichas disciplinas. Para nayores de- 

talles puede versa la reciente plblicacih del 6 1 t h  simpsio intema - 
cional sobre problems de frontera libre: A. FASAK) - M. PRIMICERIO(Ed. ) 



"Fee& Bounday  P m b t m  : Theocy and A p p l k c a t i o ~ " ,  Pitman, London (1983) . 

" I n h o d u c u d n  d Senrincuio d o b ~  & pmblema deSXedan y d u b  a&cacio - 
neb", D.A.  TARZIA. 

CURSILLOS: 
C1) "Pmblemab unidGnenbionales d e  conduccidn de4 calo/r. con &on te t r a  

rnbvi l " ,  (3 horas) , D.A. TARZIA. 

C2) "Aeguno~  cebuetadod dobce ecuacionea de  f i p o  panab6 i co " ,  (3 ho- 
ras),  J . E .  BOUILLET. 

C3) " S a l u o i o n a  exactas d e l  pcoblema d e  sxe(an w t i d i r n m i o d "  , ( 3  
horas), D.A. TARZIA. 

C4) " E l  pmbtema i n v ~ o  d e  SXe6an1', (3 horas) , Luis T .  VILLA. 

C5) " E d X u d i o ~  Xe6hicod en el pcoblema d e  SXelan wdh .n .6 i ona . t  a una 
6dbe1', ( 3  horas) , D.A.  TARZIA. 

C6) " S o t d o n a  auto6 emejavt tu con cambio d e  habe'', (3 hs) , J . E .  BOUILLE?'. 

C7) " P t r a b l v n ~  o p b d ~  en la conduccidn d e t  c d o h  con cambia d e  6a -. 

be" ,  (3 horas), L.T.  VILLA. 

Conf erencias generales sobre diferentes mktodos aproximdos y n d r i  - cos utilizados en e l  problem de Stefan: 

CG1) "Una i n tnoduco idn  g e n d  a La c ~ o t s c u 6 n  a p w h a d a  d d  p m -  
blema de SXe6an u n i d h m i o n d  I' , (1 hora) , G.G. G A R G U I W I m -  
M.C. SANZIEL. 

CG2) "Una in tnoduccL6n g e n d  a La k a o t u c i d n  num4?&ica de( ~ b l e m a  
de S X ~ ~ M  w z i d i m m b d " ,  (1 hora) , R.H. m. 

Conferencias sobre diferentes aplicaciones en las  cuales aparece e l  
problema de Stefan: 

CAI) "Sobke l a  olc idacidn d e l  z h c o n i o  en c e a c t o t r a  ~ W U  en cado 
de  a c c i d e n t u " ,  (1 hora) , E.A.  GARCIA. 

U2) "Sob,te l a  ~ o U 6 i c a c i 6 n  d e  d e a c i o n a  b i n a h i ~ " ,  (1 hora) , H . 
R. E R T O R E W .  

M) " A n d e i b A  d e  la 6us i6n en ba/r/rab de combudf ib le  n u d m  o h i g i n a  
da pon A o bnec-as Xhnicab acc iden ta les  " , (1 hora) , L. CRIVELLI -- 
S . IDELSOHN- C . BAI OORRIA. 

CA4) "Pmbtemab d e  cambio de  babe en la a c u m W 6 n  d e  c d o c  aprvLt i t r  
d e  enmgxa A O ~ " ,  (1 hora), E . E .  ALANIS. 

CA5) "Sobee l a  detecuninacibn de  c o e ~ i c i e v t t e 6  Xetlmicod duconoc ido4  de 
un matehiae a m v 8  d e  un  pwblema con cambio de  d u e " ,  (1 ho- 
ra) ,  M.B. STPMPELLA. 

Clase de apoyo para no matedticos: 

CA) " Atgunoh conceptos bdbicob d e t  andCidO & r t c i o n d " ,  (1.30 horas) , 
P.R.  MARANGUNIC. 























































































































Atgunos resultados sobre ecuaciones 

de t ipo parabaico 

Jul to E. BOWILLET 

Comenzare' refirie'ndome a1 p r i n c i p i o  d e l  d x i m o  para e l  operador 

parabdl ico l i n e a l  - en una dimensidn e s p a c i a l  - Lu := u -a (x , t )u  + t XX 

E s  sabido que para soluciones de A u = u + u = 0 (en G, do xx t t  - 

l l~inio acotado en las dos va r i ab les  (x,  t )  , por ejemplo) , ei u <  M en 

a G  entonces u<M en G , y que si a d e d s  u(,xO,tO) = M u  max u , 
E 

(xO , to)  € G  , entonces u E Bf : e s  e l  llamado p r inc ip io  f u e r t e  d e l  

&xima, y s e  deduce de l a  fo 'mula d e l  promedio de Gauss: 

4 x 1  = 
1 I udx , Y xEG si  B(x,r)CG. 

I ~ ( x , r )  I B(x,r) 

L a  eituacio'n e s  nbs complicada en e l  caso parabdlico,  y l a  il .us - 

traremos en e l  caso de 7m var i ab le  e s p a c i a l  x . Supondremos siem- 

p r e  que Lu e s  uniformemente parabdlico,  eso e s  a ( x , t )  > P > 0, para  

( x , t ) E G ,  G un dominio acotado, y que i b ( x , t ) l < B  , ( x , t ) E G .  Su - 

2 
pondremoe u E  C (G) . 

Pr inc ip io  d e l  a x i m o :  Para soluciones  c l h i c a s  de Lu = u - t 



- a(x ,  t ) u  + b(x,  t )  u  < 0 en G dominio acotado. Supondremos a  G 
XX X 

como en e l  dibujo.  [ E l  r e su l t ado  y e l  m6todo se genera l izan  a domi- 

n ios  acotados cualesquiera ,  en cua lqu ie r  n h e r o  de v a r i a b l e s ,  para  o-- 

peradores Lu := u - ti (x,  t,u,Du,DDu) < 0,  donde 8 es una funci6n 
t 

2 
con c i e r t a  propiedad de monoton5a en l a s  n  va r i ab le s  ocupadas por 

DDu , siempre que las soluciones  c l & i c a s  u  tengan Hessiano DDu 

2 
Teorema: S i  u E C  ( G )  n c ( E )  y u ( x , t ) < M  en S I U S  

2  ' entonces 

- 
u ( x , t )  < M en G US3 tambihn, ie ,  en G . 

~ e m o s t r a c i 6 n :  Sea v  := u(x , t )  - ~ ( l + t ) .  E s  c l a r o  que v <  M en 

S1US2 . S i  fue ra  v>M en algGn punto de G ,  s e a  

t = i n f  { t  : 3 x  : ( x , t ) E G  y v ( x , t ) > M )  - 

como v<M - E en S lUS2 , - t > O .  Entonces para  todo ( x , t ) E G  

con t < - t sera' v < M; luego v(x, t )  < M por  continuidad.  C o w  e x i s  - - 

t en  (xk, tk )  , tk t t , t a l e s  que t ) > M  , y a d e d n  v ( x , t )  < V'"k' k 

< M -  E en SI  y S2 , luego e x i s t e  ( 2 , ~ )  E G  t a l  que 



v = H - IMX { v ( x , t ) ,  ( x . t ) E G .  t< - t 1.  En este punto ( 5 , ~ ) :  

0 a LU(X, t )  - ut - au (x, t )  E > 0 , absurdo. - - X X - -  

Entonces,  con E > 0 arbitrario, u - E: ( l + t )  < M en G , 1uego 

- 
u g M  + ~ ( l + t ) .  Es to  impl ica  u < M  e n  G . 



E l  teorema d e l  Dunto f r o n t e r a  

Supongamos que haya un punto de a G  , que tomaremos como or igen de  

coordenadas, (0,O) E a G  , t a l  que e l  t r igngulo  

e s t s  contenido en G , y s e a  u(0,O) = M , y u (x , t )  < M en T(x tr 1 .  o 7  o 
a~ - 

Entonces - < 0 para  todo vec tor  n que penetre  en T(xo , ag )  , aa( (0.0) 

si  u es solucio'n de Lu<O en G. (N.  B. E l  r esu l tado  s e  t r a n s c r i  

be con w d i f  i cac iones  obvias  a1 caso { (x, t )  : -x 6 x < 0 ,  a x G t G O 1' 
0 0 

CG 

2 
Demostraci6n. Sea h = h(x, t) = t + Ax + a x  , A > O ,  a > 0 .  En -- 

tonces D h(x,O) = 2Xx + a y D h(0,O) = a > 0 ; x x Lh = 1-2Aa(x7t) + 
+ b(x,t)(2Xx + a )  < 1 + B(2Ax + a) - 2Aa6 1 + B(2Ax + a )  - 2Ap . 

1 1 
Luego si  x < -  y A > -  ( 1 + B ( 2 + a ) ) ,  L h 6 0 .  

X 211 

<' < Sea entonces a < a  y xl 211 
0 

t a l e s  que 
l+B (2+a) 

y(xl ,a)  := { ( ~ ' t )  : O < X < X  <X 
1 0'- 

Ax2 - ax  < t < 01 C T(xo,ao) 



Como u < M  en S 2 ,  3 6  6 U I M -  
x1 . Por o t r a  p a r t e  

X 

2 
1 

2 
h ( x , t )  - t + Ax + a x  , h ( x l , t )  = t + Axl + a x  1 

est6 acotada sobre  

S2  
, de mod0 que para  un E > 0 , u + E h < M sobre  S2. 

Sobre S1 es h f x , t )  - 0 , y SIC T(xo,aO), luego u<M y 

u + c h < M  s i  t < O ,  s i endo  (u  +ch)(O,O) = H . Como L(u + ~ h ) < 0 ,  

por e l  p r i n c i p i o  d e l  d x i m o  pre l iminar ,  sere u + c h < Id en  T(xl ,a) , 

( u  + ch)(O,O) - H. 
- 

V I  Ahora s i  e l  vec to r  n - (nl,n2) a t r av ie sa"  a T ( x l , u ) ,  es d e c i r ,  
n, 
L 

si - > - a ,  n2 < 0 ,  entcmces 
"1 

a a u  0 r - (u  + rh)(O,O) - - (0.0) + E ( a n l  + n2) , luego 
a ii a' i  

E s  f 6 c i l  v e r  que l a  e lecc i6n  de x es pos ib l e  cualquiera  s e a  1 

a. a , dado gue D h(0,O) = a. LU&O e l  r e su l t ado  vale para  cua l  0 X - 
- 

q u i e r  vec to r  n que a t r a v i e s e  a T(x a ). 
0' 0 

Dado e l  s e n t i d o  de evolucidn que presentan las soluciones  u (x , t )  

de Lu - 0, por e j  . , es suf  i c i e n t e  e l  r e su l t ado  a n t e r i o r  con n2 < 0 

( i . e . ,  l a  derivada en una d i recc idn  que apunta hac i a  a t d s  en t ) 



No obs tan te ,  es pos ib l e  extender  este resu l tado  a1 caso en qua, por 

ejemplo, e l  t r igngulo  

u<M en $1 y u(O,O) = M. 

La h i p 6 t e s i s  usada en  e l  teorema es a lgo  as?  como una condici6n 

# 8  de L ipsch i t z  h a c i a  a t rd s "  en  t , v e r i f i c a d a  en e l  punto (0 ,O)E  a G  

por l a  f r o n t e r a  aG. 

Observaciones : 

1. Es i n t e r e s a n t e  n o t a r  que no b a s t a  ped i r  que a G  tenga una con- 

d ic idn  de con0 ( 6 t r i sngu lo )  l o c a l :  

Ejemplo: Sean a > R  > O  , y G e l  dominio comprendido en x > x  > O  
0 

e n t r e  las r e c t a s  a x  - t = O y Bx - t = 0. Sea L := u - u  
t XX 

y u ( x , t )  - ( a x  - t ) (Bx  - t ) .  Es f s c i l  ve r  que u < O  en  G , 

u(0,O) = 0 , Lu< 0 ( s i  
"0 

es pequefio) en G , y toda der ivada d i  - 

r ecc iona l  de u es cero  en (0,O). Otro t a n t o  ocu r r e  a i  0 7  a > B  . 
I 

2 .  E l  teorema es fazso para  las ecuaciones e l g p t i c a s  y pa rabd l i ca s  

en  G s  de 2 va r i ab l e s :  (hay que e x i g i r  una f r o n t e r a  mejor) 

Ejemplo: u(x,y) = -x.y ea nega t iva  en  e l  primer cuadrante,  .,u(O,O)= 

= 0 , Au = 0 = u A , y tOda derivada ee 0 en x - 0 , y - 0. 
t 

Mult ipl icand0 l a s  ecuacionee de dos planos d e l  eapacio  (x ,y , t )  se 

obt ienen contraejemplos parabdl icoa  donde e l  d x i w  no s e a  alcanzado 



e n  una p a r a l e l a  a1 eje t. 

3. S i  l a  condic ibn  de  t r i s n g u l o  " t i p o  L i p s c h i t z  h a c i a  a t r b s "  e e  reem - 

p lazada  por  o t r a  de  t i p o  HBlder, e l  r e s u l t a d o  d e l  teorema, p a r a  l a  G - 

n i c a  de r ivada  i n t e r i o r  D u  , puede ser f a l s o :  
X 

1 2  1 Ejemplo: u (x ,  t )  = - x ( t  + -x ) es s o l u c i 6 n  de u  - - 
2 

para 
t 3 Uxx ' 

1 2  
x > O ,  t >  - -  

2 
x , cs u < o  , u(0,O) = 0 y ux(0,O) - 0 - -e (0.0) 

an - 
n > O .  para  todo n  - (n1,n2) 9 2 

A ~ U ?  l a  f r o n t e r a  es Hdlder  d e  exponente 1/2 e n  (0,O). (como fun - 
\ 

ciiirl de  t )  . Es c l a r o  que e l  mismo cont rae jemplo  es v d l i d o  p a r a  e x  - 

En cambio, no conozco ejemplos n i  c o n t r a  ejemplos a 1  teorema p a r a  

f r o n t e r a s  que tengan un exponente H8lder en  (1 /2 ,1 ) .  

4 .  E l  teorema d e l  -punto f r o n t e r a  se demuestra,  e n  e l  caso de v a r i a s  

v a r i a b l e s  e s p a c i a l e s ,  b a j o  l a  h i p 6 t e s i s  de e x i s t e n c i a  de e s f e r a  tan-  

g e n t e  i n t e r i o r  a1 dominio G e n  e l  punto de  l a  f r o n t e r a  donde se a 1  -- 

canza e l  msximo, y empleando e l  teorema que s i g u e ,  que e n  n u e s t r a  ex - 

p o s i c i b n  e s  consecuencia  de aque l .  Consecuencia de este teorema sera' 

q u e ,  e n  un punto de l a  f r o n t e r a  de G en las  a n t e d i c h a s  condic iones  

donde u  = sup  u  , toda  de r ivada  i n t e r i o r  a  G deberg ser < 0. 
G 

En e l  caao que t r a t amos  6610 puedo d a r  como r e f e r e n c i a  de l  teo- 

rema d e l  punto f r o n t e r a  a una obse rvac i6n  y apgndice  en  e l  t r a b a j o  

"Stefan  problem w i t h  a convec t ive  boundary cond i t ion"  de A. D. S o l o  

man, V. Alexiades ,  D. G. Wilson, Q u a r t e r l y  Appl. Math. XL(2), J u l y  

1982. 
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Pr inc ip io  f u e r t e  d e l  Ma'ximo. 

Sea ahora un dominio G a r b i t r a r i o  y u(xo,tO) = M = sup u , 
G 

t ) E G  , Lur 0 en G. Entonces 
(Xo' 0 

( i )  u(x, to )  = M en la  componente conexa de Gn { t que cont iene 0 

a (x0,t0)  ; Y 

(ii) u(xo, t )  = M , t < to , en l a  componente conexa de Gn{xo} que 

cont iene a (xo, to)  • 

Demostracicn de ( i ) .  Supongarnos por cont rad icc icn  que en (x,, to)  , 

x < x , sea u(xl ,  to )  < M. 
0 1 

Entonces por continuidad,  u (x l , t )  < M en un segmento cerrado 

{x) x ( t l ,  t o )  C G , convenientemente pequefio para  que e l  t r i sngu-  

l o  cerrado ( ~ ~ , t ~ ) ,  ( 9  t (, ) , ( x  , t ) e a t 6  contenido en G. Despla 1 1  - 

cemos ahora e l  punto (x , tO)  , de x a x , h a s t a  que e l  t r isngu-  
1 0 

1.0 ahora determinado toque un punto t ) € G  donde u M (posi -  
( 4 9  2 

blemente ( x  t )) : (x2, t 2 )  debe e s t a r  en e l  segmento s (xl ,  t l )  1 
0'  0 

Aplicando e l  teorema d e l  punto f r o n t e r a  a1 t r idngu lo  ( x 2 , t Z )  ,(x1,t2) , 

( x l , t l )  s e  ob t iene  grad u(x2,t2)  + 0 , u(x2, t2)  - M - d x i m o  i n t e -  

r i o r  a G , donde u es d i fe renc iab le ,  absurdo. 

Demostracidn & ( i i )  . Nuevamente supongamoa que u(x0, tl) < M, t 



< 2 Por  con t inu idad  hay un en to rno .  de l a  forma ( t - t l )  = - A(x-xO) , t <  t 
1 ' 

s i m g t r i c o  con reepec to  a 
t2 ' ( ve r  d ibu jo )  y contenido en G , don - 

de 1 tl-t21 sere determinado de modo que s i  h ( x , t )  := - { ( t - t l )  + 

- . - - - - - 

+ Ix-xo ) B ) <  O s i  x es pequeiio y l o  mismo 1 x-xOJ = k l ( t l - t 2 )  . 
Haciendo t l Z t  , y manteniendo cons t an t e  1 tl-t21 , s e  t o c a r 5  un 

0 2 

(x3, t3)  d e l  borde  d e l  en to rno ,  donde u (x  t ) = M  : s i  x3 # xo, 3' 3 

entonces  se puede co loca r  l a  r e g i c n  t r i a n g u l a r  d e n t r o  d e l  en to rno  

(donde u<M) y l l e g a r  a l a  con t r ad i cc i cn  gradu(x  t ) # 0 ,  corn  a n  
3' 3 -. 

tes .  

S i  en cambio x - x  , s e r a ,  d e n t r o  d e l e n t o r n o ,  u < M - 6  
3 0 

en 
t, 

= t , u + ~ h  = u<M en 10s l ados ,  luego u + E ~ G M  en toda  l a  m i -  
2 

t a d  s u p e r i o r  d e l  en to rno  y u + ~h = M en  (xo, t3)  - 
Yero en tonces  

es d e c i r  au t )  >E: : si  at (xo* 3 
t ) E C e s t o  es ahsurdo.  3 

Observaciones : 

1. E l  r e s u l t a d o  d e l  p r i n c i p i o  f u e r t e  s i g u e  s i e n d o  & l i d o  s i  e l  punto  



(xO, to)  ES3 en n u e s t r a  yrimera f i g u r a ,  supuesto  que L U G  0 s e  v e r i  .-- 

f i c a s e  en  GUS3 ( l a  "tapa" S3  
de un dominio G acotado se defi.- 

- - - 
n e  como aque l lo s  (x,  t )  E a C  para  10s cua l e s  { (x,  t )  : t < t , 

- 2 I x-x I +  ( t - ~ ) ~ < r }  C G pa ra  algGn E > 0) :  l a  p a r t e  (i) de l a  de - 

mostraci6n s i g u e  v s l i d a .  En la  p a r t e  ( i i )  la  conclusidn ( x  t ) 2. 
at 0 '  3 

> c no es c o n t r a d i c t o r i a  si t = t 
3 0 Y (x0, 0 -- 

t ) E S 3  ; per0  como a 

11: s e  v e r i f i c a  l a  inecuacidn,  

t ) = O y uxX(xO,tO) 4 O , por  ser - ( x  t ) un mdximo pues ux(xo, 0 0'  0  

de U(X, to)  como funciBn de x. # 

2. E s  p o s i b l e  que una so luc idn  u ( x , t )  de,  por  ejemplo, u - u. = 
t xx 

= O s e a  cons t an t e  en una subregi6ri de G s i n  s e r l o  idgnticamente 

en  G : v e r  f i g u r a  adjunta :  Puesto que 10s d a m s  scin u <  M para  

t > t . debe ser u <  I4 e n  t > to , por  e l  tebrcmi d e l  punto - fron : 0 - 

t e r a .  . . 



3. Ejemplo: Si u(x , t  ) X sup u , entonces U E M  en l a  zona 
0 0 

G 
rayada 

4 .  Este p r inc ip io  f u e r t e  de l  mgximo s6 lo  involucril entornos de pun- 

tos i n t e r i o r e s  a  G , donde u = sup u . Sus conclusiones son v5 -- 
G 

l i d n s ,  por l o  tan to ,  con ~61.0  suponer O <  vK< a ( x , t )  s A K  , ( b ( x ,  t)( c 

r R K  , para todo compact0 K C  G. 

5 .  I,a parabolicidad uniforme a ( x , t )  > IJ> 0 es esenc ia l  en e l  pr in  - 

c i p i o  f u e r t e  de l  h x i m o  y en e l  d e l  punto f ron te ra ,  como podrfa ve r  - 

se estudiando l a  eoluci6n autosemejante v  = v(x/ Jt)  de 

v  = (vavx), , 0 < a < 1 , con v (0 , t )  = 1, v(x.0) - 0 . E s  sa-- 
t 

bido que 3 a  > O  t a l  que v = v = 0 = min v si  x = a .  dt (bas ta  
X 

comenzar con un t > 0 para tener  datos continuos). 
0 

E s  obvio que s e  alcanza e l  mznimo v = 0 en e l  in t e r i .o r  de l  dominio, 

6 .  E l  teorema de l  punto f ron te ra  es  vs l ido  s i  a ( x , t )  no s e  mantie- 

ne acotado en e l  punto. En cambio, e l  p r inc ip io  f u e r t e  d e l  m6ximo 

nt? 70 es: 



Ejemplo (Wal t e r )  : 

2 
y G =  ( O , U ) X ( O , T ) ,  u ( x , t )  = (1 - t )  s e n  x s i  O < t ~ l ,  u ( x , t )  = 0 

si  t i l .  

E s t o s  teoremas s o n  v z l i d o s  p a r a  o p e r a d o r e s  l i n e a l e s  Lu e n  v a r i a s  v a  - - 

r i a b l - e s ,  b a j o  h i p 6 t e s i s  conven ien te s .  P a r a  e l  teorema d e l  punto  f rorl - 

t e r a  se p i d e  l a  e x i s t e n c i a  e n  e l  punto  de  una e s f e r a  t a n g e n t e  a 3 G 

cuyo i n t e r i o r  C G.  [ R e f e r e n c i a s  : Prot te r -Weinberger :  "Maximum P r i n  

c i p 1 . e ~  i n  D i f f e r e n t i a l  equa t ions" ,  P r e n t i c e - H a l l ,  1967 - W. Walter: ' 

" D i f f e r e n t i a l  and  i n t e g r a l  i n e q u a l i t i e s ' ;  S p r i n g e r  , 1970 - A. Friedmarl : 

" P a r t i a l  D i f f e r e n t i a l  Equa t ions  o f  P a r a b o l i c  Type", P r e n t i c e - H a l l ,  

1964. Hay tambi6n r e s u l t a d o s  r e l a t i v o s  a e c u a c i o n e s  no  h i p e r b o ' l i c a s  

( n i  l i n e a l e s ,  e n  g e n e r a l )  e n  10s c u a l e s  u ( x , t )  = M = max{u , ( x , t ) E  

E G i m p l i c a  u > M e n  c i e r t a  s u b r e g i 6 n  d e  G : R. R e d h e f f e r ,  In--  

d i a n a  U.  Math. J. (21 ) ,3 ,  1971. 1 

Es tos  r e s u l t a d o s  s o b r e  e l  p r i n c i p i o  d e l  d x i m o  e n  s u s  d o s  v e r s i o n e s  

y e l  teorema d e  l a  d e r i v a d a  e n  e l  pun to  d e  la f r o n t e r a  s o n  f r e c u e n t e  - 

mente empleados e n  la teor l 'a  d e  e c u a c i o n e s  pa rabo ' l i ca s  d e  segundo or-- 

den, t a n t o  p a r a  problemas d e  con to rno ,  asegurando  u n i c i d a d  d e  las so-  

l u c i o n e s  ( v e r  p o r  e jemplo ].as r e f e r e n c i a s  d e  P r o t  ter-Weinberger  y 

Friedman) como p a r a  problemas de  f r o n t e r a  l i b r e ,  como se v e r 6  e n  o t r a s  

l e c c i o n e s  d e  es te Seminar io .  



Soluciones autosem ejantes 

con cambio de fase 

Ju l io  E .  BOUILLET  

I. E l  t f t u l o  de estas l ecc iones  se r e f i e r e  a las so luc iones  de l a  

f o r m  u - u ( x , t )  - u(x/&) = u(n) ,  - n = x / 6 ,  de l a  ecuaci6n 

para x > O ,  O < t < T .  Aquf E(u) podrfa  t ene r  e l  s i g n i f i c a d o  de 

una energfa por unidad de volumen, habitualmente 

donde C es capacidad cal6rica y p densidad , supuestas  ambas 

funciones de u. En cuanto a a(u) ,  r eco rdems  que l a  ecuaciiin 

de l a  conducci6n d e l  c a l o r  podrfa e s c r i b i r s e  

(2) C(u)p (u)Dtu = Dx(k(u)Dxu) 

cuando l a  conductividad k tambign depende de l a  temperatura u : 

entoncee a (u) = k ( s ) d s  es l a  llamada v a r i a b l e  de Kirchhoff ,  

y es inmediato que (2) se puede e s c r i b i r  de l a  forma (1). 



Querrl'amos, s i n  embargo, ! , c ; . ! ~ n i t i r .  clue E y a scan tar1 sc'ilo 

j'uric:iot~c-?s I*reciente=; ,q acao tudr.: Je u  , e i n t e r p r e t a r  e l  s i g n i f  i c a -  

do de 10s p o s i b l e s  s a l  t o s  d e  E , p d r  e-jemplo: e s t a r s n  r e l a c i o n a d o s  

con cambios de  f a s e  d e l  rnedio que ocupa l a  s e m i r r e c t a  x >  0.  Ilesde 

luego ,  h i p 6  tes is t a n  magras soh r e  10s coe f  i c i e n t e s  de  l a  ecriaci6n 

(1)  nos  ob l iga ra ' n  a i n t e r p r e t a r  l a  s o l u c i 6 n  u = u(x/&) = o(rl) el; 

un s e n t i d o  g e n e r a l i z a d o .  

Comencemos supon iendo  que se pueden e f e c t u a  r  las  d e r i v a c i o n e s  

en  (1 )  : a r r ibamos  as? a la  e c u a c i 6 n  o r d i n a r i a  

( 3 )  
1 d  

- - I I E ( U ) '  2 = a ( u ) "  , donde ( . ) I  = --(.). 
drl 

Condic iones  e n  x = 0 y t = 0,  c o m p a t i b l e s  con l a  h i p 6 t e s i s  

u = u ( x / d t )  son  t a n  s610 l a  e s p e c i f i c a c i d n  de  10s v a l o r e s  u ( 0 )  y 

u(+m) ,  que l lamaremos r e s p e c t i v a m e n t e  A> 0 y  0 .  C u a l q u i e r  o t r o  

p a r  de  v a l o r e s  de r educe  a 6 s t o s  p o r  un s i m p l e  cambio de f u n c i 6 n  i n  - 

co'gni t a .  Supondrenlc)~ s ic!nrpre (114s E(O) = 0 y a ( 0 )  = 0 ,  c o s a  q u ~  

puede Lograrse  aGn l u e g o  d e l  cambio a l u d i d o ,  y ,  po r  s u p u e s t o  , que  

t a n t o  E como a e s t 5 n  def  i n i d a s  en  [ O , A  ] a1 menos. 

Es costumbre i n t e r p r e t a r  a (1) e n  e l  "serrt ido de las  d is tr ibu-  

caior~t-'.ql', a s a b e r :  se supone que  E ( u ( x , t ) )  y a ( u ( x , t ) )  s o n  l o c a l -  

mente i n t e g r a b l e s  y 

S i  e n  ( 4 )  se reemplaza + ( x , t )  - g(t).$(x/fi), con g ~ ~ i ( ~ , ~ )  y 

00 

@ E C (O,+") se l l e g a  - l u e g o  d e  unas  c u a n t a s  i n t e g r a c i o n e s  p o r  p a r  
0  - 

tes ,  empleando e l  s o p o r t e  compact0 d e  g  y $ p a r a  que  d e s a p a r e z c a n  



10s tgrminos in tegrados -  a 

donde se supone We  E ( u ( ~ ) )  y a(u(t3)) son  localmente i n t eg ra -  I 

b l e s .  . . 

E s t a  e s ,  precisarnente,  l a  forma de i n t e r p r e t a r  a (3) en e l  

" : : t m t i h  de Zas distribuciones".  Nuevas i n t e g r a c i o n e s  por  p a r t e s  

r l c l s  permiten e s c r i b i r  .a (5) en  l a  forma e q u i v a l e n t e  

1 rl 
(h )  Y $ E c ; ( o , + ~ ) ,  -f $"(Ti) { ~ ( u ( v ) )  + ?-f s E ( u ( s ) ) d s  - 

. . .  
d e  l a  c u a l  se deduce que, s a l v o  p o s i b l e  r e d e f i n i c i 6 n  en  un conjun- 

t o  de medida n u l a ,  

p;ar;~ c i e r t a s  cons t an t e s  K y B (Observemos que ( 7 )  se podrfa ob - 

tt-,r7er integrando dos veces a ( 31 ,  Zo cuaZ e s  otra forma de pensar 

Surge de (7 )  que l a  funci6n compuesta V(ri) := a(u(r1)) debe 

s e r  ab:rolutarnentc:. continua ,. y derivando,  

I ~ l t a g o  h ( r ~ )  := 
1 

V' ( 1 )  + - E ( u ( ) )  es tambisn absolutamt.nte cont i  2 - 

( luego de p o s i b l e  r e d e f i n i c i c n  en  un conjunto  de medida n u l a ) .  

Volverems  e n  seguida  sob re  este hecho; observemos antes que en ton  - 

c e s  



E s  f g c i l  comprobar que las p r o p o s i c i o n e s  (5), ( 6 ) ,  (7), (8) v 

( 9 )  son  e q u i v a l e n t e s  si V(II )  y h(r1) son  abso lu t amen te  c o n t f n u a s ,  

y las emplearemos e n  forma i n d i s t i r l t a  p a r a  r e f e r i r n o s  con p r e c i s i 6 u  

a ma  e v e n t u a l  solucio 'n  u(rl) de  l a  e c u a c i 6 n  (3) . Afin no hemos d i -  

c.tlo nada deL s i g n i f i c a d o  de las c o n d i c i o n e s  de  con to rno .  

Volvamos a  (8) y a l a  c o n t i n u i d a d  de  l a  funcio'n h(r1) = V' (rl) -k 

1 
t - ( u ( ) )  , y u e  e s c r i b i r e m o s  e n  l a  forma mgs f a m i l i a r  ( v e r  ( 2 ) )  

2  

Supongamos que E expe r imen ta  un s a l t o  e n  u  = u .  E ( 0 , ~ )  , 
1 

+ + 
~ ( u i )  < :E(u . ) ,  E ( u . )  - ~ ( u y )  = L >  0. Supongamos que u  = u ( n i ) ,  

1 1 1 i 

u ( r ~ )  mon6tona, como se ve rS  luego .  

L a  c o n t i n u i d a d  de h(r1) nos  d i r g  que 

Lt2 :;uposicibn de monotonfa de u(n ) hace  que 10s l l ' m i t e s  

e x i s t a n ,  y p o r  l o  t a n t o  tambign e x i s t e n  10s l l ' m i t e s  de  k (u ( r l ) )u l ( r ) )  

a ambos l a d o s ,  s i e n d o  



S i  recordanma que n = X I ,  (12) nos d i c e  que a t r a v s s  de l a  

curva x - n i 6 -  ~ ( t )  , e l  f l u j o  t6rmic0 (en e l  caso de l a  conduc- 

1 
ci6n de c a l o r )  -k(u)D u = - -- k(u)u '  experimenta un s a l t o  que e s  

X 
* .& 
1 1 

proporcional  a i ( t )  = -q - , s iendo L - e l  "ca lor  l a t e n t e "  del. 
i,h- 

cambio de f a s e  - l a  constante  de proporcionalidad.  

De l a  continuidad de h(0)  tambisn obtenemos -bajo supuesto de 

l a  monotonza de u(0) - que las anter iormente  d e s c r i p t a s  son l a s  ti - 

nicas discont inuidades  pos ib l e s  para  e l  f l u j o  (de l a  so luc idn  auto- 

seme j an te )  (k(u) u'  ) (n) = a(u(0)  ) ' = V' (n) , independienternente de Z 

comport;amiento de k(u) > 0,  o de Za funcibn mondtona creciente  a . 
De paso, l a  so luc i6n  autosemejante de un problema de conduccidn re- 

gido por (1) podrg tener ,  a l o  sumo, una cant idad numerable de cam- 

b ios  de f a s e  (Imenos mal!) . 
E l  caso u = 0 ,  eso  es, E(0) = 0,  E(O+) = L >  0 ,  merece un i 

comentario apar te :  l a  mera h i p d t e s i s  u(x,O+) = 0 , 6 u(+) = 0 

e n  nues t ro  caso autosemejante no asegura l a  unicidad de l a  soluci6n:  

supongamos, por ejemplo, que E(u) = u + L para  u >  0 ,  E(0) = 0 , 

I , > O  y k(u) E 1 (11) se reduce en  este caso a 

estamos en  presenc ia  de l a  so luc i6n  d e l  c l s s i c o  p r o b l e m  de S te fan  a 

una f a se ,  cuando en t = 0 e l  dominio x> 0 e s t h  ocupado por h i e l o  

a OOc. 

Pero uN(n) - A. erfc(n12)  es o t r a  soluci6n de (9)  (6 (3) para  

e s t o s  E y k) , que es posi t iva para  todo TI > 0 y t i ende  a cero ,  

n -+ + Corresponde a1 problema de conduccidn te'rmica s i n  convec- 



80 
cidn en un medio x > O  ocupado por agua a O"C , y se obtendrfa tam - 

.cI 

bi6n con e l  c o e f i c i e n t e  de energza m d i f i c a d o  E 2 u, es dec i r  

Por l o  tanto,  s i  E es discontznua en l a  temperatura i n i c i a l ,  

corresponde e s p e c i f i c a r  l a  energza d e l  estado i n i c i a l ,  que tomaremos 

como E(0) = 0. 



JI. Hemos ob ten ido  l a  nocidn de cambio de f a e e  corm propisdad de 

nueo t ra  h i p o t 8 t I c a  s o l u c i d n  u(0) de,  por ejemplo, ( 9 ) .  que 

heme  aupueeto monbtona dec r ec i en t e  . Un r e a l i d a d ,  convenchf 

probar pmlmero la mnotonfa de V(n ) - a ( u ( n ) ) ,  y deduc i r  d a  

e s t e  hecho l a  unic idad de l a  eo luc idn  de (5) - (9 ) .  Entonces 

l a  monotonfa de u(Q)  ee inmedia ta  8i a admite  una i n v e r s a  

a i z q u i e r d a  ; V  , es d e c i r  s i  t (a ( u ) )  = u  pa r a  todo u ; pa- 

r a  e l l o  a no deberg e e r  cons t an t e  en  ningGn i n t e r v a l o ,  como 

l o  i n d i c a  l a  f i g u r a .  

Y e i n  embargo, puede r e s u l t a r  conveniente a d m i t i r  que a (u)  = 

- 1; k ( s )  ds tenga  i n t e r v a l o s  donde a - cons t an t e ,  c s o  es, 

k ( e )  = 0 z veamoe e e t o  procediendo formalmente con l a  ecuacidn 

(3) supues ta  en l a  forma 

Admitimos que E t i e n e  una i nve rea  a i z q u i e r d a  F , y de f in i - -  

mos 

( 1 4 )  ~ ( n )  :* E(u(r))) : entoncee u(n) - F(v(0)) a F(E(u(rl ) )  



v de (13) obtenemos 

Pooiendo k ( v )  : - =  k(F(v) )F1(v)  r e s u l t a  

S i  E expcrimeuta un salto en u . C  (O,A), es f g c i l  v e r  que F ' ( v ) =  
1 

+ 
= 0 en  ( ~ ( u i ) ,  ELu.)) y por  l o  t a n t o ,  tambihn k"(v) = 0 e n  es- 

1 

v 
te i ~ r t e r v a l o .  Entonces a- (v)  = 1 k- ' ( s )ds  = cons t an t e  en  ( ~ ( u y ) ,  

1 

A la inco 'gni ta  ~(1.1) : E(u(0))  de (14 ) ,  (15) se l a  a u e l e  l l amar  

I I v a r i a b l e  de en t a lpza"  . Bajo nues tras supos ic iones  p r o v i s o r i a s  , 

v(r1) e s  tambign una funcidn mono'tona d e c r e c i e n t e  . No temos que 

a- (v)  = I k-(s )  ds = I gV k ( ~ ( s )  ) F '  ( s ) d s  = j F ( V ) k ( ~ ) d ~  = ' 

= a (F(v))  = a ( u ) .  

Si l levamos . E(u(r1)) = v(0)  y a - ( ~ ( 0 ) )  = a ( u ( 0 ) )  a l a  ecuacidn 

( 7 )  obtendremos prec isamente  l a  ve r s i 6n  gene ra l i z ada  de (15) . 
Dados a suponer ,  admitamos que e l  " f l u j o  de l a  v a r i a b l e  de en- 

t a l p i a "  k.-(v(n ) ) v l  (0 ) t i e n d e  a ce ro ,  0-t + - - es d e c i r  cuando 

v-+O - y que se puede d e f i n i r  l a  funcidn ~ ( v )  i nve r sa  de ~ ( 0 ) .  

Resu l t a  

1 - - 2 r1 (v) = (*)l 
0 (v) ' 

e in tegrando  
k v 

e n t r e  0 y .v y t en iendo  an cucn ta  gue -* - P O .  
?-l (v) 

v *O:  



o b i en  

Las condiciones de contorno son rl (E(A)) = 0 , 0 0 , L a  primera 

surge  de u(0) = A, y l a  aegunda e s  para  d e s c a r t a r  l a  so luc i6n  ne- 

g a t i v a  de (16) ,  que corresponderfa a 1  problema s imgt r ico  a (1) pa- 

r a  x <  0 ,  

(16) ae  p r e s t a  para  e l  enfoque n d r i c o  d e l  problema autoseme - 

j a n t e  con cambio de f a s e ,  y fue empleada in ic ia lmente  para  obtener  

soluciones  autoserne j a n t e s  p a r t i c u l a r e s  dando 0 (v) y obteniendo 

- 
asz  k (v) , Que yo sepa,  no fue usada s i n o  muy recientemente pa- 

ra  proporcionar resu l tados  de e x i s t e n c i a  de solucio'n para  coe f i c i en  - 

t r s  k- ( . )>  0 c i n t eg rab lea  en e l  i n t e r v a l 0  de variacio'n de v. 

A d e d s ,  definiendo U(x) := r, ( s ) d s  , (16) s e  transfonna 

e n  una ecuaci6n de segundo orden con s ingula r idad  no l i n e a l  

E s t a  forma, ademgs de f a c i l i t a r  c i e r t a s  demostraciones por e l  

empleo de nociones de convexidad (s igno de U"), permite un enfoque 

unif icado de diversou problemas de va lores  i n i c i a l e s  o de contorno 

y con f r o n t e r a s  l i b r e s  r e l a t i v o s  a l a  solucio'n " (T I )  = u ( x / \ / t ) .  



1 1 1 .  E s  o t r a  l a  ecuac i6n  i n t e g r a l  a  l a  que q u i e r o  r e f e r i r m e ,  

y c o n s t i t u y e  un G t i l  v a l i o s o  e n  e l  e s t u d i o  d e l  comportamiento 

de la  s o l u c i 6 n  u(r1). En s u  forma o r i g i n a l  f u e  i n t r o d u c i d a  p o r  

F .  V .  Atkinson y I.. P. P e l e t i e r  en  1974, p a r a  h a l l a r  l a  fun- 

c i 6 n  i n v e r s a  r l(u) d e  l a  so luc i .6n  de  

En n u e s t r a  p r e s e n t a c i h ,  p a r a  E y a mon6tonas c r e c i e n t e s ,  

c o n s t i t u y e  a d e 6 s  una l i n d a  a p l i c a c i 6 n  d e l  uso de la  i n t e g r a l  cle 

S t i e l t j e s -1 , ebesgue  y s u s  p rop iedades  d e  cambio d e  v a r i a b l e s  , 

t a l  como se l a  e n c u e n t r a  e n  e l  l i b r o  de A n s l i s i s  Funciona l  de  P. 

Riesz  y B.  Sz. Nagy , cap.111, nos .  57 y 58. 

La deduccign de esta ecuac i6n  es b a s t a n t e  a r t i f i c i o s a ,  p e r o  

no l o  e r a  cenos  la d e  s u  v e r s i 6 n  o r i g i n a l ,  r e s t r i n g i d a  a1 c a s o  

A 
e n  que J' ( k ( s )  / s ) d s  = . 

0 

r~dtorlu (tlecreciente) y pensemos a a y a v ( v e r  f i g u r a  e n  11) 

como gra' f i c o s  , completando 20s saltos nrediante parale Zas a los 

- 
e j e s ,  como hace  F. R iesz  e n  e l  l i b r o  c i t a d o .  Sean v y l a s  

- - 
func iones  mon6tonas tales que < v  < v , con v  - = v = v e n  

10s puntos  donde v es funci6n  c o n t i n u a  ( e s  G t i l  o b s e r v a r  que ,  

p a r a  todo  r,  - v(x)  = l i m  sup  v ( s )  y  ;(x) = l i m  i n f  v ( s ) )  . 
S + X- s - b x  + 

Entonces 



en tonces 

pero s i  V(s) V(v) y s <  T) , v(V(8)) 3 G(v(T~)) - , y donde V(s) = 

= V(q) con q < s<q< rl deberd ser V' (TI) - 0 (por l a  supuesta  mo 
1 2 - 

/ 1 rl 
noton5a de V), luego -1 (E(u(s))  - ~ ( u ( v ) ) ) d s  = constante  = 

"1 - 
1 rl 1 

= -I E(u(s ) )ds  - - ( r ~ - n ~ ) E ( u ( ~ ) )  , de donde E(u(n)) es de r ivab le  
2 TI1 2 

p.pt y E ( u ( ~ ) ) '  - 0 , eso  es, E ( u ( ~ ) )  - constante  en (vl ,n2).  En 

ambos casos r e s u l t a  

y por l o  t a n t o  0 > V' (TI) > K para  todo n. 

Recordando entonces que 

(ver (9))  r e s u l t a :  

e integrando 

es d e c i r  



y ahora podemos a segu ra r  que s i  V ' ( I I )  = 0 , entonces  

l o  c u a l  impl ica  V(s) = ( u ( s ) )  = cons t an t e  en  ( , ) , 

E(u ( s ) )  = 0 s i  s E ( r i ,  P) . (aqug estamos usando l a  condi- 

c idn  E(u(+Q))) = O i n i c i a  e n  Q = + "3 s i  E t i e n e  un s a l t o  

en 0 = E(0) < E(O+) , v e r  observacidn a1 f i n a l  de I) . 

(23) Se deduce que s i  V(r1) > i n f  { ~ ( q ) ,  n > O }  entonces  V1(rl) < O  

Y V(rl) = a(u(r1)) es e s t r i c t a m e n t e  dec rec i en t e ;  luego para  

ningGn q e l  v a l o r  u(n)  puede pe r t enece r  a un i n t e r v a l 0  

(u1,u2) donde = cons tan te :  u(n) t i e n e  entonces  sat tos  

cor respondien tes  a 10s i n t e r v a l o s  de cons tanc ia  de a > 0, y 

( ( u ( ) ) )  = ( I )  : esta igualdad se v e r i f i c a  s a l v o  un con- 

j un to  numerable de n . 
Resumiendo: si logramos prohar que V(q) es  mondtona, enton- 

ces para to& sotucidn generatizada u(n) de (9 )  es  v(V(v))  = 

= v ( a ( u ( n ) ) )  = ~ ( r l ) .  

Pero - casos pa to ldg icos  a p a r t e  - examinemos l a  igua ldad  (21) ,  

con E(u(+")) = E(0) = 0 , como advert imos.  

Resul ta poniendo a ( ~ ( 0 )  ) = v (rl) , 



e integrando e n t r e  n y n(A) : 

per0 (por ( 7 ) )  a ( u ( r l ) )  es ~absoZutamente contXnwz con r e s p e c t o  a 

rl = rl (x) ,  l a  funcidn inversa  a u . Luego (ver Riesz-Nagy, N o  58),  

* - 4 1  
A 

(r)(x)) 
da (u) 

x u da ( r )  
x E(O,A] . 

E(u) + UO 
(n(r )12  

Esta es l a  ecuacidn i n t e g r a l  buscada, s a t i s f e c h a  por l a  funcidn 

inversa n(x) de l a  solucidn supueeta u (cuya unicidad estif aCn 

por verse) .  

Probemos ahora que n(x) nos suministra una solucidn de (9) ,si 

r~ (x) e a t i s  face  (24) . Necesitarnos un lema. 

Lema. a (u) ee absolutamente continua con respecto a rl (u) en 

(a,A1) , 0 < a < A < A , supuesto rl (a)  < + (ver  def iniciones  
1 

en Riesz-Nagy , N o  58). 

~ e m o s t  racibn. Sean ( 5 . b k )  i n t e rva los  d i s  juntos contenidos en 

(a,A1) . Entonces 



Luego 1 )  - 1 )  1 0 impl ica  la(bk) - a(ak)  1 -+ 0 .  

D e  (24)  obtenemos 

(aqul hemos usado e l  Lema y e l  resu l tado  ya  c i t a d o  de Rieoz-Sz . Nagy) . 
Nurvamente, 

Recordando que v ( u ( s ) )  = s , y derivando con respec to  a 0 = n(x), 



es d e c i r  

donde a ( u ( ~ ) )  es ahso lu t amen te  contl 'nua con r e s p e c t o  a  rl , p o r  

e l  I,ema, o  b i e n  

(comparar con ( 2 2 ) ) .  

Luego h ( r ~ )  := 1 
a ( u ( ' l ) ) '  + y ~ E ( u ( r ) ) )  es ahso lu t amen te  c o n t i n u a  

como func i6n  de rl , y b a s t a  v e r  que l a  d e r i v a d a  d e l  miembro dere-  

cho e s  
> ,  

g r a c i a s  a (26 ) .  

I,a a r b i t r a r i e d a d  de l a  s e l e c c i 6 n  de a A 
1 '  O < : a G u ( r ) ) C A 1 c A  

11 
conc luye  l a  demost rac i6n  . La i n t e g r a l  

r\(O) 
se o b t i e n e  como 15- 

r l 
m i t e  de .l- 

11 ( a )  ' 

Hemos probado que p a r a  t o d o  r) , 0 Q ( 0  + l a  funcio'n 

u(r1) o b t e n i d a  p o r  i n v e r s i 6 n  d e l  g r a ' f i c o  de  . v ( x )  es s o l u c i B n  gene -- 

1 
r a l i z a d a  de l a  ecuac i6n  - - r l  E ( u ( q ) ) '  = a ( ~ ( r ) ) ) "  , e n  e l  s e n t i d o  

2  

'9) . La m i s m a  ecuaci6rl  (27)  demuestra  que s i  11 (0 )  r + ", u(r1) , 

e x t e n d i d a  como c e r o  p a r a  11 r ri (0 )  es s o l u c i d i ~  de  (9)  t a l  que  

Con otro cambio d e  v a r i a b l e ,  ( 2 4 )  se e s c r i h e  tambisn as:: 



- 1 
1) (v (V) ) = u (V) - v = V(0) - a(r7 ( 0 ) )  = a ( u ( 0 ) ) .  

L a  s o l u c i 6 n  de (28) da,  pues,  la  i n v e r s a  de l a  v a r i a b l e  de  Kirch - 

h o f f .  Emplearemos (28) pa r a  esbozar  l a  demostraci6n de e x i s t e n c i a  

de so luc ibn  de (24) .  Recordemos que u(n)  e lude  ( e s  d e c i r ,  s a l t a )  

10s v a l o r e s  donde a = cons t an t e .  Por l o  t a n t o ,  pa r a  n u e s t r a  so lu -  

c iones  gene ra l i z adas  u ( n ) ,  es v ( a ( u ( 0 ) ) )  = u ( ~ )  pp. Resu l t a  i n s -  

t r u c t i v o  razonar  s o b r e  l a  f i g u r a  de 11. 

Consideremos e l  operador  T def i n i d o  as: 

T opera  s o b r e  las f unciones d e c r e c i e n t e s  6 (V) , con S (A) = 0 ,  y es 

mon6ton0, en  e l  s e n t i d o  que 
51<  52 

impl ica  Tc I < TC . Ademgs 

a(A) d  a 0 5  (V) ) 6 4IV s i  VE s o p o r t e  de - E O v  
E(v ( a ) )  

(E v es mono'tona c r e c i e n t e ,  as5 que s o p o r t e  E,v - [ v ~ , A I ,  Vo> 0 ) .  

Pa ra  demostrar  que existe 5 t a l  que TS = 5 b a s t a r 5  p robar  

l a  e x i s t e n c i a  de una funcibn 5 (V) t a l  que. TSO> C0 ; veremos a- 
0  

demss que s i  Eov= 0  en (O,Vo), entonces  e l  punto f i j o  5 - TS - 
' =  + -  en (O,Vo). 

Sea c O ( t )  = rnax {h(v0- t ) ,  Y ( A - ~ ) }  , h > u  > 0 .  Sea t - 0 

= too , Y )  < Vo t a l  que h (V -t ) - Y (A- t o )  . 0 0 



A Vo-LI A lJ (A-vo) A 
Se ve que t = , V - t  = , A-to E 

0 0 . Vea 
O A -  p A -  LI 

- 
A -  u 

mos que e l i g i endo  a 11 convenientemente,para todo 1 se t i e n e  

T S O > C O  

E x i s t  e un 11 -- 0 ta l  que e l  pare'ntesis (. . . ) e s  3 O para 

por l a  continuidad de T E O ( x ) ,  y de f, ( x ) ,  
0 

n Entonces l a  suces i6n to< TSO < . . . < T to< . . . est6 acotada 



supe r io rmen te  p a r a  cada x E (Vo, a ( A ) )  , y a p l i c a n d o  dos v e c e s  e l  t e o  - 

rema de  l a  convergencia  a c o t a d a ,  se ve  que s u  l c m i t e  p u n t u a l  [ (x)  

s a t i s f a c e  5 = TS. , como se buscaba .  ( E s t e  l l ' m i t e  sera' e l  Gnico 

punto  f i j o  de  T, b a j o  cond ic iones  que a seguren  l a  u n i c i d a d  de l a  

s o l u c i 6 n  de ( 5 ) - ( 9 ) ,  dado que a (u(11))  se o b t e n d r s  p o r  i n v e r s i i j n  de  

C )  = v e  (28)) .  

Como S. (x)  > 5 (x) c u a l q u i e r a  sea 1. > 0 ,  r e s u l t a r s  que 
0 

r ~ ( v ( V ) )  = + m  e n  ( 0 , ~ ~ )  si  E.v = 0 e n  (O,Vo). 



IV. Un teorema de coaparacibn y aplicaciones. 

Considerews (28) y (29).  y supongame E >  El en (0.A).  Lb - 
memos TI a2 opemdor de (29) con E reemptazado por El . 
Entonces 

n 
Pero i t e rando  r e s u l t a  TIS > T ~ S ~  , 

a( A) dci , x E  sopor t e  de 
X E l O ~ ,  

El(v(a))  

para  todo n .  Esto demuestra que e l  punto f i j o  E l  = TIS1 satis- 

face  S1(x )>S(x )  = T S ( x ) ,  s iendo  S1(x) = + "  en ( 0 , ~ ~ )  s i  

ES c l a r o  que, volviendo a (28). r e s u l t a r s  rl I ( V  (V) ) 0 (v (v ) ) .  sien 

deny rl 1 
cons tan tes  donde a es cons tan te  (10s s a l t o s  de v )  . 

Tenemos entonces 

(32) Teorema. S i  E ( u ) > E l ( u ) ,  uE(O.A), entonces r l1(u)>r l (u)  6 ,  

l o  que es equiva len te ,  u l (n )>  ~ ( 0 ) .  

S i  ahora JZ ( u )?  JZ(U) ,  u E (o ,A]  , entonces l a s  r e spec t ivas  
(n) 

rl (u)cumplen 
(n> 

rll (u) (u) a . . . > rl (u) a . . . > (u) , luego n 

'I 1 ri -a rl , uE(O,A),  y 
, n 

2 A 
da(x) A 

Q ( U )  - 4 J  4 J  
d a (x) 

9 

Qr t 
X 

E(x)+2; 4 E ( x ) + ~ J  d a ( t )  
n (t) O r, ( t )  2 que t i ende  a n 



d a ( t )  
E (x) +210 

- 
Por l a  unicidad supuesta ,  debe ser rl = rl pp. Y v a l e  un r e s u l t a  - 

do andlogo s i  lZn!: E : entonces r~ (u) ? rl (u) en  (0  ,A] . 
Ahora, s i  E + E en (O,A), E,En monbtonas c r e c i e n t e s ,  

n 

(33) E := inf{E,E , k >  n ) < E ,E  < sup  {E,E , k >  n } = I  E (n) 
(n) k n k 

(n) y tambie'n E 
(n) 

9 E s o n m o n d t o n a s y  E ? E ,  (n) 
E(") 1 E , y l a s  

soluciones  correspondientes  

Se deduce que rl (u) -+ rl (u) pp. en  (0 ,A] .  es decir ,  l a  depe~z 
n - 

dencia continua de rl con respecto a E .  

Como todas las funciones son monbtonas, l a  convergencia es uni- 

forme en todo i n t e r v a l 0  cerrado donde rl (x) es continua ( e s  d e c i r ,  

en todo [ e ,A], E > 0 ,  s i  a ( . )  no posee s a l t o a ) .  

E l  mismo enunciado ea vg l ido  para  las u @I ) n 
1 

Si, tomamos - 7 ~ u '  (TI) = a  TI))" , (28) se e s c r i b e  



Sea v ( v ( a ) )  =: a ( a )  , y  

S i  ahora  E  > v r E2 , e n  ( 0 ,  a(A) ] e l  teorema (32) d i c e  que 1 

a c o n t i n u a s ,  d e c r e c i e n t e s  estrictas.  Como es c o n s t a n t e  en e l  
i 

conjunto  de v a l o r e s  de v ( a )  que c o n s t i t u y e n  un segment0 verticaz 

de s u  g r s f i c o  (y corresponden a i n t e r v a l o s  donde a = c o n s t  .) , e s t a s  

des igua ldades  s u m i n i s t r a n  sub y  s u p e r  func iones  p a r a  n ( x )  , x E (0 ,A  1 : 

En p a r t i c u l a r ,  si a ( x ) ~  a ( x )  < a(") (x) , todos  g r r f i c o s ,  x E  ( 0 , A )  
(n) 

E(n)  
, v  , E(") son BUS g r a f i c o s  i n v e r s o s ,  r e spec t ivamente  , las  

igua ldades  a n t e r i o r e s  dan 

Con un razonamiento anglogo a1 e f e c t u a d o  s o b r e  E se deduce 7.n 



continuidad de l a  dependencia de q ix), con respecto a a , y consi  - 

d e r a c i o n e s  sirnilares a l as  y a  e f e c t u a d a s  con r e s p e c t o  a l a  c o n t i n u i -  

dad d e  l a  d e p e n d e n c i a  d e  u(11)  con r e s p e c t o  a varlaciones d e  ( x .  



V. Vamos a dar  condiciones que aseguren l a  monotonga de V(v)=a(u(v)) ,  

suponiendo que u(v) sea so luc i6n  de ( 9 ) .  

(34) Teorema. Si E y a no tienen saztos comunes, entonces 

~ ( v )  es monbtona (y serd decreciente en nuestras hipbtes is)  . 

~ e m o s t r a c i c n .  Supongarnos que V(a) = V(b) = C , 0 < a < b <+ y 

V(Q) > C en ( a , b ) .  Probaremos que V(Q) = C en ( a , b ) .  

Recordemos que V(Q) es absolutarnente continua.  Integrando por 

p a r t e s  en (5) y sumando y res tando E(v(C)) se obt iene ,  para  toda 

$(TI) suave, sop $C(O,+), 

Recordernos ahora l a s  desigualdades ( 18) : podemos suponer que C 

es un punto de cont inuidad de v (entonces v  (C) = v - (C) = (c ) )  y 

que v  (C) es tambie'n punto de cont inuidad de E . Esto s e  debe a  l a  

h i p 6 t e s i s  de que E y a no s a l t a n  en  e l  mismo v a l o r  de u  , y por 

l o  t a n t o  e l  v a l o r  tornado por v  en un i n t e r v a l 0  CIG C < C 
2 

donde 

v  = constante, es un vaZor h n d e  E es continua: e s t e  va lo r  v  = 

constante  s e r i a  t a l  que a (v) e s  un segment0 v e r t i c a l  ( i e ,  un s a l t o  

de a ) . S i  E t uv ie se  un s a l t o  en v  (C) y v  no fuese  constante  

a l rededor  de C - e s  d e c i r ,  s i  a no sa l t a  en v  (C) - desplazando 

un poco e l  v a l o r  C s e  ob tendr ia  la  s i t u a c i 6 n  deseada V(al) = V(b ) =  
1 

= C1 9 V(v) > C 1  en ( a l , b l )  , con E(v(C)) continua en C1 , para  

nuevos va lo re s  de a  < b 1 C1 
, y por l a  continuidad de V(n) ten 

drzamos e l  resu l tado .  



De (18) obtenemos 

Tonsews entoncee + (n) - + (n) , l i n e a l  pot trozos e igual a 1 
n 

e n  (a + l / n ,  b - l / n )  , y nula fuera de ( a , b )  . La eegunda in tegra l  

de (35)  da,  por un lado,  uoando (36), 

Yor ser  C un punta de continuidad da lor  integrandoa, l o e  ex tre  - 
moe de  estaa deeigualdadea tienden a cero cuanda n -+ oo . Une conclu- 

La primera in tegra l  d e  (35) t i e n e  l fmite  i n f e r i o r  * 0 ;  en e l  ex  - 
trew, u ee obtiene 

V ' ( ~ ) d r l  - -n(V(b)-V(b-l/n))  0 .  

T.uego lim i n f  J ( ) V ( ) d  n * O  , de donda 
n 

(37) J ( ) V ( )  > - c , c > 0 a r b i t r a r i o ,  para n grande. 
n 

Teniendo en cuentu l o  expueeto y 10 fonna do lae funcionee $ ( q ) ,  n 

en f l c i l  vsr qua l a  tercera integral de (35) tiende a 



Pero como v ( C )  = - v(C) = ;(c) y V ( , ] ) > C  en ( a , b ) ,  de (36 )  re 

sulta que e l  integrando de (38) e s  no negati.vo, y ,  por l o  tanto,  

E(u(11))  = E ( v ( C ) )  p . p .  en ( a , b ) .  De ( 8 )  resul-ta 

para a &  1 ,  < b , y por l o  tanto V(r.1) es lineal en ( a , b ) ,  de dou- 

de  V ( r l )  = C en ( a , b ) .  E l  teorema qued6 as$ demostrado. 



V I .  A esta a l t u r a  queda y a  j u s t i f i c a d o  l o  hecho en  111, y aGn bas- 

t a n t e  por  h a c e r  con l a s  so luc iones  au tosemejan tes .  I n d i c a r s  en  fo r -  

m a  breve  l o  m 5 s  r e s a l t a n t e .  

De (23) sabemos que V '  (n)  < 0 s i  V(rl) > i n f { ~ ( r l ) :  r l >  01 y que 

u ( ~ )  = v(V(rl)) p .p.  Reemplazando en (8)  queda una ecuac i6n  p a r a  

(19) nos d i c e  ahora  que V '  (n)  6 0 es mon6tona c r e c i e n t e  p a r a  rl+ +00, 

r l l  luego e x i n t e  l i m  V '  (n) . Pero J O V  ( s ) d s  = V(Q) - V(O+) - - 
rl- 

= a(u( r l ) )  - a(A) , y como a ( u ( n ) ) >  0 y decrece, t i e n e  l l ' m i t e ,  y 

r e s u l t a  l i m  V '  ( Q )  = l i m  a ( u ( n ) )  ' = 0 .  
rl+ O0 rl- 

Es to  nos i n d i c a  que e l  f l u j o  ( k ( u ) u l )  (rl) = a (u ( r l ) ) '  de l a  s o l u c i 6 n  

autosemejante  t i e n d e  a cero cuando rl + a, , y e s t e  hecho, f l ' s icamente 

s e n s a t o ,  usado p a r a  ob t ene r  (16) ,  es consecuencia de las h i p 6 t e s i s  

sobre  E y a . 
Observemos que, casos  pa to l6g i cos  a p a r t e ,  V(+) = a(u(+oo)) = 0 por  

nues t r a s  condic iones  sob re l a  so luc i6n  ( d e c r e c i e n t e )  u(n)  . Entonces 

es f 5 c i l  p robar  que 

E s t a  igua ldad  d i c e  que toda  l a  energza  p r e s e n t e  en e l  medio en  un i n s  

t a n t e  dado e n t r 6  a1 mismo como f l u j o  en  x = 0 (suponemos que l a  e n e r  - 

gza d e l  e s t a d o  i n i c i a l  es ce ro ,  como siempre)  . 
Nos resta p roba r  que 

(41) Teorema. Hay a l o  sumo una s o l u c i 6 n  u(n)  de (9), con u(0)  = 



Idea de l a  demostracibn: supongamos ( ( n )  .on so luc iones ;  

tomemos V )  , V )  . Basta cons idera r  10s casos  

( i )  v - (R)>  V(v) en ( a ,b ) ,  ~ - ( a )  = V(a), V-(b) - V(b), V(b)> 0; 

( i i )  v v en a , ,  a >  0. 

- 
En e l  caso ( i ) ,  V y V son estrictamente decrec ien tes  en ( a , b ) ,  

luego E ( v ( v - ( ~ - 1 ) )  = E(v(V(b-))) y E(V(V-(a+)))  = E(v(V(a+))) y 

de (8 b i s )  0 >  V-' (b-) - V '  (b-) - (v-' (a+) - V' (a+)) = 

Lbego E(V(V-(v) ) )  = E(v(V(v))) p.p. en  (a ,b ) .  Restando las respec - 

t i v a s  ecuaciones (8 b i s )  se ob t i e n e  (v- - V) ' = cons tan te  e n  (a ,b )  , 
- 

y l a  conclusi6n V = V en (a ,b)  s igue  como en  (39). 

S i  fue ra  V(b) = 0 = a ( u ( b ) )  resu l ta r l ' a  V(n) = 0 , v b y 

nos hal lar famos en e l  caso s igu ien te :  

Caso ( i i ) :  E(v(V(v))) es mondtona decrec ien te  e i n t e g r a b l e  en 

(0,+00) ( (40) ) , luego  nE(v(V(n))) -+ 0, n + w ,  y l o  mismo ocur re  con 

n ( V ( V ( ) ) )  La demostracien es parec ida  a l a  d e l  caso ( i ) :  b a s t a  

- 
observar  que V ' ( )  V '  (n) t ienden a cero ,  0 -+ i- . 



V I I .  Aunque a h  quedan cabos s u e l t o s  y s i t u a c i o n e s  que merecen d i s  - 

cus i6n ,  voy a t e rminar  e s t a s  n o t a s  aqu:, con a lgunas  i nd i cac iones  b i  - 

bl iogr i i f  i c a s  . 
J,os t e x t o s  c la ' s icos  -que no truen l a  teorl 'a que describimos-  son 

. I .  Crank, "The Mathematics of   iffu us ion" ,Clarendon P r e s s ,  Oxford, 

1956; 

H.  S .  C a r s l a w  - J . C .  .Jaeger, "Conduction of Heat i n  ~ o l i d s " , ~ l a r e n d o n  

P r e s s ,  Oxford, 1959. 

LOS temas que vimos, pa r a  e l  caso  E ( U ) Z  u, cr(u(n)) = ~ ; ( " ) k ( s ) d s  , 

k ( s )  > O  s i  s > O ,  aparecen en  

F.V. Atkinson - L.A. P e l e t i c r ,  S i m i l a r i t y  s o l u t i o n s  of f lows through 

porous media, Archive f o r  R a t i o n a l  Mechanics and Ana lys i s  

y  mss acabadamente, e n  l a  forma a l u d i d a  en  111, en  

F.V. Atkinson - L . A .  P e l e t i e r ,  S i m i l a r i t y  s o l u t i o n s  of t h e  non l i n e a r  

d i f f u s i o n  equa t ion ,  Archive f o r  R a t  i o n a l  Mechanics and 

Ana lys i s  54, p. 373-391, 1974. 

La  observaci6n de que 10s me'todos de este 6 l t imo  t r a b a j o  son  a p l i c a  - 

b l e s  a1 caso  t r a t a d o  e n  e l  t r a b a j o  a n t e r i o r ,  y  l a  g e n e r a l i z a c i 6 n  de 

1 
10s mismos p a r a  t ra tar  l a  ecuaciSn ( k ( u ) u l ) ' ( n )  = -T  I I E ( U ( ~ I ) ) '  ( 1 3 ) ,  

con k i 0 e i n t e g r a b l e  Lebesgue y c i e r t a s  r e s t r i c c i o n e s  s o b r e  E , 

f i g u r a n  en  

J . E .  B o u i l l e t ,  On s i m i l a r i t y  s o l u t i o n s  of  t h e  equa t ion  of d i f f u s i o n  

i n  one dimension, Trabajos  de Matemgtica 15, I n s t i t u t o  A r  - 

gen t i no  de Matemgtiea, CONICET, Buenos Aires , 1977. 



J.E. Bouillet - D.A. de Saravia - L.T. Villa, Similarity solutions 

of the equation of one dimensional heat conduction, 

Journal of Differential Equations 35, No 1, p. 55-65,1980. 

(ver tambign Revista de la Uni6n Matemztica Argentina 28, 

No 3-4, p. 224, 1977-78). 

En este Gltimo trabajo aparecen ya las t6cnicas desarrolladas en es- 

tas Lecciones. 

Para las observaciones de 10s psrrafos finales de II., relati- 

vas a las ecuaciones (16) y (17), se debe acudir en principio a1 li- 

bro de Crank ya citado. En enfoque nume'rico de (16) se efectGa en 

un trabajo, en preparacicn, sobre el cual existen las comunicaciones 

siguientes: 

D.A. de Saravia - J.E. Bouillet, Aproximaci6n lineal por trozos de 

las soluciones de similaridad de la ecuaci6n de la difu- 

si6n, con coeficiente dependiente de la aoncentraci6n, 

Comunicaci6n a la ~eunibn Anual de la U.M.A., Salta,1980. 

Revista de la Uni6n Matedtica Argentina 30, NO1, p. 55- 

-56, 1981. 

J.E. Bouillet - J.P. Milaszewicz - D.A. de Saravia, 011 approximate 

similarity solutions of one-dimensional diffusion equa- 

tions, Comunicaci6n (Poster Session)al SIAM 30 th An- 

niversary Meeting, Stanford, California, Julio de 1982. 

En cuanto a1 enfoque de diversos problemas autosemejantes de valores 

iniciales y de contorno relativos a (17), el trabajo de J.E. Bouillet 

- S.M. Comes, An equation with a singular nonlinearity related to dif 



f u e i o n  p r o b l e m  i n  one dimension, a p a r e c e r a  en  e l  Q u a r t e r l y  o f  Ap- 

p l i e d  Mathematico . 
~ q u f  se e s t u d i a ,  en r e a l i d a d ,  una g e n e r a l i z a c i 6 n  de n u e s t r a  ecuac i6n  

autosemejante  que t i e n e  l a  forma 

( v e r  l a s  r e f e r e n c i a s  de e s t e  t r a b a j o ) .  

T,a i d e a  de a b a r c a r  una g e n e r a l i d a d  t a l  que permi ta  t r a ta r  Za ecua- 

(:ibn (1 )  con func iones  mondtonas E y a es r e l a t i v a m e n t e  r e c i e n  - 

te, pe r0  ignoro  s i  h a  s i d o  d e s a r r o l l a d a  p a r a  e l  caso  au tosemejan te .  

M i  i n t e n c i 6 n  f u e  (y  e s )  e x t r a e r  todo e l  jugo p o s i b l e  a esa i d e a  con 

10s r e c u r s o s  d e l  A n g l i s i s  Real Elementa l ,  e spec ia lmen te  l a  t e o r f a  

de l a  d i f e r e n c i a c i 6 n  c l g s i c a  de  Lebesgue y l a  noci6n de  i n t e g r a l  de  

S t i e l t j e s ,  t a l  como e s t s n  expues tos  e n  lass ya c i t a d a s  "Lecons dlAna - 

l y s e  Fonc t ionne l l e" ,  de F. Kiesz y B. Sz. Nagy, G a u t h i e r - V i l l a r s  - 

Akade'miai -Kiado', Paris-Budapes t ,  1955. 

M i s  p r imeros  i n t e n t o s  de  a l c a n z a r  estas h i p 6 t e s i s  g e n e r a l e s  con - 

t a r o n  con l a  cooperac i6n  de L.T. V i l l a ,  e n t r e  1978 y 1979, y  doy t 6 r  - 

mino a estas n o t a s  expres5ndole  m i  reconocimiento.  



El problema inverso-de ~ t e f a n  

L u i s  T. V I L L A  

1  . I N T H O D I J C C I O N  

Tal como y a  s e  h a  v i s t o  e n  c u r s i l l o s  a n t e r i o r e s ,  r e c o r -  

demos q u e  e l  p r o b l e m a  d e  cambio  d e  f a s e ,  c o n o c i d o  e n  l a  li - 
t e r a t u r a  como p r o b l e m a  d e  S t e f a n ,  n a c e  con 10s t r a b a j o s  d e  

LAME-CLAPEYRON ( 1 8 3 1 ) .  NEUMANN ( i n g d i t o )  y  d e  STEFAN / / /  
( 1  8 9 0 ) .  P r e c i s a m e n t e ,  a c o n t i n u a c i 6 n  e s c r i  bimos e l  p r o b l e -  

ma d e  S t e f a n  q u e  d e s i g n a r e m o s  como ( P ) :  D e t e r m i n a r  d o s  f u n  - 
c i o n e s  u  = u ( x ,  t ) ,  s = s ( t )  d e  mod0 q u e  s a t i s f a g a n  l a s  s i -  

g u i e n t e s  c o n d i c i o n e s :  

donde  D ,  P k s o n  c o n s t a n t e s .  

Como sabernos,  e l  p r o b l e m a  ( P )  p u e d e  c o n s i d e r a r s e  corno / 
un mode lo  m a t e m Q t i c o  d e s c r i p t i v o  d e  un p r o c e s o  d e  cambio  / 
d e  f a s e  ( u n  e j e m p l o  s i r n p l e  l o  c o n s t i t u y e  l a  f u s i 6 n  o  s o l i -  \. 
d i f i c a c i 6 n  e n  e l  s i s t e m a  h i e l o - a g u a )  u ( x ,  t ) ,  s ( t )  r e p r e s e n  - 
t a n  r e s p e c t i v a m e n t e  l a  d i s t r i b u c i 6 n  d e  l a  t e m p e r a t u r a  en  / 
l a  n u e v a  f a s e  y l a  p o s i c i 6 f i  d e  l a  i n t e r f a s e  a1  t i e m p o  t .  / 

d  9 ( t )  = = s ( t )  e s  l a  v e l o c i d a d  d e  a v a n c e  d e  l a  n u e v a  f a s e  / 
s o b r e  l a  p r e e x i s t e n t e  q u e  s e  c o n s i d e r a  s i e m p r e  a t e m p e r a t u  

C - 
ra c o n s t a n t a ,  e n  e s t e  c a s o  c e r o  s i n  p e r d e r  g e n e r a l i d a d .  / /  



f ( t )  d g{ t )  s m  d a t o s  e n  e l  probLama. 

Como l a  ley con que se mueve La i n t e r f a s e  que es partel 

d e l  c o n t o r n o  d e l  doin in io  d e  i n t e r e s  a s  una i n c h g n i  ta  m6s / 

d e l  p rob l ema  ( f r o n t e r a  L ib re )  ' s e  d i c e  q u r  t a s  iln p t - o h l e  - 
ma d e  f r o n t e r a  l i b r e  p a r a  l a  ecuaci6il u r l . i d i ~ n e r l n i c . , t l a l  ( lei  ,' 

c a l o r  en  una  f a s e .  S o b r e  a s p e c t o s  matamdt, ioos d e  a s t e  p r o -  

blema remi t i m o s  a c u r s i l l o s  a n  t e r i o r e s  c o r r e s p o n d i e n  t e s  y/  

s u s  r e f e r e n c i a s .  A C ~ .  a h o r a  n o s  i n t e r e s a  d e s t a c a r  10s d o s /  

a s p e c t o s  s i g u i e n t e s :  

i ) En muchos p r o c e s o s  t e c n o l 6 g i c o s  ( c r e c i m i e n t o  d e  c r i s t a -  

l e s  p o r  e j .  ) i n t e r e s a  p a r t i c u l a r m e n t e  e l  c o n o c i d o  como p r o  - 
blema i n v e r s o  a ( P ) ,  en  a d e l a n t e  d e s i g n a d o  como P .  Cru-  

damente  h a b l a n d o ,  un p r o b l e m a  i n v e r s o  p u e d e  e s t a b l e c e r s e  / 
d i c i e n d o :  er. l u g a r  d e  e n c o n t r a r  l a  so i l uc i6n  a un dado  p r o -  

be lma,  s e  b u s c a  un p rob l ema  f z s i c a m e n t e  r e z o n a b l e  p a r a  una  

dada  s o l u c i 6 n  . E s t a  i d e a  data  a1 p a r e c e r  d e s d e  10s t i e m p o s /  

d e  E u l e r .  En o t r a s  p a l a b r a s ,  e n  e l  p r o b l e m a  ( d i r e c t o )  s e  / 
conoce  l a  c a u s a  a c t u a n t e  ( e n  n u e s t r o  c a s o  f ( t )  6 g ( t ) ) ,  y / 
s e  busca  d e t e r m i n a r  e l  e f e c t o  c o r r e s p o n d i e n t e  ( e n  n u e s t r o /  

c a s o  e l  p e r f i l  d e  t e m p e r a t u r a  y s ( t ) ) ;  en  e l  i n v e r s o  se / /  
p r e s c r i b e  e l  e f e c t o  ( l a  l e y  p a r a  s ( t )  y g o r  a l l o  e s t e  y r o -  

hlerna e s  d e  f r o n  t e r a  rn6vil  y no  l i b r e )  y hay q u e  e n c o n  t ra r  

como c a u s a r  e s e  e f e c t o  d e s e a d o  ( f ( t )  6 g ( t )  ) .  

i i )  Debido  a l a  n o - l i n e a l i d a d  q u e  i n t r o d u c e  en  ( P )  l a  con- 

d i c i 6 n  ( 1 . 5 ) ,  e n  g e n e r a l  l a  r e s o l u c i 6 n  d e  e s t e  p r o b l e m a  ( 

d i r e c t o )  e n t r a f i a  c o n s i d e r a b l e s  d i f i c u l t a d e s  mate rn6 t icas .  / 
En carnbio,  e n  e l  p rob l ema  i n v e r s o  c o r r e s p o n d i e n t e  ( P  a1 

ser dada  s ( t ) ,  la r e s o l u c i b a  r e s u l t a  un poco  menos compl i -  

c a d a  y  d e  e l l a  s e  puede  i n f e r i r  i n f o r m a c i 6 n  6 t i l  s o b r e  ( P )  

( n a t u r a l m e n t e  d e  l a  r e s o l u c i 6 n  d e  ( P )  t ambi8n  s e  o b t i e n e  / 
i n f o r m a c i 6 n  s o b r e  P ,  e s  d e c i r  q u e  ambos p r o b l e m a s  s e  // 
complemen tan ) .  E s t o s  a s p e c t o s  comentados  p r e c e d e n t e m e n t e , /  

p o s i b l e m e n t e  ya  c o n s t i  t u y e n  una m o t i v a c i 6 n  s u f u c i e n t e  p a r a  

e l  o b j e t i v o  c e n t r a l  de  e s te  c u r s i l l o ,  c u a l  e s  e l  d e  t r a t a r  

aspectos  dsicos d e l  problema i n v e r s o  de Stefan ( P I i  a s o - /  



c i a d o  a 1  p rob lema  de  S t e f a n  ( P ) .  

Con l o  q u e  d i j i m o s  h a s t a  a h o r a ,  e s t a m o s  en c o n d i c i o n e s /  

d e  f o r m u l a r  c o r r e c t a m e n t e  ( P  , l o  q u e  hacemos segu idamen-  

t e :  d e t e r m i n a r  una  f u n c i 6 n  u  = u ( x ,  t )  q u e  s a t i s f a g a  ( 1 .  I ) ,  

( 1 . 4 )  ( I ) ,  a s i g n a d a  a p r i o r i  una  f u n c i 6 n  s = s ( t )  en / /  
c l a s e  o p o r t u n a .  C l a r a m e n t e ,  e l  c o n o c i m i e n t o  d e  l a  s o l u c i 6 n  

u ( x .  t )  d e l  p rob lema  ( P ) '  p e r m i t e  c a l c u l a r  f ( t )  6 g ( t )  s o - /  

b r e  e l  c o n t o r n o  x = 0 q u e  d a r d n  un p r o c e s o  t a l  q u e  l a  nue-  

va f a s e  a v a n c e  s o b r e  l a  p r e e x i s t e n t e  con l a  l e y  a s i g n a d a .  

E l  metodo g e n e r a l  d e  r e s o l u c i 6 n  ds p r o b l e m a s  con una  / /  
f r o n t e r a  m o v i l  p a r a  l a  e c u a c i 6 n  d e l  c a l o r  y  p o r  l o  t a n t o  / 
en p a r t i c u l a r  p a r a  ( P ) '  s e  b a s a  e s c e n c i a l m e n t e ,  como e s  sa 

b i d o ,  en l a  t e o r f a  d e  10s p o t e n c i a l e s  t k r m i c o s .  l o  q u e  a / 
s u  vez  l l e v a  a l a  n e c e s i d a d  d e  r e s o l v e r  e c u a c i o n e s  i n t e g r a  - 
l e s  t i p 0  V o l t e r r a .  La d i f i c u l t a d  a s o c i a d a  con l a  s o l u c i 6 n /  

d e  e c u a c i o n e s  d e  e s t e  t i p 0  y  e l  hecho  d e  q u e  a f o r t u n a d a m e n  - 
t e  hay c a s o s  e s p e c i a l e s  p a r a  c i e r t a s  l e y e s  d e  movimien to  / 
d e  l a  f r o n t e r a  p a r a  l a s  c u a l e s  s e  p u e d e  h a l l a r  s o l u c i o n e s /  

e x a c t a s  en fo rma m6s o menos s i m p l e ,  e x p l i c a  e l  po rqu6  d e /  

l a  s e c 2 i 6 n  2. 

Las s e c c i o n e s  3 y  4 t r a t a n  l o  q u e  p o d r i a m o s  l l a m a r  un / 
comienzo d e  t r a t a m i e n t o  s i s t e m 6 t i c o  s o b r e  l a  r e s o l u c i 6 n  / /  
d e l  p r o b l e m a ,  comentdndose  en l a  s e c c i 6 n  4 un a s p e c t 0  p a r -  

t i c u l a r m e n t e  i n t e r e s a n t e  e o b r e  e l  mismo, c u a l  e a  s u  r e l a - /  

c i 6 n  con un p rob lema  d e  Cauchy n o - c a r a c t e r i s t i c o  p a r a  una /  

e c u a c i 6 n  p a r a b d l i c a  u n i d i m e n s i o n a l .  En l a  s e c c i 6 n  5 s e  co- 

mentan b revemen te  c o n s i d e r a c i o n e s  s o b r e  e x i s t e n c i a  y  u n i c i  - 
dad  d e  l a  s o l u c i 6 n .  

2. ALGUNOS CASOS ESPECIALES PARA CIERTAS LEYES DE M O V I M I E N  - 
TO DE LA FRONTERA 

@so a). S i  s e  a s i g n a  una l e y  de movimien to  d e  l a  f r o n t e  - 
ra seglin s ( t )  4 .  d =  cte. .  e e  ve que ( P ) '  t i e n e  s o h - /  

c i 6 n  e x a c t a  y se  e n c u e n t r a  r d p i d a m e n t e  u sando  l a  t r a n e f o r -  

maci6n de s e m e j a n z a  



En e s t e  c a s o  s e  e n c u e n t r a :  

y en c o n s e c u e n c i a :  

r f 1 e W  . d 2 / 4 ~  e r f (  0 4  ( 2 . 3 )  f ( t ) = 2  ) = c t e .  k 2m 

O B S E R V A C I O N  2.1. + 

Toda vea q u e  l a s  p r o p i e d a d e s  tg r rn ico  m a t e r i a l e s  D . ~ , L .  
k ,  c  , d e l  s i s t e m a  s e  c o n s i d e r a n  c o n s t a n t e s  y c .onoc idas  co 

P  - 
mo puede  r e s u l t a r  t e d i o s o  a r r a s t r a r l a s  en t o d o s  10s c d l c u -  

10s. e s  6 t i 1  r e c o r d a r  q u e  e l l o  puede  o b v i a r s e  e s c r i b i e n d o /  

( P )  en  l a s  v a r i a b l e s  x, 3 , donde 

Caso b )  En e s t e  c a s o  c o n s i d e r a m o s  un modelo q u e  d e s c r i b e  / 
e l  p r o c e s o  d e  cambio d e  f a s e  d e  un c a s q u e t e  e s f g r i c o  d e  e s  - 
p e s o r  Ro-  r i n i c i a l m e n t e  a l a  t e r n p e r a t u r a  d e  t r a n s i c i 6 n  y 

0 

a i s l a d o  en l a  s u p e r f i c i e  r = R : 
0 

2 
( 2 . 4 )  D[~ rr t-u r r ( r .  t k ~ ~  = {(r, t)/r o ~ r l s ( t ) & ~  o , 

0 





n a d a  t i e n e  l a  forma 

S i  a h o r a  s e  i n t r o d u c e  l a  v a r i a b l e  6 como 

2  2- I' 2 G- 
O y 6 ( t ) a s (  2a O l l s rnando u(r .6)  a ~ ( r ,  2a >, 

problerna ( 2 . 1 1 )  - ( 2 . 1 5 )  s e  puede  e s c r i b i r  como 

Notemos a h o r a  q u e  ( 2 . 1 8 ) -  ( 2 . 2 2 )  c o n s t i t u y e  un p,roblerna ti- 

po ( P ) ,  y  p r e c i s a m e n t e  en e l  c a s o  a n t e r i . o r  r e s o l v i m o s  s u  / 
i n v e r s o  ( P ) '  con s ( t )  . Luego. con e l  mismo p r o c e d i - /  

m i e n t o  s e  r e s u e l v e  e l  i n v e r s o  a s o c i a d o  a ( 2 . 1 8 ) -  ( 2 . 2 2 ) .  

Hac iendo  l a s  c u e n t a s  s e  e n c u e n t r a  

t e n i e n d o  a h o r a  en  c u e n t a  l a s  t r a n s f o r m a c i o n e s  e f e c t u a d a s  y 



ahora e e  puede e f e c t 1 v ~ m e n t . e  v e r i f i  car. q u e  e l  p a r  d a d o  yor.  

(2.24) resuelve el problama lnverao b l ~ o c i a d o  a (2.4)- ( 2 . 8 )  

qua n o 3  hernoe 1 , l a n  t e a d o  

El rase d r  o ~ r n b i o  d e  f ~ s e  desde  R ~ I J ~ ~ E I  ( d e a d a  18 au1)t-1%- 

f i c i e  r = R ) s e  resue lve  ar lb logama~rt ,e .  
0 

Caeo c l  En este cnso t . r a tnmos  e l  problerna i n v e r s o  a e o c h d ~  

a ( P )  c u e n d o  para l a  f~ .on t , e r t l  movil  ye  & s i g n &  l a  l e y  a ( t ) -  

4 t. 
Ai)or*e l a  i d e a  n u s e r  para  a b o r d s r  l a  r * e s o l u c i 6 n  d a  ( P ) '  

9 0  i n  t r o d u c i r  l a  t ransformac16n 

E n t , o n c e j ,  J l a r n ~ n d o  up, t )  a u ( e ( t ) - -  , t) a e  tierhe parn J t i  

f u r l  c~ 6n  ( , t e l  e i  g u ~  en  te pro tlerna P 

t e n i e n d o  p r e e e n t e  l a  l e y  e.signada parn e ( t )  ahora se reem- 



p l a z a  B ( t )  p o r d  en  ( 2 . 2 6 )  y ( 2 . 3 0 ) .  l u e g o  d e  e s t o .  una  / 
s e n c i l l a  c u e n t a  m u e s t r n  q u e  s i  s e  i n t r o d u c e  una  f u n c i 6 n  / 
w(p,t) como 

2  
OC t 

( 2 . 3 1 )  ~ ( p , t )  = e %P-T w(p :t) 
p a r a  w() ,  t )  e l  problems (2 .26) - (2 .30)  s e  e s c r i b e :  

a h o r a  ( 2 . 3 2 ) - ( 2 . 3 6 )  s e  r e s u e l v e  i n m e d i a t a m e n t e  y s e  en- / 
ctuen t r a  

en  c o n s e c u e n c i a  

y t e n i e n d o  p r e s e n t e  l a  t r a n s f o r m a c i 6 n  e f e c t u a d a  s e  o b t i  e- 

n e  

s e  p u e d e  v e r i f i c a r  q u e  e l  p a r  (2.38) r e s u e l v e  e l  p r o b l e m a  



p r o p u e s t o .  

P a r a  f i n a l i z a r  e s t a  s e c c i 6 n  e s  o p o r t u n o  v e r  q u e  e n t r e  

10s p r o c e s o s  d e  cambio d e  f a s e  a c d  c o n s i d e r a d o s ,  s e  p u e d e  

s u p o n e r  r a z o n a b l e m e n t e  q u e  hay una c l a s e  d e  10s mismos / /  
q u e  s a t i s f a c e n  l a  s i g u i e n t e  r e s t r i c c i 6 n  a d i c i o n a l  

Lo  condic i61-1  ( 2 . 3 9 )  f u 6  i n t r o d u c i d a  p o r  D.QUILGH1N.I en[1] 

y  t i e n e  un i m p o r t a n t e  s i g n i f i c a d o  f i s i c o  dado  q u e  a s e g u r a  

l a  p e r s i s t e n c i a  d e  l a  f a s e  en f o r m a c i 6 n .  

Vere~rtos a h c r a  una manera muy s i m p l e  d e  r e s o l v e r  e l  / /  
prob lems  i n v e r s o  d e  S t e f a n  para med ios  p l a n o s ,  c i l i n d r i - /  

c o s  y o s f 6 r i c o s  cuando s e  a s i g n a  una l e y  d e  movimien to  p a  - 
r a  l a  i n t e r f a s e  t a l  q u e  ( 

( 2 . 4 0 )  s ( t )  S ( t )  = c t e  

Tomando un c a s o  c o n c r e t o ,  c o n s i  de remos  l a  s o l i d i f i  ca- 

c i 6 n  h a c i a  a f u e r a  d e  un e s t r a t o  l f q u i d o  d e  e s p e s o r  R o - r o e  

E l  r e f e r i d o  p r o c e s o  puede  d e s c r i b i r s e  y o r  e l  s i g u i ' e n t e  mo - 
dele : 

1 1 
p = - ~ , p  0 ,  r e s p e c t i v a m e n t e  p a r a  med ios  p l a -  

n o s ,  e s f g r i c o s  y  c i l i n d r i c o s )  



s i e n d o  l a  n o m e n c l a t u r a  p a r a  v a r i a b l e s ,  c o n s t a n t e s  y f u n - /  

c i o n e s  l a  misma q u e  l a  u s a d a  en p u n t o s  a n t e r i o r e s .  

Supongarnos e n t o n c e s ,  q u e  e x i s t e  un p a r  (5 .u)  qile sa-/ 

h i s f a c e  e l  problerna i n v e r s o  a s o c i a d o  a ( 2 . 4 1  ) -  ( 2 . 4 5 )  y - a /  

doela's v e r i  f i  c a  l a  c o n d i c i 6 n  ( 2 . 3 9 ) .  Combinandc ( 2 . 3 9 )  / / /  
con (2 .41 ) se  puede  e s c r i b i r :  

. 2 p t  1. 
( 2 . 4 6 )  ( r  'r 'r t - -  1  3 . ~ P ( , Z P + ~  

D s u ) = O ,  ( r .  t ) h  Dt 
r 

0 

Lr l  t n g r a n d o  ( 2 . 4 6 )  y  a p l i c a n d o  ( 2 . 4 4 ) ,  ( 2 . 4 5 )  s e  o b t i e f i e  

l o  n o t a b l e  e s  a h o r ?  q u e  s i  p re t ende rnos  q u e  ( 2 . 4 7 )  s a t i s f a  - 
a ( 2 . 4 1  ) ,  h a c i e n d o  l a s  c u e n t a s  s e  e n c u e n t r a  q u e  e l l o  e s /  

p o s i  b l e  s i  s e  impone q u e  

c:s c l a r o  q u e  tornando l a  c o n s t a n t e  a como 

l a  s o l u c i 6 n  d e l  p rob lema  i n v e r s o  con l e y  d e  movimiento  pa - 
ra l a  i n t e r f a s e  seg6n ( 2 . 4 0 )  s e  o b t i a n e  como 



( 2 . 4 9 ) .  ( 2 . 5 0 ) .  ( 2 . 5 1 )  s o n  r e s p e c t i v a m e n t e  p a r a  m e d i o s  / /  
p l a n o s ,  ci  l i n d r i c o s  y  e s f Q r i c o s .  

Q u i z a s  s e a  p o s i t ~ l e  s e g u i r  r e s o l v i e n d o  a l g u n o s  o t r o s  / 
c a s o s  e s p e c i a l e s  d e  l e y e s  p a r a  s ( t )  en  f o r m a  s imple  corn@/ 

v i m o s  h a s t s  a h o r a  p e r o  e l l o  e x t e n d e r i a  d e r n a s i a d o  e s t a  s e c  

c i 6 n  d e n t r o  d e l  c o n t e x t . 0  g e n e r a l  d e l  c u r s i l l o  y dernanda- /  

r i a  d e m a s i a d o  t i e m p o .  De h e c h o  vamos a c i t a r  r e f e r e n c i a s /  

d e  a l g u n o s  t r a b a j o s  d o n d e  s e  han r e s u e l t o  c a s o s  e s p e c i a - /  

l e s  p a r a  e l  probll ema i n v e r s o  d e  S t e f a n ,  a u n q u e  g e n e r a l m e n  - 
t.e n o  y a  en f o r m a  t ~ n  s e n c i l l a .  C i t a m o s  p o r  e j . :  Lam6 - / 

3. F:NFO($UE:S FHk:LIMINARES S O B H E  TRATAMlKNTOS SIS?'EMA'L'I(:I~:' 

P A R A  I , A  H f ? S O I , U ( : I O N  IJEI, F'HQRI,EMA 

E;rltre 10s  t . r a b a j o s  q u e  cie a l g u n h  m a n e r a  i n i c i a n  un / /  

t ra tami  erl t,u si stem6 ti co d e l  p r o  blemcc, p a r e c e  o p o r t u n o  co-  

r n e n t a r  19) (R.Lyubov.  1949)  y [lo] ( ~ . ~ . B o r i s o v .  B.Lyubov.  

D.E. Ternkin,  1955) .  Aunque en p r i n c i p i o  s e  e s t u d i a  el - 



t,lci.ma d e  S t e f ~ n  ( P ) ,  e l  rn6todo usado  s e  a d a p t a  p a r a  cor is i  - 
tierbar s i rnul  t a n e a m e n t e  l a  r e s o l u c i 6 n  d e  s u  i n v e r s o  ( P )  . E l  

a n 6 l i s i s  s e  basa  e s e n c i a l m e n t e  en  l a  i d e a  de  o b t e n e r  e l  / 
p e r f i l  de  t e m p e r a t u r a  u ( x , t )  en D 6 =! (x, t ) / o r x ~ s ( t )  . / 
Oft ,& &\ corno un d e s a r r o l l o  en s e r i e  de  p o t e n c i a s  ( de  / /  

~ n  l u e g o  d e  a d i r n e n s i o n a l i  z a r  e l  modelo ( v a r i a b l e s /  

n d i r n e n s i o n a l e s  z ,  6 en l u g a r  d e  x ,  t )  s e  i n t r o d u c e  l a  t r a n s  - 

y n v ( 5 , 5 )  como l a  nueva  f u n c i 6 n  t e m p e r a t u r a .  

Para V( , 5 6) s e  p r o p o n e  e n t o n c e s  

h a c i e n d o  l a s  k u e n t a s  y t e n i e n d o  p r e s e n t e  ( 3 . 1 )  f i n a l m e n -  

te s e  e n c u e n t r a  

n 6 t e s e  q u e  s e  c o n s i d e r 6  u ( s ( t ) , t )  = u  = c t e )  
0 

En 1101 s e  comienza  p o r  i n t e g r a r  en l a  r e g i 6 n  DCBD / /  
q u e  se  m u e s t r a  en l a  F i g .  1 ,  a p l i c a n d o  l a  f6rmula de  / /  
G r e e n ,  



dorl(It1 411 -. nu  
XX 

- u y ,&el a d j ~ r l t , o  d e * ,  e s  d r c i r  , t, 

S e  ( * o n s i ( l e r a  l u e g o  u y V t a l e s  q u e  $u = 0 ,  &V = O ( "  > 
F.11 d ~ f i n i t ~ i v a  s e  r e d u c e  l a  cues t i6n  a un p r o b l e n ~ a  con 

o p ~ r t ~ l ~ t l a : ;  o n  c o r e  de c o n f . o ~ ~ n o  para  V ( x ,  t )  : 



a h o r a  se p r o p o n e  V como 

::cr t , l*abaja  a h o r a  s o b r e  ( 3 . 7 )  t a ~ l i a r l d o  p r e s r ~ l t r  ( 3 .  5 )  y (~0, 
l i l  r x p r e s i 6 n  o b t e n i d a  p a r a  V s e  ava l f i a  er l  x = s i t )  y se  / /  
1 Leva a ( 3 . 6 )  d e  donde  l u e g o  J e  un p r o c e s ~  d e  i n t , e g r a c i 6 n /  

p o r  p a r t , e s  s e  o b t i e n e  f i n a l m e n t e  

H a b i  d a  cuen ta d e  l a  c o n v e r g e n c i a  d e  l a s  c o r r e s p o n d i e n t e s  / 
: : t? r jes ,  no  e s  d i f i c i l  cornprobar q u e  3 y ( 3 . 8 )  s a t i s f a -  

c a n  e l  .problems ( P )  I .  

En ( 3 . 3 )  y ( 3 . 8 )  s e  t i e n e n  e n t o n c e s  e x g r e s i o n e s  q u e  r e  - 
: iuelven fo rmal rnen te  e l  p rob lema  i n v e r s o  ( P )  

As ignada  l a  s (  t ) .  l a  c u e s t i 6 n  de  l a  c o n v e r g e n c i a  d e  l a  

r e  e x i g e  un examen a p a r t e .  

S e  p r o p o n e  a1  l e c t o r  r e s o l v e r  10s c a s o s  a )  y  c )  p r o - / /  

p u e s  t o s  en l a  s e c c i 6 n  2. a p l i c a n d o  l a s  f 6 r r n u l a s  ( 3 . 3 )  y  / /  
( 3 . 8 ) .  

P a r a  f i n a l i z a r  e s t a  s e c c i 6 n  e s  opor t ,uno o b s e r v a r  q u e  / 
e l  p rob lema  i n v e r s o  de  S t e f a n  d e  l a  s o l i d i f i c a c i 6 n  o  f u - / /  

s i 6 n  a v e l o c i d a d  c o n s t a n t e  d e  un c a s q u e t e  e s f Q r i c o  d e  e s p e  - 
s o r  Rb - r i n i c i a l m e n t e  a  l a  t e m p e r a t u r a  d e  t r a n s i c i 6 n .  / 

0 

s e  puede  r e s o l v e r  s imp lemen te  u sando  l a s  i d e a s  cornentadas/  

p r e c e d e n t e m e n t e  en e s t a  s e c c i 6 n .  En e f e c t o .  cons ide re rnos  / 
p o r  e j .  e l  c a s o  d e  s o l i d i f i c a c i 6 n  h a c i a  a f u e r a  a p a r t i r  d e  

l a  s u p e r f i c i e  r = r con una l e y  p a r a  s ( t )  como 
0 



E l  modelo matemdti  co p e r t i n e n t e  s e r i a :  

( 3 . 1 1 )  s ( 0 )  = 0 

( * 1 l l ( l b  , t - f . (  t ,) , O L t, kt ,  
0 0 

In t roc luc iendo las f u n c i o n e s  V ,  h y l a  v a r j - a b l e  x como 

e l  problema (3 .  0 ) -  ( 3 .  1 )  p a r a  V(x, t )  s e  e s c r i b e  as;: 

t i  A prc>s t . !n  t.r (3.9) y ( 3 .  1 5 )  s t .  v a  q u e  h ( t )  = rn t.. 

A s r  I e V ( x ,  t )  corner : 

donde los a ( t )  s e  pueden c a l c u l a r  como en [ill n  





a h o r a ,  no e s  d i f i c i l  v e r i f i c a r  q u e  ~ ( r .  t )  = 0 y en conse -  

c u e n c i a  s e  t i e n e  

puede  v e r i f i c a r s e  q u e  e l  p a r  (3 .23)  r e s u e l v e  e l  problem*/ 

i n v e r s o  d e  S t e f a n  q u e  n o s  p l a n t e a m o s  p a r a  e l  cambio d e  f a -  

s e  d e  un c a s q u e t e  e s f 8 r i c o  a  v e l o c i d a d  c o n s t a n t e .  E s  opvl.- 

t u n o  coment.ar p o r  o t r a  p a r t e  q u e  ( 3 . 2 3 )  f u 6  comunicada erl/ 

5 1. l r ab i6ndose  e n c o n t r a d o  p o r  o t r o  carnino en 1 1 2 3  . 
d 

F i n a l m e n t e  s e  s u g i e r e  a n a l i z a r  - u ( r  , t )  en (3 .23) .  / /  d t  0 

l a s  c o r ~ c l u s i o n e s  son i n t e r e s a n t e s .  

4. EI, PROBIJEMA DE C A U C H Y  N O  CARACTEHISTICO PARA U N A  ECUA - 
C I O N  PARARO1,ICA Y EL INVERSO DE STEFAN 

1.a c o n s i d e r - a c i  6ri d e l  p r o b l  ema i n v e r s o  d e  S t e f a r l  ( P )  ' / 
e r l  r e l a c i 6 n  con u n  p rob lema d e  Cauchy n o - c a r a c t a r < s t i c o  pa - 

1.a U I I R  ~ ( : I J H C ~  bn p a r a h j l i  ca  urlidimerisi orlal , f D u 8  e f e c t , l l ~ d ~  / 
en 10s t r a t m j o s  ( 1  3 1   hill. 1 9 6 7 )  y [ 1 4 . 1 5 l  ( ~ . ~ o l t . o r ~ .  

1 l r / + )  lJtis co r~c : lu s iones  a l c n n ~ , a ( l a s  sol, important.e+;:  

1:t t lvol11ci6n d e l  t .rat ,amient,o dc? nuest.rc, p rob lema y pol-  t.-/ 

1 1 o I :is ( * o r 1 1  er, 1.a r - e r r l o  s I e s  t,a :;c.(:ci 6 n  . 
;:i bj  en en  n o b o s  t r a b a j o s  s e  c o n s i d e r a  l a  e c u a c i 6 n  pa-  



f i  j a r e m o s  n u e s t r a  a t e n c i 6 n  s o l a m e n t e  en  e l  c a s o  p a r t i  cu-, '  

l a r  d e  l a  e c u a c i 6 n  q u e  n o s  i n t e r e s a :  

~ e f i r i 6 n d o n o s  p r i m e r 0  a l o  hecho en  ( '131 , cons iderornos  / 
un p rob lema  d e  Cauchy n o - c a r a c t e r i s t i c o  p a r a  ( 4 . 2 )  doncia/ 

10s dat ,os  d e  Cauchy 

e s t d n  d a d o s  s o b r e  una c u r v a  n o - c a r a c t e r i s t i c a  x  = s ( t )  ( /  

r eco rdemos  q u e  l a s  c a r a c t e r i s t i c a s  p a r a  ( 4 . 2 )  son  t = c t e ) .  

Es d e  noatar a h o r a  q u e  e l  p rob lema  ( 4 . 2 ) - ( 4 . 3 )  r e s u l t a  no/  

t ~ i e n  p l a n t e a d o  en e l  s e n t i d o  d e  Had amard,  a e s t e  r e s p e c -  

t , ~  r eco rdemos  q u e  un p rob lema  d e  c o n t o r n o  s e  d i c e  b i e n  / /  
p l a n t e a d o  e n  t a l  s e n t i d o  s i :  

E x i s t e  s o l u c i 6 n  

L a  s o l u c i 6 n  depende  c o n t i n u a m e n t e  d e  10s d a t o s  en  e l  / 
s e n t i d o  q u e n p e q u e 8 0 s "  cambios  en 10s. d a t o s  p r o d u c e n  peque  - 
rlos cambios  en  l a  s o l u c i 6 n .  L a  p a l a b r a  e n t r e  c o m i l l a s  e s /  

po rqu6  s u  i n t e r p r e t a c i 6 n  p u e d e  v a r i a r  d e  p rob lema  a p r o - /  

blema.  

R e s u l t a  o p o r t u n o  c i  t a r  e l  s i g u i e n t e  e j e m p l o  en  [ I  6 3  ( C  

P u c c i ,  1 9 5 9 ) :  

F i j a d o s  d o s  n a t u r a l e s  k y n ,  s e a  

+ e-nX s e n  (2 n  2 t' - n  x  )] 

es ta  f u n c i 6 n  s a t i s f a c e  (4 .2 )  y l a s  c o n d i c i o n e s  



un(O,t) = 2  n-2k s e n  2  n2 t 

, . 
p a r a  n- P, l a  s u c e s i 6 n \ U ' ( 0 ,  t ) )  c o n v e r g e  u n i f ~ r m e m e n t e  a  

c e r o  y tambi6n t o d a s  s u s  d e r i v a d a s  h a s t a  e l  o r d e n  k - I ,  / /  
m i e n t r a s  q u e  p a r a  c u a l e s q u i e r ( x  1 7 0 ,  u (x , t )  toma v a l o - /  o  n  o  
r s  a r b i  t r a r i a m e n  t e  g r a n d e s  p a r a  n  s u f i  c ient ,emen t e  g r a n d e .  

E s t o  s i g n i f i c a  q u e  una v a r i a c i 6 n  a r b i  t r a r i a m e n t e  pequena /  

en 10s  d a t o s  d e l  p rob lema  t r ae  c o n s i g o  una  v a r i a c i 6 n  a r b i  
3.1 

t r a r i a m e n t e  g r a n d e  en  l a  s o l u c i 6 n .  P a l l a  e n t o n c e s ,  l a  de -  

p e n d e n c i a  c o n t i n u a  con 10s d a t o s  y ya s e  p u e d e  a s e g u r a r  / 
q u e  ( 2 - 4 .  e s  no  b i e n  p l a n t e a d o  en e l  s e n t i d o  d e  Had - 
mard t a 1  como s e  a n u n c i 6  p r e c e d e n t e m e n t e .  

E s  c l a r o  q u e  n u e s t x o  p r o b l e m a  ( P ) '  e s  p r e c i s a m e n t e  un/ 

p r o b l e n ~ a  de  Cauchy n o - c a r a c t e r i s t i c o  p a r a  l a  e c u a c i 6 n  d e l  

c a l o r  con 10s d a t o s  d e  Cauchy 

es t , a  e s  una i m p o r t a n t e  c a r a c t e r i s t i c a  a  o b s e r v a r  s o b r e  / /  
( P )  p o r  l o  comen t a d o  p r e c e d e n t e m e n  t e .  

La i d e a  b 6 s i c a  e s  en to .nces ,  e s t u d i a r  2 - ( 4 . 3 )  en e l  

domin io  comple jo  (no t emos  q u e  como c o n s e c u e n c i a  d e l  Teort: - 
ma d e  c a u c h y - ~ o w a l e w s k i  ,- e l  p rob lema  d e  Cauchy no-caract , t -  - 
r f s t i c o  r e s u l t a  b i a n  p l a n t e a d o  en e s e  dorn in io)  l o  q u e  i n ) -  

pone  e l  r e q u e r i m i e n t o  q u e  s ( t ) -  s e a  una  f u n c i d n  a n a l i t i c a /  

d e  t. E l  a n d l i s i s  s e  b a s a  e s e n c i a l m e n t e  en 10s s igu - i en t e : ;  

p u n  t o s  : 

a )  D e f i n i r  y  c o n s t r u i r  una s o l u c i d n  f u n d a m e n t a l  p a r a  ( 4 . 2 )  
1 

e l l a  r e s u l t a  

a0 n  
donde E \ z \  = 

n=O + $ - )  



Recordemos q u e  l a  s o l u c i 6 r i  f ' i r l . I k n : e r l  t a  1 U S ' I H ,  pa I -n  , . r I - J  - 
t i  d a d a  p o r  

y s e  aclapt,a piir.t,i ( ~ u  lar-me11 t,e palacs r*t::;~,I L + .  I l l t i  h , ~ . ~ ,  1 1 1  *.I[;iI (it.,' 
/ v a l o r e s  i n i  c i a l e s  - . a ra ( : t , e r - I  2; t,i (:o pa r .1  + 4 r r t :  ( ~ . ; u a  1 - 

rnt311te 10s d a t o s  st: avignar l  sobr-e t - I ,  141rc c B ~  , -a  r . a ( . t , t . - / /  

r i s t i c a  p a r a  l a  a c u a c i 6 n .  

b )  S e  u s a  ( 4 . 6 )  p a r a  o b t e n e r  urla r e p r e s a n t a t : i 6 r ,  i l a  so- 

l u c i 6 n  d e  ( 4 . 2 ) - 4 . j )  l a  q u e  r a s u l t a  ser.  

p a r a  e l  p rob lema  P ,  ( 4 . 8 )  s e  r e d u c e  a  

Recordamos a h o r a  q u e  una f u n c i 6 n  p ( t )  e s  c l a s e  2 d e  Holm - 
g r e n  si v ( t ) € c m  y e x i s t e n  d o s  c o n s t . a n t e s  b y b t a l e s  / 

0 

q u e  

S e  p u e d e  v e r  q u e  ( 4 . 9 )  c o n v e r g e  p a r a  

(4 .11 )  1 x - s ( t ) \  - L b o con b o  L 4 d. JX 



con t a l  q u e  s ( t )  s e a  c l a s e  2 d e  Holmgren .  

Vimos e n t o n c e s  nn a n d l i s i s  mds g e n e r a l  q u e  10s comenta  - 
d o s  en l a s  s e c c i o n e s  a n t a r j o r e s , q u e  p e r m i t i ;  en  p a r t i c u - /  

l a r  e n c o r i t r a r  u n a  f 6 r m u l a  r e s o l u t i  va  p a r a  ( P )  y a1  mismo 

t i e m p o  p r e c i s a r  l a  c l a s e  p a r a  s ( t )  q u e  da  s e n t i d o  a l a  / /  
mencionada  f 6 r m u l a  a t r a v e z  d e l  a n d l i  s i  s d e  c o n v e r g e n c i a /  

q u e  1 1 ~ 6  a e s t a b l e c e r  l a  r e g i 6 n  d a d a  en  ( 4 . 1 1 )  ( t o d o  e s -  

t,e a n d l i s i s  s e  e n c u e n t r a  en [I 31 ) . 
S e  p r o p o n e  a1 1 . e c t o r  a p l i c a r  ( 4 . 8 )  p a r a  i n t e n t a r  r e s o l  - 

e r  e l  p r o b l e m a  i n v e r s o  d e  S t e f a n  p a r a  l a  e s f e ra  p l a n t e a d o  

a 1  f i n a l  d e  l a  s e c c i 6 n  3 y  l a  ( 4 . 9 )  p a r a  r e s o l v e r  c a s o s  / 
e s p e c i a l e s  d e  l e y e s  p a r a  s ( t )  a1  e s t i l o  d e  10s p l a n t . e a d o s  

en  l a  s e c c i 6 n  2 .  

P a r a  f i n a l i z a r  s e  s u g i e r e  c o m p a r a r  l a  ( 4 . 9 )  con l a  / / /  
( 3 . 8 )  e n c o n t r a d a  en [ l o 1  comentada  en l a  s e c c i 6 n  3. L a  a- 

n a l o g f a  e s  n o t a o l e .  

Con r e l a c i 6 n  a l o  h e c h o  en 1  1 5 1  c a b e  d e s t a c a r  q u e /  

l a  i d e a  b d s i c a  e s  l a  misma q u e  en  1 1 3 3  e s  d c c i r ,  p l a n t e a r .  

e l  p r o b l e m a  en e l  d o m i n i o  c o m p l e j o  d a d o s  10s a s y e c t o s  q u t :  

ya  comentamos.  

Hay, s f ,  d i l ' e r e n c i a s  en c u a n t o  a1  metodo  s e g u i d o  p a r a  / 
e n c o n t r a r  una  r e p r e s e n  t a c i 6 n  d e  l a  s o l u c i 6 n .  

A l  p a r e c e r  e l  me todo  u s a d o  p o r  D.  C o l t o n  s e  a d a p t a  m e -  

j o r  c u a n d o  s e  t r a t a  d r  e c l l a c i o n e s  p a r a b 6 1 i  c a s  a c o e f i  c i  - 
t e s  v a r i a b l e s ,  p a r t i c u l a r m e n t e  f u n c t i o n e s  d e l  t i empo .  

5. CONSIDERACIONES SOBHE EXISTENCIA Y T J N I C I D A D  DE LA SO1,II - 
C I O N  

Con r e f e r e n c i a  a e s t a  c u e s t i 6 n  c o m e n t a r e m o s  l o  r e a l i z a  - 

do  en I / ( D . r $ U i l g h i n i ,  1 9 6 7 ) .  

Recordemos  e l  p r o b l e m a  ( P )  i n t r o d u c i d o  en  l a  s e c c i j n  1  



Sean  s ( t ) a O ,  a b s o l u t a m e n t e  c o n t i n u a  y f ( t )  una f u n c i 6 n  

d e f i n i d a  c o n t i n u a  p a r a  t 7 0  e  i n t e g r a b l e  en cada  i n t e r v a l 0  

[ o , T ]  . p o n i e n d o  

( 5 - 6 )  u ( x , t )  = ~ ( x * t )  + U ( X .  t ) .  OL X ,  OL t 4t 
0 

donde 

S e  puede  v e r i f i c a r  q u e  l a  u ( x .  t )  dada  p o r  ( 5 . 6 )  s a t i s f a c e /  

( 5 . 1 )  y ( 5 . 3 )  p a r a  v e r i f i c a r  ( 5 . 4 )  y ( 5 . 5 )  b a s t a  q u e  r e s u l  - 
t e :  

En e f e c t o ,  s u p u e a t a  l a  ( * )  p o r  e l  p r i n c i p i o  d e l  miximo s e /  

t i e n e :  

y a  q u e  u ( x .  t )  s a t i s f a c e  e l  prob lema 



como c o n s e c u e n c i a  d e  ( 5 . 9 )  se  s i g u e  

P o r  o t r a  p a r t e ,  a l a  v i s t a  d e  ( 1 1 8 3  , Q u i l g h i n i , l 9 6 3 )  en / 
l a s  h i p 6 t e s i s  h e c h a s  s o b r e  s ( t )  s e  t i e n e :  

y o b s e r v a n d o  q u e  V x  ( x ,  t )  es  c o n t i n u a  c u a l e s q u i e r a  Sean x y 

t p o s i t i v o s ,  d e  ( 5 . 1 0 )  s i g u e  ( 5 . 5 ) .  

As ignada  s ( t ) .  ( * )  p r o v e e  una e c u a c i 6 n  i n t e g r a l  t i p 0  / /  
V o l t e r r a  d e  p r i m e r a  e s p e c i e  para r e s o l v e r  r e s p e c t o  d e  f ( t ) .  

~ 6 t e s e  q u e  l a  r e f e r i d a  e c u a c i 6 n  i n t e g r a l  no  e s  r e d u c i b l e  a 
a 2- e s p e c i e ,  s i e n d o  e l  n b c l e o :  

Asignando s ( t )  en c l a s e  o p ~ r t ~ u n a ,  p o r  e j  en  l a  c l a s e  d e  / /  
l a s  s o l u c i o n e s  d e l  p rob lema d i r e c t . .  F ' ,  t U }  admi t e  segurg 

mente  s o l u c i 6 n .  

E l  t eo rema  d e  u n i c i d a d  probadc e s :  

En cada  i n t a r v a l o  [ 9 . ~ 1  l a  r c . l a  i 6 n  i n t e g r a l  * admi . te  



a l o  sumo una  s o l u c i 6 n  f ( t )  en l a  c l a s e  d e  l a s  f u n c i o n e s  

d e f i n i d a s  con t i n u a s  p a r a  t 7  0 ,  i n t e g r a b l e s  en  [ O , T  1. 
Queremos f i n a l n ~ e r l t e  d e s t a c a r  q u e  en la 1 . e v i s i 6 n  e f e c -  

t u a d a  en  [ 1 ~ ]  ( ~ . ~ . ' I ' a r z i a ,  1981 /82)  h a y  a b u n d a r l t e s  I - a f e -  

r . t ~ r l c i a s  s o b r e  e l  p rob le rna  i n v e r s o  cle S t c f a n  q u e  rlos o c u  - 
p;, en  p a r t i c u l a r  s o b r a  10s  a v a n c e s  e f e c  t u a d o s  p o s t e r i o  - 
r-cs a 10s a s p e c t o s  b g s i c o s  comentado:;  en este c u r s i l l o /  

y n a t u r a l m e n t , e  t,arnbi &n s o b r e  g e n e r a l  i z a n i o n e s  d e l  p r o - /  

b l  erna . 

L u i s  T .  V i l l a  

F a c u l t a d  d e  C i e n c i a s  E x a c t a s  - U n i v e r s i d a d  N a c i o n a l  d e  S a l  - 
t a  - Buenos  Ai res  N~ 1 7 7  - 4.400 - SALTA - REPUBLICA A R G E N  - 
T I N A .  
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Problemas optimates en la conduction del calor 

con carnbio de fase 

L u i s  T .  V I L L A  

1 .  L N T H O D U C C I O N  

E l  o b j  e t i v o  d e  e s t e  c u r s i l l o  e s  c o n s i d e r a r  u n a  ci o r t a /  

c u c s t i 6 n  c o r l e c t a d a  con e l  p r o b l e m a  i n v e r s o  tie S t e f a n  m o t i  - 
vo d e l  c u r s i l l o  s o h r e  e l  p r o b l e m a  j n v e r s o  de  S t e f a n .  

E s e n c i  almerl  t e ,  l a  c u e s t i 6 n  q u e  t r a t a r e r ~ i o s  p u e d a  e s t a -  / 
b l e c e r s e  t'lel mndo s i g u i e n t e :  

Supongarnos  q u e  i n  t e r e s a  a n a l 5  z a r  c i  e r t o s  p r o c e s o s  d e  / 
cambio  d e  f a s e  e n c u a d r a d o s  d e n t r o  d e  l a s  r e s t r i c c i o n e s  gt: - 
n c r a l  e s  d e  v a l - i d e z  d e  10s m o d e l o s  ma t e s 1 6 t i  c u s  c o r r e s p o r r - /  

d i e n t e s  v i s t o s  en  e l  c u r s i l l o  s o b r e  e l  p r o t j l e m a  i n v e r s o  y 

o t r a s  a d i  c i o n a l e s .  

C o ~ i c r e t a r n e ~ ~ t e ,  d a d o  u n  s is tema m a t e r i a l  c o n s i s t e n t e  en 

u11 e s t r a t o  d e  e s p e s o r  H - r con s i m e t r f a  p l a n a ,  c i l i n - /  
0 0 

d r i  c a  o  e s f ' 6 r j  c a ,  con  p r o p i e d a d e s  t 6 r m i  c o - r n a t e r i a l e s  C O I ~ ~  - 
t n n t e s  y a 1.a t e m p e r a t u r a  de t r a n s i c h ,  d a  e n t r e  ibs p1.o - 
c e s o s  d e  carnbio d e  f a s e  q u e  t r a n s f o r m e n  e l  e s t r a t o  con 1 e  - 
y e s  a s i g t l a d c i s  s -: s ( t )  d e  m o v i m i e n t o  d e  l a  i n t , e r f a s t i  e n  / 
un t i e m p o  t ( e s  ( l e c i r  s ( 0 )  = r s ( t  ) = h ) q u i s i 8 r a - /  

0 0 (1 0 

mc,:; erl con t , r a ~ .  a q i ~ e l  q u e  l o  h a g a  e x  t#r.emando a1 g u n a  n i a g ~ ~ i  - /  
t.uil s r :  ile . i r l t e r & s  como y u e d e  ser  p o r  e j  u n a  t e m p e r a  t . 1 1  - 

1-a s u p c r f i  c i  a1 m e d i a  ( e n  l a  s u p e r t ' i c i e  d e  i n  t e r a c c i X n  C O I I  

o.L ex t . e r i o1 . )  u el f l u j o  t o t a l  d e  o a l o r  i r l t e r i : a rnb iudo ,  l o /  

q u r  eri d r f i r i i t i v a  s e  v i n c u l a  con l a  e c o n o m f a  d e l  p r o c e s o .  

Dosde e l  punt lo  d e  v i s t a  m a t e m Q t i c o  t e n e m o s  un  p r o b l e m a  02 

timal p a r a  e l  i n v e r s o  d e  S t e f a n  q u e  p a s a m o s  a f o r m u l a r  e n  

la s i g u i e n t e  s e c c i 6 n .  



2. FORMULACION DE UN PROBLEMA OPTIMAL EN LA C O N D U C C I O N  / 
DEL CALOR C O N  C A M B I O  DE FASE 

P a r a  tomar  un c a s o ,  cons idere rnos  l a  s o l i d i f i c a c i 6 n  / /  
t le l  e s t r a t o  d e s d e  l a  s u p e r f i c i e  r = r . 

0 

Dado e l  modelo:  

= ( r , t  o  L ~ L S ( ~ ) A H ~  r O L ~  4 t )  
0 

y l a  c l a s e  H ( to7 0 a s i g n a d o )  d e  f u n c i o n e s  s = s ( t )  / 
d e f i n i d a  p o r  to'Ro 

A )  ~ ( 0 )  = rO,  s ( t o )  = R o  , s c o n t i n u a m e n t e  d i f e r e n c i a b l e  

R) E x i s t e  una s o l u c i 6 n  u  = u ( x ,  t )  d e l  r e s p e c t i v o  p r o b l e -  

ma i n v e r s o  d e  S t e f a n ,  

D e c i d i r  s i  e x i s t e  un p a r  (s.:), s H , u s o l u -  / 
ton Ro 

c i 6 n  d e l  problerna i n v e r s o  a s o c i a d o  a  2 .  I - (2. 5 )  para  e- 

sa t a l  q u e  s e  m i n i m i c e  e l  s i g u i e n t e  f u n c i o n a l  

Notemos q u e  fl e s t 6  expresaado p r e c i s a m e n t e  una  t e m p e r a t u -  

ra media en l a  s u p e r f i c i e  r = r . 
0 



L a  r e s o l u c i 6 n  d e  e s t e  p r o b l e m a  e n t r a i i a  c o n s i d e r a b l e  corn - 
p l e j i d a d  m a t e m i t i c a  y n o s  vamos a r e s t r i n g i r  a c o n t i n u a  / /  
c i 6 n  s o l a m e n t e  a t r a t a r  un c a s o  mbs s i m p l e  c o r r e s p o n d i a n  t e  

a una c l a s e  d e  p r o c e s o s  mds r e s t r i n g i d a .  En [ l ' ] ( ~ . ~ u i l ~ h i  

n i p  1 9 7 0 )  t r a t 6  p a r a  un e s t r a t o  p l a n o  un problems o p t i m a l  

a n d l o g o  a1  p l a n t e a d o  a q u i  mas a r r i b a ,  r e f e r e r r t a  a una de - /  

t e r m i n a d a  c l a s e  d e  p r o c e s o s  dt. cumbio d e  f a s r .  Los r e s u l  t a  - 
d o s  o b t e n i d o s  en [I7 s e  pueden resuis j  r corno s i g u e :  

1 )  E r l t r e  10s p a r e s  d r  f 'urlcione:;  (s, u )  v u n  s dada  y u s o l u -  

c i 6 n  d e l  p rob lema  i n v e r s o  d e  St,efarl  c o r r e s p o n d i e n t e ,  v e r i -  

donde E ,  y S s v n  c u l l s t a n t e s  c u a l e s q u i e ~ w a  t a l e s  q u r  O & 6 i  

l, Ea & 1 ,  e l  p a r  

con 

2 )  a s i g n a d o  uo, y en  , c o n s e c u e n c i a  d e t e r r n i n a d o  t de (2.8). 
0 



e l  p a r  (2 .7 )  min imiza  t ambien  e l  f u n c i o n a l  

r e l a t i v o a l  c o n j u n t o  d e  p a r e s  ( s . u ) ,  con s ( t l )  = x ( c u a -  
0 

l e s q u i e r a  s e a  t l  7 0 ) .  q u e  v e r i f i q u e n  en ( 0 ,  t l  1 l a  c o n d i -  

c i 6 n  ( a )  y p a r a  10s q u e  s e  t e n g a  

En 12') (A.Fasano.  1 9 7 1 ) .  e s t u d i a  t ambign  un p rob lema  / 
o p t i m a l  a1 e s t i l o  d e l  v i s t o  en 111  p e r 0  c o n s i d e r a n d o  q u e /  

e l  i n t e r c a m b i o  t g r m i c o  en l a  c a r a  x = 0  s e a  f f s i c a m e n t e  / 
r e a l i z a b l e ,  en e f e c t o  en  d i c h o  c o n t o r n o  c o n s i d e r a  una  con - 
d i  c i 6 n  d e l  t i p 0  

u ( o , t ) + a u ( o . t )  = I g ( t )  , o ~ t ~ t  
X 0 

con d = c t e ,  19 c o n t i n u a  en [ O . t o ' ]  . 
( b )  P o r  o t r a  p a r t e ,  s e  c o n s i d e r a  s € Hx r e s u l  t a n d o  / /  
0 '  to 

l a s  c o r r e s p o n d i e n t e s  s o l u c i o n e s  d e l  p r o b l e m a  i n v e r s o  d e  / 
S t e f a n ,  c o n t i n u a s  en b t 

0 

( b )  La c l a s e  Hx e s  l a  c o n s t i t u i d a  p o r  a q u e l l o s  s = s ( t )  , t 
( f i j a d o  t 7 0 ) ' t a P e s  s u e :  

0 

A )  s ( 0 )  = 0  , s c o n t i n u a  en C O , T ~  y con d e r i v a d a  c o n t i - /  

nua  en (0 .T 1, s ( t )  3 0  

2  C )  E x i s t e  - d  s c o n t i n u a  en ( 0 .  to] 

d t 2  

D) p a r a  t 7 O  e s  s ( t ) 7 O  

E) - e x i s t e  una  s o l u c i d n  u ( x ,  t )  d e l  c o r r e s p o n d i e n t e  p r o b l e -  



ma d e  S t e f a n .  

como q u i e r a  que  se  e l i j a n  l a s  c o n s t a n t e s  3 ( O , x o )  y 

0 ,  t a l e s  q u a  s ( t )  - 3  - € 7 0  

Los r e s u l t a d o s  s e  pueden r e s u m i r  como s i g u e :  

1 )  En l a  c l a s e  H ( b )  l a  f u n c i 6 n  x , t  
0 0 

con l a  s o l u c i 6 n  r e l a t i v a  

minirni z a  e l  f u n c i o n a l  

2 )  e l  p r o c e s o  d e  t r a n s f o r l a a c i d n  d e l  e s t r a t o  0 6  x L x o  d e s -  

c r i p t o  p o r  ( 2 . 9 ) - ( 2 . 9 )  ' e e  r e a l i z a  con e l  mfn ipo  i n t e r c a r n  - 
b i o  t o t a l  d e  c a l o r  en l a  c a r a  x = 0 r e s y e c t o  db  t o d o s  1 0 s  

p r o c e s o s  q u e ,  c o m p a t i b l e m e n t e  con A , B , C , D , E ,  y ( b )  s e  r e a  - 
l i z a n  en un t i empo  no s u p e r i o r  a t . 

0 

3. RESOLUCION DE UN PROBLEMA OPTIMAL PARA E L  C A M B I O  DE ES - 
TAD0 DE UN ESTRATO ESFERICO 

Vamos a p l a n t e a r  a c o n t i n u a c i 4 n  e s p e c i f i c a m e n t e  e l  p r o  - 
blema en c u e s t i d n  p a r a  e l  c a s o  d e  s o l i c i f i c a c i 6 n  d e  un es  - 
t r a t o  e s f h r i c o  ( p  = T en e l  modelo ( 2 . 1 ) - ( 2 . 5 ) ) .  

S i g u i e n d o  l a  m e t o d o l o g f a  de t l l  . i n t r o d u c i e n d o  l a  / /  
t r a n s f o r m a c i 6 n  



y l l amando  T ( Z .  t,) a u ( z . s ( t ) ,  t ) ,  p a r a  l a  f u n c i 6 n  ~ ( z ,  t )  / 
se puede  e s c r i b i r  e l  s i g u i e n t e  p rob l ema  

H e s o l v i e n d o  ( 3 . 2 )  p a r a  TZ y t e n i e n d o  en c u e n t a  ( 3 . 1 )  s e  / 
i?nc:uentra una  e x p r e s i 6 n  p a r a  u ( r , t )  q u e  i n t e g r a d a  r e s p e c  r - 
Lo d e  r y s ( t )  d a :  

donde 

o  i n t r o d u c i e n d o  l a  f u n c i 6 n  W ( y , t )  como 

( 3 . 5 )  ~ ( y , t )  = s ( t )  u t  + 5 y  u  
Y 

l a  f u n c i 6 n  ~ ( y ,  t )  s e  p u e d e  e s c r i b i r  



Observando l a  r e p r e s e n t a c i 6 n  dada  p o r  (3 .3 )  p a r a  u  ( r ,  t )  

e s  c l a r o  q u e  s i  h u b i e r e  una c l a s e  d e  p r o c e s o s  p a r a  10s cua  - 
l e s  s e  cumpla l a  r e s t r i c c i 6 n :  

en e s a  c l a s e  p a r t i c u l a r  de  p r o c e s o s ,  podr?arnos d e c i r  l o s  / 
d e f i n i d o s  p o r  l a  c l a s e  fi 

t , R  
q u e  ailarn6s d e  v e r i f i c u r  A )  y 

R) v e r i f i c a  adernds l a  re::Y,rigci6n ( 3 .  7 ,  el fu r lc io r ia l  i n - /  

t r o d u c i d o  p o r  ( 2 . 6 )  s e  puede  e s c r i b i - r :  

[ o b s g r v e s e  q u e  en v i r t u d  d e  A ) ,  d e  ( 3 . 7 )  y de  q u e   LO, se 

s jgu t ?  q u e :  M 30, M~ a o 1. 
Es opor t r lno  p u n t u a l i z a r  q u e  l a  c o n d i c i 6 n  ( 3 . 7 )  ti ene (1- 

na  i 11 tert-sari  t e  i n  te rp re t a c i 6 n  f i s i  ca.  En e f ' e c to ,  se puet j t . /  

ve ri l'i ca r- q u e  e s  e q u i  va.1 e n t e  a  l a  si g u j  e n t , e :  

p a r a  cua I e s q u i e r a  I '  E 2  t a l e s q u e 0 ~ ~ ~ L ~ ~ ~ 1 . ( 3 . 1 1 )  
e x p r e s a  c s e n c i a l m e n t e  e l  hecho  d e  q u e  l a  c a n t i d a d  media  d e  

c a l o r  r e l a t i v a  a l a  p o r c i 6 n  d e  e s t r a t o  l i m i t a d a  p o r  las s u  - 
p e r f i c i e s  r = y r = E 2 s ( t )  e s  no c r e c i e n t e  como fun - 



c i 6 n  d e l  ti empo. 

P o r  o t r a  p a r t e  e s  n a c e s a r i o  p u n t u a l i z a r .  q u e  l a  c l a s e  / 
fi i r l  t r u d u c i d a  e s  rlo v a c i a ,  en e f e c t o  poxa e j  l u s  si gu i  ell-/ 

t t : ~  f u r i c i o n e s  s O ( t ) ,  s l ( t )  per t .enacer l  a e L l a  

H - r  
( 1  s ( t )  = r t rn t ,  rrr - 0 o  

0 0 t 
0 

si ~ ~ I I L I c ,  u , 1 r e s p e c t i v a m e n t e  l a s  c o r r e s g o n d i e n t e s  s o l u - /  
0 

c i o t ~ e s  d e l  p r o b l e m a  i n v e r s o  d a d a s  p o r :  

r eco rdamos  q u e  e s t o s  d o s  p r o b l e m a s  i n v e r s o s  f u e r o n  r e s u e l -  

t o s  en e l  c u r s i l l o  s o b r e  e l  p rob lema  i n v e r s o  d e  S t e f a n  ( / /  

s e c c i o n e s  2 y  3)  

~ i n i m i z a c i 6 n  d e  fl 
S i e n d o  W = 0 y p o r  l o  t a n t o  G ( y , t )  = 0 una c o n d i c i 6 n  / 

v e r i f i c a d a  ( s e  d e j a  como e j e r c i c i o )  p o r  e l  p a r  ( s l  1 )  d g  

do p o r  3 . 1 3 - 3 ,  e s  s u f i c i e n t e  d e m o s t r a r  q u e  l a  f u n  

c i 6 n  s, m i n i m i z a ,  en l a  c l a se  c o n s i d e r a d a ,  e l  f u n c i o n a l :  



A t ,al e f e c t o  c u n s i  tle rarrrc) s I l r l : i  C I ~ H  1 c s q ~ l i  e r  f u r l  c i6n  s & 

( 3. 0 )  S!O) -. s ( t ,  ) -- ( 1  
C )  

y p n r  o t r . 8  pa  r t , e  ::;e p u e d e  v e r i  f i  c-a r* q11 t. 

t J r .  . I ~ ~ I : : ~ . I ~ I I ~ ~ ~ I  1 . i  i i  . : e  t,i a n c  ( : ) 7 y hemus pro bail(. y u t  / - 
k:l i : ~  l a  t i  e l  p a r  

t ,ti ( s l . u l )  t l ~ t d ~  POI. ( 3 . 1  3 ) - ( 3 . 1  j ) f  
0 0 
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Una introduccion general 

problema de Stefan unidimensional 

Ricardo H. NOCHETTO 

El p r o p d s i t o  d e  estas n o t a s  es  f a m i l i a r i z a r  a1 l e c t o r  con e l  

cnncepto m a t  emgt i c o  d e  aproximaci6n nurn6r i c a  d e  un problema d e  c o n t o r  - 

no asoc iado  a una ecuaci6n  d i f e r e n c i a l ,  j u s t i f  i c a r  l a s  d i f  i c u l t a d e s  q u e  

surgen a1 a n a l i z a r  p r o b l e m s  de  f r o n t e r a  l i b r e ,  y luego  r e a l i z a r  llna 

c lac ; i  f i cac i i in  y  b r e v e  e x p o s i c i d n  d e  a lgunos  mztodos d e  aproximac. i611 11u 

mgrica d e l  problema d e  S t e f a n ,  p a r t i c u l a r m e n t e  unidimeilsional y a unii 

f a s e .  No o b s t a n t e  se  i n d i c a r z ,  cuando corresponds, si  e l  a l g o r i t m o  s t b .  

e x t i e n d c  a 1  caso  mul t id imens iona l  y/o a dos f a s e s ,  c i t a n d o  en todns  10s 

c a s o s  b i b l i o g r a f T a  para  c o n t i n u a r  un e s t u d i o  p o s t e r i o r .  

S e  ha p r e f e r i d o  una p r e s e n t a c i 6 n  heurZs t i ca  de  10s d i v e r s o : ;  

temas, haciendo h i n c a p i 6  en l a s  i d e a s  c e n t r a l e s ,  116s que una exyosJ .  

c i b n  r i g u r o s a  que ser ' la  demasiado e x t e n s a  y  que puede h a l l a r s e  poi o t r a  - 
p a r t e  en 10s  t r a b a j o s  c i t a d o s  a1 f i n a l .  En consecuencia  e s t a s  n o t a s  ptle - 

den ser 6t i l  e s  corn  8u%a u  o r i e n t a c i 6 n  p a r a  un l e c t o r  que desea  i n  i t s  i ar  -- 

se e n  e l  tema. 

En 51 se d i s c u t e  e l  concept0 d e  aproximacidn num6rica exhi - 

h i e n d o  10s d i v e r s o s  a s p e c t o s  matem5ticos que i n v o l u c r a .  Seguidamer~te 

se r n u r s t r a n  d i v e r s o s  esquemas d e  d i s c r e t i z a c i 6 n  p a r t i e n d o  de  un probJe- 

ma morlelo e l ? p t  i c e  I i n e a l ,  l uego  e s t u d i a n d o  uno parab6l  icc, l i n e a l  1~ I a 

c.oncItiir con e l  prol,lema d e  S t e f a n  unidimensional  a  una f a s e .  

En $ 2  se  c l a s i f i c a n  en forma muy genera l  10s d i v e r s o h  m 6 t o  

dns y se p resen tan  s i n  mucho d e t a l l e  a lgunos  d e  10s 1 ~ 6 s  i n t e r e s a n t t 2 h ,  

con e l  ob j e t o  d e  m o s t r a r  t 6 c n i c a s  de  aproximaci.6n y an51 isis, y c-ornc.r) 

t a r  c i e r t a s  v e n t a j a s  e inconven ien tes  que cada  una posee,  quedando a- 

b i e r t a  l a  p o s i b i l i d a d  d e  un e s t u d i o  exhaus t ivo  d e  a lguna  de  e l las  si- 

guiendo l a  b i b l i o g r a f  ?a c i t a d a .  Discus iones  d e  esta n a t u r a l e z a  pueden 

v e r s e  tambign en  C 121 y 1 3 4 1 .  



1. La  Aproximacidn ~ u m s r i c a  

1.1. E l  Concepto d e  Aproximaci6n Num6rica - 

Trataremos en esta secci6n de  exp l i ca r  c u a l e s  son 10s aspec - 

t o s  m a t e G t i c o s  que deben cons ide ra r se  a1  r e a l i z a r  una aproximaci6n 

numsrica de  un p rob lem ( l i .nea1  o no) asociado a una ecuaci6n d i f e r e n  - 

c i .al  . 

Podemos d e c i r  que son esenc ialmerlte t r e s  : 

(1.1) a soc i a r  a 1  problema continuo un problema llamado "d isc re to"  que 
n 

c o n s i s t e  en r e so lve r  en R una ecuacicn o inecuacicn vecto- 

r i a l .  En e l  parggraf o 1.2 descr ibi remos desde un punto de  v i s -  

ta  h e u r l s t i c o  10s esquemas de aproximaci6n que conducen a 1  pro - 

blema d i s c r e t o ,  y c i taremos b i b l i o g r a f l a  en la  que pueden en- 

c o n t r a r s e  e s t o s  temas t r a t a d o s  en  d e t a l l e .  

(1.2) p r e c i s a r  e l  sen t ido  en que la  soluci6n d i s c r e t a  u es pr6 
h,Ts€ - 

xima a l a  so luc i6n  cont inua u, v a l e  d e c i r  determinar 10s es- 

pacios  normados adecuados y obtener  en e l l o s  est imaciones d e l  

e r r o r  -en funcidn d e  10s tamatios d e  l a s  t r i angu lac iones  e s p a c i a l  

h y temporal T y posiblemente de un p a r h e t r o  E que pue- 

de  proven-ir d e  un proceso d e  r egu la r i zac idn  o penal izaci6n.  E s  - 
t o s  espac ios  son en gene ra l  espac ios  de  Sobolev y su  e l ecc i6n  

ests .estrechamente l i gada  a l a  regula r idad  d e  la  so1ucidn con- 

t inua u. Los p r i n c i p a l e s  elementos pueden v e r s e  en C443 so- 

b r e  todo o r i en tados  a1 a d l i s i s  num6ricos pudiendo r e c u r r  i r s e  

a C141, C271 o C281 para un t ra tamien to  exhaustivo y s u  a p l i c a  - 
c i6n  a l a  so luc idn  y e s t u d i o  de  regula r idad  de ecuaciones d i f e  - 

r e n c i a l e s .  

Normalmente se ob t i ene  una aco tac i6n  d e l  t i p o  

que permite e s t a b l e c e r  r e l ac iones  a p r i o r i  e n t r e  h , ,  de mo - 
do que U + o ,  y se d i c e  que l a  aproximacisn t i e n e  un orden d e  

c invergencia  u en 1. norma ( 1  I I . 



En 10s p r o b l e m s  de f r o n t e r a  l i b r e  l a  obtencian de l a  f r o n t e r a  

l i b r e  sue l e  s e r  t a n t o  o mgs importante que l a  determinacidn de 

l a  soluci6n.  Por el10 e l  e s t u d i o  de l a  convergencia de l a  f r o n  - 
t e r a  l i b r e  d i s c r e t a  a l a  f r o n t e r a  l i b r e  continua e s  un proble-  

ma de gran i n t e r g s  y d e l  que poco s e  conoce has t a  e l  p re sen te ,  

sobre todo en problemas parab6l icos .  En 52.2.3 s e  cornentan va- 

r i o s  r e su l t ados  y se  c i t a  b i b l i o g r a f z a  para una l e c t u r a  poste- 

r i o r .  

(1.3) proponer un a lgor i tmo (generalmente i t e r a t i v o )  que permita re- 

s o l v e r  aproximadamente e l  problema d i s c r e t o  y c o n t r o l a r  e l  e r r o r .  

Es te  punt-o no s e r s  t r a t a d o  en e s t a s  no ta s ,  pudiendo e l  l e c t o r  

i n t e re sado  r e c u r r i r  a [ 163, [431, C44 3 6 L 451. 

En c i e r t o s  casos  s e  transforma e l  problema c o n t i n u o e n o t r o ,  

por ejemplo mediante un cambio en l a  funcidn incGgnita,  ya s e a p a r a s u  

m 5 s  adecuado t ra tamien to  t e d r i c o  o num6rico (ver  C91, C103, C153) o 

porque e s t a  nueva formulaci6n proporciona d i f e r e n t e  informaci6n d e l  

problema (ver  C391), per0 luego s e  deben recuperar  l a s  v a r i a b l e s  d i s -  

c r e t a s  o r i g i n a l e s .  

1.2. Esquemas de  Aproximaci6n 

1.2.1. Problemas E 1 5 ~ t i c o s  

Consideremos en (2 = {x:  O < x  < 1)  e l  problema modelo 

Seguidamente formularemos algunos m6todos que permiten aso- 
n 

c i a r  a (1.4)-(1.5)  una ecuaci6n v e c t o r i a l  en IR , que e s  e l  problema 

d i s c r e t o .  Tomemos por s impl ic idad una p a r t i c i 6 n  uniforme de il , v a l e  

d e c i r  sea  N F N  y x = i . ( N +  1) - l  , 0 - i . N+1 . Sea h = ( ~ + 1 ) - '  . 
i 

1.2.1.1 Mgtodo - de Di fe renc ias  F i n i t a s  

Claramente para  una funcidn u r egu la r ,  e l  coc ien te  incrsmen - 
ta l  r e l a t  ivo a l a  d i f e r e n c i a  segunda c.entrada 



aproxima a u"(xi) . Esto  s u g i e r e  a s o c i a r  a u(xi)  e l  nGmero real u  i 
a de te rminar  de  mod0 que s e  s a t i s f a g a  l a  ecuaci6n 

con u O = a  , 
"N+ 1 = B , que es l a  v e r s i 6 n  d i s c r e t a  de (1.4)- 

( i . 5 j .  

En no tac idn  v e c t o r i a l  (1 .6)  s e  e s c r i b e  

donde es una m a t r i z  s i m g t r i c a  t r i d i a g o n a l  y  F  i nc luye  a l a  no ho - 

mogeneidad ( f ( x i ) )  y  a  10s d a t o s  d e  contorno a y  B . 
Un e s t u d i o  d e t a l l a d o  de  l a  convergencia de l a s  s o l u c i o n e s d i s  - 

c r e t a s  a l a  so luc i6n  con t i nua  puede v e r s e  en  Clll y  C171, m i e n t r a s  que 

en C431, C441 y  C451 se proponen y  a n a l i z a n  d i v e r s o s  a l go r i tmos  p a r a  

l a  so luc i6n  aproximada d e  ( 1.7) . 
1.2.1.2 Mgtodo d e  Elementos F i n i t o s  

E s t z  basado en  l a  formulaci6n d g b i l  de  una ecuac i6n  d i f e r e n -  

c i a l .  Brevemente podemos d e c i r  que e n  l u g a r  de  v e r i f i c a r s e  l a  ecuaci6n 

en forma pun tua l  se s a t i s f a c e  promediada por  una c l a s e  de  func iones  de 

prueba r e g u l a r e s .  En e f e c t o  sea $ una funci6n suave def i n i d a  e n  i-2 y 

t a l  que $(0) = $ ( I )  = 0 . Entonces s i  u es una so luc i6n  de (1 .4)  ,, mu1 - 

t i p l i c a n d o  e s t a  ecuac i6n  por $ e in tegrando  por  p a r t e s  r e s u l t a  

Por o t r a  p a r t e  s i  u  es una so luciBn d e  (1.8) p a r a  t oda  $ 

en  l a s  cond ic iones  a n t e r i o r e s  y  ademgs s i  u  es r e g u l a r ,  en tonces  u  

e s  s o luc i6n  d e  (1 .4 ) ,  ( ve r  C141 6 C281) p a r a  un e s t u d i o  d e t a l l a d o  que 

i nc l uye  ecuac iones  m 6 s  g e n e r a l e s  y  v a r i a s  dimensiones.  

S i  r e s t r i n g i m o s  l a  c l a s e  d e  func iones  de  prueba a un e s p a c i o  

V dedimensidn f i n i t a  y buscarnos en ese con jun to  una func idn  
h  Uh 

t a1 



para  t c d a  (1 6 V y que s e  a n u l a  en 0 y 1 ,  nos encontramos f r e n t e  a un 
11 h 

mstodo d e  Gale rk in  pul-o. 

E l  mztodo d e  e lemcntos  f i n i t o s  (dv clase C " )  c o n s i s t e  en de-  

f i n i r  e l  espac io  Vh comu 

donde I .  = ( x  . x i )  y P k ( l  i) e s  e l  con jun to  de  poli.nomios de  g r a -  
1 i- 1 

do menor o  i g u a l  a  k def i n i d o s  en I . Para f i  j a r  i d e a s  tomemos k  = 1 .  
i 

Entonces l a s  funciones  c o n t i n u a s  $. l i n e a l - e s  en cada I .  y t a l e s  q u e  
1 J 

$ . ( x . )  = 6 .  forman una b a s e  de  V Por l o  t a n t o  podemos e s c r i b i r  
1 J 1 .I h ' 

y l l e v a n d o  e s t n  e x p r e s i 6 n  a (1.9)  obtenemos la ecuaci6n  v e c t o r i a l -  

N 
donde u = (u i ) i= l  , A (ma t r i z  de r i g i d e z )  y M ( m a t r i z  de ma- 

s a )  t i e n e n  c o e f i c i e r ~ t e s  



Una p r e s e n t a c i 6 n  en de t  a l l e ,  con d i s c u s i o n e s  de  10s d i s t i n t o s  

t i p o s  de  e s p a c i o s  V y a p l i c a c i o n e s  a problemas e l r p t i c o s ,  irsc111- h 
yendo e s t i m a c i o n e s  d e l  e r r o r  d e  aproximacai6n en d i v e r s a s  normas puede 

v e r s e  en  151 6 C441. 

1.2.2. Problemas Parabb. l icos  

Para  fi como en  51.2.1 Sean Q=SZx(O,I) ,  y e l  problema pa- 

r a b 6 l i c o  modelo 

(1 .17)  u(x,O) = u (x )  , X E  $ 1 ' .  
0 

1 .1 .2 .1  Mztodo Semid i sc re to .  Consecuencias 

C o n s i s t e  en  d i s a r e t i z a r  l a  ecuac ibn  d i f e r e n c i a l  ~ 6 1 0  en l a  

v a r i a b l e  x,  manteniendo c o n t i n u a  l a  v a r i a b l e  t .  La d i s c r e t i z a c i b n  

puede l o g r d r s e  empleando e l  mstodo de  d i f e r e n c i a s  f i n i t a s  o  e l  d e  ele- 

nientos f i n i t o s  a r r i b 5 n d o s e  en  c u a l q u i e r  caso  a una ecuacit in v e c t o r i a l  

d e l  t i p o  (1.7)  o  (1.12) p a r a c a d a  t ,  O < t < l .  

N 
En consecuencia  se q u i e r e  h a l l a r  un v e c t o r  U( t )  elR , O < t <  1 ,  

t a l  que v e r i f i q u e  e l  problema de  v a l o r  i n i c i a l  

donde U debe e l e g i r s e  cuidadosamente en r e l a c i t i n  con 
uo' 

y M es 
0 

l a  m a t r i z  i d e n t i d a d  p a r a  e l  esquema de  d i f e r e n c i a s  f i n i t a s  o l a  m a t r i z  

de  masa (1 .14) ,  para  e l  esquema d e  e lementos  f i n i t o s  ( s i n  i n t e g r a c i 6 n  

numgrica) . 
E l  a n s l i s i s  d e  l a  ecuac i6n  d i f e r e n c i a l  o r d i n a r i a  (1.18)npro- 

porc iona  g r a n  i n f o m a c i 6 n  s o b r e  l a  convergencia  d e  l a a  e o l u c i o n e s  s e m i  - 
d i s c r e t a s ,  provee l as  tdcnicae p a r a  e l  e s t u d i o  d e l  p r o b l e m  d i s c r e t o  y 



149 
por  e l l o  ha s i d o  extensamente i n v e s t i g a d a  ( v e r  C441 p a r a  problemas li- 

n e a l e s ,  o  C71 y C471 p a r a  problemas no l i n e a l e s  r e g u l a r e s ,  t r h t a d o s  e n  

g e n e r a l  en v a r i a s  dimensiones e s p a c i a l e s ) . .  

P a r a  o b t e n e r  e l  problema d i s c r e t o  apl icamos e l  @-m6todo de  

d i f e r e n c i a s  f i n i t a s  en l a  v a r i a b l e  t a l a  ecuaci6n  (1 .18) .  En e f e c t o  
- 1 

s i endo  0 < @ 1 1 ,  l r n r M = T  , asociamos a  U( t  ) ( t  = n ~ )  un v e c t o r  
n  n 

U a  v a l o r e s  r e a l e s  t a l  que se v e r i f i q u e  
n  

que s e  puede r e e s c r i b i r  como 

1  
Se puede p robar  ( v e r  [ 441) que p a r a  0  < 0 < - e l  parsmetro  

2 
T debe ser pequefio p a r a  o b t e n e r  una s o l u c i 6 n  d i s c r e t a  pr6xima a l a  

con t inua  ( r e s u l t a d o  de  e s t a b i l i d a d ) .  No o b s t a n t e  e l  c a s o  (3 = 0  pa ra  

M = l ( d i f e r e ~ i c i a s  f i n i t a s  e s p a c i a l e s )  pe rmi te  el c?i lculo d i r e c t 0  de 

l a  s o l u c i 6 n  en e l  paso n  conocida p a r a  e l  paso  n-1. Los v a l o r e s  

d e l  parsmetro  O mgs empleados son: 

0 = 0  esquema e x p l < c i t o  

0 =  1 esquema inlpl5c i t o  
1 o = -  
2 esquema de  Crank-Nicolson 

1 .2 .2 .2  M6todo d e  Elementos F i n i t o s  (Espacio-Tiempo) 

La i d e a l  c e n t r a l  es l a  misma que l a  expresada  en 51.2.1.2 

(ve r  [ 191).  Consi deremos el. problemla mode1.0 (1.15)-  (1 .17)  y s e a  @(x, t ) 

un:l fu1ici61i r e g u l a r  que s e  a n u l a  en  a R ~ ( 0 ,  I ) .  Siendo u  l a  so luc i611  

de  (1.15) mul t ip l i camos  por ambos miembros de e s t a  e c u a c i e n ,  i n t e -  

gramos por p a r t e s  en x y t en a 1  dominio G = 6 2  ((3 (7 ) , obtenicln 1' 2 - - 

do: 

-1 f m .  



- 1 
Sean 0 4 n 5 - c  , t = n T .  Entoncee queda d e f i n i d o  e n  Q e l  

n  - 1 
c o n j u n t o  d e  nodos (P ;= (X" ,  t ) : O r i < N + l ,  O < n s ~  1 .  Sean G = a  

i n n  
- l  v t ) ,  l l n i ~  , 

( t n - l  n  
e l  e s p a c i o  d i s c r e t o  de f u n c i o n e s  c o n t i -  

h  , n + l  n+l n  
n u a s  c l e  t i p 0  Q1 (segGn C5J) e n  cada  c u a d r i l d t c r o  P 

i Pi+l , Pi+l  9 - 
P: , y yor  l o  t a n t o  f l rnciones  s e c c i o n a l e s  l i n e a l e s  e n  x p a r a  todo  t 

I 

y f i t l a lmente  sean  @ . ( x , t )  e l emen tos  d e  V t a l e s  que @ .  (P") = 6 
L h,T 1 J i j - 1  

( 0  .- n [l- ) .  

E l  problema d i s c r e t o  a s o c i a d o  a (1 .22)  c o r ~ s i s t e  e n  h a l l a r  
N - 1 

una f a m i l i a  d e  v e c t o r e s  I1 t M (0  qc 11 .-' T ) t a l e s  que si u i n d i -  
n  h ,T  

c a  l a  func i6n  d e  V que v a l e  U ( i )  e n  e l  nodo P" se s a t i s f a g a  
h ,  'r n  i 

- 1 
con IJ como e n  ( 1 . 1 9 ) ,  Un(0) = a ( t n ) ,  U ( 1 )  = B( t  ) p a r a  15nI-r . 

o n n  

( 1 . 2 4 )  Nota: (1 .23)  o r i g i n a  una e c u a c i 6 n  v e c t o r i a l  d e l  t i p o  ( 1 . 2 1 ) ,  que  

es una g e n e r a l i z a c i 6 n  d e l  esquema d e  Crank-Nicolson e n  e l  s e n t i -  
n  n+l 

do que s i  x = x .  (n>O) c o i n c i d e  con e'ste ( v e r  C 193) 
i 1 

1 . 2 . 3  - E l  Problema de  S t e f a n  - -- 

Tomemos como modelo e l  s i g u i e n t e  prohlema d e  S t e f a n  unidimen - 

s i o n a L  a una f a s e ,  c o n s i s t e n t e  e n  h a l l a r  un p a r  ( u , s )  t a l  que 

Claramente  deb ido  a1 movimiento d e  l a  f r o n t e r a  l i b r e  s ( t )  

e l  dominio e s p a c i a l  R ( t )  = (x  ; 0 < x < s ( t )  es v a r i a b l e  e n  e l  t iempo 

por  l o  que  es desconoc ida  a  p r i o r i  l a  p o s i c i 6 n  d e  l a  f r o n t e r a  l i b r e  

d i s c r e t a  S  c o r r e s p o n d i e n t e  a1 t iempo 
n+l tn+l 

. Esta es  l a  p r i n c i p a l  

d i f i c u l t a d  p a r a  l a  r e s o l u c i d n  n u d r i c a  d e l  problema d e  S t e f a n .  



Las expresiones (1.28) y (1.29) resumen l a  informacidn aecesa - 
r ia  y su f i c i en t e  sobre la  f ron t e r a  l i b r e ,  y de acuerdo a l a  manera de 

emplearlas en el procedimiento n d r i c o  r e s u l t a  l a  c l a s i f i c ac idn  general  

de la  seccidn s iguiente .  

A 10s efec tos  de f i j a r  ideas  consideremos un caso (ver  181) 

en e l  que l a s  expresiones (1.28) y (1.29) s i rven  para d e f i n i r  e l  domi- 

nio espacia l  d i s c r e to  para e l  tiempo t . E s  posible  obtener l a  ecua 
n+ 1 - 

ci6n implsci ta  para e ( t )  

Llamando N - [ S  /h l  l a  pa r t e  en te ra  de Sn/h se propone e l  
n n 

problema d i s c r e to  que cons i s t e  en h a l l a r  e l  par (Un+l 9 SM1) t a l  que 

(1.31) ( i )  - U ( i ) ) = ~  
-2 ( ~ ~ + ~ ( i + l ) + U , + ~ ( i - l ) - 2 U  ( i l l ,  

n n+ 1 

para 1 S i l N  - 1 (esquema de d i fe renc ias  f i n i t a s  implscito,  T y h 
n 

se suponen f i j o s )  en t an to  que cerca de Sn proponemos 

que r e s u l t a  de suponer un comportamiento cuadrgtico de u cerca de 

Sn+l y que se anula en dicho punto, y en x = O  

La ecuacidn (1.30) para l a  i n t e r f a s e  se expresa en forma dis-  

c r e t a  como 

Luego (1.31) - (1.34) inducen un proceso i t e r a t i v o  que cons is  - 
t e  en p a r t i r  de un va lor  eupuesto para 

S + 

resolver  e l  problema li - 
neal ( 1.31 ) - ( 1.33)' r eca lcu la r  

'n+ 1 de (1.34) y recamenzar e l  proce - 
so con este nuevo valor  de S . La malla se modifica agregando un 

n+ 1 



nodo s i  se v e r i f i c a  ( N  +1) h <  Sn+l . 
n  

(1.35) Nota: e l  proceso  iterative converge a  l a  so luc i6n  ( v e r  C81) y 

claramente  no se e x t i e n d e  a  problemas mul t id imens iona les .  Obser - 

v a r  que e l  mgtodo e s t g  basado en (1.30) que impl ica  una c i e r t a  

r egu l a r i dad  a  p r i o r i  de  S ,  e n  p a r t i c u l a r  s ( t )  e s  c r e c i e n t e .  

52 C l a s i f  i c a c i 6 n  de 10s Mgtodos. Ejemplos 
- 

Seguidamente daremos una c l a s i f i c a c i 6 n  y  a lgunos  e jemplos  de 

10s mgtodos de  aproximaci6n numerica d e l  problema de S t e f a n  que e s t g  

basada en e l  r o l  de l a  f r o n t e r a  l i b r e  en  e l  procedimiento.  

En una c l a s e  d e  mgtodos, que podrEamos l l amar  "Mgtodos de 

Pred icc i6n  de  l a  F ron t e r a  Libre",  s e  suponen r e g u l a r e s  l a  so luc i6n  y 

pa r t i cu l a rmen te  l a  f r o n t e r a  l i b r e  y esta propiedad se emplea o  b i e n  pa - 

r a  p r e d e c i r  l a  pos i c idn  de  l a  f r o n t e r a  l i b r e  d i s c r e t a  en  e l  paso n  a 

y a r t i r  de su  ubicacio'n en e l  paso n-1 ( v e r  §2.1.1,§2.1.2 §2 .1 .3 ) ,  o 

b i e n  pa r a  r e a l i z a r  un cambio de v a r i a b l e s  que pe rmi te  t r ans fo rmar  un 

clominio v a r i a b l e  en  e l  tiempo en  uno f i j o  per0 r equ i r i endo  a p o s t e r i o -  

r i  e l  c ~ l c u l o  e x p l x c i t o  de l a  f r o n t e r a  l i b r e  d i s c r e t a  p a r a  ob t ene r  l a  

so luc i6n  d i s c r e t a  ( v e r  $2 .1 .4) .  

La o t r a  f a m i l i a  de mgtodos, que llamamos "M6todos de Dominio 

F i jo" ,  r e sue lven  un problema (necesar iamente  no l i n e a l )  en un dominio 

i n v a r i a n t e  en  e l  tiempo y  l a  f r o n t e r a  l i b r e  d i s c r e t a  es una i n c d g n i t a  

i m p l l c i t a  que puede c a l c u l a r s e  como e l  con jun to  de n i v e l  c e r o  de l a  s o  - 

l u c i 6 n  d i s c r e t a .  No r equ i e r en  r e g u l a r i d a d  a p r i o r i  de  l a  so luc i6n  n i  

d e  l a  f r o n t e r a  l i b r e  con t i nuas  ( v e r  32.2.1 y  52.2.2) .  

En g e n e r a l  pa ra  e l  problema de S t e f a n  l a  bondad de  10s d a t o s  

no impl ica  r e g u l a r i d a d  gLobal de l a  f r o n t e r a  l i b r e ,  pudiendo a p a r e c e r  

o  de sapa rece r  sGbitamente o  ser un con jun to  con i n t e r i o r  no vaczo 

(mushy zone) ,  independientemente de  l a  dimensidn e s p a c i a l .  Por  e s t o  y  

porque permi ten  r e s o l v e r  problemas mul t id imens iona les  a dos f a s e s  10s 

Mgtodos de  Dominio F i j o  son mss g e n e r a l e s  que 10s M'etodos de P r e d i c c i 6 n  

d e  l a  F r o n t e r a  L ib r e .  No o b s t a n t e  cuando l a  geometrfa  d e l  problema o  



las caracterfeticas del mismo aseguran un comportamiento regular de la 

frontera libre, 10s metodoe de prediccidn pueden ser mss eficientes. 

92.1 PIfetodos de Prediccidn de la Frontera Libre 

Presentaremos seguidamente algunos rngtodos de prediccidn o 

de dominio variable, per0 debe observarse que la elecci6n no es de nin- 

guna manera completa, tanto en la variedad de mstodos como en las refe- 

rencias que en cada uno se indican. La idea de esta secci6n es mostrar 

algunos esquemas de aproximacibn, comentarlos brevemente e indicar sus 

inconvenientes y pos5bles aplicaciones. 

Consiste en asociar a la ecuaci6n diferencial parcial una su- 

cesi6n de ecuaciones diferenciales ordinarias en la variable espacial y 

definidas en cada nivel discreto de tiempo. Es un mgtodo cldsico para 

el estudio de problemas de difusibn con frontera fija y ha sido aplica- 

do en la resolucidn de problemas de frontera libre por varios autores 

(ver 1291, C311, C461 y la bibliografTa all$ indicada). 

Consideremos el siguiente problema modelo 

Tomando una particicn uniforme en el tiempo de amplitud -C 

aproximamos (2.1) - (2.5) por la siguiente sucesi6n de problemas de 

f rontera libre para una ecuacidn - diferencial ordinaria: 



donde e l  sub lnd i ce  n i n d i c a  eva luac idn  en  t = n T. n 
1 t Se emplea ahora  e l  mgtodo de l a  inmersi6n i n v a r i a n t e "  que 

c o n s i s t e  en t r ans fo rmar  (2.6) e n  un s i s t ema  y luego por un cambio de 

func iones  i n c 6 g n i t a  ob t ene r  un problema de  f r o n t e r a  l i b r e  p a r a  un sis- 

tema desacoplado de ecuac iones  d i f e r e n c i a l e s  o r d i n a r i a s .  Sea v t a l  
n 

con l a s  r e s p e c t i v a s  cond ic iones  d e  borde  de r i vadas  d e  ( 2 . 7 ) - ( 2 . 9 ) .  Su - 

poniendo que l a  s o l u c i d n  de  este nuevo problema e x i s t e ,  se inmerge e n  

l a  f a m i l i a  v n ( x r )  , u x )  de  s o l u c i o n e s  de (2.10) - (2.11) que sa 
n - 

t i s f a c e n  

donde r F R  e s  un parsmetro.  Analizando l a  so luc i6n  de (2.10) - (2 .13 )  

puede comprobarse que 

Como esta re lac iGn ,  conocida como t ransformaci6n de R i c c a t i ,  

debe v e r i f i c a r s e  pa ra  todo r r e s u l t a  e l  s i g u i e n t e  problema de v a l o r  

i n i c i a l  e n  l a s  i n c 6 g n i t a s  R y Z : 
n n 

(2.17) R, % 'n 2 ' - -  ( i;-  + &)  Z n + f n -  7 n  Un- 1 n  



Por  o t r a  p a r t e  como v n ( s n ) = Z  ( s  ) ohtenemos l a  s i g u i e n t e  n  n  
ecuac i6n  que  d e f i n e  i m p l f c i t a m e n t e  S  n  

Luego l a  f u n c i 6 n  u  (x )  se c a l c u l a  i n t e g r a n d o  (2 .14)  desde  
n 

E l  esquema numgrico c o n s i s t e  e n  r e s o l v e r  (2 .15)  - (2.19) d i s -  

c r e t i z a n d o  R y Z e n  l a  v a r i a b l e  x .  n  n 

(2 .20)  Nota: b a j o  c i e r t a s  c o n d i c i o n e s  d e  r e g u l a r i d a d  de  10s d a t o s  se 

prueba  que e x i s t e n  10s p a r e s  ( u  , s  ) y l a s  f u n c i o n e s  
n  n  

con N = T/T , convergen  uniformemente a 1  p a r  (u ,  s )  s o l u c i 6 n  d e l  pro-  

blema de  S t e f a n  ( v e r  1291, C301 y C311). No o b s t a n t e  e n  e s t o s  t r a b a j o s  

no se e s t u d i a  n i  prueban r e s u l t a d o s  d e  conve rgenc ia  d e l  problema d i s c r e  - 

t o  en ambas v a r i a b l e s .  

(2 .21)  Nota: e l  m6todo d e  l a s  l fneas  se e x t i e n d e  a problemas mul t id imen - 

s i o n e s  en 10s que l a  f r o n t e r a  l i b r e  s e a  r e g u l a r  y de  l a  forma 

x = x ( x '  , t ) .  El problema se d i s c r e t i z a  e n  ( x '  , t )  r e s u l t a n d o  
n n  

una e c u a c i 6 n  d i f e r e n c i a l  o r d i n a r i a  en  x ( v e r  32 1 y 1- 33  1 ) .  
n 

2.1.2 - Mstodo d e  Elementos F i n i t o s  M6viles  --...-- - -- 

Consideremos el problema modelo ( v e r  [ 36J)  



y para cada t >  0 dividimos el interval0 (O,s(t)) en N partes, re - 

sultando h(t)=s(t)/N, x = i h  (OSilN). Construimos una base i 
(gi(x,t)) de elementos finitos seccionalmente lineales, y proponemos 

la funci6n semidiscreta 

Procediento como en 51.2.2.1 obtenemos la ecuaci6n vectorial 

(2.28) M(t) .U(t) + (N + A) (t) .U(t) = F(t) , 

donde U(t)=(Ui(t)), M y A son las matrices de masa y rigidez y N 

es la matriz de coeficientes n = /g~(~)$. Oi . Siendo 0 5 0 1 se ij J t 
asocia a (2.28) el esquema discreto 

1 
donde las matrices M, N y A se calcrrlan en t +-T luego de estimar 

1 
n 2 

s(t +2 T) , que se realiza como sigue n 

1 
donde h(t ) = s(tn-l +yT )/N. n 

En C371 se prueba la convergencia de las soluciones discretas 

a la soluci6n continua per0 no se dan estimaciones del error. En C383 

se aplica el m6todo a problemas de dos fases. 

(2.32) Nota: el m6todo se emplea actualmente en problemas multidimensio - 
nales, per0 tienen el inconveniente de que las matrices A, M y 

N se deben recalcular a1 avanzar en el tiempo. 

2.1.3 &todo de Elementos Finitos Espacio-Tiempo 



Para e l  problema modelo (2 .22)-  (2.26) empleamom e l  eequema 
- 1 d e l  $1.2.2.2, que para n ,  1 S n S T - r  - N  cons i s t e  en reso lver  (ver 

C191) 

donde se  supone determinada a p r i o r i  l a  f ron te ra  l i b r e  d i s c r e t a  s , 
n 

n 
que def ine  PI = ( S  , t  ) y con e s t e  punto a 1  cuadr i lg te ro  de v e r t i c e s  

n n 
que aproxima a G . Esto se  consigue de l a  igual-  

o n 
dad 

(2.37) - S ) I T =  (Du + D u  ) / 2  
n n n+l 

con 

E l  proceso i t e r a t i v o  asociado a (2.33) - (2.37) cons i s t e  en 

proponer Du n+l ' reso lver  e l  problema l i n e a l  (2.33) - (2.36) y luego 

con 10s va lo res  de u 
n+l 

co r reg i r  S a p a r t i r  de (2.37) para r e i -  
n+ 1 

n i c i a r  e l  c i c l o .  

(2.38) - Nota: e l  &todo es introducido en [ 191 y en [201 , C211 6 C221 se 

es tud ia  l a  aproximaciiin de problemas parabdlicos con dominio va- 

r i a b l e  suavemente per0 p resc r ip t0  a p r i o r i  ( f ron te ra  m6vi.l) y se 

obtienen estimaciones de l  e r r o r  de aproximaci6n en d iversas  nor-- 

m a s  y en funci6n de h y T. Los elenientos f i n i t o s  empleados 

son continuos en e l  espacio pero admiten discontinuidades en el 

tiempo en cada etapa temporal. 

(2.39) Nota: e l  m6todo admite una generalizacidn a mss de una dimensi6m 

espac ia l  (ver L21).  

2 . 1 . 4  Transformacidn d e l  Problem 

E l  mgtodo es debido a J. Nitsche (ver  [391) y cons i s t e  e n r e a  - 



l i z a r  un cambio de  v a r i a b l e s ,  basado en  l a  r e g u l a r i d a d  de  l a  f r o n t e r a  

l i b r e ,  que reduce  e l  problema a un s i s t e m a  de  ecuac iones  d i f e r e n c i a l e s  

o r d i n a r i a s  y una ecuaciBn d i f e r e n c i a l  p a r c i a l  no l i n e a l  con dominio i n  - 
v a r i a b l e .  

Consideremos e l  problema modelo: 

Para  l l e v a r  e l  problema a uno con f r o n t e r a  f i j a  in t roducimos  

l a s  v a r i a b l e s  (x,  t )  ta les  que 

(2.47)  u - u ' X U  ( 1 , t )  U 9 en ~ = { ( x , t ) : O < x <  1 ,  O < t < T )  
xx t X X 

donde (2.47) e s  l a  c i t a d a  ecuac i6n  no l i n e a l  en d e r i v a d a s  p a r c i a l e s ,  

m i e n t r a s  que (2.46) y (2.51) son  e l  sistema de  ecuac iones  d i f e r e n c i a -  

l e s  o r d i n a r i a s .  

Mediante e l  cambio de  func i6n  i n c 6 g n i t a  



se o b t i e n e  una formulac i6n d 6 b i l  p a r a  v  y l a  cons igu i en t e  formulac i6n 

s e m i d i s c r e t a  con e lementos  f i n i t o s  e s p a c i a l e s ,  de l a  que r e e u l t a  v 
h 

Suponiendo e u f i c i e n t e  r e g u l a r i d a d  d e  v  se prueba en  C39J l a  estima- 

c i b n  

donde r -  1 2 2  es e l  grado de 10s polinomios i n t e r p o l a n t e s  e n  cada e l e  - 

mento f i n i t o ,  i e  e l  orden d e  convergencia es 6ptimo. 

Finalmente deben r ecupe ra r s e  l a s  v a r i a b l e s  o r i g i n a l e s .  Para 

e1l.o s e  propone 

t a l e s  que 

I.uego p a r a  U I 1 ( y , ~ )  = uh(x ,  t )  ae. prueba en [ 391 que 

00 

para  algiin t > 0 ,  que son es t imac iones  L 6pt imas p a r a  l a  conver- 
0  

gencia  de  l a  so luc i6n  y l a  f r o n t e r a  l i b r e  d i s c r e t a s .  

(2.57) -. Nota: - en 1391 si i lo  se e s t u d i a  e l  problerna sen l id i sc re to  restal ldo 

un an51 i sis de l  problema d i s c r e t o .  

E s  impor tante  remarcar que C391, y en p a r t i c u l a r  [ l o ] ,  poseeri 

abundantes  r e f e r e n c i a s  b i b l i o g r z f  i c a s  sob re  a s p e c t o s  t e 6 r i c - o ~  Y 

numgricos d e l  problema de S t e f an .  

52 .2  Mctodos d e  Dominio F i j o  

Consis ten  e l  r e s o l v e r  un problema asoc iado  a una ecuacidn o 



inecuac i6n  e n  de r i vadas  p a r c i a l e s  sob re  un dominio no dependiente  d e l  

tiempo. L a  f r o n t e r a  l i b r e  d i s c r e t a  es una i n c d g n i t a  i m p l z c i t a  no r e q u i  - 

r i cndose  s u  cZilculo en cada e t a p a  temporal pa ra  avanzar  a  l a  s i g u i e n t e ,  

s i n o  que puede ob t ene r se  a 1  f i n a l  d e l  proceso s i  se desea ,  buscando e l  

conjunto  de n i v e l  c e r o  de l a  so luc i6n  d i s c r e t a .  

Es tos  m6todos son mul t id imensionales  y a p l i c a b l e s  a  problemas 

de  dos  fases (ve r  C.351 y l a  b i b l i o g r a f z a  a l l ?  ind icada)  . 
2.2.1 Formulaci6n E n t s l p i c a  

Sea H(u) = c ( u )  + s g (u )  l a  f unci6n e n t a l p l a ,  donde c  es re - 

g u l a r  y e s t r i c t a m e n t e  c r e c i e n t e  y s g  e s  l a  funci6n s igno .  

La formulaci6n e n t g l p i c a  c o n s i s t e  en  h a l l a r  una func i6n  u  

que s a t i s f a g a  en  forma d s b i l  l a  ecuaci6n no l i n e a l :  

s u j e t a  a c i e r t o s  d a t o s  de contorno e  i n i c i a l  ( v e r  C131). 

La d i s c r e t i z a c i 6 n  de este problema e s  motivo de  i n t e n s a  in- 

v e s t i g a c i 6 n  debido e n  p a r t e  a l a  e s c a s a  r egu l a r i dad  g l o b a l  de l a  s o l u  - 

c i6n  ( v e r  C131) y en p a r t e  a  l a  d i f i c u l t a d  de h a l l a r  l a  so luc i6n  d i s -  

c r e t a  de un problema mon6tono discontinue. Lo h a b i t u a l  ( ve r  C41 1231, 

134 I y C411) es r e g u l a r i z a r  e l  s a l t o  de  H parametr izando con E l a  

nueva pend ien te  y ob t ene r  una ecuaci6n d i f e r e n c i a l  no l i n e a l  r e g u l a r  

semejante a (2.58) .  

Se d i s c r e t i z a  esta nueva ecuaci6n por  ejemplo con un esquema 

de  elementos f i n i t o s  f i j o s  en e l  e s p a c l o  y  un esquema i m p l z c i t o  de d i -  

f e r e n c i a s  f i n i t a s  en  e l  tiempo, r e su l t ando  l a  ecuaci6n v e c t o r i a l  

donde A es l a  m a t r i z  d e  r i g i d e z ,  B e l  operador mon6tono con t inuo  
€ 

de  componentes BE (u)  - / H (U) ai y Fn l a  no homogeneidad que in- 
,-, € 

c luye  a f y 10s d a t o s  8e contorno.  

Siendo u ( x , t I m U  (x) si tn-l < t S t  se prueba  que 
&A, T n n 

(ver C233 y C411) 



p a r a  l a  r e l a c i 6 n  a p r i o r i  h - e  3/4 , T = E: , y que e l  orden  es E: p a r a  

s o l u c i o n e s  no degeneradas  ( v e r  C41J) b a j o  l a  r e l a c i d n  h = E, T = E 
312 

En C41 y C41J ademss se proponen rni5todos p a r a  l a  r e s o l u c i 6 n  d e l  p r o b l e  - 

m a  d i s c r e t o  (2 .59) .  

2 .2.2 Des igualdades  V a r i a c i o n a l e s  

Mediante l a  t r ans fo rmac idn  de  DlTVAUT ( v e r  r91, 1- 102 y [ 151) 

se t ransforma l a  ecuac i6n  (2.58)  en una des igualdad  variational, que 

puede e x p r e s a r s e  como e l  problema de  h a l l a r  una funci6n  v en un ade- 

cuado e s p a c i o  f u n c i o n a l  t a l  que r e s u e l v a  el s i g u i e n t e  problema de com- 

plcmentar iedad:  

b a j o  c i e r t a s  cond ic iones  de  contorno.  D i s c r e t i z a n d o  (2.62) - (2.64) con 

un esquema de  e lementos  f i n i t o s  f i j o s  en e l  e s p a c i o  y un 0-esquema d e  

d i f e r e n c i a s  f i n i t a s  en e l  tiempo obtenemos e l  s i g u i e n t e  problema d i s -  

c r e t o  

donde A y M son l a s  m a t r i c e s  de  r i g i d e z  y de  masa, y q u e  puede r e -  

s o l v e r s e  por  d i v e r s o s  mstodos ( v e r  [161,Cl81, C261, C43J y C441). 

Pa ra  una dimensidn e s p a c i a l  e n  C11 se prueba l a  e s t i m a c i 8 n  

de  e r r o r  



En dos  dimensiones e s p a c i a l e s  puede v e r s e  L42..1 donde se o b t i e  - 

nc una es t imac i6n  d e l  e r r o r  y se muestran r e s u l t a d o s  n~lrnGricos. 

2 . 2 . 3  C o n v e r ~ e n c i a  de  l a  F r o n t e r a  L i b r e  D i s c r e t a  

En numerosos problemas p r Z c t i c o s  l a  i n c 6 g n i t a  p r i n c i p a l  es La 

pos ic i6n  d e  l a  f r o n t e r a  l i b r e  por  l o  que e l  e s t u d i o  de l a  convergencia  

de l a  f r o n t e r a  l i b r e  d i s c r e t a  e s  un problema e s e n c i a l ,  y d e l  que poco 

se sabe  en una dimensi6n e s p a c i a l  y nada en  v a r i a s .  

E l  motivo puede comprenderse con e l  s i g u i e n t e  ejemplo: Sean 
1 

f =-  , f  = 0 e n  ( 0 , l ) .  Entonces f  -+ f uniformemente pe r0  1-0s conjun- 
LI n n 

t o s  de  no c o i n c i d e n c i a  (o de  p o s i t i v i d a d )  A v e r i f i c a n  

y en consecuencia  no b a s t &  con d i sponer  de convergencia  uniforme de  

l a s  s o l u c i o n e s  d i s c r e t a s  p a r a  estimar La convergencia  de l a  f r o n t e r a  

Libre d i s c r e t a .  

E l  s i g u i e n t e  r e s u l t a d o  d6bj-1 s e  erluncia en Cll. Sean f  , f 
n 

c o n t i n u a s  en D,  IIf - f l lLm(D) = E  -> 0 y sean  6 > O , 6 --> O , 
n n n n 

\ l =  {f > 0 )  , R = { f  > 6 1 .  Entonces R = l im On , y l a  convergencia  e s  
n n n 

II -- 
i n t e r i o r ,  i e  Q n c Q  s i  n 2 n  

0 ' 

Para problemas e l z p t i c o s  (prohlema d e l  obstZ?culo) e n  C3 1 s e  

prueba que l a  f r o n t e r a  l i h r e  d i s c r e t a  converge en  L~ a l a  c o n t i n u a  

con.  un orden que e s  l a  r a i z  cuadrada de 1-a norma L~ d e l  e r r o r  e n t r e  

l a s  s o l u c i o n e s  d i s c r e t a  y con t inua .  

Resu l t ados  de  e s t e  t i p o  deben ser ex tend idos  a 1  caso  parab6- 

l i c o .  
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Una introduction general a la resolution aproximada 

del problema de Stefan unidimensional 

Gracie la  G .  GARGUICHEVICH-Marla C .  SAHZIEL 

L;I p~-op6sito de estas notas no es referirnos a 10s dtodos num6ricos 

que aproximm las diversas fo~mulaciones del problema de Stefan sino 

que anal izaremos ot ro t ipo de m6todos anal {ticos, en general no i teri 

tivos, que surgen de modificaciones hechas a la fonnulaci6ri or~ginal 

del problema y que provienen, en su mayoria, de consideracihes f h i  

cas . 
El objetivo principal de 10s mismos es el c6lculo de la interfase o 

frontera l ibre s ( t )  y su valor radica en su simp1 iciddd y en 1s r 6 ~ i '  

da obt enci6n de soluc i ones. 

Desde wull punt* de vista estrictamente matedtico, a1 consider-ar pr-u - 

blemas que no son equivalentes a1 de Stefan, que no "tienden" a1 rtljs~mj 
' 

y que generalmente no ticnen soluci6n hica, estos m6todos han qut?dack) 

bastante relegados. Sin ernbargo son de mucha utilidad en las aplicijcio - 

nes donde se emplean para obtener m a  r6pida estimaci6n de laubicaci6n 

de la interfase y tambikn corn dato inicial en mchos dtodos iteratl 

VOS . 
Nos limitaremos a introducir hicamente tres dtodos : el mktodo cua - - 

si -estacionario, el del balance integral cal6rico y el mktodo variac io 

nal de Biot. 

Otros dtodos pueden conkultarse en las referencias por ejemplo en 

I l S I  Y [I61 - 

5 1 .  EL METODO CUASI- ESTACIOMARIO, 

la soluci6n cuasi -estacionaria fu6 plantenda por ~ t e f m  1171. 

El problema de determinar la posici6n de la llnea de derretlmie~rto 

en una barra semi-infinita inicialmente a temperatura de fusi6n (0") 
cuyo borde fijo se mantiene a temperatura constante positiva (problema 

de Stefan unidimensional a una fase) , admite la siguiente formulaci6n, 

que denominarms P : 



Donde : 

u: temperatura 

k: conductividad t6rmica 

p: densidad 

k: calor latente de fusi6n 

c: calor especifico 

a2 = k- : difusividad tkxmica. 
PC 

En e l  mkrodo cuasiestacionario se reemplaza en p l a  ecuaci6n del 

calor (1.1) por 

Este rluevo problema cor-responde fisicamente a procesos que se desa- 

rrollan my lentamente (ut ' 0) es decir ,  aquellos en 10s que el ,a - '. 
lo r  latente de fusi6n k -+ 00 , o sea donde el  n h r o  de Stefan Ste = 

- - --- Uo 
n -+ 0 , y se resuelve f6cilmente obtenihdose l a  solucibn 

Se comprueba sin dif icul tad que 6 ,  es l a  aproximaci6n de primer 

orden del parfimetro 5. correspondiente a l a  soluci6n exacta de P : 
U 

u(x, t )  = [erf 5 - er f  ( 

s ( t )  = 2 a ~ f i  , 6 > O / ( e c 2  erf  6 = - Ste 
fi 

;donde e r f  y = - dv . 

Esto significa que para Ste < < 1 el ermr que se comete a1 consi- 

derar (1.7) (1.8) en lugar de (1.9) (1.10) es despreciable. 



169 
92. EL METODO DE BALANCE INTEGRAL CALORICO, 

Este dtodo desarrollado por primera vez por T.R. Goodman [8] para 

problemas con cambio de fase, es an6logo a1 &todo del momento integral 

usado en la teorfa de capas lfmites de la fiechica de 10s fluidos [14] 

y se basa en el concept0 ffsico de "profundidad de penetraci6n tbxmi- 

cat'. 

Esto es , corn uno de 10s mecanisms de conducci6n del calor es la di - 
fusi6n, el efecto de la excitaci6n en el borde x - 0 , ya sea la tern - 
peratura u (cte o no) o un flujo dado, no se propaga inmediatamente 

0 
a toda la barra, sin0 que dicho efecto se percibe en un intemalo aco- 

tad0 [O ,6 (t)] fuera del cual la temperatura permanece igual a su va- 

lor inicial . 
Se puede asf postular la existencia de una funci6n 6(t) , que mi- 

& la profundidad de la "capa t61mica", tal que: 

u = temperatura inicial i 

Si la temperatura satisface la ecuaci6n de Fourier (1.1) en (0,6 (t)) , 
entonces tambi6n se verif ica : 

(2.4) a 2 u  dx , t > O  
0 

XX 

Este promedio o "balance integral cal6ricoW es un balance energ6tico 

que, suponiendo que 6 sea continuamente diferenciable y usando la re- 

gla de Leibnitz, puede expresarse como: 

Para un problema sin cambio de fase que satisface las (2.1) - (2.3) se 

Si se considera en cambio el problema P , la capa t6rmica 6(t) 

coincidirh con la frontera libre s(t) y el balance integral cal6rico se 

podr6 expresar 

(2.71 
d u(x,t)dx = a2! ux(s(t) ,t) - ux(o,t)l 
aE 
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Se plantea entonces un nuevo problema (1.2) a (1.5) y (2.7) que a di - 

ferencia del P no tiene soluci6n hica. 

Para resolverlo se propone representar a la temperatura por una fun- 

ci6n u(t,x,s(t)) que satisfaga (1.2) a (1.4) y que reemplazada en 

(2.7) pemita obtener una ecuaci6n diferencial ordinaria de primer orden 

en la inc6gnita s (t) , la que, junto con (1.5) posibilite su cllculo 
efcctivo. 

En general es conveniente, aunque no necesario, restringirse a fun- 

cjo~les u polin6inicas en la variable espacial x , es decir: 
n 

pro~dsito expresado no siempre se puede concretar, ya que la pre- 

sellcia de 4 (t) en (1.4) implica muchas veces la obtenci6n de una ecua - 

ci6ri Je segundo orden. Para salvar esta dificultad se propone resolver 

LUI nwvo problenla el que resulta de reemplazar la (1.4) por alguna otra 

ecu;rcibl de ella derivada que no contenga explicitamente a i(t) . De- 
riv;~rlLlo (1.3) respecto de t se obtiene: 

la ({lie combinada con (1.4) resulta: 

S i  ade~lds se supone que la (1.1) se verifica en x = s(t) se tendr6 

El problema a resolver ser6 (1 2 ,  (1 3) , 1 . 5) , (2.'7) y (2.10). 

Si elegimos 

(2.11) u(x,~) = a(t) (x - ~(t)) + B(t) (x - s(t)I2 

se llega a la ecuaci6n 

k(t)s(t) = 6a 

que tiene por soluci6n - 
(2.12) s,(t) 2a t r  , 1 + 2~te - )I 1 +ZSte 

c 2  = q5 
resultando en (2.11) 

+ + d ~ e  
a i -  d= a(t)s(t) +uo 

= C B(t) = 
s (t) s2f t ' )  
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~ambikn podria elegirse  cano u a un polinomio de grado n>2 ; ob 

viamente d i d o  grado deberd vincularse con el nhero de ~ondiciones en 
x - 0 y x - s(t) que se pretende qua satisfagti u . Bn 1111 se com- 

paran las  soluciones de 10s diferentes problemas que resultan de plan - 

tearse condiciones adicionales, las  que se obtiene~r diferenciado respec - 

t o  de t en (1.2)  y (1 .3)  e impniendo l a  validez de (1.1) en x = 0 

y /o  x - s ( t )  . Aunque a veces pueda mejorar l a  aproximaci6n, es to  ra, 

siempre jus t i f ica  l a s  cowl icaciones introdir idas en 10s c ~ l c u l o s  . 

~ambikn se propone m c r i t e r i o  de ccmparaci6n entre las posibles so- 

luciones aproxirnadas que se puede apl icar  a h  en aquellos problunas c i ~  

yp doluci6n exacta se desconoce ( [ 9 ] ,  [ I l l )  y para Bsto se define rlnamc - 

dida del e r ror  de l a  soloci6n aproximada u*(x, t)  correspondiente a 

Otros ref inarnientos del d t o d o  de balance integral ca3 6rico ppucde~l 

verse en [ Z ]  y [6] .  

En e l  primero, en lugar de plantear un h i c o  bal.ance siguiendo l a  111 ( ,  

fundidad de penetraci6n de l a  temperatura de fus i6n s (t) , se sigue un niune 

ro a rb i t r a r io  de isotennas , escribiendo e l  balance integral  para cada una dc  

l a s  regi ones en que resul t a  dividida l a  fase 1 fquida por l a s  isotennas e I c 

gidas.  Usnndo tan solo dos divisiones ( c ~ r r e s ~ o n d i e n t e s  a x - x ( t )  
I. 

U 
definida por u(xl (t) , t )  = y x - ~ ( t ) )  se puede reducir el e1-i01 

de 6,5% a 1,2%. Obviamente un n h e r o  mayor de subdivisiones atenta co11 

t r a  l a  simplicidad del mktodo. 

En e l  segundo en cambio, se  obtiene un nuevo balance c a l 6 r i c ~  a jvi I 

t i  r de l a  integraci6n de l a  ecuaci6n ( I  . I ) ,  dos veces con respecto a 1 t ,  

pacio x y una vez respecto del tiempo t . Usando esta nueva expl t .  

si6n las  solucio1res obtenidas son senciblemente mejores que las  ha1 1 ,, 
~ R S  en [8] en par t icular  cuando Ste >> 1 . 

Cuando se considera e l  problma de Stefan unidimensiontrl a dos fast.:,, 

en lugar de ver i f icarse  l a  (1.1) en (0,6(t))  deberh plantearse do. 

ecuaciones 



donde u R s 
, y u , as representan l a  temperatura y la difusividad 

t 6 n i c a  de l a s  fases liquids y s6lida respectivamente. 

L i 1 ~  ~-oncl ic i ones quc. dct)tl ve r- i f i c;l r- 11 son 1 as m i  sn~as qutt e n  e 1 pr-o 
11 

h 1 ~ 1 1 l i l  i i  uria Case, 1nientr:js ( l u e  u J ebe r j  cunq~lir  (2.11, ( L . L ) ,  ( 2 . 3 )  
S 

I~ltcygr-arlcio la ( 2 .  14) en 0 ,  1 y La ( 2 .  I S )  en [ s ( t )  , ~ ( t )  I sc 

ot) t i tlrltln 10s cor-respond i entes  b :~  1:inces para u 
R Y u l s  

/ . ;I  t-esoluci6n de e s t e  rluevo problema puede verse en 1131 don& se 

corls idera unit apt.oximaci6n 1 ineal en x para u y c u a d r h i c a  para 
R 

u , pr-ocedihndose como en e l  pl-oblema a m a  fase. 
S 

c:llarido t:l mktodo se apl ica  a1 problema de cambjo de fase en una ba- 

r~-1-1 t ' inita de longitud V. [ l o ]  , e l  balance se  r-ealiza sobre e l  i n t e r -  

va 1 u 10, R ]  teniendo en cuenta l a  temperatura i n i c i a l  de l a  b a r n  y l a s  

corlcl i c  iones de horde, para luego en pasos sucesivos determinar l a  capa 

t f  1.111 ica 6 ( t  ) y la irlterfilse s ( t )  . 

1:l 111ktodo se extiende a problemas donde las  propiedades tknnicas de 

lo.; ~na te r ia les  depende de la  temperatura 191 y tambikn a1  an6Lisis d e  

pro}) 1 emas nlul t id  imens ionales . 

53. METODO VARIACIONAL DE BIOT,  

El principio variational de Bi.ot [3] es  ayl icable a una m p l i a  ga 

m;l de procesos i.eLacionados con la  t ra i s fe renc ia  de ca lor  y i i t i l  iza m6 - 

todos aniilogos a 10s de Ia  mechica  c l6s ica .  

Son carbacte r i s t  icas furldamenta l e s  del metodo: 
- 

i )  La introducci6n de un campo vector ia l  H , llamado desplazamientu 

c;il6rico que ver i  Eica 

donde fi es e l  vector que representa a1 f l u j o  de ca lo r  por unidad 

de Qrea. 

i i )  10s conceptos de potencial  t e m l ,  funci6n de dis ipaci6n y fuerza 
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En este enfoque la conducci6n del calor se describe a trav6s de dos 

ecuaciones : 

(3 1) p c u U  divH 

grad- x u + l f i  = 0 
k 

de las que se puede deducir la ley de Fourier eliminando H . 
Para obtener el principio variacional consideremos variaciones 6 R  

y 6u (en analogfa a 10s desp1azamientos virtuales) que verifican las 

ecuaciones (3.1) y (3.2) . 

Si mult iplicamos escalarmente (3.2) por 6R e integramos sobre un 

volmen r , resulta: 

y aplicando la f6rmula de Green: 

donde A es la superf icie frontera de r y A la nolrnal extc. 

rior a A . 

I Si definimos el potencial tennil 

resulta de (3.1) y (3.4) el principto variacional para la conducci6n 

Este principio puede ser refomulado si se considera que el c:unpo 
- 
H es tambidn funci6n de un cierto nhero de coorclenadas generalizadns, 

convenientemente elegidas: 
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por lo que (3.6) sc escribe: 

y debido a la arbitrariedad de las variaciones: 

Este sistema de ecuaciones resulta similar a las lagrangianas de lame -- 

c h i c a  cliisica, si llamamos 

y las (3.11 ) se expresan: 

Cuando este principio se aplica en particular para el c6lculo aproxi- 

mado de la frontera libre en el problema P [12] , se elige corn hica 

coordenada generalizada a dicha frontera libre s(t) y se reemplazan en 

P la ecuaci6n (1.1) por: 

a1 I pcu = - - ax 

y la (1.4) por 

(3.16) ~(s(t),t) = p~i(t) 

Para resolver este nuevo problema se propone una distribucibn polid- 

mica de la temperatura que satisfaga (1.2) y (1.3) . Si se elige en part j 
cular 

resulta 
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* =  3 ( 1  ;p + p,, 

y reemplazando en (3.15) se obt iene la ecuaci6n diferencial ordinaria: 

= a2 
52 ste2 + 420 Ste + 1260 

que tiene por soluci6n, considerando la condici6n inicial (1.5) : 

donde 

Para valores de Ste << 1 el error que se comete es del orden del 

0 , s  % . 
Otros problews del tip0 Stefan han sido resueltos aproximadamentecon 

este dtodo: 

- en [4] y [5] se lo utiliza enk'un problema de ablaci6n, es decir cuando 

a un s6lido semiinfinito se le aplica un flujo de calor constante enel 

borde fijo, que provoca la remoci6n del material. En [5] se trata el 

caso de un material con propiedades texmicas constantes, mientras que 

en [4] las mismas dependen de la temperatura. t 

- en [7] se considera la solidificaci6n de un material semi-infinito a1 

que se le aplica en el borde fijo una temperatura variable en el tiem- 

po. Tambi6n se estudia un problema inverso: qu6 temperatura debe apli 

carse en el borde para obtener una funci6n prefijada can, expresibn de 

la frontera libre. 

- en [IS] se trata el calentamiento de un s6lido semi-infinito por la a- 

plicaci6n de un flujo constante en el borde. 

- en [I] se analiza el calentamiento aerodinhico de un s6lid0, inicial- 

mente a temperatura de fusi6n. 

- en [18] se resuelve el problema de solidificaci6n (o derretimiento! de 

un medio f inito sometido en uno de sus extremos a enfriamiento (Q calen 
0 

tamiento) aerodihico y radioact ivo v aislado t6rmicamente en el otro. 

con temperatura r n ~ c  ra 1 dls t Lnt a a la de cambio de fase 
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La precisi6n de 10s resul tados obtenidos en cada caso s e  mide por com - 

paraci6n con l a  soluci6n exacta , cuando ksta se conoce , o bien con o t ras  

soluciones aproximadas como l a s  desarrolladas en 10s plr rafos  preceden- 

t e s .  
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