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Resumen: Se obtienen soluciones explicitas para la ecuacion del calor no-clasica para un material semi-infinito a través
de diferentes métodos: soluciones independientes de la variable espacial; soluciones independientes de la variable
temporal, soluciones a variables separables y utilizando la transformada de Laplace.
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1. INTRODUCCION
En este trabajo se considera el siguiente problema no lineal para la ecuacion del calor no-cléasica para
un material semi-infinito:

iU, —U, =—®(x)F(u, (0,t),t), x>0,t>0
(1) iu(0,t)=g(t), t>0
iii)u(x,0)=h(x), x>0

Tales problemas estan motivados por la modelizacion de la regulacion de la temperatura en un medio
isotropo, con una fuente no uniforme la cual provee un enfriamiento o calentamiento del sistema

dependiendo de las propiedades de F con relacion al desarrollo del flujo del calor en el borde X =0 [3, 5],
por ejemplo, si se supone:

@) D(x)>0, VFMV,1)>0, VW=0, F(0)=0,,

entonces la fuente enfria cuando U, (0,t) > 0y calienta cuando U, (0,t) < 0. Algunas referencias en el

tema son [1,4, 6 -9, 11, 12]. Otro problema no lineal para la ecuacion del calor no-clasica para un material
semi-infinito estd dado por:

i)V, —v, =—¥(X)F(v(0,t),t), x>0,t>0

3) ii)v, (0,t)=0g,(t), t>0
iii)v(x,0)=h (x), x>0
Ambos problemas estan relacionados entre si, a través del siguiente resultado:

Teorema 1[11]
a) Siuesunasolucién del problema (1) entonces v definida por

4) V(X,t)=u,(xt), x>0, t>0,
es una solucién del problema (3) con las siguientes relaciones entre los datos:
5 PE=0(X, =N, g, =g +OO)FU0).Y).
b) Sivesuna solucion del problema (3) entonces u definida por la siguiente expresion
(6) u(x,t)=Jx.v(z,t)dz+j.go(r)dr, x>0, t>0,
0 0

es una solucidn del problema (1) con las siguientes relaciones entre los datos:
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(7 D(x) = .X[‘P(z)dz, h(x) = j h,(z)dz, g(t)= j d,()dz.
¢) Lasolucién del prgblema (1) puede ser oobtenida por la siguien(;e representacion integral:
u(x1)= | 6(x6E,0)N(£)dE—2[K, (x.4.0,7)9(r)dr
®) o °
+£(_([G(x,t,ﬁ,r)db(ﬁ)dé‘]F(\/(z'),r)dr

donde la funcién V =V (t) definida por V (t) =u, (0,t),t >0 (el flujo de calor en el borde X =0)
satisface la ecuacion integral de Volterra siguiente:

) V(t)=V0(t)+jR(t—r)F(V(r),r)dr , t>0
donde O
N S 0 Y - PPN ()
(10) Vo(t)_\/; !\/Eexp( 4Jh(§)d§ !\/t__rdr
v [y
(11) K(x,t,§,r)—2 ﬂ(t—f)e p( 4(t—r)J
(12) G(X,t,f,r)zK(X,t,f,r)—K(—X,t,f;‘,T)

13  R(t) =Wlts/z+f§e"p(_§2/4t)®(§)d§ :%TZexp(—Zz)q)(ZZ\/E)dZ.

El objetivo del trabajo es el de obtener soluciones explicitas del problema (1) que, sin pérdida de
generalidad, se supone:

(14) g =0

a través de diferentes métodos: soluciones independientes de la variable espacial; soluciones
independientes de la variable temporal, soluciones a variables separables y utilizando la transformada de
Laplace.

2. SOLUCIONES EXPLICITAS
Lema 2. Para el problema (1), con g(t) =0, se tienen los siguientes resultados:

i) No existe ninguna solucion U =U (t) independiente de la variable espacial X.

ii) Para el caso u=U (X) independiente de la variable temporal t, se tienen las siguientes soluciones
explicitas:
(a) Si existe @ € R tal que F(e,t)=0,Vt >0, entonces existe una solucion u(x,t)=ax de (1)

para h (X) =aX,V (t) = cualquier sea la funcion real @ .
(b) Si F(V,t)= F(V) es independiente de la variable temporal t, y se cumplen las restricciones

h(0)=0, F(a)#0 y h'(0)=a para algin & €R, entonces U(x)=h(x) es solucién del

problema (1) para V (t)=cr, @(x)= (%) .

F(a)
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Teorema 3. Para el problema (1), con g(t) =0, para una funcion real F =F (V,t) y para cuatro
parametros reales 4,0 # 0, £ # 0,77 % 0 se obtiene, por separacion de variables, la solucion explicita

del problema (1) dada por

(15) u(x,t)=U (x)T(t)
(16 V(t)= 4T (t), h(x)=nU (x), (x)=oU (x).

donde U =U (X) yT =T (t) son soluciones de los siguientes problemas diferenciales:
U"(x)-AU (x)=0, x>0
) {u (0)=0, U’(0)=4(0)
{T' (t)=AT (t) =—0F (4T (t).t), t>0
T

(18)
(0)=n

respectivamente.
Mas aun, en los siguientes casos de F la solucion de (18) viene dada por:

a) SiF(V,t)=q,V entonces T(t) =7 exp((A—va,ut).
b) si F(V,t)=F(t)+F,(t)V entonces:

T(t) =exp(At —ou G, (1)) [77 - uj F (r)exp(Ar —ou G,(7)) dz} :

t
donde G, (t) = j F(r)dz.
0

¢)si F(V,t)=F,(t)V" entonces :

T(t) =exp(At) {n"” +ou"(n- 1)} F,(7)exp(A(n-1)7) dr}ln .

Teorema 4. Para el caso particular en que

(19) F(V(t).t)=a,V(t), (a€R),
y utilizando la transformada de Laplace se pueden obtener soluciones explicitas, a saber:

i) h(X)=h0, q)(x)chO, V(t): hy [1—Q(a0®0\/f)}

Jrt
B x )| h®,a, | 1—Q(0‘o®o\/;) X
u(x,t)—hoerf[zﬁj— - ! T erf(zﬂjdr,
donde
(20) erf(X):%Iexp(—é‘ )dé, erfe(x)=1-erf(x), Q(X):\/;Xexp(xz)erfc( ).

i) h(X):hox, (D(X)be, V(t):hoe—baot’ u(X,t):hoxefbaﬂtl

i) ()=, D(x)=bx, V()= (1-e™), u(xt) =R+ L x(1-e ),

be, be,
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v) h(x)=hx, ®(x)=bx’, V(t)=h,cos(at), u(x,t):_b%ﬁsen(at)+hoxcos(at)

con a=,/6be, .

V) h(x)= h0x3,<D(x)=bx3,V(t):%sen(at), u(xt)=hx cos(at)+%°xSen(at).

vi) h(x)=hyx, ®(x)=esenh(a,x),V (t)=h, (1—0{22t), u(x,t)=h,x—hya,t senh(e,x).

Prueba. Sea S =S ('[) el nicleo resolvente de la ecuacion integral (9) para el caso (14) y (19), es decir:

o V(£) =V, (t)-ay [ S (-2, (7)dr

Si se definen las transformadas de Laplace siguientes:

@ V() =LV (). w(5)=L(Y% (). o(5)=L(S(1)). r(5)=L(R(1)
((s)

entonces se tiene que O (S) = W - o
+a,

Teorema 5 Se obtienen para el problema (3) resultados similares a los obtenidos para el problema (1).

Observacion 1 Recientemente se han obtenido resultados para el problema de Stefan para la ecuacion no-
clasica del calor en [2, 10]
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