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Resumen: Se obtienen soluciones explícitas para la ecuación del calor no-clásica para un material semi-infinito a través 
de diferentes métodos: soluciones independientes de la variable espacial; soluciones independientes de la variable 
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1. INTRODUCCIÓN 

En este trabajo se considera el siguiente problema no lineal para la ecuación del calor no-clásica para 
un material semi-infinito: 
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Tales problemas están motivados por la modelización de la regulación de la temperatura en un medio 
isótropo, con una fuente no uniforme la cual provee un enfriamiento o calentamiento del sistema 
dependiendo de las propiedades de F con relación al desarrollo del flujo del calor en el borde 0x = [3, 5], 
por ejemplo, si se supone: 
 
(2)   ( ) 0, ( , ) 0, 0, (0) 0,x V F V t V FΦ > > ∀ ≠ = , 
 
entonces la fuente enfría cuando (0, ) 0xu t > y calienta cuando (0, ) 0xu t < . Algunas referencias en el 
tema son [1, 4, 6 - 9, 11, 12]. Otro problema no lineal para la ecuación del calor no-clásica para un material 
semi-infinito está dado por: 
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 Ambos problemas están relacionados entre sí, a través del siguiente resultado: 
 
Teorema 1 [11] 

a) Si u es una solución del problema (1) entonces v definida por 
 
(4)    ( , ) ( , ), 0, 0xv x t u x t x t= > > , 
 
es una solución del problema (3) con las siguientes relaciones entre los datos: 

(5)  ( ) ( ), ( ) ( ), ( ) ( ) (0) ( (0, ), )o o xx x h x h x g t g t F u t t′ ′Ψ = Φ = = +Φ
i

.  
 

b) Si v es una solución del problema (3) entonces u definida por la siguiente expresión 

(6)    
0 0

( , ) ( , ) ( ) , 0, 0
x t

ou x t v z t dz g d x tτ τ= + > >∫ ∫ , 

es una solución del problema (1) con las siguientes relaciones entre los datos: 
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(7)   
0 0 0

( ) ( ) , ( ) ( ) , ( ) ( )
x x t

o ox z dz h x h z dz g t g dτ τΦ = Ψ = =∫ ∫ ∫ .  

c) La solución del problema (1) puede ser obtenida por la siguiente representación integral: 
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donde la función ( )V V t=  definida por ( ) ( )0, , 0xV t u t t= >  (el flujo de calor en el borde 0x = ) 
satisface la ecuación integral de Volterra siguiente: 
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(12)    ( ) ( ) ( ), , , , , , , , ,G x t K x t K x tξ τ ξ τ ξ τ= − −  
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El objetivo del trabajo es el de obtener soluciones explícitas del problema (1) que, sin pérdida de 

generalidad, se supone: 
(14)       ( ) 0g t =  
 
a través de diferentes métodos: soluciones independientes de la variable espacial; soluciones 
independientes de la variable temporal, soluciones a variables separables y utilizando la transformada de 
Laplace. 
 
2. SOLUCIONES EXPLICITAS 
Lema 2. Para el problema (1), con ( ) 0g t = , se tienen los siguientes resultados: 

i) No existe ninguna solución ( )u U t=  independiente de la variable espacial x . 

ii) Para el caso ( )u U x= , independiente de la variable temporal t , se tienen las siguientes soluciones 
explícitas: 
(a) Si existe α ∈  tal que ( ), 0 , 0F t tα = ∀ > , entonces existe una solución ( ),u x t xα=  de ( )1  

para ( ) ( ),h x x V tα α= =   cualquier sea la función real Φ . 

(b) Si ( ) ( ),F v t F v=  es independiente de la variable temporal t , y se cumplen las restricciones  

( ) ( ) ( )0 0,   0  y  0h F hα α′= ≠ =  para algún α ∈ , entonces ( ) ( )u x h x=  es solución del 

problema ( )1  para ( ) ( ) ( )
( )
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α
α

′′
= Φ = . 

74



Teorema 3. Para el problema (1), con ( ) 0g t = , para una función real ( ),F F V t=  y para cuatro 

parámetros reales , 0, 0, 0λ υ μ η≠ ≠ ≠  se obtiene, por separación de variables, la solución explícita 

del problema ( )1  dada por 

(15)      ( ) ( ) ( ),u x t U x T t=  
con  
(16)    ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ), ,V t T t h x U x x U xμ η υ= = Φ = ,  
 
donde ( )U U x=  y ( )T T t=  son soluciones de los siguientes problemas diferenciales: 
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respectivamente. 
Más aún, en los siguientes casos de F la solución de (18) viene dada por: 

a) Si ( ) 0,F V t Vα=  entonces ( ) exp(( ) )oT t tη λ υα μ= − . 

b) Si ( ) 1 2, ( ) ( )F V t F t F t V= +  entonces : 
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c) Si ( ) 3, ( ) nF V t F t V=  entonces : 
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Teorema 4. Para el caso particular en que  
  
(19)    ( )( ) ( )0 0, , (F V t t V t Rα α= ∈ ) , 
y utilizando la transformada de Laplace se pueden obtener soluciones explícitas, a saber: 
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donde: 
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 0 0
0 0 0) , , cos , , sen cosb hiv h x h x x bx V t h at u x t at h x at

a
α

= Φ = = = − +

con 06a bα= . 
 

( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )3 3 30 0
0 0

6 6) , , sen , , cos senh hv h x h x x bx V t at u x t h x at x at
a a
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( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( ) ( )2
0 1 2 0 2 0 0 2 2) , senh , 1 , , senhvi h x h x x x V t h t u x t h x h t xα α α α α= Φ = = − = − . 

Prueba. Sea ( )S S t=  el núcleo resolvente de la ecuación integral (9) para el caso (14) y (19), es decir: 

(21)    ( ) ( ) ( ) ( )0 0 0
0

t

V t V t S t V dα τ τ τ= − −∫ . 

Si se definen las transformadas de Laplace siguientes: 
 
(22)  ( )sν =L ( )( )V t ,   ( )0v s = L ( )( )0V t ,   ( )sσ =L ( )( )S t ,   ( )r s =L ( )( )R t  

entonces se tiene que ( ) ( )
( )01

r s
s

r s
σ

α
=

+
.                                                                                           □ 

 
Teorema 5 Se obtienen para el problema (3) resultados similares a los obtenidos para el problema (1). 
 
Observación 1 Recientemente se han obtenido resultados para el problema de Stefan para la ecuación no- 
clásica del calor en [2, 10]  
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