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Resumen. Este articulo presenta un andlisis teérico de un problema de transferencia de calor unidimen-
sional en un material bicapa con difusién, adveccién, generacion o pérdida de calor interna linealmente
dependiente de la temperatura en cada capa, y generacién de calor debido a fuentes externas. Ademds,
se considera la resistencia térmica ofrecida por la interfaz entre los materiales. La situacién de interés se
modela matematicamente, se encuentran soluciones analiticas explicitas utilizando técnicas de Fourier,
y se formula un esquema de diferencias finitas convergente para simular casos particulares. La solucién
es coherente con resultados previos. Se incluye un ejemplo numérico que muestra coherencia entre los
resultados obtenidos y la fisica del problema. Las conclusiones extraidas en este trabajo amplian la com-
prension tedrica de la transferencia de calor en materiales bicapa y también pueden contribuir a mejorar
el disefio térmico de sistemas de ingenieria multicapa.

Keywords: Heat transfer, Composite materials, Thermal resistance.

Abstract. This article presents a theoretical analysis of a heat transfer problem in bilayer material with
diffusion, advection, internal heat generation or loss linearly dependent on temperature in each layer, and
heat generation due to external sources. Additionally, the thermal resistance offered by the interface bet-
ween the materials is considered. The situation of interest is modeled mathematically, explicit analytical
solutions are found using Fourier techniques, and a convergent finite difference scheme is formulated
to simulate particular cases. The solution is consistent with previous results. A numerical example is
included that shows coherence between the obtained results and the physics of the problem. The conclu-
sions drawn in this work expand the theoretical understanding of two-layer heat transfer and may also
contribute to improving the thermal design of multilayer engineering systems.
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1. INTRODUCCION

El modelado matemético de problemas de transferencia de calor en materiales multicapa ha
sido muy estudiado recientemente (Yuan et al., 2022; Carson, 2022; Zhou et al., 2021; Yava-
raj, 2023) debido a las numerosas aplicaciones en diversos campos de la ciencia, ingenieria e
industria. La variedad de aplicaciones es evidente en los numerosos articulos encontrados en la
literatura en diferentes campos. Por ejemplo: técnicas de limpieza de lana (Caunce et al., 2008),
contaminacion en medios porosos (Liu y Ball, 1998; Liu y Si, 2008), estudio de la permeabi-
lidad de la piel (Mitragotri et al., 2011), analisis de liberacion de farmacos en stents (McGinty
et al., 2011), estudio de emisiones de gases de efecto invernadero (Liu y Si, 2009), estudio de
la humedad en tejidos compuestos (Pasupuleti et al., 2011), crecimiento de tumores (Mantzavi-
nos et al., 2016), conduccién de calor a través de la piel (Becker, 2012), andlisis de celdas de
ion-litio (Bandhauer et al., 2011), microelectrénica (Choobineh y Jain, 2015), entre otros.

Un estado del arte relevante y actualizado en la transferencia de materiales multicapa y las
técnicas matematicas utilizadas se puede ver en (Monte, 2000, 2002; Jain et al., 2021). Estos
problemas han sido abordados analiticamente por diferentes métodos, entre ellos el método
de imdgenes recursivas (Dias, 2015), el método de separacién de variables (Zhou et al., 2021;
Hickson et al., 2009; Monte, 2000, 2002; Rubio et al., 2021), la solucién usando funciones
integrales (Rodrigo y Worthy, 2016). También se han utilizado técnicas numéricas, el método
de soluciones fundamentales (Johansson y Lesnic, 2009), diferencias finitas y elementos finitos
(Yuan et al., 2022; Hickson et al., 2009; Rubio et al., 2021).

Aunque la bibliografia sobre problemas de transporte de materiales multicapa es abundante,
es incompleta porque carece de generalidad. La mayoria de los articulos citados anteriormente
consideran solo la difusion, descuidando términos disipativos y fuentes de la ecuacion parabo-
lica completa. Ademds, la mayoria de ellos no consideran la resistencia ofrecida por la interfaz.
Como ejemplo, ver (Jain et al., 2021),donde los autores hacen un buen trabajo estudiando un
proceso de transferencia de calor en materiales multicapa pero no incluyen en el andlisis ni la
presencia de fuentes externas ni la resistencia térmica de contacto. Otros articulos consideran
problemas de transferencia de calor en materiales multicapa pero solo tienen en cuenta el estado
estacionario (Umbricht et al., 2022a; Rubio et al., 2022; Umbricht et al., 2022b, 2021, 2020b).

Es necesario analizar la influencia de la fuente externa, los términos disipativos y la resisten-
cia térmica por contacto, ya que los procesos fisicos clave en transferencia calor en materiales
multicapa incluyen la difusién, la adveccién, la generacién o consumo interno de calor y la ge-
neracion de calor debido a fuentes externas. La tasa de generacion interna de calor o consumo a
menudo se considera proporcional a la temperatura local. Algunos procesos modelados de esta
manera son: una reaccién quimica con cinética de primer orden (Shah et al., 2016; Esho et al.,
2018), el término de perfusion de la ecuacion de biocalor (Pennes et al., 1948), y la ecuacién de
aletas (Becker y Herwing, 2013). El término advectivo es comun en varios procesos de trans-
ferencia, como en una bateria de flujo (Skyllas-Kazacos et al., 2011). Por otro lado, el término
fuente es util para modelar diferentes procesos donde se entrega calor al sistema (Kim, 2020).

Este trabajo propone estudiar matemdticamente la transferencia de calor transitoria de un
cuerpo bicapa gobernado por una ecuacién de Conveccioén-Difusion-Reaccién-Fuente (CDRS).
Se consideran la difusién, la adveccion, la generacion o pérdida interna de calor, la generacion
de calor a partir de fuentes externas y la resistencia térmica por contacto ofrecida por la interfaz.
Se obtiene una expresion analitica para la solucién del problema estudiado, que es consistente
con resultados previos. Ademds, el enfoque numérico propuesto tiene como objetivo simular
soluciones para estudios de casos especificos utilizando métodos de diferencias finitas.
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2. MODELADO MATEMATICO

Se estudia la transferencia de calor en un cuerpo bicapa unidimensional. Se tiene en cuenta la
ganancia o pérdida de calor dentro de cada capa a una tasa proporcional a la temperatura local y
la adveccion impulsada por un flujo unidimensional de fluido. Ademads, se asume que se genera
calor desde fuentes externas. La longitud del cuerpo bicapa es x = L y la interfaz se encuentra
en x = [, donde L > [. La ecuacién de conservacion de energia que representa un equilibrio
entre la difusion, la adveccidn, la ganancia o pérdida interna de calor, y la generacion de calor
a partir de fuentes externas puede escribirse como:

T
O (wt) = DTy t) +sa(et), (1) € (0,1) X BY,
(1
oT:
a—;(x,t) = DyTy(x,t) + so(x,t),  (x,t) € (I,L) x RF,
donde D,,, Umbricht y Rubio (2021) es un operador diferencial definido por:
T, T,
D, T(x,t) == ayy, aaT;n(x,t) — B %—Z(x,t) + VU Tin(z,t), m=1,2. (2)

En las ecuaciones (CDRS) (1)-(2), los subindices se refieren al nimero de capa, donde z y ¢
representan las variables espacial y temporal, respectivamente. Las funciones 7} y 75 represen-
tan la temperatura sobre la temperatura ambiente. Los dos primeros términos del lado derecho
de la ecuacién (2) representan la transferencia de calor debido a la difusién y la adveccion,
respectivamente, y el tercer término representa la ganancia o consumo interno de calor propor-
cional a la temperatura local. El coeficiente «,,, denota la difusividad térmica, 3, representa la
velocidad de flujo, y v, corresponde a la tasa de ganancia o pérdida interna de calor. Las fun-
ciones diferenciables s; dadas en (1) modelan una fuente externa que entrega calor al cuerpo.
Se asume, ademads, que todas las propiedades son independientes de la temperatura.

Se genera calor debido a las fuentes externas y se pierde o se gana calor dentro de cada capa
a una tasa proporcional a la temperatura local. La transferencia de calor ocurre dentro de este
cuerpo debido a la difusién y la adveccion impulsada por un flujo unidimensional impuesto en
cada capa de izquierda a derecha. Se asumen condiciones de frontera convectivas generales en
los limites izquierdo y derecho, respectivamente.

oTy

K1 ——(2,t) = hy Ty (2, t) + p1C1 51 Th (2, 1), r=0, teRY,
o 3)
Ko a—;(%t) = —hy Ty(x,t) + p2Co 2 Ta (2, 1), r=1L, teR",

donde K., Ay, pm Y C, denotan: la conductividad térmica, el coeficiente convectivo, la densi-
dad y el calor especifico a presion constante. Las condiciones de interfaz se obtienen a partir del
salto térmico y la conservacion de energia que se describen mediante las siguientes ecuaciones:

Tg(a:,t):Tl(a:,t)—i—R%(a:,t), x=1teR"
T, Ox oT, o)
52%(1’7” — poCy BT (x,t) = %1%(%75) —pCi6iTi(x,t), x=I1,teR",

donde R denota el valor de la resistencia térmica de contacto ofrecida por la unién de los
materiales. Finalmente, se asume una distribucién espacial inicial de temperatura en cada capa.

{Tl(x,t) = T1o(2), ze0,], t=0,

Tywt) = Toolw),  wellL], t=0. ®
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3. SOLUCION ANALITICA

Se puede adimensionalizar el problema (1)-(5), a partir de los siguientes pardmetros:

[ N Q9 T, _ o L
= — l — - R —_ - —= t em E— - P m — — MPm,
Yy=1 L L T En T 9o, Pem=g,f
2 2 (6)
B L L _ K1 .
Uy = Um, Sm = m, k=—, Bi,= P,
a T, o K2 2

donde Pe,, y Bi, (m = 1,2) denotan los nimeros de Péclet y Biot, respectivamente, y el
pardmetro 7, representa cualquier temperatura de referencia. Esta transformacion de variables
se introduce en las ecuaciones (1)-(5), y se obtiene el siguiente sistema adimensional:

(00 _ _
8_7'1(:%7_) = Dlel(yaT) + 51(%7)» (va) € (07” X R+>
00 _ _
a_:(yv T) = D292<y7 T) + 52(:% 7-)7 (y> T) € (la 1) X R+7
0
%—yl(yﬁ) = Biy" 01 (y, 1), y=0,7€RY,
06, N .
8_y(y77—>:BZZ 62(y77>7 yzlaTER ) (7
_ 00 _
82(y’7—):91(y77—)+R_1(y’7—)7 y:lu TERJr)
00 ay@Q
0_;(y77)2’791<y77)+08_;(ya7)7 y:l_aTeR+7
01(3/77-) = 91,0@), ) € [Oal , T = 07
k92(3/,7') = b2(y), y € [l, 1} , 7 =0,
donde 20 .y
Dlgl(y77—) = p) 21 <y77_) - Pel 8_1(va) + 17191(,%7'),
) 520, Ay ®)
D292<y77—) = 8y2 (yaT) - P€2 a_y<y77—> + 17202(:%7-)
y
Bi = L2 B g e Biy v = Pey—Pe . o=+ R Pey )
(6% KR (6%

El término advectivo puede eliminarse de la ecuacion (8). Para ello, se utiliza,

01(y,7) = exp (x1y) O1(y, 7), (y,7) € [(_), ] x [0, +00), (10)
02(y, 7) = exp (x2y) O2(y, 7), (y,7) € [, 1] x [0, 400),
donde Pe, Pe,
X1= 54 X2 =—— (11)

El cambio de variables (10)-(11) se utiliza en (7)-(9), dando lugar al siguiente sistema:
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(0O 82@ R
a_;(yﬂ—) a 2 ( Y, >+w1 @1(y77—) +31<y77—)7 (yaT) € (07 %) X R+,
00 82@ R
6_t2(y’T) - a 22( 77-) +¢2 @2(y>T) +52(y7T)7 (yaT) € (%71) X R+a
aa_gyl(y,T):B’h @1(3/,7'), y:O, T€R+,
00 _
a—;(yﬁ) — Biy Oy(y, 7), y=1,1€cRH (12)
00, _
Oa(y,7) = 0O1(y, T) + 1t —— ag Sy, 7), y=11eR",
00, B 6, _: N
a_y(y77—)_n@l(ya7—)+gp ay (ny); ?J—LTGR )
@1(ya7—) = @l,O(y)v Yy € [Qaﬂ y T = 07
K@2<y’7—) = @2,0@), Yy e |:l7 1} y T = 07
donde
(1/11 = —axi, e = Uy — X3, 51y, 7) = 51(y, 7) exp (=x1¥) »
So(y, 7) = 52(y, T) exp (—x2¥) , Biy = Biy" — xa, Biy = Biy* — xo,
0=86, p=E¢R n=C((y+oxi—dxa), e=¢(0-Rx), (13)
E=exp(l(xi—x2)), O6=14+Rxi, Ouo(y)=0i0(y) exp(—x1y),

[O20(y) = O20(y) exp (—x29)-

El sistema homogéneo asociado a (12)-(13) es considerado, es decir, sin los términos fuente
$1(y,7) y S2(y, 7). Este sistema homogéneo se aborda mediante el método de separacion de
variables. Se asume que existen funciones fi ,,.f2, ¥ ¢, tales que

@H ya Zfln n (y,T) € (O, l_) X R+,
(14)

O (y, 7 Zon gn( (y,7) € (I,1) x R*.

Sustituyendo (14) en el sistema homogéneo asociado a (12)-(13), se puede demostrar que
gn(7) = K, exp(—\27), donde A, son los autovalores. Ademds, las funciones f,,,, satisfa-
cen

fin = cos(wipy) + 2 sin(w , y), € 0,1, (15)
f2,n = An COS(WZTL Z/) + Bn Sin(wZn y)? [l_a 1]
donde
1 n l_ B ) n l_ - - ED
A, :sm(wL ,) o “o_ pwiy | + cos(winl) 7) (¢ + p Biy) — tan(wa, 1) By, (16)
cos(wanl) \ win cos(wan ()
. -y ~ (. Bi — =
B, =sin(wy, 1) |sin(wi 1) | ¢ — ftwy g, |+ cos(wy () ((;5 + u Biy )
Win
o] 5, (17)
cos(wa , - = S
% [sm(wlm ) (77 R gpwl,n> + cos(wi 1) (n + szl)l ,
2n 1n
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con wy, , con m = 1, 2 son los valores propios espaciales, dados por

_ (M_\/Ag+w1_\/Ag+m_ax§_ Ai+ﬂl—i—§
Win = Win\An) = a — a - — y (18)

Won = w2,n(>\n> =V )\% + w2 = )\721 + vy — X% = )\2 + Uy — P

Los autovalores \,, son las soluciones de la ecuacién trascendental de autovalores dada por:

Wan Bn — BZQ An
Biz Bn + wgﬂ An '

(19)

tan(ws ) =

Para encontrar la solucion del si§tema no_homogéneo (12)-(13), se utiliza el método de Fourier.
Es decir, se asume que existen A, (7) y B, (7) tales que

AR(T) fl,n(y)a (yaT) € [O’Z] X RJF)

[
WE

61(y7 T)

i
L

(20)
Bu(7) fan(v),  (y,7) € [I,1] x R*.

[
WE

@2(y7 T)

n=1

Las fuentes 53 (y, 7) y S2(y, 7) en (12) se desarrollan en serie de autofunciones.

ZSIn fln (y,T)E[O,Z]XR+,
2D
ZSQn f2n (y7T)E[Z71]XR+a

donde S ,(7) y S2.,,(7) se definen de la siguiente manera:

U 1
/ 515 7) Frnly) dy / 5y 7) fan(y) dy
Sl,n(T) == T ) 527"<T> ==

/O | fialy) dy [ 1 f3a(y) dy

Reemplazando las expresiones (20)-(22) en la ecuacién (12), se obtiene

(22)

NE

[£(1)+ (@, = 1) () = S1(0)] =0,

3
Il
—_

(23)

NE

[Bn'(ﬂ + (w3, — ¥2) Bu(1) — sg,n(T)] — 0,

n=1

cuya solucién se obtiene por integracion directa:

Autr) =exp (01 = @) 7) [ K [ S1000) exp (@@t = 01) ) s y
T (24)

Bulr) = exp (0 = 3,0 7) Kot [ 00l exp (R = 1)) ).
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La sucesion K, se obtiene a partir de las condiciones iniciales de (12)

_ I 1
2O [ 610(0) frawdy + [ ©20(s) Fonlw)dy
K, = 0 L . (25)

_ ! 1
kL /O [frn(y)]? dy + /l [fon ()] dy

«

4. SOLUCION NUMERICA

El método de diferencias finitas es a menudo una herramienta eficaz para este tipo de pro-
blemas. Al tratar con cuerpos multicapa, la unién de cada par de materiales presenta un desafio,
especialmente si no hay continuidad de temperatura. Algunos autores han abordado esta situa-
cién incorporando capas virtuales o artificiales; ver, por ejemplo, Yuan et al. (2022).

En este trabajo, proponemos un enfoque explicito de diferencias finitas de segundo orden,
hacia adelante en el tiempo y centrado en la variable espacial (excepto en la interfaz y en los
bordes del cuerpo). En el borde derecho, las diferencias se calculan hacia atrds, y en el bor-
de izquierdo, hacia adelante. El problema en la interfaz se aborda tomando diferencias hacia
adelante o hacia atrés, dependiendo de si se considera el primer o segundo material.

Para llevar a cabo el ejemplo numérico, se programa un esquema computacional en Matlab.
En todos los casos, se asume que el fluido disipativo es aire a presion normal. Los coeficientes
de transferencia de calor por conveccion h; y hy se determinan segiin Umbricht et al. (2020a),
y los pardmetros térmicos de los materiales se resumen en la siguiente tabla.

Materiales ~ Simbolos a2 (x10%) [m?/s] & [W/m°C]

Lead Pb 0.23673 35
Iron Fe 0.20451 73
Nickel Ni 0.22663 90
Aluminium Al 0.84010 204
Copper Cu 1.12530 386
Silver Ag 1.70140 419

Tabla 1: Propiedades térmicas de diferentes materiales.

Para este ejemplo se consideran los siguientes pardmetros: L = 1m, [ = 04m, t, =
72000s = 20 h, B1 = P = 0.02m/s , v, = v, = —0.0003 1/s, R = 0.05m. La condici6én
inicial es nula 7 o(z) = Too(x) = 0y la fuente de generacién de calor s(x,¢) es una funcién
continua y diferenciable dada por:

s1(x,t) = % :n—ix(x —Dt(t—ts), (x,t) €10,1] x [0, teo],
(26)
So(x,t) = T _2?) T mC; (=0 (x—L)t({t—ty), (z,t)€]l,L]x][0,ls]

La figura 1 muestra los perfiles espaciales de temperatura para ¢ = 10 h. A la izquierda, se
trazan los perfiles espaciales para Pb — Material, mientras que a la derecha se muestran los
perfiles correspondientes para M aterial — F'e (para todos los materiales dados en la tabla 1). En
ambas situaciones, se observan discontinuidades de temperatura en la interfaz; que aumentan
con la diferencia en conductividad y difusividad térmica. Esta observacion es consistente con la
fisica del problema.
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—— Pb-Fe
Fe-Fe
Ni-Fe
—Al-Fe
Cu-Fe
Ag-Fe

0O o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1 0O o1 02 03 04 05 06 07 08 09 1

Figura 1: Temperatura para t = 10h, Pb — Material (izquierda) y Material — Fe (derecha).

Como ejemplo, la figura 2 muestra la funcién de temperatura espacio-temporal para un cuer-
po Ag — C'u. Se observa que la temperatura maxima supera ligeramente los 160 °C' y la dis-
continuidad de temperatura se encuentra en x = 0.4 m, haciéndose mas notable alrededor de
t=10h.

160

140
200

100
= 100

\E_‘:/ 80
T~ 50

~

0 60

-50 . 40
1

20 20

05 15
10
5

sm) 0o

0 5 10 15 20

t(h)

Figura 2: Distribucion de temperatura para Ag — C'u.

25
— R=0.00 — R=0.00
— R=0.01 — R=0.01
— R=0.02
— R=0.03
—~ —— R=0.04
-~ R=0.05| |
= = %
= /
& S 7
| - /
= B /)
- & /
= |
= /
0 2 4 6 8 10 12 14 16 18 20 02 025 03 035 04 045 05 055 06

t(h) x(m)

Figura 3: Distribucién de diferencias de temperatura en la interfaz para Pb — Ag considerando diferentes resisten-
cias térmicas.

Finalmente, la figura 3 muestra el perfil espacial de la diferencia de temperatura en la interfaz
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para un cuerpo Pb — Ag para diferentes valores de resistencia térmica. Se puede ver que la
diferencia de temperatura aumenta con el valor de la resistencia. Por otro lado, la diferencia se
vuelve mas notable en ¢t = 10 h.

5. CONCLUSIONES

Este articulo presenta un andlisis tedrico de un problema de transferencia de calor unidimen-
sional en dos capas con difusion, adveccidn, generacioén o pérdida interna de calor linealmente
dependiente de la temperatura en cada capa, y generacion de calor debido a fuentes externas.
Ademads, se considera la resistencia térmica ofrecida por la interfaz entre los materiales. Se
obtiene una expresion analitica para la solucion del problema estudiado. Adicionalmente, se
propone un enfoque de diferencias finitas convergente, que permite simular numéricamente so-
luciones para estudios de casos particulares. Tanto los resultados analiticos como los numéricos
son consistentes con hallazgos previos y con la fisica del problema.
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