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Resumen: En este trabajo se aborda analiticamente el problema general de conduccidn de calor entre dos sé6lidos en
contacto, con continuidad de flujo térmico y un salto de temperatura en la interfase. Se introduce una novedosa técnica
de solucién, basada en herramientas de la formulacién variacional y el teorema del punto fijo. Se derivan condiciones
suficientes para la existencia y unicidad de la solucién, proporcionando un marco robusto para el andlisis de sistemas
similares.
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1. INTRODUCCION

Aunque la literatura actual sobre problemas de conduccién en sélidos en contacto es extensa, carece de
generalidad. No hay registro de un enfoque general del problema, ya que todos los estudios se centran en
casos especificos definidos por una geometria particular, ver por ejemplo, [5, 6].

Las ecuaciones variacionales elipticas [1, 3, 4] son una herramienta fundamental en el analisis matemati-
co y tienen su origen en el cdlculo de variaciones. Este enfoque busca encontrar funciones que optimicen un
funcional, que tipicamente expresa la energia de un sistema fisico o la accién de una teoria mecanica.

El objetivo de este trabajo es doble. En primer lugar, se busca proporcionar un modelo matematico
independiente de la geometria para la conduccién de calor en estado estacionario en un cuerpo compuesto
por dos sélidos en contacto a través de una interfaz estandar, considerando la continuidad de los flujos de
calor y un salto de temperatura debido a la resistencia de contacto. Luego, se presenta una formulacidén
variacional utilizando la teoria de ecuaciones variacionales elipticas [1, 3, 4]. En segundo lugar, se busca
determinar las temperaturas en ambos sélidos y los flujos de calor comunes mediante la aplicacién de un
teorema de punto fijo [1, 2].

2. MODELADO MATEMATICO

Se estudia la conduccién de calor en estado estacionario en un cuerpo S, compuesto por dos sélidos 57
y S92 en contacto térmico. Para definir espacialmente el cuerpo, se considera el siguiente dominio en R":

Q=0 UQ, UN=0 QN0 =T,
oN=T1UTly, 00 =T1Uly, 002y =T5UTYy,

)

donde (2 es un dominio acotado con frontera regular que contiene a los dos sélidos S7 y S2 que ocupan los
subdominios €2;, (i = 1,2) con fronteras regulares, siendo ambas fronteras de medida positiva. También
se considera que la interfase I'y entre los dos cuepos estd representada por una frontera regular de medida
positiva (ver Figura 1). Los dominios y las fronteras son regulares a los efectos de poder aplicar los Teoremas
de Lax-Milgram y de Traza de Sobolev.

El fenémeno de transferencia de calor estacionario entre los sélidos S7 y S2 se modela mediante las
siguientes ecuaciones elipticas clésicas:

—k1 Aug = g1 en Qy, (2)
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—K2 A’U,Q = g2 €n QQ. (3)

En las ecuaciones (2)-(3), los subindices 1 y 2 se refieren a los s6lidos definidos por los dominios €27 y 2o,
respectivamente. Las funciones u; € H'(£2;) denotan los campos de temperatura, las funciones g; € L?(£2;)
son términos fuente y k; € R representa la conductividad térmica para el sélido S; (i = 1, 2).

En la frontera exterior de cada sélido, se imponen condiciones de borde de Dirichlet nulas, es decir

u; = 0 sobre I'q, €]

ug = 0 sobre I's. 5)

Finalmente, en la interfaz entre los dos sélidos, existe una igualdad de flujos térmicos y un salto de
temperatura debido a la resistencia de contacto térmico entre las superficies del material, a saber:

ou
R (ug —up) = Hla—nl sobre T, (6)
8u1 . 8u2
/{?1% = /4}2% sobre FO, (7)

donde la condicién (6) denota el salto de temperatura en la interfaz de contacto, que es proporcional a los
flujos, y la condicién (7) representa la igualdad de los flujos de calor. Aqui, n denota el versor normal a 2y
en la direccion a 2. La figura 1 ilustra el problema en estudio.

3. FORMULACION VARIACIONAL

Para dividir el problema (2)-(7), en dos problemas mds simples (ver Figura 1), se define

8U1 8u2
Tog—R, f=—K — = —kyg—

f 0 ) f R1 on R2 on

y se propone encontrar las funciones u; en €2;, (i = 1, 2) tales que u; satisfaga las condiciones (2), (4), (8) y
uo satisfaga las condiciones (3), (5), (8), respectivamente, para f € LQ(FO) dado. El problema se resolverd

si y solo si la ecuacidn integral para f, usando la condicién (6), tiene una solucion tnica.

sobre T, ()

U, =0 Uzlp, =0 ulr, =0

u2|rz =0

—K g = gy

—kihuy = g1 | —Kohu, =gy

—Kohu; = gp

Figura 1: Esquema general del problema de contacto (izquierda), Esquema de los dos problemas de divisién (Derecha)

Se definen los clésicos espacios y funciones bilineales y lineales siguientes:

Vi={ve H'(Q)/v|r,=0}, i=12, )
a;(u;,v) = K; / Vu; - Vodz, i=1,2, (10)
Q;
Lis(v) = / givdr — fvdS, Lag¢(v) :/ govdx + [ fodS. (11)
Ql F() QQ 1—‘0

Aplicando técnicas cldsicas como el Teorema de Lax-Milgram [1, 3], se pueden derivar:
Lema 1 Sea f € L?*(T). Entonces:
1. La ecuacion variacional eliptica para el problema (2), (4) y (8) estd dada por
up € Vi1 ar(ur,v) = Lig(v), Yve Vi (12)

Se denota por u1 y a la solucion iinica de la ecuacion variacional eliptica (12) para cada f € LQ(FO).
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2. La ecuacion variacional eliptica para el problema (3), (5) y (8) estd dada por

ug € Vo i ag(ug,v) = Lgf(v), Vv € Va. (13)

Se denota por uz ¢ a la solucion iinica de la ecuacion variacional eliptica (13) para cada f € LQ(FO).

Prueba.

Se tiene que a; con ¢ = 1,2 es una forma bilineal, continua, coerciva y simétrica. Ademads, L; 7 €s una
funcional lineal y continua. Entonces, para cada f € L*(Ig), existe un tnico u;; € V; C H'(€);) para
1 = 1,2 que resuelve los problemas (12) y (13), respectivamente [1, 3, 4].

O
4. SOLUCION DEL PROBLEMA DE RESISTENCIA UTILIZANDO PUNTO FIJO
Ahora, para resolver el problema (2)-(7), es necesario determinar f € L? (T'p) de manera que
f=R (ulf — uzf) sobre I'y, (14)

donde uy s € V1 y ugy € V3 son las soluciones tnicas de las ecuaciones variacionales elipticas (12) y (13)
respectivamente, para cada f € L?(I'g). Para lograr esto, se define el operador

T2 IA(To) — L(Ty) talque T(f) = R (r00, (urf) — Yo, (uz2y)) - (15)

El problema se reduce a resolver la ecuacién funcional T'(f) = f en L?(Tg) donde o, (uif) = uif |Fo
es la traza en I'y desde €2;. Por lo tanto, s6lo queda por determinar bajo qué condiciones 1" es un operador
contractivo. Por resultados clasicos de trazas en espacios de Sobolev [1, 3], se conoce que:

||vi||L2(FO) S HVOQZ ||U’LHH1(QI)7 V'UZ‘ S ‘/tiv t= 1727 (16)

y, ademds existen constantes \; > 0 (i = 1, 2) tal que

/ Vou-Vodr > N\ ||U||§{1(Qi) Yv e Vi, (17)
Q;
con lo cual
a;i(v,v) > ki N\ HUHIQLP(QI,) , YveV. (18)
Teorema 2 La expresion
2 2
oo, 1" [log, |
R ! = 1 19
( Iil)\l + I€2)\2 <5h ( )

es una condicion suficiente para que el problema de conduccion de calor estacionario (2)-(7) tenga solucion
tnica.

Prueba.
Sean f,g € L?(I'g). Sise usav = uy 7 € V1 en la ecuacion variacional eliptica correspondiente a uy 4, y
v = uy, € V1 para la ecuacion variacional eliptica correspondiente a uy 7, se obtiene:

ar(uig,urf —uig) = Lig(ury —u1y) = / g1(u1y —u1y) do — / g(ury —u1g)dS,
Q

1 Lo (20)
al(ulf,ulg—ulf) :Llf(ulg—ulf) :/ gl(ulg—ulf) d:U—/ f(ulg—ulf) dS
Q1 1—‘0

Al sumar las dos expresiones de (20), se deduce que

—a1(urg — Ui, g — uiy) :/ (u1g —u1yf)(g — f)dS, 21

0
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y al usar (16) y (18) en (21), se obtiene:

oty =01y < oty =01 ey = Tl .
< [, || fuag - ulf”Hl(Ql) lg = fll 2 (ry) -
lo que implica que
~
[P N LS P @)

De manera andloga, si se utilizav = uzy € V2 en la ecuacion variacional eliptica correspondiente a ug,,
y v = ug, € V5 para la ecuacion variacional eliptica correspondiente a us f, se obtiene:

a2(u2f,u2g - UQf) = LQf(UQQ - UQf) = / gQ(UQQ - ’LLQf) dz + / f(’LLQQ - ’LLQf) dS,
2 Fo (24)

ag(qu,qu — uzg) = ng(uzf — qu) = / g2(uzy — qu) dx +/ g(ug s — uzg) ds.
QQ 0

Al sumar las dos expresiones de (24), se deduce que

—az(ugy — Uz, ugy — Uzy) = / (u2y —uzg)(g — f)dS, (25)
To
y al usar (16) y (18) en (25), se obtiene:

K A [|uzg — “2f||i11(92) < [Juzg — u2f||L2(I‘0) lg = Fllz2(ro)

(26)

<[00, | [[uzg - u2f||H1(Q2) lg = fll 2 (ry) -

lo que implica que
) lron,| .
[u2g UQfHHl(Qg) = lg = fllL2(r) - 27)
Por lo tanto, al utilizar (23) y (27), se deduce que

[ uig — “ipr(ro) = [ “ig - - uifHHl(Q,-)

(28)
W lg = fllrergy, =12

Finalmente, utilizando (28) en la definicién de T, se puede obtener que

1T(g) — T(f)”L?(FO) <R [H“lg - ulf”L?(ro) + ||u29 - u2fHL2(Fo)}

~ i
<R H ,:Q)\1H g — f||L2(Fo M lg — f||L2(F0)
2 2
- R ||’YOQl|| + ||7092H ”g — f||L2(Fo)'

K11 K22

Por lo tanto, T" es un operador de Lipschitz. Ademads, T' es un operador de contraccién si se cumple la
desigualdad (19), como se deseaba demostrar.
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