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L. Introduccién

En este trabajo se estudia el comportamiento asintético para ¢ — oo del
sigiuente problema de frontera libre parabélico (Problema de Stefan a una
fase con una condicién de contorno convectiva sobre la frontera fija z = 0) :

Problema P:

(1) 2z = 2¢, en Dr;

(2) 8(0) = 1;

(3) z(s(t),t)=0,0<t < T;

(4) z2(s(2),t) = —3(t), 0<t < T;

(5) 2(z,0) = p(z), 0 < z < 1;

(6) 2£(0,t) = B[=(0, t) - G(t),0<t<T.

donde
Dr = {(z,t)|0 <z < s(¢),0 <t < T},

B>0, ¢(z) 20,0<z<1l y G(t)=20,t>0

y las condiciones de compatibilidad

¢'(0) = Blp(0)—G(0)] y «(1)=0.
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Se analizard el comportamiento asintético de la frontera libre s(t) en el
Problema P. Otros anélisis sobre comportamiento asintético para problemas
de Stefan se pueden ver en [1] y [2]. La existencia y unicidad para la solucién
del Problema P se puede ver en [3]. Aqu{ las condiciones sobre los datos serdn
tales que garantizan la existencia y unicidad de solucién para T arbitrario en
el Problema P. En [6] y [7] se puede ver el comportamiento asintdtico de la
solucién de la inecuacién variacional para el problema a dos fases de Stefan
en n dimensiones, con G(t) = cte. > 0. En [5] se analiza la dependencia de
la solucién respecto de B y el comportamiento asintético de la frontera libre
para G(t) = Tr > 0. En ambos trabajos el comportamiento asintético es
independiente de 3. En este trabajo analizamos el caso en que G(t) no es
constante para el Problema P.

suJtados preliminares,
A continuacién resumiremos los resultados obtenidos en [9]

Proposicién 1. Si (T, s, z) es solucidn de P, luego

" (i) z(z,t) > 0 en Dr.
(i) §(t) > 0, t > 0. |
(#1i) G@#) > 0, ¢(z) < G(0) = min,>o G(t), luego z(z,t) < G(t) en Dr.
(iv) ¢' < 0, G(t) > 0 luego z; < 0 en Dr.

(v) G 2 0, ¢" > 0 luego z(z,t) >0 en Dy.
(vi) las siguientes representaciones integrales son satisfechas:

1 t '1¢))
ot) =1+ /0 o(z)dz — /0 2:(0,7)dr — /o o(z,t) dz (7

.922(t) _ _;_+ /0‘1 zo(z)dz + /ot 2(0,7)dr — /o‘(t)zz(a:,t) dr (8)

o(t)
s(t) [1 + -g-s(t)] = Q(t) - ./o (14 Bz)2(z,t)dz (9)
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Bs't) 8%t) B 1, [! Bz o
2 T8 ‘ﬁ+6+/o(T+?)‘°(")d"

o) Bg3 g2
- /o (-6— + ?)z(z,t) dz + /./D. z(z,t)(Bz + 1) da:cgo)

donde
Qt)=1+ ‘2 + /; (14 Bz)p(z)dz + /o BG(t)dr. (11)

Demostracién. Para (1)—(v) usamos el principio de méximo[4].
(vi) sale usando la identidad de Green. O

Observacién 1 la relacién (9) entre la frontera libre, la temperatura y la
expresién Q(t) definida en (11) ha sido usada en [8].

Proposicién 2. La solucién del Problema P depende monétonamente de G.
En particular si (z1(z,t),81(t)) ¥ (22(z,t), 82(t)) son soluciones del Problema
P para G; y G, respectivamente y G; < G, entonces 8;(t) < s2(t) para
t> 0y 21(z,t) < 22(z,t) en donde ambas estén definidas.

Demostracién. La demostracién consiste en suponer que existe un primer ¢
en donde 8;(to) = 82(to) ¥y 81(to) > 82(to), con 31(t) < s2(t) para 0 <t < tp
y z1(z,t) < z2(z,t) para 0 < z < 3:(t), 0 < t < 2.
Ahora consideremos el problema que satisface v(z,t) = z1(z,t) — 22(z,t)
(1) veg=v¢+ D= {(z,t)|0 <z <s:1(t), t <to};
(i5) v(z,0)=0, 0<z<];
(155) v(s1(2),t) = —22(s1(2),t) < 0;
(iv) v:(0,2) = B[v(0,t) — (Gi(t) — Ga(?))].
Supongamos ahora que existe t; < ¢p tal que v(0,t;) = 0. Luego (0,t,)
es un punto de méximo para v(z,t) en D, con lo cual v.(0,¢;) < 0. Si
reemplazamos la dltima desigualdad en (iv)

v(O, tl) < Gl(tl) - Gz(tvl) < 0

Lo cual es una contradiccién. Luego v(0,t) < 0, Vt > 0.
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Usando el principio de méximo para v concluimos v(z,t) < 0 en D.
Pero v(s;(¢0),t0) = 0, con lo cual (s;1(to),%0) es un méximo para v en D,
y por lo tanto
v,(sl(to),to) > 0.

Calculemos ahora

vz(81(t0), to) = 21z(81(t0) to) — 222(s1(%0), o) = d2(t0) — 41(%0) < O,
lo cual es una contradiccién. Con lo cual s;(t) < 83(t) y 21 <z2en D. O

Observacién 2. Para cada f fijo la solucién (s,z) de P se llamard
(s8,28) de Pg y Py &l problema en donde la condicién (6) fue reemplazada
por ze(0,t) = G(t), 0 < t < T, y su solucién (Seo, Zoo )

Teorema 3. Si (T, ss,25) es una solucién de Pg con las siguientes hipétesis
sobrep y G
(H1) ¢'(z) < Opara0 < z < 1.
(H2) G(t) > 0, para t > 0.
(H3) maxo 1) ¢(z) < G(0), luego
(a) zp(z,ti < 2(z,t) en Dr, 38(t) < 80(t) VB >0, t>0.
(b) Dependencia monétona:
B1 < Pa, luego zg,(z,t) < 23,(2,t) en Dt y 35,(t) < 35,(2).
Demostracién. La demostracién se puede ver en [9].

. Co iento asintético.
Aqu{ presentamos resultados similares a los de [1], [2].

Teorema 4,
(a) Si G(7)dr < oo, luego tli’no'los(t) = 8o, donde 8o, es la tnica

solucién deola ecuacién
T (1 + -'gz) = A(B,¢,G)z > 1 (12)
donde
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1 (%)
AB,0,G) =145+ /0 (1+ BE(E)dE + B /0 G(r)dr.

(b) Sea (s,z) una solucién del Problema P con [;° G(r)dr = oco. Para
cadaty > 0, sea (o,v) la solucién del siguiente problema
(1) vzz =v,0 <z < 0o(t),t 2 to;
(i5) ©2(0,t) = B[o(0,8) = G(D)], 2 to;
(i¢s) v(o(t),t) =0,t > to;
(iv) o(to) = 0;
(v) () = —vg(o(t),t),t 2 to.

Luego
LUAY C(to)
15(;@—)) 51+0’2—(t0)’t>t0’ (13)
donde oto)
C(to) = 5*(to) + 23(;0) ¢ 2 04 2”)’(”’“)“. (14)
’ lim f(i)- =1
% 7(2)

Demostracién. (a) Usando (9), la acotacién de z(z,t) > 0 en Dt y la
o0

hipétesis / G(7)dr < oo resulta:
0

0 (1+ ) < AG0.0)

Luego se obtiene:
| s(t) < 8o parat >0 (16).

donde 8o = ﬂ}__@ es la 1nica solucién de la ecuacién (12).

(b) ver [9].
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Teorema 8. Si (T,sg,23) es la solucion del Problema P con la hipdtesis
(H3), f; G(r)dr = oo, f:o G(7)dr < o0, para todot y to, y ademds se cumple
lim¢, — o0 MBX[4y,00) G(T) = limtg—oo || Gllfeo,00) = 0, entonces se obtiene

lim spt)  _
fmoo \/2 fot G(r)dr

Demostracién. Usando la funcién auxiliar v(z,t) del Teorema 4 (b), y la
representacién integral (9) para (og,vs), se obtiene

B [; G(r)dr
1 + "G”[‘O’t]

< oa(t) (1+ 5700 (19)

“Ahora usamos (9) para (sg,zs) y el hecho que o5(t) < s4(t) con lo cual:

plucmar _u®(1+360) D)
A+ Gl )8 f; G(r)dr =  BfG(r)dr T [IG(r)dr

Luego tomamos limite { — oo y después g — oo y obtenemos

(20)

fim —208)  _toral g O
e J2 [1G(r)dr

Lema 6. Si(T,sg, 23) es una solucién del Problema P, y los datos satisfacen
las hipétesis (H1),(H2) y (H3) entonces

[166) -0 m0ar s =01 41610 ,v8 >0

Demostracidén. Sale de usar (9) y aplicar el Teorema 3.
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Teorema 7. Si (T,sg,z5) es una solucién del Problema P y los datos sat-
isfacen (H1), (H2) y (H3), luego (38,28) ¥ (300y 200 ) Satisfacen las siguientes
inecuaciones

2 — o2 as(t)
< .soo(t)z s5(t) N /o 2(2e0(2, 1) — 28(2, 1))

{(G(r) - 29(0, 7)) dr < 2=t
< [(6m) -0, mdr < =Da ey ,v8>0.

0

Demostracién. Se obtienen las representaciones integrales para ambos pares
usando (8), luego se sustraen y se aplica el Lema 6.

Corolario 8. (Convergencia § — o0) Si (sg,2s) es una solucién del Prob-
lema P y (8o, 200) lo €s de Po,, bajo las hipétesis (H1),(H2) y (H3), luego:
(5) limg—~oo 35(¢) = 800(t) para cada t > 0
(#1) limg~oo 28(z,t) = 20o(z,t) para cada 0 < z < s4(t), para cada
t>0.

Proof. Usando el Teorema y el hecho que 35(t) < 8x0(t) y 28 < zoo para
todo S, resulta

< 85 (t) — s3(t)

22 < 2= e

para todo 3, luego
ﬂl_i_x’rgo 35(t) = s00(t)
ﬂl_i_xgo z8(t) = zoo(t)
para cada 0 < z < so(t), paracadat > 0. O

Corolario 9. Si (sg,23) es solucién del Problema P, luego
() 35 < /300, >0

(i5) 85(t) > D o,

B
Demostracién. Sale de (9) y Proposicién 1. O
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