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EL PROBLEMA DE STEFAN A UNA FASE
PARA EL LIQUIDO SOBREENFRIADO
CON UNA CONDICION DE
CONTORNO CONVECTIVO

DoMINGO A. TARZIA CRISTINA V. TURNER

L. Introduccién

El estudio de la solidificacién de un liquido sobreenfriado tiene un doble
interés debido a:

a) que es un fenédmeno termodindmicamente metaestable.

b) su relacién con el problema de consumo-difusién del oxigeno.

a) La temperatura de equilibrio de fusién T,, de un material puro es la
temperatura a la cual el estado sélido y liquido del material puede coexistir
en equilibrio termodinédmico, (bajo las condiciones de presién ambiente).

A temperaturas mayores que Ty, la energia libre del liquido es menor que
la del sélido, con lo cual de acuerdo a la Segunda Ley de Termodinédmica, el
liquido es una fase estable, lo mismo ocurre para temperaturas menores que
t < Tyn, en la cual la fase sdlida es la estable por tener menos energia.

A pesar de esto, muchos materiales pueden ser enfriados a temperaturas
menores que T,,, sin que la fase sélida aparezca. Por ejemplo el agua puede
ser enfriada por debajo de temperaturas: —40°C sin que solidifique, bajo muy
estrictos controles. Otros materiales como los silicatos o polimeros pueden ser
enfriados cientos de grados y se transforman en vidrios en vez de cristalizar
(sélido desordenado o liquido amorfo).
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La temperatura a la cual un liquido es enfriado T' < T, se conoce como
la temperatura de superenfriamiento y la temperatura AT = T,, — T es el
grado de superenfriamiento.

El estado de superenfriamiento es un estado metaestable en el sentido que
la energia libre es mayor que la del estado real (el sélido), pero es un minimo
local de energfa libre respecto a otra variable coordenada (por ejemplo: or-
den),(8].

b) Ver V.

el problema de frontera libre.
Problema I:
Encontrar la temperatura 6(y, 7) y la frontera libre r(r) tal que:
r(7) sea Lipschitz continua para 7 > 0;
r(7) sea continua para 7 > 0;
6(y, ) sea continuapara 0 <y <r(r)y 7 > 0;
6-(y,7), 8,y(y, ) son continues para 0 <y < r(r), 7 > 0;
6,(y, T) sea continua para 0 <y < r(r), 7 > 0;
r(7) y 6(y, T) satisfacen las siguientes condiciones:

br =abyy, 0<y<r(r), 0<7T<T
6(r(r),7r)=0, 0<T<TH
k0y(r(7),7) = —pAf(r), 0<7< T
k6,(0,7) = h(6(0,7) —g(7)), 7>0
0(y,0) = OO(V)a 0<y<b
r(0) =15

Los pardmetros son:

a = difusividad térmica del material (m?/s)

k = conductividad térmica del material (KJ°C/m)

p = densidad del material (Kg/m?)

A = calor latente de fusién (KJ/Kg)

h = coef. de transferencia calérica del fluido a la superficie del material
(KJs°C/m3)
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g(7) = temperatura del fluido ambiente del material (°C).

El frente de la fusién en el tiempo 7 es r(7), mientras 6(y, ) es la tem-
peratura en la posicién y y el tiempo 7.

En (1) estd probado que la solucién del Problema I existe. Este proble-
ma se conoce como, el modelo matemético para la solidificacién del liquido
sobreenfriado (3].

La solidificacién del liquido sobreenfriado se debe a la transferencia con-
vectiva de calor desde el fluido externo a temperatura g(7) hacia la cara
externa del material (z = 0).

Se puede adimensionalizar el problema mediante el siguiente cambio de
variables

Luego las variables (T, s, z) satisfacen el siguiente problema:

Problema II:
(1.1) 24¢ = 2¢, en Dr;
(1.2) s(0) = 1;

(1.3) 2(s(t),t) =0,0<t < T}

(1.4) z:(s(2),t) = —4(¢), 0 <t < T;

(1.5) z(z,0) = ¢(z),0< z < 1;

(1.6) 2-(0,t) = B[2(0,t) — G(¢)], 0 <t < T.

donde 8 = ﬁ- es un pardmetreo adimensional, y

Dr = {(z,t)|0 <z < s(t),0<t < T}
c (Hpct
G(t = Xg ( k ) .

A continuacién resumiremos los resultados obtenidos en [7).
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En esta seclén cons1dera.rernos las slgulents hlpétesls
p(z) £0,0<z<1yG(t) £0,t>0y la condicién de compatibilidad

¢'(0) = Be(0) — G(0)).

Las primeras propiedades elementales de la soluciédn estdn resumidas en
las siguientes Proposiciones:

Proposicién 3.1. Si (T, s, z) es una solucién del Problema II, luego
i)z £ 0 en Dr.
i1) §(¢) <0,t> 0.
111) G(t) £ 0, ¢(z) 2 G(0) = max¢>o G(t), luego z > G(t) en Dr.
i) ¢' 20, G(t) < 0 luego z; > 0 en Dr.

v) G > 0, p"” >0 luego 2¢ > 0 en D;.

Demostracién. Todas estas propiedades se desprenden del Principio del Mé-
ximo. 0O

Proposicién 3.2. Si (T,s, z) satisfacen (1.1)-(1.6) del Problema II, luego
se satisfacen las siguientes representaciones integrales para la solucidn:

s(t) =1+ /01 o(z)dz — /ot z;(0,7)dr — /.(t) z(z,t)dz (3.1)

0

8 1 t o(t)
22(t) = %+/; zp(z)dz +/0 2(0,7)dr -/o zz(z,t)dz (3.2)
1 t
s(t) [1 + gs(t)] =1+ g + /o (1 + Bz)p(z) dz + /o BG(r)dr
s(t)
- /; (1 + Bz)z(z,t)dz (3.3)

ot o3 1 Bz? 22
ﬂ2it) s(t) =_ﬂ__+l+/ (g-s—-+-:2—)cp(z)dz

c(t) z?
- /o ( —2-)z(z, t)dz + //I-)' z(z,7)(Bz + 1) dz(cf;."l)

Demostracidn. Sale de la identidad de Green. 0O
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Nota 1: En las siguientes secciones usaremos la notacién

Qi) =1+ §+/o (14 Bz)p(z)dz +‘/0 BG(7)dr (3.5)

En [1], (2] y (3] se puede ver que si (1) = 0, p(z) es Holder continua para
z =1y G(t) es una funcién continua a trozos en cada intervalo (0,t), ¢ > 0,
entonces este problema posee una tnica solucién para T “suficientemente
pequefio”.

M4és atn, si la solucién existe, ocurren tres diferentes comportamientos
(ver [1], Teorema 8 and [2]).

(A) El problema tiene solucién para T arbitrariamente grande.

(B) Existe una constante Tg > 0 tal que lim;_.1, s(t) = 0.

(C) Existe una constante Tc > 0 tal que infego,1o)s(t) > 0 ¥y
lim¢_ 1 $(¢) = —o0.

Analizaremos la posibilidad de ocurrencia de estos tipos de comportamien-
to en conexién con los datos iniciales ¢, de contorno, temperatura del fluido
externo G y el coeficiente de transferencia 3.

Proposicién 3.3. Si G < 0, ¢(z) > G(0) y la solucién (T, s,z) del Pro-
blema II, es caso (B) luego Q(T5) = 0.

Demostracién. Se toma limite cuando ¢t — T'g en (2.3) y se usa la acotacién
de z obtenida en la Proposicién 2.1. O

Proposicién 3.4. Si (T,s,z) es una solucién del Problema II, y los datos
iniciales y de contorno satisfacen las siguientes hipdtesis:

i) p(z) > M(z - 1), 0<z<1 0<M<];

i) G(t) 2 -M

y existe un tiempo Tp tal que Q(Tg) = 0, luego la solucién (T, s,2) es
caso (B).
Demostracién. Se puede probar usando el Principio de Méximo que z(z,t) >
M(z -1). |

Si reemplazamos esta inecuacién en (2.3) para t = T, entonces s(Tg)
satisface la siguiente inecuacién

B(l-M)+M
2

S(Ta) (1= M) + o(Ts) | | + 8oy | <o

39



La forma cuadrética entre corchetes tiene coeficientes 1 — M > 0 y
E-Q—-%H—M- > 0, luego s(T) =0. O

La siguiente Proposicién es una adaptacién de la misma afirmacién dada
en [4).

Proposicién 3.5. Supongamos que ty < T, lim¢—¢, 8(t) > 0. ¢ satisface la
hipétesis iv) de la Proposicién 2.1. M4s ain Q(t) > 0 Vt < t;. Luego si
definimos una funcién:
() = { max{z € [0,s(?)]|2(z,t) < -1}
M=V 0 if 2(z,t) > =1, z € [0,s(2)]
entonces se sigue

tliglo n(t) < tligxo s(t).

Proposicién 3.6. Sea (T, s, z) una solucién del Problema II tal qize e(z) 2
M(z-1), 0 <z <1y Sr =infigq,1) 8(t) > 0. Si existen dos constantes
d € (0,S71), 20 € (0,1) tales que Md > z, y

z(s(t) —d,t) 2 —29, 0<t < T,
luego
ln(l - 20)
—

Demostracién. Ver el Lema 2.4en[2]y[4]. O

§(t) 2

Proposicién 3.7. Sea (T, s, z) una solucién del of Problema Il y o satisface
las hipétesis de la Proposicién 2.1 iv), luego si la solucién es de tipo (C),
entonces Q(T¢) < 0.

Demostracién. Supongamos que Q(T¢) > 0, luego la isoterma 2z = —1 tiene
que estar separada de la frontera libre. Esto se desprende de la Proposicién
2.5.

Usando la Proposicién 3.6 $(t) tiene una cota inferior, lo cual contradice
el tipo (C) de solucién. O
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Corolario 3.8. Si(T,s, z) es una solucién del Problema Il y ¢ y G satisfacen
las siguientes hipdtesis:

t) p(z) 2 M(z-1), 0<z <1

1) G(t) 2 -M, 0<M<1,

¥ la solucién es de tipo (C), entonces Q(T¢) < 0.

Demostracién. Sigue de las Proposiciones 2.4 y 2.7. O

Proposicién 3.9. Sea (T),s, z) una solucién del Problemaa II, ¢ y G satis-
facen las siguientes hipdtesis:

i) p(z) 2 M(z—-1), M>0, 0<z<1;

it) G € L*(0,00).

Si la solucién es de tipo (A), luego Q(t) 2 0, t > 0. Mads ain si G(t) 2>
-M,(M > 0), Vt > 0, y si la solucidn es de tipo (A), resulta Q(t) > 0
vVt > 0.

La demostracién se basa en suponer que la tesis es falsa y encontrar una
contradiccién usando (3.4)

IV. Comportamiento asintético de la solucién

Proposicién 4.1. Sea (T, z,s) una solucién del Problema II del tipo (A)
bajo las hipétesis de la Proposicién 3.9 y iii) de la Proposicién 3.3. Luego
si existe lim¢—oo G(t) y notamos Qoo = limyoo Q(2), 800 = lime—oo 3(2),
entonces so viene dada por

b = 2TV Tﬂ* 26Qc (3.1)

Demostracién. Resulta de tomar limite ¢t — oo en (3.3). O

Proposicién 4.2.
t) Para cadat > 0 la frontera libre del Problema II satisface la siguiente
condicidn:

1
1) > 1+ /o p(z)dz + bt nt G(r).
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i) Si G(t) < 0, p(z) > G(0), luego

1
2 .
s*(t) > 1+2/o ch(z)dz+2t0§x}f$tG(r).

Demostracidn. Salen usando la representacién integral y la Proposicién 3.1. O

] prob consumo difusién del oxigeno
Es interesante analizar cdmo depende la soluc16n z del problema de la
temperatura externa G(t).
Una manera adecuada para analizarlo es via la llamada transformacién
clasica al Problema de consumo y difusién del oxigeno:

u(z,t) = /;(t) {[y'(t)[l + z(a, t)] da} dy

Usando esta transformacién el Problema II se transforma en el siguiente
problema.

Problema III:

Ugr — Ut = 1, en Dy;

s(0) =1; |

u(s(t),t) = u.(s(t),t) =0, t>0;

u(z,0)=H(z), 0<z <1

ug(0,t) — H'(0) = B[u(0,t) — H(0) + ||Glj1,¢), t>0.

donde

1 1
H(z) = / / (1 + ¢(a)) dady.
z Jy
De aqui en més ¢ satisfacerd las siguientes hipétesis
~1<p(z) £0, 0<z<1,

luego |
H(z)>0, H'(z)<0, H"(z)>0,0<=z < 1.
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Proposicién 5.1. Sea (T,s,u) solucién del Problema III, con -1 < ¢ <0
en [0,1] y iii) de la Proposicién 2.1, luego u(z,t) < H(z), z € (0,s(t)),
t>0.

Demostracién. Sale de aplicar el Principio de Méximoa W =u-H. 0O

Corolario 5.2. Sea (T, s,u) una solucién del Problema III. Si G(t) > -1,
t > 0, luego u(z,t) > 0 en D.

Demostracién. Sale de la Proposicién 2.1 ii5) O

El préximo resultado determina cémo la solucién u depende de G(t).

Proposicién 5.3. La solucién (T, s,u) del Problema III, depende monéto-
namente de G. En particular si (T, s;,u;), i = 1,2 son soluciones para G
y G3 respectivamente y si G;(t) < Ga(t), luego 8;(t) < s2(t) y ui(z,t) <
uz(z,t) en donde ambas estén definidas.

Demostracién. Sea v(z,t) la funcién definida como:
v(z,t) = uz(z,t) — ui(z,t)

en los puntos donde ambas estén definidas.
Sea t* = sup{t|uz(0,t) > u1(0,t)} y t** = sup{t|s2(t) > s1(¢)}.
Supongamos que t* y t** sean finitos. Por definicién v satisface el siguiente
problema

vez = v,z € (0,81(2)),t € (0,t**);
v(z,0) = 0;
v(81(t),t) = ua(s1(t),t) > 0;
02(0,8) = B[00, 2) + (IGalss ~ IGu s,

Afirmacién 1: t* # t**. Supongamos que t* = t**. Luego
a) Sl(t‘) = 32(t‘)

b) $;(t*) = $2(t*)

c) v(s1(t*),t*) = ua(s1(t*),t*) = ua(s2(t*),t*) = 0.
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Més ain u2(0,t) > u;(0,t) para t < t*, luego
v(0,t) >0, t<t*

y
v(s1(t),t) = ua(s1(t),t) > 0.

como v(8;(¢*),t*) = 0 es un minimo, luego por el Principio de Minimo apli-
cado a v en D; resulta v;(s;(t*),t*) < 0 lo cual contradice a) debido a

ve(81(t*),t") = uaz(81(¢*),t*) = uz.(82(¢*),t*) =0
Luego t* # t**.
Afirmacién 2: t* < t** resulta imposible:
En [0,t*], s1(2) < s2(2), ya que v(s1(t),t) > 0. Por definicién v(0,t) > 0

para t < t* y v(0,t*) = 0 con lo cual v(0,t*) es un minimo y por lo tanto
vz(0,t*) > 0, lo cual contradice

v2(0,2*) = B[v(0,t*) + (l|Gz|l1,e+ = lIG1ll1,e+)] = BllIG2ll1,e+ — lIG1ll1,e+] < O.

Afirmacién 3: t** < t* es imposible:

Supongamos t** < t*, y como v(0,t) > 0, v(s1(t),t) = ua(s:1(2),t) > 0,
parat < t**, el punto (s;(¢**),t**) es un minimo para v porque v(s; (£**),t**)
= ug(s1(¢**),t**) = uz(s2(t**),t**) = 0. Luego por el Principio de Minimo:

vz(81(**),t**) < 0
o cual contradice

| v,(s;(t"""),t") = u;,(s;(t"),t") =0.

Luego queda probada la Proposicién. 0O
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