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Capitulo
2

TRANSFERENCIA DE CALOR Y
MATERIA CON CAMBIO DE FASE

Domingo Tarzia

El objctivo del presente trabajo es el de estudiar los problemas de frontera libre y de frontera
movil para la ccuacion dcl calor o de la difusion unidimensional, ecn particular los procesos de
conduccién del calor que tengan en cuenta cambios de fase (de fase sdlida a liquida o viceversa). Dichos

procesos se conocen cn la literatura como problemas de tipo Stefan. Se consideran los problemas de

Stefan a una y a dos fases, y las respectivas soluciones exactas de Lamé-Clapeyron y de Neumann y sus
propicdades, como asimismo diversos problemas relacionados y solucioncs dadas a travis de diferentes

métodos tedricos y aproximados.



LINTRODUCCION

En [LaCl], Lamé y Clapeyron estudiaron el [;roblcma de la soldificacion por enfriamiento de un
globo liquido (‘Tierra) de la siguicnte mancra : Si se supone que la Ticrra cs una esfera que verilica las
siguientes hipdtesis :

(i) primitivamente cra liquida y compuesta por una sola sustancia, la cual se cncontraba a la
temperatura de fusién Tf H

(ii) se enfria en ¢l espacio y se soldifica a partir de su superficie exterior, la cual toma
rapidamente una temperatura media constaute Ty, , con T, < Tf;

(iii) la corteza sédlida ya formada cn nuestros dias no ticne un cspesor considerable comparado al

radio terrestre.

Intonces se obtiene que :
(i) el espesor de la parle sélida que recubre nuestro globo terrestre aumenta proporcionalmente a
ﬁ, donde t es el tiempo desde que comenz6 la soldificacién ;
(ii) el conocimicnto de dicho tiempo (edad de la parte sdlida del globo terrestre) depende
unicamente de nurmecrosos coeficientes que puceden ser facilinentc obtenidos por la experiencia. Dichos

coelicientes dependen sdlo de la fase solida.

En realidad, bajo las hipétesis dadas anteriormente, en [LaCl] se resuclve ¢l problema de la
soldificacién de un material semi-iufinito, representado por x > 0, que inicialmente se encuentra en
fase liquida a su temperatura de fusion Ty y que en el borde lijo x = 0 se le enfria a una temperatura
T, inferior a la de fusién. Por consideraciones fisicas se intuye que para cada tiempo t > 0 cxistira un
punto x= s(t) que separara la fase sdlida, represcntada por el intervalo (0,s(t)), y la fase liquida,
representada por el intervalo (8(t),4+00), que se encuentra a su temperatura de fusién. Desde el punto
de vista matematico, ¢l problema puede plantearse de la siguiente manera : Tallar la funcién x = s(t)
(frontera libre que scpara la fase sdlida de la fase liquida y que se encuentra a temperatura constantc)
definida parat > 0 con 3(0) =0, y la temperatura

CT(x,t) si 0 <x<s(t) ,t>0,
(1) T(x,t) =
T; si s(t) < x , t>0,

de manera que satisfagan las siguientes condiciones :

(i) pcT  —kTy =0 ) 0 < x < s(t) ) t>0,
(i) T(0,1) =T, < T} . t>0,

(2) (iii)  T(s(t),t) = T, ' , t>0,
(iv)  k Ty(s(t),t) = p X &(L) , t>0,
(v) s(©0)=0,
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dondec :

(a) La condicién (2i) representa la ecuacion de conduccion del calor para la fase solida donde k, p
y c representan la conductividad térmica, la densidad de masa y ¢l calor especifico respectivamente
(ver Apéndice 1) ;

(b) Las condiciones (2ii) y (2iii) expresan que la temperatura del borde fijo x=0 y de la frontera
libre x = s(t) son constantemente T, y Ty respectivamente ;

(c) La condicién (2iv) cxpresa ¢l hecho que ¢l flujo de calor que atraviesa, en un ticmpo
infinitamente pequcno, la frontera libre x = 8(t) es igual a la cantidad de calor abandonada por la
porcion de liquido que se solidificé durante dicho lapso de tiempo (una demostraciéon mas gencral se

hara cn el Apéndice 2). Esta condicion es conocida por condicion de Stefan y sc deduce del principio de

consecrvacion de la energia ;

(d) La condicion (2v) nos indica que inicialmente el material semi-infinito se encontraba a la
tempceratura de fusion Ty (ver 1) ;

(¢) La solucién cxacta del problema (2) fue dada por Lamé-Clapcyron en [LaCl] y sera
desarrollada en IV.1.

Convicne realizar aqui algunos comentarios :
A) El problema planteado por Lamé-Clapeyron, cuya formulacién matematica csta dada por (2),

es conocido cn la literatura como problema de Stefan a una fasc. El nombre de problema de Stefan

surge cn los alrededores de 1950 en homenaje a los numerosos trabajos que Stefan realizo sobre ¢l tema
en los anos 1890 [Stl1, St2, St3], con lo cual, por desconocimicnlo, no se ha tenido en cuenta al trabajo
[LaCl]. Por otra parte, ¢n [Br, We] sc indica que F. Neumann encontrd la solucién para el problema
dc Stefan a dos fases correspondicnte a datos de temperatura inicial y de borde constantes, solucién

conocida en la litcratura como_solucion de Ncumann, dada en V.1 [Br, Cala, R, St1, We].

B) Cabe destacar que cl problema (2) sc llama problema de Stefan a una fase pues, ¢n nucstro

caso, la fase liquida se cncuentra a temperatura constante ¢ igual a la temperatura de cambio de fase.
C) El problema de Stefan es no-linecal a pesar de la aparente linealidad de las condicioncs
(2i)—(2v), En cfecto, si se deriva (2iii ) respecto de t, se obtiene :
Tx(s(t),t) 8(t) + Ty(s(t),t)=0, t >0,
con lo cual la condicién de Stefan (2iv) se transforma en
(3) kT, 2(s(t)t) =— p A Ty(s(t),t) = — 2K T (s(t)t), t > 0,
que indica que ¢l problema ( 2) es no lineal [PeSl].

Cabe destacar que en ¢l método del balance integral calérico (ver IV.5) sc utiliza la condicién
(3) cn lugar de la (2iv) para la obtencién de una solucién aproximada del problema de Stefan, aiin

para coundiciones de contorno mas gencrales que las dadas en (2) [Go] (ver 1V.5).
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D) Analogamente al problema de solidificacion (2) puede plantearse ¢l problema de fusion de un
cuerpo scmi-infinito que inicialmente se encuentra en cstado sdlido a la temperatura de fusion Tf y que
en borde fijo x= 0 cs calentado a una temperatura T, con T, > Tg. Su formulacién matematica csta
dada por : Hallar la funcién x= s(t) (frontera libre) y la temperatura T(x,t) dec la fase liquida,

dcfinida por (1), de manecra que satisfagan las siguientes condiciones :

(i) pcTy —kTyy=0 ) 0 < x < s(t) , t>0,
() TELY=T, > Ty . t>0,

(2 bis) (i) T(s()) =Ty . t>o0,
(iv) kT, (s(t),t) =— p A (L) , t >0,
v s0)=0,

dondc los coeficientes térmicos k, p y ¢ son los correspondicntes a la fase liquida del material de cambio

de fase.

E) Si un material scmi-infinito s¢ encuentra inicialmente cn estado sélido a una temperatura
Ty, con T; < T¢ (temperatura de cambio de fasc), y cn cl borde fijo x=0 c¢s calentado a una

temperatura T, , con T, > Tf , entonces sc tienc un problema de Stefan a dos fases, cuya formulacion

matematica esta dada por : Hallar la funciéon x = s(t) (frontera libre, definida para t > 0, y la
temperatura
Ty(x,t) > Tp 8i 0 <x<s(t), t>0,
(4) T(x,t) = T¢ si x =s(t), t >0,
Ty(xt) < T si s(t) < x, t>0,
dcfinida para x > 0yt > 0, de mancra que satisfagan las siguientes condiciones (i =1 representa la

fase sdlida y i = 2 la fase liquida; p cs la densidad de masa comin a ambas fases) :

(i) pcszt—-szzxx=0 , 0 <x<st)y, t>0,
@) pe Tlt -k, '1‘lxx =0 , x > s(t) . t >0,
(i) Ty(x,0)=T; ., x>0 :

(5) (iv) T,(0,t) =T, , t>0,
(v)  Ty(s(t),t) =T , t>0,
(vi) Ty(s(t), t) ="y ) t >0,
(vi)) k, 'l‘lx(s(t), 1) -k, '1‘2x(s(t), L) =pAs(t) , t >0,
(viii) s(0)=0,

dondec (5vii) representa la condicién de Stefan cuando cxisten dos fases (Ver III.). La solucién exacta

del problema (5) cs conocida como solucién de Neumann (ver V.1) y fue dada en [CaJa, St1, Wel.

F) Un problema de Stefan a una fase (caso fusién) mas general que ¢l dado por (2bis) puede

2.4



plantcarse de la siguicnic wancra : Haliar el triple {T, &(t), T(x,t)} soluciones del sistema siguicnte

(sin pérdida de generalidad se supone que la temperatura de cambio de fase es Te= 0):

(i) peTy—kTy=0, 0 < x < st), 0<t < T,
(i) T(s(t),t) =0 , 0<t<T,

(6) (ii))  k Ty(s(L),t) = — p A a(t) , 0< t<T,
(iv) T(0, t) =1(t) , 0<t<T,
(v)  T(x, 0) = ¢(t) , 0<x<b,
(vi) s(0)=b,

donde ¢ > 0,f > 0,b > 0(sib=0, cntonces la condicion (6v) desaparecc) . La condicioén (6iv)
pucde ser reemplazada por una condicién de flujo de calor de la forma siguicnte :

(6Giv bis) kT, (0,t) = — g(t) , 0<t<T,

donde g > 0. Sc llamard problema (6bis) al problema (6) con la condicion (6iv bis) en lugar de la
(6iv).

El tiempo T representa ¢l tiempo maximo hasta el cual la solucién al problema existe; cabe

destacar que T puede ser finito o infinito.

Un estudio (edrico sobre existencia, unicidad y propiedades malematicas dec la solucién
correspondicnie al problema (6) (o su equivalente problema en variables adimcnsionales (9) esta

rcalizado cn [Ca3, FaPrl, Fr]

G) Una variante interesantce en ¢l problema (6) o (6bis) consistc en dar como dato la funciéon x=
s(t) y hallar T, T(x,t) y la temperatura {(t) o cl flujo de calor — g(t) en el borde fijo x= 0 de
mancra que {T, s(t), T(x,t)} sca solucion de (6) o (6bis) respectivamente. A tales problemas sc los

incluye en el nombre de problema inverso de Stefan. Un ¢jemplo de solucion exacta fue dada por Stefan

para cl caso cn que la frontera tenga velocidad constante [St2, St3] (ver IV.6).

) La solucion exacta del problema (2) o (2bis), para la temperatura, esta dada cn funcién de la

variable de semejanza x/2aﬂ donde a? = a = k/pc es el cocficiente de difusién. Lo mismo puede

decirse para ¢l problema de Stefan a dos fases (5) (Un analisis de las soluciones exactas y de sus

propiedades sera realizada en IV.1y V.1).

Los problemas de Lamé-Clapeyron (Stefan a una fase) y de Ncumann (Stefan a dos fascs)
mostraran que a través de la llamada funcion de error erf sc obtendra una solucién exacta para ciertas
condiciones iniciales y de contorno. El método de semejanza no podra aplicarse en general. Para que
exista una solucion dc scinejanza es necesario que la ecuacion diferencial y todos los datos (inicial y de

contorno) puedan ser expresados con una sola variable independicnte (llamada variable de semcjanza ).

Soluciones de tipo scmejanza no existen, en general, para :



(i) dominios finitos ; (ii) cuando dos fases cstin presentes inicialmente ; (iii) cuaado la temperatura
inicial no es constante ; (iv) cuando la temperatura en ¢l borde fijo no ¢s constante ; (v) cuando el flujo

de calor en el borde fijo no es de un tipo particular (const.//t).

Por otra parte, puecde decirse que cxisten muy pocas soluciones cxactas diferentes de las de
tipo semcjanza. Un cstudio gencral con soluciones semncjantes (autosemejantes) que tengan en cuenta

un cambio de fase estd dado en [Bo].

Decbido a las considcraciones antcriormente mencionadas resulta de gran intercs profundizar

sobre los llamados métodos aproximados (cuasi-cstacionario de Stefan, balance integral de Goodman,

variacional de Biot, desarrollo en seric, pertubacion, procesos iterativos, ctc. ). y los métodos numéricos
(diferencias finitas, clementos finitos, lincas, inecuacioncs variacionales, ccuaciones integrales, ctc.).
Para una mayor informacién referirse a [Cr2, Pr, Ta2]. Una solucion aproximada, conocida como
solucion cuasi-cstacionaria, fue dada por Stefan [Stl, St2] ( ver IV.4). Una introduccién gencral a la
resolucion aprqximada. y numérica del problema de Stefan unidimensional estd dada en [GaSa, Lunl,

Ne, No] .

I) En general, cuando sc cstudian propicdades de un sistema fisico, convicne transformar las
variables que lo definen en variables adimensionales ¢ independizarse de este modo de las constantes
fisicas del sisterna. Como cjemplo, sc aplicara al siguicnte problema de Stefan unidimensional a una

fase : Hallar la temperatura T = T(y,r) y la frontera libre r = r(7), soluciones del sistema :

Ty =aTyy, , 0<y<r) . 0 <7< 1y,
T(e(s),7) =0 L 0<r<n,,

(7) (7bis) k Ty(r(7),7) = — p A re(7) , 0 <7< 7y,
k Ty(0,7) = — ¥(7) (T(0,7) = ¥,(7)) , 0<7< 79,
T(y,0) = ¢(y) , 0<y<h,
r(0)=b.

Si se realiza cl siguicnte cambio de variables :

@ x=1 , t=Gr(a=), w0 =510, =52,

entonces los problemas (7) , (7bis) se transforman de la siguicnte manera :

Zyx = % s 0 < x < s(t) s 0<t<T,,

z(s(t),t) =0 7 : y 0 <t < Ty,

zy(s(L), L) = — 8(t) , 0 <t < Ty,
(9) (9bis) z,(0,t) = — g(t) (z(0,t) = 1(t)) , 0<t<T,,

z(x, 0) = h(x) , 0<x<1l,

s8(0)=1,
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donde
(10) To=Z7o , W) =560 . 8O =RF¥O) . 1) =5 vo(r),

sicndo las nuevas variables independientes x,t y las nuevas variables dependicntes z(x,t), s(t)

adimensionales.

J) Una de las herramientas ttiles en el estudio tedrico del problema de Stefan cs ¢l principio del
maximo y el lema de Hopf en su versién parabdlica [Fr, LSU, PrWe] del cual surge : Si {T,, s(t),
T(x,t) } cs solucion de (6) o (6bis), entonces sc tienen las propiedades siguientes :

ay (i) T >0, (i) Ty(s(t),t) < 0, (i) &t) > 0.

K) El problema de Stefan cs un problema de frontera libre para la ecuacién del calor de tipo

explicito. En general, los problemas que s¢ plantean para la ecuacién del calor o de la difusién sec

clasifican de la siguiente manera :

fija
problemas de frontera movil
de tipo explicito
libre
de tipo implicito .

Los problemas dec frontera fija para la ccuacion del calor (difusion) son aquellos que sc

cstudian en el dominio (x,;,x;) x (0,T,) , es decir, son los clasicos problemas que sc analizan en un
curso basico de ccuaciones diferenciales a derivadas parciales, como ser :

zg — Zyy = f(x,t) , x; € x < x, , 0<t<T,,

z(x,0) = h(x) , x; € x < x,,
(12) z(x,, t) = f;(t) 6 zZy(x,,t) = f,(t) ) 0<t<T,,

z(X,, t) = f(t) Zy (X5, t) = f(t) , 0<t<T,.

(=13

Los problemas d¢ frontera movil para la ecuacion del calor (difusién) son aquellos que sc
cstudian en el dominio {(x,t) / x € (8,(t),85(t)), t € (0,Ty)} con s,(t) < 8y(t) funciones dadas
en (0,T,), es decir, que cl dominio espacial de la funcién incognita es variable con el tiempo mediante

una ley de movimiento conocida a priori, como ser :

zy — Zyy = f(x,1) , 8(t) < x < 8y(t) , 0<t<T,,
z(x,0) = h(x) , 8,(0) < x < 8,(0), .

(13) 2(sy (1), £) = (1) 6 aelay(t),H) =,V LM<t < T,
z(sy(L),t) = (L) 6 2y (85(1), t) = [,(t) , 0<t<T,.

Mas ain, el dominio puede ser de la forma {(x,t) / x € (-o00,8(t)) , t € (0,Ty)} 6
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{(x,t)/ x € (s(t),+o00),t € (0,T,)}. Todos cstos problemas fueron inicialmente estudiados por
[Bl, Gel, Ge2, Gou, Hol, Ho2, Le ] (ver [Ta9]).

Los problernas de frontera libre para la ecuacion del calor (difusién ) son aquelios en los cuales
el dominio espacial de la funcién incégnita es variable con el ticmpo medianie una ley de movimiento

desconocida a priori. Por supucsto, el desconocimicnto de la frontera, o parte de clla, induce la

necesidad malematica de imponer nuevas condiciones a las funciones incégnitas, las cuales dependeran
del problema fisico en estudio. En general, la nueva condicién a imponer a la funcién incognita se

deduce del principio de conservacion de la encrgia a través de la frontera. Dicha frontera resulta ser, en

consecuencia, una incégnita suplementaria del problema, la cual recibe ¢l nombre de la frontera libre

del problemna en cucstion.

Por lo tanlo, la diferencia esencial cntre los problemas de frontera movil y libre radica en el
hecho de la existencia de una frontera cuya ley de movimiento es conocida en el primero y desconocida

en el segundo, siendo en este Gltimo caso una incégnita mas del problema.

Los problemas de frontera libre para la ecuacion del calor se dividen en dos clases : de tipo

explicito o de tipo implicito, segiin aparezca o no explicitamente la velocidad de la frontera libre en las

condicioncs que sc imponen sobre dicha frontera. Es decir, si la frontera libre viene dada por x=s(t),
entonces ¢l problema secrd de tipo explicito (implicito) si s(t) aparcee (no aparcee) cn las condiciones

que s¢ irnponen para x = s(t).

Un cjemplo tipico de problema de frontera libre de tipo explicito es el problema de Stefan. Una
formulacion bastante general ha sido estudiada en [FaPrl] que consiste en : Hallar el triple { T, , s(t),

z(x,t)} de manecra que satisfagan cl siguicnte sistema :

Zyx— Zg = 4(x, t) , 0 < x < s(t) , 0 <t <T,,
z(x,0) = h(x) , 0 <x<b,

(14) z(0,t) = ¢(t) 6 zy (0, t) = g[2(0,t), t] , 0<t<T,,
z(s(t), t) = f(s(t), t) , 0 <t < Ty,
zy (s(t), t) = A(s(t),t)s(t) + p.(s(t.),t.) , 0 <t < Ty,
s(0)=b,

donde los datos q(x,t), h(x), ¢(t) 6 g(y,t), f(x,t), A(x,t) y p(x,t) verifican cicrtas hipotesis para

tener una generalizacion de un problema de conduccién de calor en materiales con cambio de fase.

En cambio, un ¢jemplo de problema de frontera libre de tipo implicito es ¢l llamado problema
de la difusion-consumo de oxigeno en tejidos vivos [CrGu, LLCL}], cuya formulacién gencral cn
variables adimensionales (ver 1V.9) esta dada por : Hallar el triple { T, , s(t), u(x,t)} dc manera que

satisfagan el siguiente sistema :
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Uy — g =1 ) 0.<x<s(t) , 0<t<T,,
u(x, 0) = H(x) ) 0<x<1l,

(15) (15bis) u,(0,t) = — G(t) (u(0,t) = F(t)) , 0<t< Ty,
u(s(t),t) =0 ' _ , 0<t<T,,
uy(s(t),t) =0 ’ 0<t<T,,
s8(0)=1,

dondec u representa aqui la concentracién de oxigeno adimensionalizada.

L) El problema de Stefan a una fase (problema de frontera libre de tipo explicito) csta
relacionado con el problema de la difusion-consumo de oxigeno en tejidos vivos de la siguiente mancra :

(i) Si el triple ('T, , 8, z) s una solucién de (9), (9bis), cntonces ¢l triple (T, ,8,u), con u definido

por : s(t)  s(t)
(16) umt) = Jde [T+ 209) 4y,

cs una solucion de (15), (15bis) respectivamente, donde :

ot

1
n@ = o fu4nlay . PO=HO) + ] 1),

™

(17 1 t
G(ty=1+ £ h(x) dx + £ g(r) dr,

(ii) Reciprocamente, si (T, 8, u) cs una solucion de (15), (15bis) cntonces el triple
(T, s, 2), con z definido por :

(18) 2(x,t) = w(x,t) ,
es una solucion de (9), (9bis) respectivamente, donde :
(19) b(x) = Hn(x) — 1 , g(t) = Gu(t) , [(t) =F(t).

La presente gquivalencia entre ¢l problema de Stefan a una fase (9), (9bis) con el dec la
difusién-consumo de oxigeno en tejidos vivos pucde gencralizarse a otros problemas de frontera libre de
tipo explicito o implicito [Fal, Sc]

Convicne recalcar una diferencia que caracteriza de alguna mancra a las funciones z (incégnita en cl
problema dc Stefan a una fase (9) 6 (9bis)) y u (incognita en cl problema de la difusion-consumo de
oxigeno (15) 6 (15bis)) respectivamente. Las funciones z, u, u, son continuas sobre la frontera libre
x=s8(t), en cambio zy no ecs continua debido a la condicion de Stefan. Esta difcrcn}cia ticne gran

importancia en ¢l cstudio de la regularidad y en el cilculo y andlisis numérico de la solucién.

Para finalizar esta introduccion se dird que los problemas de transferencia de calor con cambio

de fase, tales como los procesos de solidificacion y fusion de materiales, ticnen en la actualidad
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numerosas aplicaciones cientificas y tecnoldgicas. Por cjemplo, una revision de una extensa bibliografia
sobre problemas de frontera mévil y libre para la ecuacién del calor o de la difusion, en particular sobre
trabajos concernientes al problema de Stefan y sus aplicaciones, fue presentada en [Ta2, Ta7]. Esta
bibliografia cs analizada y clasificada en trabajos tedricos, numéricos y experimentales, como asi
también en las posibles aplicacioncs. Mas recientemente, (afio 1988), sc presentd una actualizacion de la
bibliografia, a través de la cual se pueden obtener mayores informaciones y referencias. Por cjemplo,
conticne 2528 referencias que han aparecido ¢n 263 revistas cientificas, 66 libros, 29 coloquios (que
ticnen al menos 3 trabajos sobre el tema), 24 colecciones y 24 informes técnicos diferentes. Se han
realizado difcrentes clasificaciones segin el periodo, idioma, revistas cicntificas (de matematica y de
fisica-ingenicria), colecciones, informes técnicos y editores (de libros y coloquios) de las publicaciones.
Las 2528 referencias se han clasificado por :

i) Libros cxclusivamente en el tema (con 8 referencias);

2) Tesis sobre cl tema (con 17 referencias);

3) Libros que ticnen capitulos o sccciones sobre el tema (con 60 referencias);

4) Compiladores de coloquios exclusivamente sobre el tema (con 11 referencias);

5) Articulos publicados en coloquios exclusivamente sobre ¢l tema (con 192 referencias);

6) Compiladores de coloquios (no exclusivamente sobre ¢l tema) que tienen al menos tres articulos
sobre ¢l tera (con 18 referencias);

7) Articulos publicados en coloquios no exclusivamente sobre ¢l tema pero que tienen al menos tres
articulos sobre el tema (con 108 referencias);

8) Articulos sobre ¢l tema publicados en coloquios que no han sido considerados anteriormente (con
170 refcrencias);

9) Articulos sobre ¢l tema publicados en revistas cientificas o numerosas colecciones (con 1821
refercncias);

10) Articulos sobre el tema a aparecer en revistas cientificas (con 12 referencias);

11) Informes técnicos sobre ¢l tema (con 111 referencias).

Se pucden citar los siguicntes libros y trabajos de revision sobre el tema :
(i) Libros : [Ar, BaCa, Ca3, Cala, Crl, Cr2, Dat, Di, EcDr, ElOc, Fa2, Fr, FrBi, Gou, Ui, Jos,
KiSt, LSU, Lev, Lio, Lu, Lunl, Lun2, Me, Oz, PrGi, Rol, R, SzTh, SzEvSo, Tay, Ug, Wej;
(ii) Coloquios : [ACHl, BDF, FaPr2, FaPr4, lloSpl, HoSp2, Ma2, Ne, NiPa, Ocllo, Ro2, WSB,
WrBr];
(iii) Trabajos de revisién : [Ba, Br, Da, Du, Fre, lloNi, Mal, MuSu, Pr, Ta2, Ta7, Ta8, Vi].

Numecrosos métodos bisicos del problema de Stefan unidimensional no seran analizados en cste
curso. El lector descoso de conocer, profundizar y avanzar en ¢l tema encontrara en las referencias (y en

aqucllas citadas por los propios trabajos) los clementos necesarios para su progreso; para cllo siempre
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sera aconscjable la lectura y el analisis de los trabajos originales y pioneros en cada tema como un

acercamicnto a aqucllos que han ideado el avance cientifico.

Il. EL METODO DE SEMEJANZA, LA FUNCION DE
ERROR Y SU APLICACION A LA ECUACION DEL
CALOR

La ecuacidén del calor para un material unidimensional isétropo y homogéneo esta dado por :

(1) pe Ly %
donde :
t>0 : tiempo , x : variable del material unidimensional,
p >0 : densidad de masa |, ¢ > 0: calor especifico ,
k>0 : conductividad térmica, a2 = a = k/pc : difusividad térmica ,
(2) T = T(x,1) :  temperatura del punto material x al instante t ,
q(x,t) = —k -g%‘(x, t) : flujo de calor en el punto material x al instante t (con
respecto a la direccion de los x > 0) por unidad de tiempo y
de
arca transversal.
La condicién de Stefan para un problema de solidificacién o fusion unidimensional a una fasc
esta dada por :
(3) kL ()0 = £ p A&,
dondec :
A : calor latente de fusién por unidad de masa ,
(1) L=pA : calor latente de fusion por unidad de volumen ,
Ste = L}—‘ : numero dc Stefan .

Si con [A] se representa la dimensién de la variable fisica A y se tienen en cucenta las siguicntes
UNIDADES BASICAS :

[Masa] =m , [Longitud]=x , [Tiempo]=1t,
2

(5) [Temperatura] =T , [Encrgia] = %— )
enlonces, para las cantidades fisicas definidas anteriormente, se obticnen las siguientes expresiones :
_m _cnergia g _x2
[P]—P ’ [L]— x3 _F)Z 9 [’\]"“t—gv
2 2
M=2x W=, k=X,
(6) ,
_energia OTy __, &*T, _cnergia g
fa] 2 3 ’ [pc 3t 1= ) ] l.x_3 3’
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, cncrgla m x
= =1 Ste] =1.
lpcT] = =3 , | %] , (Ste}

Se verifica que la ccua.cién (1) es invariante bajo una transformacion de las variables x, t de la
mancra siguicnte :

(7 £=7x , o T=EYR (v #£0),

s decir, si T(x, t)=T($, L) = ¢7(£, T), entonces sc ticne la siguiente equivalencia:
7

(8) (1) & by, =2y VT 0.

Método de semcianza : Si las condiciones de contorno para la ccuacién (1) no se modifican bajo un
cambio de cscala del tipo (7), entonces Ja temperatura T satisface la igualdad :

(9) T(x,t) = T(yx,7%) ,Vx,t , Vy £ 0.

. 1 .
Si se pone v = , 8¢ obtiene
7 28\/E

(10) T(x’t)_T(Z\/-dz)_ 2\/')’

con lo cual, la temperatura T depende sdlo del argumento z = 3 X \/E llamada variable de semejanza .
a
Entonces :
(a) La funcién T = T(x,t) cs solucion de (1) si y sdlo si la funcién ¢ = ®(z) cs solucion dec la

ccuacion diferencial ordinaria :

(11) : Pu(z) + 22 di(z) =0
(b) La solucion general de (11) esti dada por :
%
(12) &(z) =C, +C, g exp(—u?)du , C;, C, : constantes .

Sc define como funcign de error a la dada por la siguiente expresion :

(13) r(x)=_% :f: exp(—ut)du =erf(x)  , x € R.

(i) La funcidn f ticne las siguicntcs propicdades :
a)f(0)=0 ; b)f(+00) =1 ; ) f(-x)=-M(x);
d) fi(x) = 2/\/x exp(—x*) > 0 ,Vx € Rje)fu(x) =—2xfi(x) < 0Vx > 0;

f) Pucde ser represcentada por una scrie de potcncxas
n x2n+1

f(x)=72( -(_ﬁn_-i-—l—)_ni’

cuyo radio de convergencia es +-0o.

(ii) Teniendo en cuenta la funcién de error [, la temperatura T viene dada por :

(14) T(x,t) =A+B f( \/.
donde las constantes A y B se determinan de las condiciones de contorno del problema correspondicente
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a la ecuacién (1).

(iii) Se pucede aplicar el método anterior para resolver problemas :

Ty=a’Tyx , x>0, t>0; Ty=a’Tyx , x ER, t >0,
m T(x,0)=T, , x >0, (1) To 81l x 20,
TOL) =Ty, , t >0, T(x,0) =
0 si x <O.

Se define como funcion de error complementaria a :
(15) erfe(x) =1-f(x) .
Ademas, se definen las funciones iteradas de crror complementaria de la siguicnte mancra :

)
i% erfe(x) = erfe(x) , ilerfe(x) = ierfe(x) = [ erfe(t)dt,
x

(16)
+o0 1
iPerfe(x) = [ i ~ ‘erfe(t)dt , n=2,3....
X
Entonces se tienen las siguientes propiedades :

(i) Integrando por partes, se tienc :

+o0 ( 2) +o00 ( tz)
2y q, — XP(—X%) 1 [ exp(—
exp(—t°)dt = —5x 3 J —a dt .
x 0
Repitiendo el proceso, se obtiene :
20 — 3)!!
x crf = ~x2 l._._l_ _3-____ —ln-—(——
\/_ erfc(x) = exp(—x°) [ 3 + 2.5 +(-1) oh—12n—1
(20 = D1 T exp(=x?)
n — 1)1l exp(—x
+ (- l)n o I t2ﬂ dt].

X
Como

+j?ocxp(— tH /2t de < (:xp(—xz)-*-j?0 1/t2® dt = exp(—x2) /[(20 —1) x20 = 1]

y como ¢l término de la derecha tiende a 0 cuando x—+-00, entonces sc tiene la siguiente aproximacioén,

valida para valores de x grandes :

17 T X —x? [x#l——L 3 _35
(17) ‘/— exp(—x7) erfe(x) 2x2 + 22x1 23«6 +

(ii) Sc puede verificar que se ticnen las expresiones :
a) ierfc(x) = exp(—x2)/ V7 — xerfe(x) ,
(18)
b) i%erfe(x) = %[( 1 + 2 x?) erfe(x) — 2/(/% x exp(—x?)] .
(iii) Se puede deducir la siguiente formula de recurrencia :
(19) 2 n iPerfe(x) = i" ~ Zerfe(x) — 2 x i ~ lerfe(x)

y la siguicnte expresion :
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(20) ierfc(0) = Eﬁ—l—(}—@ .
(iv) Se verifica que la funcién y(x) = i®erfc(x) satisface la ecuacién diferencial ordinaria :
(21) ynt+2xyr—2ny=0.
(v) La funcién T(x,t) = t™ g(x/2a,/t) cs solucién de la ecuacién del calor tha.2 Tyx 8iY
sdlo si la funcién g=g(2) (z= x/2a/1) cs solucién de la ecuacién diferencial ordinaria
(22) gr(z) +22gi(2) —4mgz)=0.
(vi) Por otra parte, sc verifica que la funcion T(x,t) = ¢o/2 i%erfc(x /2ay/t) cs solucién de (1),
VneN.
(vii) Se puede aplicar cl resultado anterior para verificar que la funcion T(x,t) = — 2 h a/k Vit
serfe{ x /2a4/t) es solucién del siguicnte problema :
T,=a’Ty, x>0, t>0,
(23) T(x,0) =0 , x>0,
kT,(0,t) =h , t>0.

I1l. CONDICION DE STEFAN

Se deducira la condicion de Stefan (I—5vii) correspondicente al problema de Stefan a dos fases,
plantcado en ¢l comentario (I—E), consistente en hallar la funcién s(t) (frontera libre que separa las
fases liquida y solida) y la temperatura T(x,t) de mancra quec satisfagan cl sistema (I-5). Por
simplicidad, se supondra que ¢l material semi-infinito x > 0 ticne un arca transversal A constante. Por

consideraciones fisicas s(t) debe estar representada por una funcién creciente del tiempo t.

Sca t > 0 un instante de tiempo fijo y sca At un tiempo infinitamente pequciio ( destinado a
tender a cero); se considera cl sistema representado por cl intervalo material (s(t),s(t + At)). Dicho

sistema se encucntra en estado sdlido al instante t y en estado liquido al instante ¢t -+ At.

fase liquida fase solida
instante t : 1 I I — X
x=0 x=s(t) x=s(t + At)
fase liquida fase solida
instante t + At : I I I — X
x=0 x=s(t) x=s(t+ At)
sistema
Q@— —— 1 —gq
x=s(t) x=s(t+ At)

El sistema recibe en su parte izquierda x = s(t) una energia iguat a :
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(1 ag Adt=—k T2, Adt

y en cambio, en su parte derecha x=s(t+ At), el sistcma entrega una cnergia igual a :

(2) a Adt= _kl%(s(HAt),HAt)Adt.

La cnergia sobrante, igual a ( q; — q,) A dt, sc utiliza para transformar el sistema del cstado
sblido al estado liquido. La encrgia neccesaria para dicha transformacion csta dada en funcién del calor
latente de fusién de la siguiente mancra :

(3) p A st + At) —s(t)] A,

con lo cual, por conscrvacién de la encrgia, sc obtiene la igualdad

(4) ‘7 “(s(t + At),t + At) — k 8? (s(t),t) = p X [s(t + At) — s(t)] /At ,
que por pasaje d.l llmll.(. cuando At — 0, sc deduce la condicién de Stefan I—-(5vii).

IV.EL PROBLEMA DE STEFAN UNIDIMENSIONAL A
UNA FASE

IV.1. LA SOLUCION EXACTA DE LAME-CLAPEYRON
PARA EL PROBLEMA DE STEFAN UNIDIMENSIONAL A
UNA FASE

A) Lamé-Clapeyron estudiaron en [LaCl] el problema de la solidificacién por enfriamiento de un globo
liquido , cuya formulacién matematica estad dada por el problema de hallar la frontera x = 8(t) y la
temperatura T = T(x,t) de la fase sélida, definida por (I—1), de mancra quc se satisfagan las
condiciones ( I-2 i—v).

Si {T,s} cs la soluciéon de (I-2) entonces utilizando el principio del maximo, se tiene :
() Ty < T(x,t) < TrenD={(x,t)/0 < x < s(t),t > 0};
(i) a(t) >0, Vt > 0;
(iii) Ty(x,t) > 0, Ty(x,t) < 0, Ty(x,t) < 0enD.

Utilizando ¢l método de semejanza sc obtiene que la solucién del problema (I-2) ecsti dada

por:
(1) Tx,t) = Tg + - f(o (GEp » sM=2a¢vE (& =X
sicndo £ > 0 la dnica solucién de la ecuacién :
(2) Ex) =3 x>0,
donde : \/;
5 f(x) = % :‘J)' exp(—u?)du = erf(x) ,
2 c('r[ - o)
E(x) = xf(x)exp(x?) , Ste= —5 nimecro de Stefan .
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Basta proponer como solucién del problema (I-2) a la temperatura
(1) T(x,t) = A + Bf(x/2a/}) , s(t) = 2a¢v/t (€ > 0),
donde las tres constantes A, B, € deben determinarse usando las condiciones (I-2iii—v) las cuales
imponen las siguientes tres ecuaciones :

) A=T, , A+BIO=T; , XD ep(-e)=prac.

avr

Eliminando las constantes A y B en funcién de &, se tiene :

6) AE) =T  py= T To
(6) =1, , (f)-—'—f(—g)—,

donde £ cs la tnica solucién de la ecuacién (2), pucs la funcién E ticnc las propicdades siguientes :

(7) E(0)=0 , E(4+o)=+o,E(x) >0 ,Vx > 0.

OBSERVACION 1.— La solucién (1) del problema de Stefan unidimcnsional a una fase (I-2) ecs

conocida como solucién de Lamé-Clapeyron [LaCl].

OBSERVACION 2.— El cocficiente adimensional € , que caracteriza la frontera libre s(t), depende solo

del nimero de Stefan Ste.

OBSERVACION 3.— El simple modelo (I-2) puedec utilizarse para dar un cilculo aproximado de la
edad de la Ticrra (se suponc que 0 cs cl instante inicial del plancta y t la edad incognita) una vez
conocido :

i)  El valor R=s(t) de la corteza solida cn el instante t;

ii) Los coeficientes a, Ste (para cada valor de T,) de la fase solida, la cual sc suponc que cs una

sustancia isétropa y homogénca.

Con dichos datos, un valor aproximado de¢ la edad del plancta Tierra puede obtenerse mediante
la expresion :
R2
8 t=—=,
(8) —g
donde € es la unica solucién de la ecuacion (2).

EJERCICIO 1.— Suponiendo que R = 50 km (el radio de la Tierra cs de 6.400 km ) y que la sustancia
mas apropiada cs ¢l cuarzo halle una estimacion de la edad dc la Tierra para diferentes valores de T, .
Hagalo también para otras sustancias cuyos cocficientes térmicos scan ficilmente obtenibles en Tablas
y realice una comparacion de los resultados obtenidos. Mediante otros métodos se obticne que la edad

de la Tierra oscila entre 5 y 10 mil millones de aﬁ&.

Un ¢jemplo de solucion cxacta con datos no constantes csta dado por [KiSt]. Se puede verificar

que
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(9) o) = W), a)=MVErT (M > 0),

es solucién del problema ( I-9 bis ), donde

(10) W(z) = A, erfe(2/2) — A, , A, =(/7/2) Mexp(M3/4) , A, =,/xG(M/?),
(11) h(x)=W(x), s(0) =M (cn lugar de s(0)=1) , f(t) = W(0) = A,— A, = {/x E(M/2),
donde E esta definida por (3) y G esta dada por

(12) G(x) = x exp(x?) erfc(x) -

OBSERVACION 4.— Una gencralizacion de la solucién de Lamé-Clapeyron con una fuente singular
csta dada en [McTal.

IV.2. METODO DE INMOVILIZACION DEL DOMINIO

Uno de los métodos tedricos utilizados en el estudio del problema de Stefan es el llamado

método de la inmovilizacién del dominio, el cual mediante ¢l cambio de variable

(1) y =y

s(t)

transforma el intervalo (0,s(t)) en el (0,1). Se busca la temperatura como una funcién de la sola

variable y, es decir :
(2) T(x,t) = ¥(y). -

Teniendo presente que :

Tx(xv t) = "%I(_(%) ’ Txx(xv ") = %’i% ’

(3)
Tyx,t) = - Y5O ) (vty) = W),

sc tiene la cequivalencia siguiente : {T,8)} es solucion de (I-2) si y sdlo si {¢,8} es solucién del
problema (4) siguicnte :
() a? gu(y) +s(t) 8(t) y ¥u(t) = 0,
() ) WO =T, < T, i) w(1) ="y,
(V) $()=(A/0s), ) s0)=0.
Llamando con s, a la constante s(t) 8(t), a ser determinada, sc obtiene :

(5) 82(‘.)2280(’.:4‘8.2{2(’. , &=s,/(2a%.

Integrando la ccuacion (4i), y teniendo en cuenta la condicion (4iv), se deduce :
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(6) Wi(y) = (p A 5o [ k) exp(€?) exp(~ € y?)

que, con la condicion (4ii) sc transforma en :
(7) W) =To + (A /7 / €) € exp(€) [(£y) -

La condicién (4iii) da para el cocficiente desconocido € la ccuacién (IV.1.2), con lo cual ¢
viene dado por : T
8 =T, + f
(8) ¥(y) o f(f) (€y)

que coincide con la obtenida por ¢l método de semejanza pucs se tiecne £y = 2 X \/_
a

OBSERVACION 1.— Cuando las condiciones de contorno no son constantes, el método dc la
inmovilizacién del dominio es también aplicable con la tinica dificultad de que la ccuacion diferencial es
mas complicada, al no poderse determinar ¥ como funcién de la tnica variable y = x /s(t). En dicho

caso, s¢ buscara y como funcién de las variables y, t es decir ¥ = ¢(y,t).

IV.3. COMPORTAMIENTO DE LA SOLUCION DE
LAME-CLAPEYRON CON EL CALOR LATENTE DE
FUSION

A continuacién se veran algunas desigualdades que seran itiles en posteriores estudios.

Sean E, f y G las funciones definidas anteriormente, cntonces sc tienen los siguicntes resultados:
()  E(x) > [exp(x®) -1/, Vx > 0;
(ii) G@O0)=0, G(+o0) = 1/ /5

(1) (i) G(x) < 1/\/x, Vx > 0;

(iv) Gu(x) =4[G(x) — 1//x] + 2xGs(x) ;

(v) Gix) >0, Vx>0.

Por cjemplo, (i) y (iii) sc deducen de las siguientes desigualdades :

2) 1) = -2 | —u?)du Lx!cx —u?)dy = Lo exp(—x7) cxp(—xz),vx 0,
(2) f(x)= \/— g exp( ) > \/; £ x exp( ) x\/; >

9 9 oo cxp(—xz)
(3) f(x) T I cxp(_ 2)du < TT£ %cxp(_uz)du = _XT.‘-._— , VY x > 0.

Sca el caso particular del problema de Lamé-Clapeyron (I-2) con
Tf=0 ’ To=—-B <0,
cuya solucidn csta dada, para cada valor A > 0 de calor latente de fusién, por :
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(4) T(x,t,2) = — B[1 — f(x/2av/t) /E(£) ] , (b)) =2a¢, Vt,

donde ¢, cs la unica solucién de (IV—1-2) con

(5) Stc=%.

En [Sh] se estudia el comportamiento de la solucién (2) cuando A—07, obteniéndose que

§y—+oo con lo cual la frontera libre s(t,\) avanza muy rapidamente en la fase liquida. Esto cs
fisicamente aceptable pues la fase liquida se cncucntra a la temperatura de fusion Tf = 0 y el calor
latente A es pequeno, con lo cual la cnergia que se libera al solidificar un trozo dec material es
despreciable. Ademas, la temperatura T(x,t,A) decrece hacia ¢l limite T(x,t,0), dado por :

(6) T(x,t,0) = lim +T(x, t,A)=—B erfc(x/2a/1) ,

—0

que resulta ser la solucién del siguiente problema de conduccién de calor para la fase sélida :

“zuxx=“t, ’ x>0 ) t>‘0 (32=Fki)’
(7) u(0,t) = — B . t>0,
u(x,0) =0 . x>0.

Por otra partc, sc obticnen las siguicntes estimaciones :
(1) s(t,A) ~ 2a ‘/L log XI para cadat > 0, cuando A — 0%,

Mas aiin, sc tienc la doble estimacién (7) y (9) para el cocficiente £y;

(8) ()0 < T(x,t,A) = T(x,t,0) < 2, Vx > 0,Vt > 0.

DEMOSTRACION.— (i) Por definicién de £ y de la desigualdad (1i) se tiene
Be= 7 B(g) > exp (£7) -1,

de donde surge la acotacion : )
(9) ¢, < [log(1+Bo)p.

Adecmas, se licne

1
(10) Be= V7 B(&) < V7 llog(1 + B exnlty?) ,

obteniéndose de este modo una segunda acotacion para ¢ 3 » dada por :

(11) & > [logR5) — Jlog log(1 + 56)!/2.
(ii) Por definicion y usando (1) se obtienc que : fe(es)
x vl e o erfc(§y
(12) 0 < Br(—2a\/i) [f(f,\) 1] = T(x,t, A) — T(x,t,0) < B_—f(f,\)
B exp(— f,\z) _2A
=2,

S VEORE)

con lo cual se deduce la desigualdad (8).
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IV.4. METODO CUASI-ESTACIONARIO

Cuando el niimero de Stefan Ste = ¢(Tp — Ty)/ A es pequeiio (Ste << 1) la solucién £ de la
ccuacién (IV.1.2) puede calcularse usando las aproximaciones de primer orden siguientes :
(1) exp(x?) ~ 1 , f(x)~72_;x,0<x<<l,
con lo cual se obticne

_ste_<(Tg—To)
(2) =S =—y—-

Por otra parte, cste resultado puede ser obtenido usando una aproximacion fisica, metodologia
conocida como mélodo cuasi-estacionario [Stl, St2]. Este método supone que la temperatura de la fase
sdlida cs la que corresponderia al caso estacionario en cl intervalo (0,s(t)), cs decir una funcion afin de

la variable x. Bajo esta hiplesis, se tiene :

(3) T(x,t) =T +E‘[—_-Ex en [0,s(t)]
T o s(t) e

Por lo tanto, la condicion de Stefan se reduce a

(4) k (Tg—To) /s(t) =p A&(t),
que resulta ser una ecuacién diferencial ordinaria en s(t), de cuya integracion, sc obticne :
(5) s’(t)=2k(’1‘f—To)t/(p/\)=4agsztct,

obtcniéndose de este modo (2).

El flujo de calor total Q(t), para la solucion de Lamé-Clapeyron, por unidad de area
transversal y durante un tiempo t, en ¢l borde fijo x = 0, esta dado por :

t
(6) Q(t) = £ k Ty (0,7) dr = p A s(t) exp (€2) .

OBSERVACION 1.- ([Sol, So2]) Cuando el niimero de Stefan es pequeiio, éste da una indicacion de la
razén del calor scnsible al calor latente almacenado cn ¢l material durante ¢l proceso de cambio de fase.
Sec ticne la relacién siguicnte :

Q(t) = Qu(t) + Q)(1),
(7 Q,(t) = p A s(t) : Calor latente total almacenado al tiempo t ,

Qg(t) : Calor scnsible total almacenado por la variacién de la temperatura .

Por lo tanto utilizando (2), valido cuando Ste << 1, sc deduce :

Qult) _ QY. _§ _ oyp(e?) =1 ~ €2 ~ Ste
(8) OO NG B p(€) -1 ~ € ~ ZE.

OBSERVACION 2.— El método cuasi-estacionario, cs también valido en ¢l caso en que la temperatura
sobre ¢l borde fijo x = 0 sca una funcién del tiempo, es decir :

(9) T(0,t) =Ty(t) < T, t > 0.

EJERCICIO 1.— Verifique quc se ticnen las siguientes expresiones :
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Ty — To(t)

B TeH =To(t) + L=,
(10)

t 1
(i) s(t)=[(2k/pA) i‘). [Tg — To(m)]dr B, (i) Q(t)=p As(t).

OBSERVACION 3.— El flujo dc calor total Q(t), para la solucion cuasi-estacionaria (10), por unidad
de Area transversal y durante un tiempo t, en el borde fijo x = 0, no dependc del hecho si la
temperatura T, es constante o variable cn el ticmpo; mas aiin, la encrgia, por unidad de arca
transversal, necesaria para solidificar una region de amplitud s(t) cs simplemente la cnergia Q,(t)
debida sélo al calor latente. Esto esta cn contrastc con la solucidn exacta, la cual muestra que
Q(t)/s(t) = prexp(€2) cs igual a la cnergia por calor latente mas la energia que se necesita para
bajar la temperatura de la region solidificada. Con la solucién cuasi-cstacionaria (Ste << 1) , ésta

ultima cnergia no cs tenida en cuenta.

OBSERVACION 4.— En [ReTaCal, ReTaCa?2] se utiliza ¢l método cuasi-estacionario para resolver un

modelo de frontera libre que cstudia el crecimicnto de raices de cultivo.

IV.5. METODO DEL BALANCE INTEGRAL

Como uno de los mecanismos de conduccion del calor es la difusion, la excitacion en ¢l borde
fijo x = 0 (por ¢jemplo, una temperatura o un flujo de calor) no sc propaga inmediatamente a todo cl
material semi-infinito sino que su efecto se percibe en un intervalo acotado [0,4(t)] (para cada instante
de tiecmpo t > 0) fuera del cual la temperatura permancce igual a la temperatura inicial. El método
del balance integral calorico [Go] postula la existencia de la funcién § = 8(t) que mide la profundidad
dc la capa térmica. En los problemas con cambio de fasc se toma la capa térmica como la frontera

libre, es decir §(t) = s(t).

Para aplicar ¢l método del balance integral calorico para la resolucion del problema de Stefan a

una fase, dado por cl sistema de ecuaciones (ver solucion exacta de Lamé-Clapeyron con Ty= 0):

(i) pcTy—kTy, =0 , 0 < x < s(t) , t>0,
(ii) TOL) =Ty, > 0 , t>0,

1) (iii) T(s(t),t) =0 ; t>0,
(V) K Ty((th) = — p A5(1) . i,
(v) s(0)=0,

sc debe reemplazar la condicion de Stefan (liv) por la condicién siguiente :

(@) Ty (s(t),t) = — & Tyu(s(t)t), t > 0,

que explicita la nolincalidad del problema de cambio de fase y ademas se debe tener en cuenta la
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cquivalencia siguicnte :

d s(t) ‘ s(t)' ] s(t) . K s(t)
di (j)' T(x,t) dx = (j)' Ty (x,t) dx + T(s(t),t) 5(t) = (j)' Ty(x,t) dx = 5¢ (j)'

Tyx(x,t) dx =
Al A -
= 22 [ Tx(s(t),t) — Ty(0, )] = i [ 57 8(t) — Ty(0,0)] ,
cs decir

s(l)
3) S T ax=g [22 5(t) - Ty(0,0)] -

El método del balance integral calérico postula para la resolucion del problema (1) la

resolucion del problema aproximado siguiente :

1) (3) (cn lugar de (1i)) , (2) (en lugar de (1iv)), (1ii), (1iii) y (1v),
a Lravés, por c¢jemplo, del siguiente perfil de temperatura :
(8) T(x,t) = a(t) (s(t) — x) + B(t) (s(t) — x)?,0 < x < s(t),t > 0,

donde a = a(t), 8 = B(t) y s = s(t) son funciones a dcterminar.

La resolucién de (1) conduce a una ecuacién diferencial ordinaria para s(t), de cuya resolucion

se obticnen las siguicntes expresiones (EJERCICIO 1) :

A V1428t —1 _a(t) s(t) + T, c_«:T0
a(") =< 8('.) ’ ﬂ(t) - 82(‘.) o Ste = P ’

1+ 2Ste— /1 + 2Ste

5+ Ste + /1 + 2 Ste

(6)

s(t) =2a¢ WVt , E=V3 ,
que produce un error aproximado del 5% con respecto a la solucion exacta de Lamé-Clapeyron. para
difcrentes valores del parimetro Ste. Otros refinamicntos del presente método han sido propucstos, por

cjemplo, en [Be, Lunl, Lun2).

IV.6. ALGUNAS SOLUCIONES DADAS POR STEFAN

Se dijo anteriormente que Lamé y Clapeyron en 1831 hallaron la solucién exacta del problema
de solidificacién (I—-2) o de fusién (I-2 bis) en [LaCl] (problema de Stcfan a una fasc), y que
Neumann, en los alrededores de 1840 (?) [Br, We], hallo la solucion exacta del problema (I-5)
(problema de Stefan a dos fases). El propio J. Stefan publicé en los afios 1890 varias solucioncs
cxactas, a saber
(i) Solucién de Lamé-Clapeyron del problema (1-2) 6 (1-2 bis) [St1, St2, St3] ;

(ii) Solucién de Ncumann del problema (1-5) [St1] ;
(iii) Solucidn cuasi-cstacionaria del problema (1-2) 6 (1-2 bis) [St1, St2, St3 ] ;
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(iv) Problema inverso de Stefan a una fase con una frontera que tiene velocidad constante (8(t) = m)

[St2, St3].

La solucién de Lamé-Clapeyron (i) y de Necumann (ii) y sus propiedades son desarrolladas con

detalles en IV.1 y V.1 respectivamente, con lo cual aqui sélo se explicitaran los casos (iii) y (iv).

Caso (iii) La solucién cuasi-estacionaria del problema (I—2 bis) es aquella que sc obtiene de resolver el

siguicnte problema de frontera libre (se supone, sin pérdida de gencralidad, que Ty = 0 ; en caso

contrario sc realiza una traslacién de la cscala de temperatura) :

(i) Ty=0 , 0 < x < s(t) , t>0,
() TOL =T, >0 | | , t>0,

(1) (iii) T(s(t),t) =0 , t>0,
(iv) kT (s(t)t) = — p A3(L) , t>0,
(v) s(0)=0.

Se verifica que la solucién de (1) esta dada por (ver también IV.4) :
2k T
— X = J-_"0°
(2) T(x,t) =Ty (2 s(t)) y  8(t)= V p A .

Caso (iv) Se considera el siguicnte problema inverso de Stefan a una fase con una frontera que tiene
velocidad constante m > 0, cs decir : Hallar la temperatura T=T(x,t), y por ende T(0,t), de

manera que sc satisfagan las siguientes condiciones :

(i) aTyy=T, , 0 < x < s(t) , t>0,

(3) (ii)  T(s(t),t) =0 , t>0,
(iii)  k Ty(s(t),t) = p X 3(t) , t>0,
Gv) 8(t)=m > 0 , 8(0) =0 (s(t) =mt).

Se verifica que la solucién de (3) esta dada por
(4) Tx,t) =2 [1 - exp (F (mt - x)],
con lo cual se obticne lo siguicnte : Para que en el problema de solidificacién (I—2) la frontera libre
avance con vclocidad constante m es condicién necesaria y suficiente que la temperatura en ¢l borde fijo
x = 0 sca variable en ¢l tiempo de la forma :

(5) £(t) = T(0,) = — 2 [exp () — 1] < 0="T, , Vit > 0.

Para mayores detalles sobre ¢l problema inverso de Stefan ver [ Vi, Qu].

IV.7. UN MODELO DE ZONA PASTOSA A UNA
FASE CON SOLUCION EXACTA
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En [SWAL1], sc plantea un simple modelo de zona pastosa para el problema de¢ Lamé-
Clapeyron (Stefan) a una fase, cl cual admite una solucion explicita. El término de zona pastosa se
reficre a una zona donde la fase sdlida y la liquida coexisten, la cual proviene de la forma compleja en
que ¢l material liquido se solidifica. Esta zona puede ser muy larga o muy corla, dependicndo del

material y de las condiciones bajo las cuales se solidifica.

Se considera un material unidimensional semi-infinito x > 0 que sc encuentra inicialmente en
estado liquido a su temperatura de fusién T[" A partir del instante inicial, se impone una temperatura
T, < Tf , en el borde x = 0, con lo cual el proceso de solidificacion comicnza pudiendo scr
distinguicdas tres regiones distintas :

(i) La fase liquida, a temperatura T =T, sc cncuentra en la region x > r(t), t > 0;
(i) La fase sdlida, a temperatura T < Tp , se encuentra cn la region 0 < x < s(t), t > 0, donde
o(t) < r(L);
(iii) La region pastosa ocupa la region s(t) < x < r(t),t > 0, a la temperatura T=T;. Esta regién
cs isotérmica y se hacen dos hipdlesis sobre su estructura :

(a) El material en la zona pastosa contiene una fraccion fija €A (0 < € < 1) del calor latente de
fusién A por unidad de masa; '

(b) El ancho de la zona pastosa cs inversamente proporcional al gradiente de la temperatura co

x=s(t), lamando con 7 > 0 a dicha constante de proporcionalidad ([y] = temperatura).

Utilizando un método anilogo a la deduccion de la condicion de Stefan, de la condicion (a) se
obtienc :

(1) k Ty(s(t),t) = p Alea(t) + (1 — )i(t)] , t > 0

La condicién (b) se expresa de la siguiente manera :
(2) Ty®(V:t) () — s())) =7 , t > 0.

Por lo tanto, de acuerdo al modeclo antérior, ¢l problema consiste ¢n hallar las fronteras libres

8 =s(t), r =r(t) y la temperatura T = T(x,t) dc manera que satisfagan las condicioncs siguientes :
(3) (I-2i,ii,iii) , (1), (2) , s(0) =r(0) =0.

Las funciones T(x,t), s(t) y r(t), que satisfacen el problema (3) pueden cncontrarse a través
del método de semejanza como :

- (Tp— To) x _ _
(4) T(x,t) = T, + 0 crf(2aﬂ) , s(t)=2¢fat, rt)=2pa i,

dondec .
(5) p=€+ % erf(€) exp(€?) ,

y £ > 0 csla Gnica solucion de la ccuacién :
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(6) D(x)=\s—/t%_,x>0,

con =

- D(x) = x erf(x) exp(x?) + —2-—(-,-1‘f—_—7r3[cxp(x2) erf(x))? ,
Ste = C—G}I\_Lo) : niimero de Stefan.

OBSERVACION 1.— El clasico modelo de Lamé-Clapeyron para el problema de Stefan a una fase sc
obtienc haciendo :

(8) e=1, vy=0.

Si el niimero de Stefan es pequctio, entonces una solucién aproximada para &, g viene dada por:

1
®) €= rapmo gy =Tl » 4=+ 1T Tl

IV.8. CASO DE UN LIQUIDO SUPER-ENFRIADO

A continuacién se analizard ¢l caso de un liquido super-enfriado (liquido sobre-enfriado)
[CaJa]. Se supone que ¢l cucrpo semi-infinito x > 0 se encuentra inicialmente a una temperatura
uniforme T, , con T; < T; (temperatura de fusiéon), y que la solidificacién comienza a la temperatura
T¢ en el borde x = 0 y se mueve hacia la derecha. El problema consiste en hallar la frontera libre

x=8(t) y la temperatura T = T{(x, t), definida por :

T¢ si 0 <x<st),t>0,
(1) T(x,t) =
T(x,t) < Ty si x>s8t) ,t>0,
de mancra que se satisfagan las condiciones siguicntes :
“szx=Tt , x > s(t) , t>0,
T(x,0) = T} , x>0,
(2) T(s(t),t) =T} , t>0,
k Ty(s(t),t) = — p A (t) ) t>0,
8(0) =0,

k

donde los cocficicntes térmicos k, p, A, a? = pc son los correspondicntes a la fase liquida. Entonces se

tiene cl siguiente resultado : Si Ste = ¢ (T — T;) /A < 1, entonces la solucién esta dada por :

(3) T(x,t) =Ty + (T — T,) erfe(x/2ay/t) / erfe(€) , s(t) =2a € VL,

donde £ s la Gnica solucion de la ecuacién :

(4) G =3, x > 0.

Se



OBSERVACION 1.— (i) Se verifica que si la temperatura inicial de un liquido super-cnfriado es
uniforme ciguala —h con 0 < h < 1, entonces
(5) u(x,t) = — h + [h/erfc(o)] erfc(l — x/24/1),

es solucién del siguiente problema en variables adimensionalizadas [FaPr3)

1

Uyy = Uy ) 0 < x < s(t) , 0<t<T°=m,
u(x,0) = —h , 0 <x<1,

(6) u(s(t),t) =0 , 0<t<T,,
u, (s(t),t) = — &(L) ) 0<t<T,,
s(0)=1,

donde o cs la nica solucidn de la ecuacion

{7) G =- , x > 0.

N

(ii) Analice los valores u(0,t) y u, (0,t).

IV.9. EL PROBLEMA DE LA DIFUSION-CONSUMO
DE OXIGENO EN TEJIDOS VIVOS

El problema consiste ¢n lo siguiente [CrGu] : Primeramente sc deja difundir oxigeno en un
medio; parte del oxigeno ¢s absorbido por el medio siendo por lo tanto eliminado del proceso de
difusién. La concentracién de oxigeno en la superficic del medio ¢s mantenida constante. Esta primera
fase del problema continiia hasta alcanzar un estado estacionario cn cl cual el oxigeno no penctra mas
lcjos en el medio. La provision de oxigeno es entonces cortada y la superficie del medio es aislada de
manera quc no cntre ni salga mas oxigeno. El medio continila absorbiendo ¢l oxigeno disponible en su
interior y por consiguicnte la frontera libre, que establece la scparacién centre la zona de concentracién
positiva y nula de oxigeno y que marca cl anche de penetracién méaximo en ¢l caso cstacionario,
comicnza a retroceder hacia la frontera aislada. El problema mas importante ¢s cl de localizar el
movimiento de la frontera libre durante esta fase del proceso y determinar la distribucién de oxigene en
¢l medio como una funcion del tiempo.

El proceso de difusion con absorcion o consumo esta representado por la ecuacion :

(1) K-pff-m,
donde :
C(&,7) : es la concentracion de oxigeno libie a difundirse & la distancia
£ del borde externo del medio (€ = 0) al instante 7;
(2) D > 0: cocficiente de difusion;

m > 0 : razén de consumo de oxigeno por unidad de voldmen del medio.

El proceso de difusidn-consumo de oxigeno consta de dos partes @
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(i) La primera parte consistc cn hallar la solucién cstacionaria Co (&) y ¢l punto § = §, (a partir
del cual la concentracion y su gradiente son nulos) de manera que satisfagan cl siguicnte sistema :
DCtt—m=0 , 0 <€ <>
(3) Cool0) = Co ’
Cooléoo) = Cooléco) =0,
donde C, representa la concentracion de oxigeno entrante por la superficic exterior del medio € = 0.
La solucién de (3 ) estd dada por :

1
@ Cool®) = (€ — £oo)? + foo= Com2) .

(ii) La scgunda parte consiste en aislar ¢l borde £ = 0 y por lo tanto ¢l oxigeno ya existente en cl
medio, cn la region 0 < € < €., , continlia a ser consumido. El punto de concentracion cero que
inicialmente csta dado por € = £, retrocede hacia £ = 0 . Si representamos con S(7) la posicion de
dicho punto al instanle T entonces ¢l problema consisic en hallar C = C(§,7) y S = S(7) soluciones

del siguiente sistema :

C.,.—DCsE:—m , 0 < € < S(7) . r >0,
C(£,0) = Conl®) . 0 <E< b,

(5) C£(0,'r) =0 ) T >0,
C(5(r), ) '—:CE(S(T),T):O . r >0,
5(0) = {00 »

donde 7 = 0 es ¢l instanle cuando el borde § = 0 cs aislado.

Realizando el cambio de variables

(6) x:-é.—i—) , t=E:—);ir, u=2—Cl—oC, s(t):%:)),

el problema (5) se reduce a la forma adimensional siguicnte :
Uy — Uy =—1 . 0 < x < s(t) . t>0,
u(x,0) = 3(1 — x)? , 0<x<1,

(7) u,(0,t) =0 ) t>90,
u(s(t),t) = u,(s(t),t) =0 ) t >0,
s(0)=1.

Fn [LLCL] sc indica que el tratamiento exitoso de cincer por radioterapia estd determinado
principalmente por la posibilidad de aplicar una dosis de radiacion lo suficientemente grande como para
danar considerablemente las células cancerosas sin danar las células sanas circundantes, y mantcnerse
aun dentro del nivel de tolerancia a la radiacién de los tejidos. Se ha demostirado que la susceptibilidad
de las células canccrosas a la radiacion aumenta con concentraciones crecientes de oxigeno dentro del

tumnor; mas ain, existc una disminucién de 2 a 3 veces en la dosis de radiacidén que se precisarfa para
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obtencr ¢l grado de destruccion de las células oxigenadas con respecto de las células en ausencia total de

oxigeno.

V. EL PROBLEMA DE STEFAN UNIDIMENSIONAL A
DOS FASES

V.1. SOLUCION EXACTA DE NEUMANN PARA EL
PROBLEMA DE STEFAN UNIDIMENSIONAL A DOS
FASES

Se considera el problema de fusion de un material semi-infinito x > 0 que inicialmentc se
encuentra a temperatura inicial T, =- C < T¢ y que en el borde fijo x = 0 calentado a una

temperatura Ty =B > T,.

Sin pérdida de generalidad, se supone que T=0 (si no, se realiza una traslacién de la escala de
temperatura), Se suponc también que la densidad de masa p es comin a ambas fases. El problema
consiste cn hallar la frontera libre x=5(t) y la temperatura T=T(x,t), definida por (I-4), dc

mancra que se satisfagan las condiciones (I—5i—viii).

Si {T,, T3 8} es la solucién de (I-5) entonces se ticnen las siguientes propiedades (utilizar cl

principio del méximo) :

(i) -C<Tixt)<o0 , x > s(t) , t>0,
(1) (i) 0 < Ty(x,t) < B , 0 < x < s(t) , t>0,
(iii) '1‘2x(s(t.),t.) <90 R T,x(s(t),t) <0 , Vt > 0.

Utilizando el método de semcjanza, sc obticne ¢l resultado siguiente : La solucién del problerna

(1-5) csta dada por :

—n B X
Ty(x,t) =B crf(v/ag)crr(2a2\ﬂ) ) 0 < x < s(t) ) t>0,
— C X
(2) Tl(x’t) =-C +crfc(a/al)crrc(2al\/{) ’ x > S(t) ’ t >0,
k k
s(t.)=2a'\/£ (a.22=—p—g—2 , a.‘2=p—(1:1-),
sicndo ¢ la tnica solucién de la ecuacidn :
(3) F(x) =x, x>0,
dondc
Bk Ck
Fx)=—5%2 _pexy__Cki_oox
» (x) p:\a-z\/;r 2(a2) pXa \/;_Fl(dl)
4
. _ exp(—x?) ' _ exp(—=x?)
Fy(x) = erfe(x) ! Fa(x) = erf(x)
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Se propone como solucién del problema ( I-5) a :

Tl(xs ") =0y + ﬂl c'r(za‘x\/i) ’ s(t) = 20’\/'-' ’
1

Ta(x,t) = a; + B, crl'(§;:7z) ,

dondec las cinco constantes a;, B, a,, B3, ¢, dcben determinarse usando las condiciones (1-2iii—vii)
las cuales imponcn las siguicntes ecuaciones :
B=a, , O0=oy+h;efofay),
(6) ;%=°‘1+ﬂ1 ) l;’:"'l"'ﬂlc'f(a/al)-
lal Lexp(— o%/a,?) - 232 2exp(o?fal)=p Ao V.-
Eliminando las constantes a,, B,, ay, B, en funcion de o se tiene :

_ ~erf(a/ay) o) = ——=C
ay(e) =C crl'c(a/all) ’ Bi(o) = erfc(o/a,)’

(7)

ay(c) =D . By(o) = ;R_;'}}_ﬂg) .

donde o dcbe satisfacer la ccuacién (3), la cual tiene dnica solucién debido a las propicdades de la

funcioén F que se detallan en el ¢jercicio siguiente :

EJERCICIO 1.— Scan las siguicntes funciones :

(8) f(x) = erf(x) , 0(x) = l—ff(’;—()x-) = 72;1?,(,() ,  G(x) = H(x) — 2x .

Se ticnen las siguicntes propiedades :
() 1m(0) =2/ /7, O(4+00) =400 , H(x)>0 , Vx>0;
(i) G(0) =2/ /x,, G(+o0)=0;
(iii) Oo(x) = G(x) U(x) |, Gi(x) = Hi(x) — 2;
(ivyG(x) >0 , Vx > 0;
(V) Fy(x) > 0, Vx > 0;
(vi) Fp(01) = + . Fy(400) =0 , Fa(x) < 0 x> 0;
(vii) F(01) = + o0 , F(+o00) = — 00 Fiix) <0 , x>0.

OBSERVACION 1.— La solucién (2) al problema de Stefan unidimensional a dos fases (I-5) cs

conocida como solucign de Newmann [Br,We] (Hallar la solucién del problema (I-5) para cl caso
T # 0 ).
A continuacién se plantearin dos problemas que pucden resolverse con una metodologia

analoga a la de la solucién de Neumann [ Br,CaJa] :

(a) Una regién de hiclo semi-infinita x < 0 , a temperatura uniforme 'l‘g , €8 pucsta
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inmediatamente cn contacto con una region de agua semi-infinita x > 0, a temperatura uniforme T.

El punto de contacto toma rapidamente la temperatura de fusién Ty con '1‘g < Ty < T

Adecinids, cl borde extremo x = — 0o del hiclo es mantenido a Tg y el borde extremo x = 400

del agua a T, . Ialle las temnperaturas de ambas fases y la frontera libre que las separa.
(b) Sc supone que la region x < 0 cs inicialmente un cuerpo sdlido de constantes pg, ¢4, kq, ag a
la tempcratura uniforme 0 y que la regién x > 0 es inicialmente liquido de constantes p, ¢, ky, @, a
la temperatura uniforme T,,. Se supone que la temperatura del cambio de fase de la region x > 0 cs

Tecon 0 < Te< T, , y que las constanles caracteristicas de la respectiva fase solida son p, ¢, k;, a;.
f f v 1

Halle las temperaturas Ty , T, , Ty de las regiones x < 0, 0 < x < s(t), x > s(t)
respectivamente, donde x = 8(t) representa la posicion dc la frontera libre de separacion cntre las fases

sdlida y liquida, existentes en la region x > 0.

Se considera ¢l caso de un solido finito (0,x,) que inicialmente se encuentra a la temperatura -
C < Tf = 0y con ¢l extremo x = x,, , aislado termicamente. Entonces cabe realizarse la siguiente
pregunta [Sol] : Si en el borde x = 0, el s6lido cs calentado a una temperatura B > 0, cntonces
cuindo la solucién corrcspondicnte al sdlido semi-infinito (0,400) es aplicable al caso del sdlido finito

(0,x,) 7

La respucsta sera afirmativa si la temperatura de la fase sdlida en el extremo x = x, coincide
con la temperatura inicial; por lo tanto, para que se tenga T;(x4,t) ~ — C es necesario y suficiente

quc sea crfc(xo/2al\/l:) ~ 0, es decir
Xo

(9) crl'(2a \/E
1

Tenicndo presente que se tiene erf(x) ~ 1, V x > 2, se deduce que la respucsta sera

) ~ 1.

afirmativa cuando sc tenga que, xo/(2al\/l:) > 2, con lo cual, la aproximacién sera correcta para
ticmpos t que verifiquen :

(10)

2
Xo
— 2 .
16 a,

Se considera un material semi-infinito x > 0 que sc encucntra a temperatura inicial uniforme

T,=-C < Tg =0y que en el borde fijo x = 0 sc le entrega cnergia por unidad de drca transversal y
de tienpo a través de un flujo de calor q(t) < Oparat > 0.

(i) Si q(t) = - q < 0 (constante), entonces la fusién no comicnza instantineamente a partir del
instante inicial ¢t = 0, [;um la temperatura T(0,t) deberd pasar de T=—C < 0 a T =0 (= Tl') y

para cllo empleara un cicrto tiempo t;, > 0.

Para deducir cste hecho se considera el siguicntc problema de conduccién del calor para la fase

solida inicial :
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(i) aTy, =Ty s x>0 s t >0,
(11) (ii) T(x,0=-C<0 , x>0,
(i) kT,0,)=—q<0 , t>0.
La solucién de (11) esta dada por :

(12) T(x,l.)——C+———\/—t lctl'c(-—‘7-) , con T(0, L)_—C+—\/a t/x,

con lo cual, se ticne :

2 2
(13) T(0,t,) =0 o t,=Xk
4aq®
obteniéndose de este modo lo anunciado antcriormente.
(i) Siq(t) = - q5/ Vi (9o > 0), cntonces la fusion comicnza inmediatamente a partir del instante

inicial t = 0 si q, verifica una cierta desigualdad; en caso contrario, sc tiene solo un problema de
conduccién del calor en la fase sélida inicial. En cfecto, sc considera el problema (11bis) (es el
problema (11) reemplazando la condicién (11iii) por la (1liiibis) ) donde :

(11iiibis) KT, (0,t) = —1‘;; . t>0,

cuya solucién esta dada por :

(14) 'I‘(xt)——C+q°\/— 39——,;———‘/;,

crfc(ﬁ) , con T(0,t) =— C +

y que curiosamentc ticne la propiedad de poscer en ¢l borde fijo x = 0 una temperatura constante. Por

lo tanto, ¢l material sufrird instantdneamente un cambio de fase si y solo si

(15) T(0,t) > 0 & q > ;&

ax

dondc k, a son los respectivos cocficientes térmicos correspondicntes a la fase solida.

Por otra parte, si q; < kC/y/ax cl material permancce siempre cn su fase sdlida (no existe

cambio dc fasc) con una temperatura T(x,t) dada por (14).

Esta mectodologia fuc utilizada en [SWA2]; previamente, la desigualdad (15) fuc obtenida en
[Ta3] por otro método mas extenso pero que permite hallar la temperatura de las fases liquida y solida,
ademas de la frontera libre que las separa. En cfecto, sc considera el problema de hallar la frontera libre
x = 8(t), definida para t > 0, y la tempcratura T(x,t), definida por (I—4), de mancra que se
satisfagan las condiciones (I-5 bis) (la condicion (I-5iv) es reemplazada por (I-5iv bis); ademas se
supone que Tr =0y que T, =—-C < 0), donde :
(I-5iv bis) k' ‘2x(0, t) =—

NG

Sc obtienc el siguiente resultado [Ta3] :
(i) Si q, verifica 1a desigualdad

(16) qQ > Ck,/a /7

cntonces la solucion del problema (I-5 bis) esta dada por :

2,31



Ta(x,t) = A, + B, crf(2a:\/i) ) 0 < x < s(t) ) t >0,
(17) Tl(xv t) = Al + Bl crr(2alx\/i-.) ’ x 2 B(t) ’ t>0 ’
k k
s(t) = 2w\/£ (a22 = Fﬂz , a.lz = 'pTll) ,

donde (w/ar)
erf(w/a -C
Ay(w) = crfc(w/a.ll) ’ B,(w) = crfc(w/a,)’
(18)

Ay(w) = “'_zjq_:_v_/__; cefiw/ay) By(w) = - f’iﬂk?_ﬁ ,
2 2
y w > 0 e¢sla dnica solucion dec la ecuacion :
(19) Fo(x) =x . x>0
con
(20) Folx) = 38 exp(—x?/a;?) ~ —sl o F, (x/ay) -
"o a, A a, \/; 1 1

(ii) Siq, < Ck,/a, \/; , el problema (1-5 bis) represcnta sdlo un problema de conduccion del calor
para la fase sdlida, cuya temperatura cstd da:l/Jlor

(21) T(x,t) = Ty(x,t) = — C + ""a}‘l rfe(

231\/_)

OBSERVACION 2.- (16) cs cquivalente a F,(0F) > 0.

EJERCICIO 2.— Verifique que cl problema (I-5 bis) con q, = Ck; /a, \/; correcsponde al problema

(1-5) cuando ¢l calor latente de fusion A —+ oo.

Si q,, verifica la desigualdad (16), entonces los problemas (I-5) y (I-5 bis) son equivalentes.
Mas ain, para ¢l cocliciente o de la frontera libre s(t) = 204/t de la solucién de Neumann
correspondicnte al problema (I-5), se deduce la propicdad siguiente :
(22) erf(Z) < % ‘/%_%: .
DEMOSTRACION.— Como q,, verifica la desigualdad (16), cntonces la solucion del problema (I-5
bis) esta dada por (17). Sea B, la temperatura correspondiente en ¢l borde fijo x = 0, es decir :
(23) By = Ay(w) = 1‘—‘,;;-‘/—’-' erf(w/a,)
Como B, > 0, sc puede considerar ahora el problema (I-5) tomando B = B, cuya solucion viene
dada por (2), reemplazando B por B,,. Obstrvese que se tiene
(24) Ay (x) = ay(x) , B,(x) = B,(x) , Vx >0,

independicntemente de la relacion existente entre By y B.



' Por otra parle, s¢ oblicne que :
(25) o=WwW
B, mq v
afwfa) ~ K

Bok, o~ owy__Ck - wi_9 2/ 2 Ck, Wy _
p,\a.“/;rz(a-z) p/\al\/;rl(al)_l’/\cxp(w/&z) WFI(TI)—

En cfecto, como vale fy(x) = sc tiene que :

=Fy(w)=w ,
y de la unicidad de o en la ecuacidén (3), sc deduce cntonces la igualdad (25). Mas ain, se ticne
(26) Ag(x) = ay(x) ) By(x) = B(x) ’ Vx > 0,
con lo cual los dos problemas (I-5) y (I-5 bis) son equivalentes. Por otra parte, tenicndo sélo

presente el problema (1-5), esta equivalencia induce la desigualdad
k,B Ck,

1) o= o ral(ofa) ~ ay/x

que resulta ser (22).

OBSERVACION 3.— La dcsigualdad (22) cs independiente del calor latente de fusion A y tiene solo

senlido fisico en ¢l caso en que el Ltérmino de la derecha sca menor que uno.

OBSERVACION 4.— En [TaTu] se presentan relaciones entre los datos para la obtencion de un cambio

de fasc instintanco o la existencia de un tiempo de espera.

V.2. COMPORTAMIENTO DE LA SOLUCION DE
NEUMANN CON EL CALOR LATENTE DE FUSION

Existen cicrlos maleriales que cambian su cstado de agregacion con cambios relativamente
pequenios de su cnergia interna, lo que se traduce en que su calor latente de cambio de fase cs
despreciable. Este caso se da cn las dispersiones coloidales de materiales poliméricos en agua, conocidos
comunmente como lilex. Un caso particular interesante es aquel de los latex termosensibles, que han
sido hechos termosensibles (es decir, capaces de gelificarse por un aumento de temperatura ) por la
adicion de cierlos ingredicntes. La solucion de este proceso sc obticne haciendo A = 0 cn la solucion de

Ncumann para cl problema de Stefan a dos fases [Gu] (ver también [Sh]).

Mis ain, en [ChGu], sc da una expresidon para los cocficicnles Lérmicos del material, para la

cual se obliene que la solucién al caso A = 0 da la solucion al caso A > 0.

En [TaVi] sc realiza un analisis del comportamicnto de la solucién de Ncumann en funcién del
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parametro A y se estudia ¢l limite A — 01 .

V.3. CASO ESTACIONARIO DEL PROBLEMA DE
STEFAN A DOS FASES

Sc¢ considera ¢l caso estacionario del problema de Stefan a dos fases correspondiente a un

cuerpo unidimensional de longitud finita, el cual scra representado por el intervalo (0,x, ) con x4 >
0. Sec supone que la temperatura de cambio de fase es nula. Se analizaran dos casos diferentes :

CASQO 1.— La temperatura en ¢l borde x =0e¢s B > 0y en el borde x = x5, es —~C < 0. Con
cstas imposiciones ¢l problema es siempre a dos fases, con la fase liquida en la parte izquicrda y la fase
solida en la parte derecha, estando ambas fases separadas por la frontera libre x =8, con 0 < 8 <
Xq. La formulacién matematica de este problema, esta dada por : Hallar la frontera libre s € (0,x,)

y la temperatura T = T(x), definida por :

Ty(x) > 0 si 0 <x<s,
(1) T(x) = 0 si x=s,
T,(x) <0 si 8 <X < Xg,

de manera que se satisfagan las siguicntes condiciones :

() Tou(x)=0 , x € (0,) Tn(x) =0 , x € (8,%5)
(2) (ii)) T,(s) =Tys)=0 , k,Ty(8) = kTyn(s) ,

(iii) T,0)=B > 0 , Ti(xg)=—C < 0.

Si sc realiza el cambio de funcién incégnita [Du, Tal]
(3) u(x) = k, TT(x) - k, T™(x) , 0 < x < xp,

donde Tt y T representan respectivamente la parte positiva y negativa de la funcién T, entonces el

problema (2) sc reduce al signiente :

(1) ur=0, x € (0,x5) , con u(0)=k,B > 0, u(x))=-kC < 0.
Adcmas, T pucde reencontrarse a través de la relacion :
S ST B S
(5) T= I, u I, u” .

OBSERVACION 1.— La frontera libre x = s del problema (2) ha dcsaparccido en la nueva
formulacion (4). Mas ain, puede ser obtenida a través de la funcién u, pucs sc Liene la siguiente
cquivalencia :

(6) u(s) =0 & T@E)=o0.

EJERCICIO 1.— (i) Obtenga la solucion del problema (4) y por ende deducir que la solucién del
problema (2) esta dada por :
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(7) S:l-l-(‘.o ’ cozkl—c7
-{—}-(a——x) si 0 < x <s,
(8) T(x) =
x;Cs(x—s) si 8 < x < xq-

(ii) Verifique directamente que (7) y (8) es la solucion del problema original (2).

CASQO 2.— En ¢l borde x = 0 sc Licne una temperatura B > 0 y en el borde x=x,, se ticne un
flujo de calor saliente q > 0. Por lo tanto, él cuerpo picrde encrgia a través del borde x = x,, con lo
cual su temperatura scri inferior del valor B. Con estas imposiciones, en general, el problema no cs a
dos fases. Se vera que ¢l problema sera a dos fases si q verifica una cierta desigualdad. La formulacion
matematica de este problema cstd dada por : IMallar la frontera libre s € (0,x,) (8i existe) y la
terperatura T = T(x), definida por (1), de mancra que se satisfagan las siguicntes condicioncs
(2i,ii,iiibis), a quien sc lo llamara problema (2bis ), donde :

—k,Ty(xg) =q > 0 si T(xo) 2 0,
(2iiibis) -
—kTi(x)=q < 0 si T(xy) < 0.

Ultilizando ¢l principio del maximo para ecuacioncs clipticas se deduce que :

(9) Tx) < B , x € (0,xg) .

EJERCICIO 2.— (i) Si se rcaliza el cambio de funcién incdgnita (3), entonces el problema (2bis) sc
reduce al siguiente :

un(x) =0 , x € (0,xg),
(10)

u(0) =k,B >0 , —u(xy) =q > 0.

(ii) La solucién de (10) esta dada por :

(11) u(x) =-qx+k,B.
(iii) El Caso 2 es un problema a dos fascs si y sélo si

k, 3
(12) q>%—.

(iv) Mag ain, si la desigualdad (12) se verifica, entonces la solucién del problema (2 bis) esta dada

por :
, k,B3
(13) 8=—— ,



B(1-% i 0

IA
%
IA
w

(14) T(x) =
k,B

——El—(-’é—l) si 8 <x < Xxq-

(v) Siq < k;B/x, , cntonces cl Caso 2 es sdlo un problema estacionario de conduccion del calor para

la fase liquida, cuya temperatura viene dada por :

(15) T(x):B—Eq;x ) x € [0,x,] .

(vi) Verifique directamente que (13) y (14) es la solucion del problema original ( 2bis).
Sc pucde obtener la desigualdad (1) de una forma mas simple, planteando ¢l siguicnte
problema dec conduccién del calor estacionario (analizar la analogia con (10)) :
(10bis) Ti(x)=0 , x € (0,x,), conT(0)=B > 0, —k,Tix;) =q > 0,
y observando que se ticne :

(12) & T(x,) < 0.

Notese que este método permite la obtencién de la desigualdad (12) pero no da la expresion

cxplicita de las temperaturas correspondicntes a las fases liquida y sdlida respectivamente.

V.4. UN MODELO DE ZONA PASTOSA A DOS
FASES CON SOLUCION EXACTA

Se puede plantear un modclo de zona pastosa (“mushy zone”) para el problema de Stefan a dos
fascs (con densidades de masa iguales en ambas fases) para un material scmi-infinito (representado por
x > 0) en ¢l cual se hacen las siguientes suposiciones (se generaliza a dos fases ¢l modelo dado para cl
problema de Lamé-Clapeyron (Stefan) a una fase en [SWA1)]. Ver también [Tall] y IV.7) [Tal0] :

) La fase solida, a temperatura T="T;(x,t) < 0, se cncuentra en la region x > r(t),
t> 0;

H,;) La fase liquida, a temperatura T=T,(x,t) > 0, sc cocucntra cn la region
0 <x<st), t > 0

Il;) La region pastosa ocupa la region s(t) < x < r(t), t > 0 a la temperatura T =0
(de cambio de fasc) y se hacen dos hipétcsis sobre su estructura :

(i) El material cn la zona pastosa contienc una fraccién fija el (con 0 < € < 1 constante)
del calor latente de fusion A por unidad de masa;

(i) El ancho de la zona pastosa cs inversamente proporcional al gradicnte de la

temperatura en x = s~ (1), lamando con ¥ > 0 a dicha constante de proporcionalidad.

Si el material semi-infinito se encuentra inicialmente en estado sdlido a la temperatura inicial
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constante — C < 0, al cual se le impone una temperatura constante B > 0 en ¢l borde fijo x = 0 para
t > 0, cntonces se obticnen los siguicntes resultados :

(i) Una solucién cxacta para T (x,t), To(x,t), s(t) y r(t) cn funcion de la temperatura inicial y de
borde, de los parametros de la zona pastosa € y 7, y de los coeficientes térmicos del material.

(ii) Sc obticne una conclusion analoga a la dada en la parte (i) si se reemplaza en la hipotesis (H,4ii) el

gradicnte de temperatura en x = s~ (L) por el gradiente de temperatura en x = r+( t).

(A) Teniendo ¢n cuenta las hipdtesis (I;)—(1I3) sec puede plantear el problema (P1) que
consiste en hallar las fronteras libres x=s(t) y x=r(t), definidas para t > 0 con 5(0) =r(0) =0y la
temperatura T = T(x,), definida parax > 0 y t > 0 de la siguicnte mancra :

T,(x,t) > 0 si 0 < x < s(t),t >0,
(1) T(x,t) = 0 si s(t) < x < L), t > 0,
T,(x,t) < 0 si () < x,t >0,
de mancra que se satisfagan las siguicntes condiciones :
aszu =T2t , 0 < x < s(t),t >0,
a, Tl" :TIt , i(t) < x,t >0,
8(0) =r(0) =0,
) To(s(t), t) = T (r(t),t) =0, t >0,
ky Ty (1(0,1) — by Ty (s(0),8) = p A [(1-0) i) + € £(1),
ST, (0,0 () —s) =7t >0,
T,(x,0) = T(+o0,t) =-C< 0, x>0 t>0,
T,0,t)=B >0, t>0,

donde A > 0 es ¢l calor latente de fusién por unidad de masa, p > 0 ¢s la densidad de masa comun a

ambas fases y k; > 0,¢; > 0, oy = =a?= ﬁ"lc‘ > 0 son la conductividad térmica, cl calor especifico
y ¢l cocficiente de difusion respectivamente de la fase i ((i=1 : fase sdlida, i=2 : fasc liquida ). Siguicndo

la metodologia de hallar soluciones aul.oscmcja.ntes s¢ propone corno solucién de (Pl) a:

T (x,t) = A, + B, crf( \/._ ) Tu(x,t) = A, + B, crf( \/_ )

) =201, r)=20k,

que satisfacen las tres primeras condiciones de (2). Si sc imponen las 6 condiciones restantes se obtienc

)

quc los 5 coeficientes A1, 31, A2, B2, w vienen dados en funcién de o , de la siguicnte mancra :

w
- o =B 4, 20ME) L e
A2=B, B2= = = —C
crf( ) erfe ( a erfc (&= 3, )’
(4)

732\/7

w=w(o)=0 + —p— exp(5; o )crf(—) ,

y ¢l cocficiente o debe satisfacer la ecuacion :
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(5) Ki(x) =Ky(x), x > 6,

donde las funciones K; y K, estan definidas para x > 0 por :

2 B x k, C | w(x) _ cxp(—xz)
(©) =g ﬁ Faba)) = o P B = Ty
€7 ay exp(—x?)

Ko = A [x+—5 — (s 2 o) ] o) = =y

Teniendo en cuenta que las funciones K y K, satisfacen las siguientes propicdades :
K,(0F)=+c0, K,(+00) = —oc, K;/<0,¥x > 0,
Q)
K,(0h)=0, K,(+00):-+ 00, Ky>0,Vx > @,
sc deduce que la ccuacién (13) tiene una Gnica solucién o >0, y por ende sc obticne el siguicnte

resultado :

NOTA 1.— A continuacién se dara una lista no completa de diversos problemas de tipo Stefan, en los
cuales ¢l conocimiento explicito de la solucién exacta ha jugado un papel preponderante (mas

referencias sobre ¢l tema podrin encontrarse en [Ta2]) :
(i) Analogia al método de semejanza ¢ inmovilizacion del dominio [Ru];
(ii) Cambio de densidad en la transicion de fase (p; # py) [BaTa, Cala, ChGu, R];

(iii) Acoplamicnto de la temperatura y de la concentracion (Cristalizacion de una aleacion

binaria) [R,SWA2, TsBo, WSA];
(iv) Solidificacion de alcaciones [TiGe, TiKo, WeCr];
(v) Solidificacion y fusion de un cuerpo compucsto [Ep];
(vi) Presencia de multifases [R, SaTa, Wei, Wil, Wi2];

(vii) Proccsos de transferencia de calor y materia con cambio de fase en un medio poroso [Ch,

Lil, Li2, Li3, Mi1, Mi2, PrGi];
(viii) Absorcién de un gas por un sblide [Gal;
{ix) Oxidacion de zirconio {DeGal, DeGa2 (interaccion entre U0, y Zr)];

(x) Deterruinacion de cocficientes térmicos desconocidos [StTa, Tad, Ta5, Ta6, Tal0 (incluye
una region pastosa sdlido-liquido)] (se basa en tcoria matematica y aplicaciones desarrolladas cn

[ArLaTa, Cal, Ca2, Ca3, GaSaTa, Jol, Jo2, MaTa];

(xi) Con cocficientes variables [ChSu, Tal2, T'i].
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NOMENCLATURA

k : conductividad térmica , c: calor especifico ,

Ste : mumero de Stefan |, s: posicién del cambio de fase ,

t : tiempo , x : variable espacial ,

T : tanperatura , B: temperatura en ¢l borde fijo x =0,

qy : cocficiente que caracteriza el flujo de calor en el borde fijo x=0 ,
Q,: cocficiente que caracteriza la pendiente de la temperatura cn el borde fijo x=0

A : calor latente de fusién , p: densidad de masa ,

a=al= % : coeficiente de difusion, £ = % : cocficiente adimensional,

o : cocliciente que caracteriza la frontera libre s(t)=2a\/{ ,

Sub-indices : i=1: fasesdlida , i=2: fase liquida.
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