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I. Introduccidn.

Daremos aqui un breve resimen de algunas propiedades sobre el problema de
Stefan unidimensional a una fase correspondiente a un liquido superenfria-
do.

El problema cldsico de Stefan unidimensional a una fase (caso fusidn) con-
siste en hallar la temperatura 6 = 0 (y,t) y la frontera libre r = r(1),

soluciones del siguiente sistema:

(la) OT = af vy O<y<r(t), O0<1 < T

(Ib) o(r(r),1) =0, O<7t <71y

(le) kay(r(T),t) =«p L r'(1), 0<'r<10<

(14) ke (0,7) = ¥(1), 0< <1y

(le) o(y,0) = ¢(y), O<y<bd
(1f) r(0) = b
donde

“k : conductividad térmica, p : densidad de masa
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c : calor especifico , £: calor latente de fusifm
(2

o = — : difusividad térmica, ¢ : temperatura inicial
pc

: flujo de calor en el borde fijo y = 0.

’
<
o

Realizando el siguiente cambio de variables:

b4
X = ’ t =
b pcb
(3

z(x,t) '%G(Yﬁ) » s(t) ,E{ll

el problema (1) se transforma de la siguiente manera:

(4a) z . "% ‘0<x<s(t) , 0<t<T
(4b) z(s(t),t) = o’ , 0<t<T

(4c) zx(S(t).t) = -3(t) , O0<t<T
(4d) zx(O,t) = g(t) , O0<t<T

(4e) 2z(x,0) = h(x) , O<x<l1

(48) s8(0) =1

donde ;
g(t) =2 40 ,. hGO = £ oy
(5)
k
T = T, .
pebz 0
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Observacidén I: Las nuevas variables independientes x,t y las nuevas varia-
bles dependientes z(x,t) , s(t) son adimensionales.
Ademds, la condicién de flujo (1d) sobre el borde fijo y = 0 puede ser reem

plazado por una condicidn de temperatura, es decir:

(14 bis) 6(0,7) = '#O('r), 0<'r<‘:0

la cual se transforma en:

Z(0,t) = go(t), 0<t<T
(4d bis)

con gy(t) = 'E' ¥ (1) m

Diremos que el triple (T,s,z) es una solucién cldsica del problema de fron

tera libre (4) si y sdlo si:

(1) T>0.
(ii) s€c[0,T] , 3€¢(0,T), s(t)>0 en [0,T).

(iii) La funcion 2z = z(x,t) es continua y acotada en O0<x<s(t) ,
0<t<T; la funcidn zx(x,t) es acotada en dicho dominio, y conti-~
nua en el mismo salvo un eveantual nﬁmero finito de puntos sobre
la frontera parabdlica; las funcionmes zxx(x,t)‘ y zt(x,t) son

continuas en O0<x<sg(t), O0<t<T.

(iv) Se satisfacen las condiciones (4).

El problema de Stefan ordinario (h>0, g<0) ha sido muy ampliamente es-~

tudiado. M&s afin, la existencia de solucifn esta probada ¥ T con la pro-
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piedad §(t)>0). Una extensa bibliograffa sobre el tema puede encontrarse

en las recientes revisiones realizadas en (P2, T1].

De aqui en adelante analizaremos el problema de Stefan unidimensional a una
fase correspondiente a un lfquido superenfriado, es decir, consideraremos el

caso:

(6) h<O0, g>0
sobre el cual estudiaremos algunas de sus propiedades. Veremos que el pro-
blema difiere substancialmente del problema de Stefan ordinario. SG8lo demos

traremos las mds simples, envidndose al lector a los trabajos originales pa-

ra las restantes propiedades que se indicanm.

I1. Estudio de los diferentes casos.’

II.1. Caso _h< 0, g=0.

Aqui h(x) es una funcidn continua en [ 0,1] . A continuacidn daremos una

lista de algunas de las propiedades correspondientes al problema (4), (II-1),

a saber:

Propiedad 1. [ FP 1,2,3] Si h(l) =0 y h(x) es una funcién de HYlder-

-continua en x = 1 , es decir

(7 3H>0 / h(x)> -H(1l-x), x€]0,1]

entonces el problema (4), (II-1) posee una soluciém para T> 0 suficiente-
mente pequeiio. Ademfis, la unicidad y la dependencia continua respecto de

los datos son tambi&n analizadas.
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Propiedad 2. [ FP 1,2,3 - Sh 1,2] Si la solucidn del problema (4), (II-1)

existe, entonces ocurrird uno de los tres casos siguientes:

(A) El problema tiene solucién ¥ T>0.

(B) ST-TB>0/ lim s(t) = 0.

t->TB
(c) 3T = Tc>0/ Inf s(t)>0, lim 8S(t) = - 4
te(O,Tc) t+Tc

Antes de analizar la ocurrencia de estos casos en conexidn con el comporta -
miento del dato imicial h(x) , veremos algunas otras propiedades prelimina-
res como asi también hipdtesis complementarias para la existencia y unicidad
de solucién. La condicidn de compatibilidad h(l) = 0, utilizada en [Sh 1,2]
ha sido eliminada en los recientes trabajos [FP 4,6], en los cuales se per

mite a z ser discontinua en el punto (1,0)

Propiedad 3. [FP 4] sSi (T,s,z) es una solucidn del problema (4), (II-1)

entonces se tiene:

a) z(x,t)< 0 en D

(8)

s(t) = -zx(s(t),t)<0, 0<t<T,.

b) Si ademds, h'(x)> 0, entonces

€9) ZX(X,t)> 0 en DT .

c) Se tienen las siguientes ecuaciones integrales:

(10i)  s(t) = Q - ;3 2(x,t)ax, t € (0,1)
0
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s2(t)-1

(104ii) — = -Ml + f; z(0,1)dt - fg(t) xz(x,t)dx , t€(0,T)
3 (0)-1 t (v) .2
(10iii) 25722 = M, + 2 [ t8(0)dr - [0 (x°-2t)z(x,t)dx =
0
M.+ 20f z( s(t) 2
= -M, p 2 x,17)dx dt - fo x z(x,t)dx , t€(0,T)

t

donde

Q=1+ fé h(x)dx , M, = - fé x h(x)dx

1
(11)

D ={(x,t)/0<x<s(t), 0<t<T}, M

T = - fé xzh(x)dx.

2

Demostracidn. a) y b) son una consecuencia directa del principio del miximo.

c) Si consideramos la identidad de Green

(12) ffD (v Lu - u L*v)dx dt 'fan

(vu -uv)dt + uv dx
¢ ¢ x x

donde L(v) = Ve Ve representa el operador del calor y L¥*(v) = Vox + v

su adjunto, entonces las formulas (10i), (10ii), (10iii) se obtienen poniendo

en (12) u=2(x,t) y v=1, v=x, v= x2-2t respectivamente.

Propiedad 4. [ FP 4,6] (Teorema de no-existencia).

(i) Si h(x) = h< -1, entonces el problema (4),(I1,1) no tiene solucidn.
(ii) Si h(x)< -1 en (0,1), entonces el problema (4), (II-1) no tiene solu-

- -
cion.

(iii) Si para algin o< 0 es

(13) gL dE f; Q+h(y) dy< 0, ¥ x€ (l-0,1)
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entonces el problema (4), (II-1) no tiene solucidn.

Demostracidén (i) Del hecho que h(x) es una constante se tiene h(x) = h =

= -1 +Q «con Q<0. Aplicando el principio del miaximo en (4) se deduce 0=«
<s(t)y<l, t&€(0,T) y z(x,t)>-! +Q en DT . Por lo tanto, de (10i) se
obtiene s(t) <Q + (1 - Q)s(t), t€(0,T), es decir 0<Q(l - s(t)), lo cual re

sulta ser una contradiccidén. Para (ii), ver [ FP 4] y para (iii) ver [ FP 6.

Observacidén 1., El miembro de la izquierda en la desigualdad (13) representa

el dato inicial del problema de frontera libre (38), (59) correspondiente a

la difusidn-consumo de oxigeno en tejidos vivientes.

Propiedad 5. ( FP 6 } (Teorema de unicidad). Si

(14) d0>0/ h(x)s -1, hz=# -1 en (l-0,1)

entonces el problema (4) no puede tener dos soluciones distintas.

Propiedad 6. [ FP € ] (Teorema de existencia) i) Si

(15)  _lim h(x) > -l

X +1

entonces el problema (4), (II-1) posee una solucidn cldsica.

(ii) si

(16) 30>0 / h(x)>=1 en (1 -3, 1)

entonces el problema (4), (II-1) posee una solucidn clasica.
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Observacién 2. Por lo tanto, la existencia y unicidad de una solucién local

(en el tiempo) clisica del problema (4), (II-1) depende sdlo de los valores
de la funcidn continua h(x) en un entorno a la izquierda del punto x =1,

resultados que pueden resumirse de la siguiente manera:

(i) Si h(l)>-1, el problema (4), (II-1) tiene una {inica solucién local.

(ii) Si h(l) = -1 y h(x)>-1 en algin entorno (1 -o0,1) a la izquierda
del punto x = 1, el problema (4), (II-1) tiene una {inica solucién lo-

cal.

(iii) Si h(l) = -1 y h(x)<-1 en algln entorno (1 -~ o,1) a la izquierda

el punto x = 1, el problema (4), (II-1) no tiene solucidn.

(iv) Si h(l)<-1, el problema (4), (II-1) no tiene solucidns

A continuacidn veremos algunos resultados que nos permitir&n distinguir para

la solucidn del problema (4) los tres posibles casos (A), (B) y (C).

Propiedad 7. [FP 4 , P3, CRT 1] Sea (T,s,z) una solucidmn de (4), (II-1)

con s, = Inf s(t)>0. Si h wverifica (7) y si existen dos constantes zoe
te (0,T)

€(0,1) y de€ (O,ST) con dH <1 tales que z(s(t)=d,t)>z., ¥t€ (0,T), en-

0’

tonces
(17 $(t) » %103(1 - MBx(Hd,zj)), O<t<T.

Demostracidn. Seamn €>0, A = Mix(Hd,z )<l vy Q, = {(x,t) /s(t)-d <x <s(t),

0<t<T -€} . Sobre Q€ consideremos 1a funcidn w(x,t) = -A(l-e"ad)—1 .

(l_ea(x-s ( t) ) )

con a = afe) = Sup -8(t) . La fumcidén w(x,t) veri
t€ (0,T-¢)

fica las siguientes propiedades:
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.(i) vx(x,t), wn(x,t)>0 en sze .

(i) Ve~ vt>0 en ne.

(iii) w(s(t)-d,t) = -A<-z_<z(s(t)-d,t), t€(0,T-c)

0

(iv) w(s(t),t) = 0 = z(s(t),t), t€ (0,T=).

(v) w(x,0)<z(x,0), x€(1-4,1).

Las propiedades (i)-(iv) se verifican fécilmente. La propiedad (v) surge
de que w(1-d,0) = -A<-Hd vy Vox >0. Aplicando el principio del maximo se
tiene que w(x,t) <z(x,t) en Qe , de lo cual se deduce que -5(t) = zx(s(t),

t) <wx(s(t),t) = A’m(l-e-ad)“1 . Como el término de la derecha no depende de

ad, -1 -ad

t, se obtiene a< Aa(l-e ) , es decir l-e <€A, de donde se deduce

-3(t)<a<- lo dl_A) , VtG(O,T-e); Haciendo €+ 0 se tiene (17).

Corolario 1. Es condicidn necesaria para que ocurra el caso (c) que la curva
(isoterma) de nivel z = -1 se encuentre con la frontera libre s = s(t) en

el punto (s(Tc) ,Tc) .

Propiedad 8. <[ FP 4] si (T,s,z) es una solucibn de (4), (II-1) y la fun-

cidn h satisface
(18) la ecuaciéon h(x) = -1 tiene a lo sumo una rafz en [ 0,1}
entonces:

(19i) Si Q<0 entonces z(0,t) <-1,

(19ii) Si Q>0 entonces no hay puntos en DT donde z(x,t) =-1 o la

curva de nivel 2z = -1 est8 separada por una distancia positiva
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de la frontera libre x = s(t) para t€ (0,T] con s(t) >0,

Demostracidn. Consideremos primeramente el caso h(x) > -1 , lo cual implica

Q>0 (mi3s atin, Q>0 pof (18)). Por el principio del maximo se tiene
z(x,t) >-1 en D,r y por lo tanto (19ii) se satisface. En los otros casos
posibles, consideremos la curva de nivel 2z(x,t) = -1 que se origina en t =
= 0 , la cual es Gnica por (18). Si z(xX,f) = -1, entonces z(x,t) <-1 para
x<x y z(x,t)>-1 para x>R. Entonces, de (10i) se puede ver que: Si
Q=0 entonces 0 <®%<s(t); si Q<O0, entonces %>0; si Q>0, entonces k<

<sg(t).
Propiedad 9. Si U(x,t) es la funci&n definida por

Uy ®=Up» O<x<i, t>0
(20) u (0,t) =0, U(lt) =0, t>0

U(x,0) = h(x), O<x<l

entonces U verifica las propiedades siguientes:

(211) U(x,t) < z(x,t) <0 en DT .
(21ii) lim U(x,t) = 0, uniformemente en x€[ 0,1].
t 4o

Demostracidn. La condicidén (21i) surge del principio del maximo y (21ii)

del F1 .

Propiedad 10. Si (T,s,z) es una solucidn de (4), (II-1), entonces:
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(i) (A) = Q=>0, 1lim s(t) = Q.
t+ + =

(ii) (B) = Q=0

(iii) Q<0 = (0O).

Demostracidn. La condicidén (i) se obtiene teniendo en cuenta (21i,ii) y ha-

ciendo t+ +=» en (10i). Para obtener (ii) es suficiente hacer t— TB

La condicidén (iii) surge de (i,ii).

Propiedad 11. [ FP 4] Si (T,s,z) es una solucidn de (4), (II-1) vy si h ve

rifica las hipdtesis (7), (18) entonces se tienen las siguientes equivalen-

cias:

(22i) (B) =Q = 0.
(22ii) (A) =Q>0.

(22iii) (C) == Q< 0.

Demostracidn. Basta demostrar que con las hipdtesis adicionales (7) v (18)

se puede completar la Propiedad 10.

Si Q = 0 entonces por (19i) se tiene z(0,t) <-1. Debido a (10ii) y (211,
ii) el caso (A) se excluye. Ademids, (19ii) y la Propiedad 7 implican que
§ estd acotada y por lo tanto el caso (C) también debe excluirse, con lo
cual debe suceder necesariamente el caso (B).

Para probar (22ii) es suficiente excluir el caso (C), lo cual se cumple por

las Propiedades 7 y 8. La condicidn (22iii) se deduce inmediatamente por

(22i,1i1)e

A continuacidn veremos los resultados concernientes al comportamiento de la
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frontera libre x = s(t) cuando t* T en cada uno de los tres casos (22)

que pueden ocurrir en el problema (4), (II-1) segln la:

Propiedad 12. [FP 4] (a) Si (T,s,z) es una solucidn de (4), (II-1) que

satisface el caso (A), entonces:

(23) T=+ o, lim s(t) = Q>0.
t> 4+ @

(b) Si (TB,s,z) es una solucidn de (4), (II-1) que satisface el caso (B),

entonces:

(24) h 2 Min h(x) <-1
x€[0,1]
1/2-M,
(25) T. >
B &
T M
(26) Bs(vydt = % -2,
0 2

(¢) Si h verifica (18) y si (TB,s,z) es una solucidn de (4), (II-1) que

satisface el caso (B), entonces:

27) T, <

Nof—

(28) lim §(t) \/TB-t - - ®
t+TB-

(d) (i) Si h verifica (18) y Q<0, y si (Tc,s,z) es una solucibn de

(4) que satisface el easo (C), entonces:

(29) h<-1+Q, s_ = Inf s(t)> 2 °
¢ 1+
«[0,T ]
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(ii) Si h verifica (18) y Q<O0, entonces toda solucidn (Tc,s,z) que

satisfaga el caso (C) verifica:

(iii) Si h es una funcidn no-decreciente, entonces toda solucidn (Tc’

s,2z) que satisfaga el caso (C) verifica:

1-qQ 1Q

(31) M1 < 7 M2 < 3
(32) T <& - -~—S°Q)/<1 Qysged o m /2) /(1-Q)
N e TR 1~ @ -Q) .

Demostracidén. De (22ii), (11) vy la Propiedad (4i) surge (24). Usando el

hecho de que z(0,t)> h y pasando al limite t-*TB en (10ii), se obtiene

(25). Anidlogamente, teniendo en cuenta (19i), se deduce la condicidn (27).

La condicidn (26) se obtiene pasando al limite t>T, en (10iii) previa

. .. . P t
integracion por partes en el dltimo término [

o t8(r)dt. Por las dem3s con

diciones no demostradas aqui, ver [FP4].

Observacidn 3. Se puede notar que las constantes A y B no son necesaria

mente positivas, con lo cual es razonable conjeturar que otros casos de no-

-existencia puedan ocurrir en el problema (4). Ademds, se tiene B <A [FP4ja

A continuacidn veremos los resultados concernientes a la curvatura de la fron
tera libre x = s(t). Para ello, en [FJl, FP5] se realiza un andlisis de
las curvas de nivel de la funcidn

z (x,t)
(33) vix,t) = XX

zx(x,t)
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Sea

(34) hecX0,1]1, h<0, h(l) =0

y definamos

M= { x€E[0,1])/ h'(x) #0 !}

(35)

h"(x)
h'(x) ’

H(x) = Xx€EM ,

entonces se tienen las propiedades siguientes:

Propiedad 13. [FJ1, FP5] Si (T,s,z) es una solucidn de (4), (II-1) enton~-

ces (T,s,v) es una solucidn del problema siguiente:

vxx+2vvx-vt =0 , (x,t)EDT
v(s(t),t) = - s(t) , 0<t<T

(36) -
v (s(t),t) = 258 , 0<t<T

v(x,0) = H(x) , x€EM.

Ademds, la funcién v no tiene extremos relativos sobre la curva x = s(t)

para t€(0,T).

Propiedad 14. [FJ1] (i) Si h verifica (34) y las condiciones de compatibi
lidad

37 h*'(0) =0, h"(l) = (ln'(l))2



entonces z_ , 2 s 2 son continuas en D,_.
X XX t T

(ii) Si h verifica (34), (37) y las condiciones siguientes:
(38) h'>0, h">0 en (0,1}

entonces se tiene:
(39) z<0, 2z >0, z >0 en D

(iii) Si h  verifica (34), (37), (38) y la condicidn

(40) H es una funcion mondtona decreciente en (0,1)

v adem3s sucede el caso (A), entonces 1te [0,+°) tal que

s es estrictamente decreciente en fo,c]
(41)

-~

§ es estrictamente creciente en [t,+=).

Observacifén 4. En [FP5] se estudia el comportamiento de la funcidn v(x,t),

definida por (33), cerca de los puntos (xO,O) con xOCE 3M , los cuales

son llamados puntos singulares.

Propiedad 15. [FP5] Si h verifica (37) y la condicién siguiente:

(42) H>0 , H es una funcidn no-creciente en M

entonces se tienen los resultados siguientes:



(i) La frontera libre tiene a lo sumo un punto de inflexidn.
(ii) Si H(1)> h'(l), entonces sucede el caso (A) con s(t)>0, ¥ t> 0.

(iii) Si H(1) = h'(l), entonces sucede el caso (A) vy qty> 0 tal que §(t)<

<0 para t< ty (t0> 0) y §(t)>0 para t> ty

Ademds, si 3 H'(l) entonces t0> 0« H'(1) = 0.

(iv) Si H(1)<h'(l), entonces la frontera libre tiene un punto de inflexién

(como en el caso (iii)) «=Q> 0.

Observacidn 5. Otros casos en los cuales la hipdtesis (42) no se verifica son

analizados en [ FP5].

Observacidn 6. Propiedades de regularidad de la frontera libre son analizados

en [ F2, RFP1] y en la bibliografia de dichos trabajos. En [ VMl] se estu
did un problema de tiempo final Sptimo y se lo relaciond a un problema de Ste-
fan con agua superenfriada; dicho problema fue también estudiado en [ F3, J1]
a través de inecuaciones variacionales . Una revisidn sobre el problema (4),

(11-1), ha sido dada en|[ P1].

I1.2. Caso h=0 y g=20.

Aqui g(t) es una funcidn continua a trazos y acotada en todo intervalo fini-
to (0,t), t>0. A continuacion daremos una lista de algunas de las propieda

des correspondientes al problema (4), a saber:

Propiedad 16. [FP 1,2,3 - Sh 1,2] El problema (4), (II-2) tiene una {nica

solucién para un conveniente T >0. Ademds, uno de los tres casos (A), (B),

(C) , dados por la Propiedad 2, debe ocurrir.
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‘Propiedad 17. [CRT1] Si (T,s,z) es una solucién de (4), (II-2) entonces:

(a)

z(x,t) <0, _:x(x,t)> 0 en DT
(43)

$(t) = -z;(s(t),t)< 0, 0<t<T.
(b) Si se define
(44) G(t) = sSup glr)
1€ (0,t)

entonces

(45) z(x,t) » G(t) (x=1) en D, .

(c) Se tienen las siguientes ecuaciones integrales:

“6i) s(t) = 1 -5f g@)dr-s 3 Pa(x,t0ex, te (0,1,

2

(46ii) 2 ;-1 - I; 2(0,1)d T -IS“)x z(x,t)dx , t€(0,T)

3
(66iii) -‘-—%ﬂ =255 ti@ar + 25 rgran-

- f s(t)

o (xz-Zt):(x,t)dx = 'ZUD

z(x,x)dx dt -~ ;(t)xzz(x,t)dx,
t

t€(0,T).

Demostracifém. Las partes (a) y (b) son una consecuencia directa del prin-

cipio del méximo, y (c) de la identidad de Green (12).
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Propiedad 18. [CRTI] Sean T<T, 1ims(£)>0 y J g(t)dt<l. Sea
T

Max {x€[0,s(t)] /z(x,t) <-1}
(47) n(t) =

0 si z(x,t) >=1 con x€[0,s(t)}.

Entonces, se tiene:

(48) 1im n(t) <1im s(t)
t- T t> T

Propiedad 19. [FP4, P3, CRT1] Sea (T,s,z) wuna solucidn de (4), (II-2) con

Sp = Inf s(t) >0. Si existen dos constantes 206(0,1) y dG(O,sT) tales
t< (0,T)

que z(s(t)-d,t) >-z ¥t €(0,T) entonces:

0’

49)  &(0) Ag&%;aol . 0<t<T.

Demostracidn. Se realiza una prueba andloga a la de la Propiedad 7.

Respecto de los tres diferentes casos que pueden ocurrir en el problema (4),

(II-2), se tiene las siguientes:

Propiedad 20. [CRT1 ] Si (Tc,s,z) es una solucidn de (4), (II-2) vy sucede

el caso (c) en T = T¢c , entonces:

T

(50) foc g(t)de > 1.

T
Demostracidn. La condicidn foc g(t)dt =1 surge inmediatamente de las dos




'anteriores Propiedades 18 y 19. E1l signo igual en (50) no ocurre por uma apli

cacidén del principio del méximo fuerte.

Propiedad 21, [CRT1 1 (i) Si (TB,s,z) es una solucidn de (4), (II-2) y su-

cede el caso (B) en T = Tb , entonces:

B

(51) fo g(t)dt = 1 .,

(ii) Si existe To>-0 tal que:

T
(52) foog(t)dt-l , (<1 en (0,Tp)

entonces ocurre el caso (B) en T = To.

Demostracidn. (i) Sea G = Sup g(t) . Por (45) se tiene que |z(x,t)| <
tG(O,TB)
<G(l-x) en (O,I)X(O,TB), y pasando al 1limite ¢t+ T

en (46i) se obtiene

B
(51).
(ii) La Propiedad 20 nos asegura que el caso (C) no puede ocurrir hasta To.
Por (45), se tiene que z(x,t)>x-1, y haciendo t +To en (46i) se deduce
s(T,) 2
s(To)< ,[o 0 (l1-x)dx = s(To) - g.é!nl , es decir s(To) = 0, con lo cual su

cede el caso (B).

Propiedad 22. [CRT1] En el problema (4),(II-2) se tiene la siguiente equi-

valencia:

(53) (M) += s¢ g(rydr <1, ¥ t>0.
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Demostracidén. ¢ ) Surge como corolario de las anteriores Propiedades (20) y

(21).

= ) Supongamos que existe T > 0 tal que

0

T,
(54) foog(t)dt =1, s('ro)> o, é(-ro)> -,

Entonces, hay dos posibilidades:

(a) g(t) =0, ¥ c>'r0

(b) g(t)>o0, t>'1‘0 Yy g no es identicamente nula.

De la condicidn (46i), se tienme:

s(T
0

: )
(53 s(Ty) + ;.0 z(x,Ty)dx = 0.

En el caso (a), se puede utilizar la Propiedad 11 y debido a la condici8n (55)
se deduce que ocurrir8 el caso (B) en un tiempo TB>~T0 » lo cual es una con
tradiccidn.

En el caso (b), se define la funcidn

s(t)

(56) u(x,t) = f_

a 1849 11 + 2(y,014y

y se puede construir una sucesidn decreciente bn con bn:>s(To), lim b =
Nn- o
= s(To) » ¥ un triple (Tn’sn’zn) solucidn del problema (4), (II-1) corres-

pondiente a los datos siguientes (el origen del tiempo se lleva a T, = 0):

0

sn(TO) = bﬁ ’ gn =0,
(57 z(x;To) si 0< x< s(To)
hn(x) -

90 0 si s('l‘o) < x< bn



Entonces se puede aplicar el Lema de comparacidén (Propiedad 24) y [FPl] para
pasar al lfmite n»> += 7y obtener que s(t)< s(t) en todo tiempo t para
el cual s(t) existe. Ademfs, se demuestra que s(t) es la frontera libre
de un dado problema (4), (II-1) al cual le ocurre el caso (B), siendo esto

una contradiccidn.

Propiedad 23. Si (T,s,z) es una solucidon del problema (4), entonces el tri

ple (T,s,u), con u definido por (56), es una solucion del siguiente proble

ma:
U = Y ™ 1, 0<x<s(t), 0<t<T
u(s(t),t) =0, O0<t<T
ux(s(t),t) =0, 0<t<T
(58)
ux(O,t) = f(t) , O0<t<T
u(x,0) = F(x) , 0<x«<l
s(0) =1
donde
f(e) = -1 + f;‘g('t)dr, 0<t<T
(59)

F(x) = fi dE fgl [1+h(y)ldy , 0<x<l.

Reciprocamente, si (T,s,u) es una solucidn de (58), entonces (T,s,z), con

z=u ,.es una solucién de (4) con g(t) = £'(t) y h(x) = F'"(x) - 1.
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Observacidn 7. (58) es una problema de frontera libre que ccrresponde al de

la difusidn-consumo de oxigeno en tejidos vivientes [CGl] en el cual u re
presenta la concentracidén de oxigeno y el término de fuente en la ecuacidn di

ferencial tiene en cuenta el consumo de oxigeno en el tejidos

Para el problema (58) vale el siguiente resultado de comparacidn:

Propiedad 24. [CRT1] Sean (Ti’si’zi) , 1 =1,2, dos soluciones del proble
ma (4) con datos si(O) = bi . zi(x,O) = hi(x), zix(O,t) = gi(t), donde gi
verifican la hipOtesis general del presente parrafo II-2 y hi son funcio-

nes continuas que satisfacen apropiadas condiciones para la existencia local

de svlucidn [FP6]. Si los datos verifican:

1 by os gz(t)< gl(t), t>0
(60)

hl(x)< hz(x) , O0<x<b , th[l +h2(y)]dy>0 , O<x<b

A Ot +haty]dy >©

2

2

entonces se tiene:

. *
sl(t)< sz(t) , O<tc< Mln(Tl’TZ)

(61)
‘ - *
ul(x,t)<u2(x,t) R O<x<sl(t), 0< t<M1n(Tf,'1’2)
donde -
* . . T t - s
(62) T, = Min (T, , Sup i E/fj g,(1)dr <‘}, t< TD.

2

Observacidén 8. Podemos notar que la Propiedad (24) nos asegura solo un com-
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portamiento monStono de las soluciones u. , en cambio no nos asegura nada so
bre la dependencia monétona de las funciones z, . Tal diferencia de comporta
miento estd relacionada al hecho que las funciones u;, , ymo z, , aparecen

en el modelo fisico [CFl , FP4 ke

En el caso en que la funcidon g» 0 sea monétona no-decreciente y no identica-
mente nula, el caso (A) nunca puede ocurrir debido a (53), pero se puede dar
un criterio para encontrar una cota superior para el tiempo midximo de existen

cia de solucidn, segiin:

Propiedad 25. [CRT1] Si g es una funcidén no nula, mondtona no-decreciente

y (T,s,z) 1la correspondiente solucidén de (4), (I1I-2), entonces todo t<T

satisface:
t 2
(63) 2 g(t) IO g(dr <1 + g (t).

Demostracion. Como g es no-decreciente se tiene z(x,t)> g(t)(x-1). Enton

ces, usando (46i) se obtiene:
(64) 3§£l sz(t) + (1 - g(t))s(r) + Ig g(t)dt - 1< 0, ¥ t<T
siendo por lo tanto, (63) la condicidn para que (64) tenga solucién real s(t),

A continuacidn daremos algunos resultados concernientes a un caso particular

en el cual el flujo en x = 0 es constante en el tiempo, es decir:

(65) hz 0 , g(t) = k>0 (k = cte).
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Como una consecuencia inmediata de las Propiedades vistas anteriormente, se

tiene:

Propiedad 26.

[ CRT1, P3] (i)

El problema (4), (65)

bal, es decir que el caso (A) no ocurre nunca.

(ii)
(iii)

(iv)

(v)

La
Si
Si
DT.
Si

(65)

(66)

solucidn
k<1 entonces suc
(T,s,z) es solucidn
T . (k)
max
existe para un dado
1 1
Ta(k)<-+_a
max 2 2k2
Propiedad 27. [CRT1} Si (T,s

del problema (4), (65) siempre existe para

T

ede el caso (B) B

en

de (4), (65) entonces

k, entonces se tiene la

,z) es una solucidn de (

tienen las desigualdades siguientes:

34

(67)

(68)

(69)

(70)

z(x,t) > Ul(x,t)

z(x,t) > U2(x,t)

z(x,t)> U3(x,t)

z(0,t) » -k Min

-Zkvcg si

N

1 - _§5 e
IT

no tiene solucidn glo-

t< 1l/k.
1/k.

-k(l-x)< z(x,t)< 0 en

es el mayor tiempo para el cual la solucidn del problema (4),

siguiente estimacidn:

4), (65) entonces se

2 /4(t=1)
- k_ f; E——T_—'—' dr
MGY Vrf—r
B
It
2 nx 4
-k | 1-x- T cos ) e
-k | 1-x- & 2:’;0 1 >
L II (2n+1)
t 8 4
=, 1-—=e ) =
)i HZ
0;t<t0
It

2 2
=(2n+l) Tt
cos (2n+1)I x e—4—_]

2

~
~

(t0 0.213033)



Demostracidn. Las desigualdades (67) - (69) se obtienen aplicando el princi

pio del mdximo siendo las funciones Ui(x,t) (i =1,2,3) definidas como so-

lucidn del siguiente problema:

Ul =UI , x>0, t>0
XX t
(71)
Ul (0,t) =k, Ukx,0) =0
X
U2 = U2 , O<x<l, t>0
XX t

(72) UZX(O,t) =k , Uz(l,t) =0

- 2 ix
U2(x,0) = =-k(l - x 7 €os 3 )< 0.

U =U , O0<x<1, t>0

(73) (c31, p. 102])

U3 (0,t) = k , U3(l,t) = 0, U3(x,0) = 0,

La desigualdad (70) se obtiene de (67) y (69) para x = 0.

Propiedad 28. Si en el problema (4), (65) sucede el caso (B), entonces:

(74) k <kl < 2.221297

Demostracibn. Si sucede el caso (B), que necesariamente ocurririd al instan-

te T_ = % , de (4611) se obtiene

(75 %= - fé/k 2(0,t)dt.



Usando en (75) la desigualdad (70), se obtiene para k una inecuacidn, de la

cual se tiene (74).

Observacidn 9. De la Propiedad 28 se deduce que si k> k1 entonces se obtie

ne el caso (C). Adem3s, una mejor estimacidn de la cota de k para obtener

el caso (C) puede ser obtenida mejorando la desigualdad para z(0,t) [CRTL].

En [P3] se obtuvo una primera estimacidn utilizando en (75) la desigualdad

z(0,t) > -Zk\/§_ . La propiedad hallada es que el caso (C) debe ocurrir si
ke 223 2.263537.

Propiedad 29. Si k<« k2 entonces el caso (B) debe ocurrir, siendo k2 la

{inica solucidn de I(k) = 1, donde:

l_[2

- 8(1+ 1)
(76) 1) =k |1 - & 3 P2
2

Una estimacidn para k, estd dada por:

2

7 k2 >1.091465.

Demostracidn. Utilizando el hecho que z(x,t)> z(0,t), si se tiene 2z(0,t)>

> -1, ¥ t€ (O’Tmix(k))’ entonces el caso (B) debe ocurrir. De (66) y (70),

se deduce que

(78) z(0,t) > -I(k).

Como I(0) =0, I(+») = += y 1'(k)> 0, entonces se tendrd z(0,t)> -1,

¥ k< k2 con I(kz) = 1.

96



Observacidn 10. Algunas otras propiedades sobre el caso particular (65) pqg'

den verse en [CRT1l, P3].

Observacidn 11. Para finalizar enunciaremos algunos problemas abiertos que

se encuentran en esta linea de trabajo, a saber:
T

0 g(t)dt=1 en el problema (4), (II-2).

(i) Sea T0> 0 de manera que J
Cudl serd la condicidn necesaria y suficiente sobre el dato g , si es

que existe, para que suceda el caso (B) &6(C).

(ii) Qué sucede en el problema (4), (65) para los valores de kéE(kz,kl)

Sera k = 2 el valor que separe los casos (B) y (C)?

(iii) En el caso (C), la frontera libre x = s(t) seri codncava (g(t)< 0,
¥ t< Tc) ? En el caso (B), la frontera libre tendra un punto de in

flexioén?

(iv) Los resultados dados en este trabajo podran ser generalizados para el

problema general (4) ?

(v) Las propiedades vistas en este trabajo podrdn ser extendidas a otras
.. - s(t)
condiciones de contorno, como ser z(0,t) = f(t) 0O IO z(x,t)dx =

= E(t) [CVDH1] ?

(vi) Las propiedades vistas en este trabajo podradn ser generalizadas al pro

blema de Stefan a dos fases ?

(vii) Para la inecuacidn variacional correspondiente al problema (4), (II-
-1) serdn validas las equivalencias (22) obtenidas para la solucidn

clasica ? Idem para el problema (4), (II-2).
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