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RESUME.

On étudie quelques problémes a frontiére libre du type elliptique (cas stationnaire du probléme de
Stefan a deux phases, probléme de l'obstacle) et du type parabolique (probléme de Stefan & une phase,
probléme de Stefan a deux phases, reaction non-catalitique gaz-solide, équation de la chaleur et des

milieux poreux avec absorption). On donne des résultats theoriques, numeriques et des applications.

ABSTRACT .

We study some elliptic (steady-state two-phase Stefan problem, obstacle problem) and parabolic (one-
phase Stefan problem, two-phase Stefan problem, noncatalytic gas-solid reactions, the heat and porous
medium equation with absorption) free boundary problems. We give some theoretical and numerical

results and possible applications.



3
NOMEN TURE

On ne cite que les variables physiques principaux:

k conductivite thermique , c : chaleur specifique ,

h chaleur latente de fusion , 8 : position du changement de phase ,
q : flux de chaleur , P : densite de masse ,

t temps , x : variable d’espace ,

g température , b : temperature au bord ,

qo : coefficient qui caractérise le flux de chaleur au bord x=0 ,

Qo : coefficient qui caractérise la pente de la température au bord x=0 ,

o : coefficient qui caractérise la frontiére mobile ou libre s(t)=20+t ,

a =a’= pic' : coefficient de diffusion, Q domaine borné de R" ,
{ = % coefficient adimensionnel, Ste numeéro de Stefan ,

v o obstacle .

Sous-indices : i=1: phase solide ; i=2: phase liquide .

Note : Les notations qui ne changent pas peuvent se trouver dans des différents chapitres. On va

utiliser la notation (N - n) pour faire réféerence a la formule (n) du chapitre N.
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1i.1.

BIBLIOGRAPHIE
SUR DES PROBLEMES A
FRONTIERE LIBRE
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CHAPITRE 1 : ANALYSE BIBLIOGRAFIQUE SUR DES PROBLEMES A
FRONTIERE MOBILE ET LIBRE POUR L'EQUATION DE LA CHALEUR. LE
PROBLEME DE STEFAN [4, 14, A5].

Dans [4] (année 1981) on a présenté une premiére bibliographie sur des probléemes a frontiere
mobile et libre pour l’équation de la chaleur et de la diffusion avec 773 références, dont 664 sont
classées en trois catégories principaux (théoriques, numeériques et expérimentaux). En plus, chaque

catégorie contiennent plusieurs sections d’accord au plan suivant:

I. Problémes a frontiére mobile pour ’équation de la chaleur.

I.1. Le cas unidimensionnel.

I.2. Le cas multidimensionnel.

L.3. Applications physiques.

I.4. Application aux problémes a frontiére libre.

II. Problémes a frontiére libre pour 1'équation de la chaleur.

II.1. Problémes a frontiére libre du type Stefan.

II.1.1. Le cas unidimensionnel.

I1.1.1.1. Le probléeme a une phase (Méthodes théoriques, numeériques et applications).
II.1.1.2. Le probléeme a deux phases (Méthodes théoriques, numériques et applications).
IL.1.2. Le cas multidimensionnel

1I.1.2.1. Le probléeme a une phase (Méthodes théoriques, numeériques et applications).
11.1.2.2. Le probleme a deux phases (Méthodes théoriques, numériques et applications).
I1.1.3. Autres genéralités.

11.1.3.1. Problémes a frontiére libre avec 1'état gazeuse.

I1.1.3.2. Travaux expéerimentaux.

I1.1.3.3. L'interphase solide-liquide.
I1.1.3.4. Autres applications.

11.2. Problémes a frontiére libre non du type Stefan.

I1.2.1. Diffusion-consommation de 1’oxygéne dans les tissus vivants.
11.2.2. Flux de deux fluides immiscibles dans un milieu poreux.

11.2.3. Mouvement d’un fluide compressible a travers un milieu poreux.
11.2.4. L'impact d'une barre viscoplastique sur un obstacle rigide.
I1.2.5. Reactions chimiques entre deux substances.

11.2.6. Autres problémes a frontiére libre pour 1’équation de la chaleur.

I1.2.6.1. Du type implicite.
11.2.6.2. Du type explicite.
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Dans [A5] (année 1988) on a présenté une bibliographie d’une longue collection de travaux sur
des problémes a frontiére mobile et libre pour 1’équation de la chaleur-diffusion et en particulier sur le
probléme de Stefan. Elle contienne 2528 reférences qui ont apparus sur 263 revues scientifiques, 66
livres, 29 colloques (qui ont chacunes au moins 3 travaux sur le sujet), 24 collections et 24 rapport

techniques différents.

On a fait des différentes classifications selon la periode, type ou espece, langues, revues
scientifiques (de mathématiques et de physique-génie), collections, rapports techniques et éditeurs (des

livres et colloques) des publications.

Les 2528 réferences on été classifiées par:

1) Livres exclusivement sur le sujet (avec 8 références).

2) Théses sur le sujet (avec 17 réferences).

3) Livres qui ont des chapitres ou sections sur le sujet (avec 60 références).

4) Compilateurs des colloques exclusivement sur le sujet (avee 11 réeférences).

5) Articles publiés dans des colloques exclusivement sur le sujet (avec 192 reféerences).

6) Compilateurs des colloques (non exclusivement sur le sujet) qui ont au moins trois articles sur le
sujet (avec 18 références).

7) Articles publiés dans des colloques non exclusivement sur le sujet mais qui ont au moins trois
articles sur le sujet (avec 108 références).

8) Articles sur le sujet publiés dans des colloques qui n'ont pas été considérés avant (avec 170
références).

9) Articles sur le sujet publiés dans des revues scientifiques ou plusieurs collections (avec 1821
références).

10) Articles sur le sujet & apparaitre dans des revues scientifiques (avec 12 références).

11) Rapports techniques sur le sujet (avec 111 références).
On peut citer les livres et travaux de revision sur le sujet suivants:

(i)Livres: [BaCa, Ca, CaJa, Crl, Cr2, Di, ElOc, Fa, Frl, Fr2, KiSt, LSU, Lil, Li2, Lu, Me, Ro,
Ru, Tay, We].

(ii)Colloques: [ACH, BDF, FaPr5, HoSp, Ma2, NiPa, OcHo, WSB]|.

(iii)Travaux de revision: [Ar, Ba, Br, Da, Dan, Du, Fre, HoNi, Mal, Ma3, Prl, Sa).
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11.2.

PROBLEMES A FRONTIERE LIBRE
DU TYPE ELLIPTIQUE
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111.2.1.

SUR LE CAS STATIONNAIRE
DU PROBLEME DE STEFAN
A DEUX PHASES
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CHAPITRE 2: UNE CONDITION SUFFISANT POUR LE FLUX DE CHALEUR
POUR OBTENIR UNE SOLUTION DE SIGNE NON-CONSTANTE POUR UN
PROBLEME ELLIPTIQUE MIXTE [1,13,19,24,27,31,A3].

On étudie le champ de température stationnaire § =6(x) définie pour x € Q (ouvert, connexe
et borné de R" avec frontiere I' = dQ = I'; U I', assez reguli¢re avec | T'; | > O et | T3 | > 0). On va
considérer que la temperature du changement de phase du systéme Q2 est représentée par §=0 (zéro
degré centigrade) qui est physiquement le cas eau-glace (cette hypothése n'est pas une restriction a

I’étude du probléme). On considére une température b sur I'; et un flux de chaleur q sur T',.
1 2

L'ensemble Q peut s'écrire comme
(1) Q=Q uUQ,uUL.

ou

le{xeﬂ / 0(x)<0},
() Qg={x€Q/0(x)>0},

L :{xGQ / o(x)=o},

sont respectivement la phase solide, la phase liquide et la frontiére libre qui les sépare.

La tempeérature ¢ peut s’exprimer dans 2 par

01(x)<01 er1 ’
(3) 0(X)= o, xeL,

b,(x) >0, x€Q, ,

et satisfait les conditions suivantes:
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A6, =0 in @ (i=12) ,

1

06,

a0
01=02=0, kla—I::sz sur L y
02|r1=ba
(4) 2

2 — .
_k26_n|P2_q sl 0|F2>0,

06, 3 .
'_kl Elrz—q 8l 0|I\2<0 3

ol k; > 0 est la conductivite calorique dans Q. (i=1,2). Si Von introduit le changement de fonction

inconnue

%) u=k20+—k10— (0=klu+——klu—) dans Q
2 1

on obtient un probléme elliptique avec conditions mixtes au bord

Au=10 dans Q,

(6) u l I‘l =B ]
du —
“omlr, =9
et sa formulation variationnelle est donnée par

a(u,v—u) = L(v—u) , VvekK ,

(7

uekK ,

ou
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V=H(Q) , B=k, bt —k;b surT, ,
(8) K:{vGV/VlrlzB},
a(u,v):JVu.Vu dx , L(v)=Lq(v)=—qu dy .
Q Ty

Par ailleurs, le probléme (7) est équivalent au probléme de minimum suivant

Ju)<Iv) , VveK ,
9)
ue K ,
ol
(1) IW) =3q) =} atvw) ~ L) = bav) + [avdy .
Iy
Pour le cas particulier
(11) q =Const. >0 , b=Const. >0 (B=k,b>0)
on définit la fonction réele f : RT — R par
(12)  fta) = Jqluq) = y aluquuq) + a | ug ¢ ,
Ly
ou u =uq est la solution de 1'équation variationnelle (7).
Théoréme 1. (i) La fonction f est différentiable. En plus, f' est une fonction continue,

estrictement décroissante et elle est donnée par la expression suivante

(13) f'(q) = I uq dv .
Iy

(ii) 1l existe une constante geometrique C = C(Q,T',,I'y) > 0 telle que
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a(uq,uq)=Cq2 , Va>0,

(14)
fa) = —§$a* +B|T,]q, Vg>0.

(i) Si

(15) q > qq (B)

alors (6) ou (7) représente le cas stationnaire d'un probléme de Stefan & deux phases (c'est a dire, uq

est une fonction de signe non-constant dans ), ou q, = qu(B) est donné par
B|T
(16) q0(B) = |CZ|,VB>0.

(iv) Si, par symmetrie, la fonction uq est constante sur I',, alors la condition suffisante (donnée par

(15)) est aussi nécessaire.

On introduit le flux de chaleur critique qc > 0 qui characterise le cas stationnaire du probléme

de Stefan & deux phases, c’est & dire

q > qc © 3 2 phases,
(17)
q < g¢ € 31 phase (la phase liquide).

Remarque 1 : Dans [24], on donne plusieurs estimations et propriétés pour le flux critique q .
Dans [1], on présente trois exemples ou la solution stationnaire et le calcul de q. sont explicités. En
plus, ils verifient la hypothése (iv) du Théoréme 1. Dans [13], on calcul q, (qc) en utilisant le software
scientifique MODULEF (Module d’Eléments Finis) [Ber, Ge]. Dans [32], on généralise le cas constante

q > 0 et B > 0 en considérant un apport d’énergie constante dans €.
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CHAPITRE 3: ANALYSE NUMERIQUE D'UN PROBLEME ELLIPTIQUE MIXTE
AVEC SOLUTION DISCRETE DE SIGNE NON-CONSTANTE [35].

On fait 1'analyse numérique du probléme (II-7) sous les hypothéses (I-1) et avec la condition
(1I-15) pour que le probléme continue soit a deux phases, c/est-a-dire la solution uq de 1’équation

variationnelle (II-7) est de signe non-constante dans .

Soit @ C R™ un domaine polygonal convexe. On suppose que uq € H%(Q). Soit ‘.’Th une
triangulation régulier de 2, o h>0 est la longueur du plus grand cété des triangles T € ‘.’Th et on

approche 1'espace

(1) Vo={vev/vip },

par

(2) Vh:{vhGCO((_I)/vthGPl(T),VTerh,vh|F1:0},

ou P, est l'espace des polynoémes de dégré <1. On considére
1 p gre <

On a V, C V, ce qui permet d’approcher le probléme continue (II-7) par le probléme discret
h

en dimension finie suivant:

(4) a(uh,vh) = L(Vh) y VVh € Vh s uh € Kh .

Pour chaque q > 0, soit up =uh(q) la solution de 1’équation variationnelle (4). Donc, pour

chaque h > 0 on peut deéfinir la fonction réelle fh :RT R par
6) (@ = gy, @) = Ja@@u@) +a | w@dr > 0.
Ty

Theoréme 1: (i) La fonction fh est differentiable et sa dérivee est donnée par

(6) fh'(Q)=f w(q)dy , Yq, h>0.
FZ

(ii) Il existe une constante géométrique G, =Cp(R, Ty, T'3) > 0 telle que
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a(“h(Q),“h(Q)) ZCh q21 qvh > 01
(M
fh(Q)qu|F2|_'%Chq2 ’ Q»h >0.
(iii) Si

(8) 4> do, (B)

alors (4) représente le cas stationnaire discret d'un probléme de Stefan a deux phases (c’est-a-dire,

uh(q) est une fonction de signe non- constante dans ) ou =4 0h(B) est donné par

_ BT, |
(9) do, (B) = o >0, VB>0 .
(iv) Par ailleurs, on a
(10) ¢, <C , q0(B) < qOh(B), YVB,h>0.

(v) Sih, B > 0 , alors on a les estimations suivantes:

0<C-—0C, < C2 |ug|? h?,
h o|32’Q

(11) C2 | uy|?

3¢
0 < o, (B) — 4o(B) < ———= qq, (B) b?,

oll ug est la solution de 'équation variationnelle (uqg=B-qus) dans

a(ug, v) :Jvd‘y , Vvev,,

(12) r

ll3€V0,

et Cy>0 est une constante caractérisée par la propriété d’interpolation [Ci]

13 v — I (v <Cylv| h, ¥VveHYQ),
(13) I h()IIIQ ol I2Q (2)

bl ’

avec II} lopérateur d'interpolation I, : Vo N H(Q) — V), correspondante.
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(vi) Sih, B > 0 et l'on choisit un paramétre ¢, € (0,1), alors on a les estimations suivantes:

q0(B) < QOh(B) < (B) y Vh <hy(e€)

€o
(14) C2 | ug |2
0 < dp, (B) = 4o(B) < —r="= 4o(B) h?, ¥ h < by (<o),

ou
(15) ho(fo)=w>0, VCDG(O,I).

(vii) Si B > 0, alors on a la limite suivante

(16) li_r:l0+ QOh(B) = ‘lo(B) .



CHAPITRE 4: QUELQUES PROBLEMES D/OPTIMISATION DE FLUX DE

CHALEURS DANS DES DOMAINES AVEC DES CONTRAINTES SUR LA
TEMPERATURE [19,22].

On va étudier deux problémes d’optimisation qui sont reliés au probléme (II-6) ou (II-7).

Pour le cas général b = b(x) > 0 sur I'; (i.e. B = B(x) > Osur I';) et ¢ = q(x) sur I'; , on
peut considerer le probléme d'optimisation suivant : Trouver q € Q+ de maniére qu'il produit le
maximum flux de chaleur totale sur I', avec la condition de ne pas avoir un changement de phase dans

Q, cest & dire:

(1) Max | F(q)
aeqQ?
ou
FiQ—R / F@=| ady,
Ty
Q:H1/2(F2)aSZ{VEK/Av=0da.nsQ}
(2)
S+={v€S/v20dansQ},

Q+=T_I(S+)={q€Q/quO da.nsQ} .

avec T: Q — S la fonction définie par

3  T@=u

ou uq est I'unique solution de 1'équation variationnelle (II-7). On suppose que le domaine € et les
données B sur I'; (e.g. B € H3/2(I‘1) et q sur T, (e.g. ¢ € Q) sont réguliers de maniére d’avoir la
propriété de régularité uq € H3(Q) N C°(Q) (pour n<3, HE(Q) C C°() [Fr3, Gr, MS, Ne]. Cette
condition est vérifiée pour le cas des données constantes pour les trois exemples mentionnés auparavant

[1,A3].

Donc, pour n'importe pas quel flux de chaleur q € Q+ il n’existira pas un changement de

phase dans .

Théoréme 1: (i) L'ensemble Q7 est convexe et 'opérateur F est linéaire (donc convexe).
(ii) 1l existe une unique solution q € Q+ telle que

(4) F(@) = Max + F(q) .
q€Q



En plus, 1’élément § est défini par

)  a=-%ly,

ol w est donnée par
Aw = 0 dans Q ,

(6)
w|r1=B ,w|F2=0 .

Remarque 1: On utilise la théorie des multiplicateurs de Lagrange [Ben, EkTe]. Par ailleurs,

I'espace Q peut étre remplacé par LZ() [22].

Pour le cas général b = b(x) > 0 sur I'; et ¢ = q(x) > 0 sur I'y , on peut considerer le
deuxiéme probléme d’optimisation: Trouver la borne supérieure maximum du flux de chaleur q sur T,

avec la condition de ne pas avoir un changement de phase dans €2, clest a dire:

(M) Trouver qOM >0/uq >0dans 2 , Vq = q(x) < qIOV[ sur T, .

Théoréme 2: (i) Si q = Const. > 0, alors on a

0 _In u,(x)
®) M _xIE r, us(x) ’

ou ug est donné par (I1I-12) et u; est la solution du probléme

Au; = 0 dans Q ,

(9)
du

“1/1‘1=B ) 6_n|r2=0-

(i) Siq = q(x) > 0 sur I', satisfait la condition

(10) Sup  q(x) < ay
xeTl,

ou qoM est donné par (8), alors on a uq > 0 dans Q.

(ili) Pour le cas constant, on obtient qOM = qc .

Remarque 2 : Un autre probléme d’optimisation a été étudié dans [22].



30

CHAPITRE 5: DES CONDITIONS NECESSAIRES ET/OU SUFFISANT POUR
LE FLUX DE CHALEUR ET LE COEFFICIENT DE TRANSFERENCE POUR
OBTENIR UNE SOLUTION DE SIGNE NON-CONSTANTE (19, 21, 32, 36, A3].

Si I’on considére un coefficient de transference de la chaleur a > 0 sur la partie de frontiére T';,

on peut remplace le probléme (11-6) par le suivant
Au =10 dans 2,
_Ou = _ -
(1) 6n|F1—a(u B),B=k,b>0,
du _
- "6_n | 1‘2 =q ,

ce qui a la formulation variationnelle suivante :

ag(u,v) =1L (v),Vvev,

aqB

(2
uev,

ol
ag(n,v) = a(y,v) + « J uv dy ,
T
3) ‘
Lan(v) = Lg(v) + @ I Bv dy.
I

La solution de 1'équation variationnelle (2) est caractérisée par le probléme de minimum

G(u) < G(v) , Vvev ,
(4)
wev ,
(5) G(v) = Gan(v) = %aa(v,v) - Lan(v) = Jq(v) + % J vidy —
I,
—a J Bvd«y.

Iy
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Pour le cas particulier
(6)

q=Const. >0 , b=Const. >0 (B=k,b>0), a>0

on introduit la fonction g : (R"')3 — R, définie par

(™)

g(@,q,B) Gan(“an) = - %aa(uan, uan) =

Théoréme 1. (i) La fonction g a des dérivées partielles et elles sont données par

® e =[ (4w

2 YaqB B YaqB )d7 )
r,

)
®  3%@aB) = [ uuqpdr |
1.‘2
(10) 98 (4,q,B) = d
3'_]3(0,(1’ ) = -« uan Y
rl

(if) 11 existe une fonction A = A(a) > 0, définie par « > 0, de maniére que
Ala
(1) gaaB) = — 2

2
o> +Bq|T, | -B52 1.

En plus, la fonction A = A(a) est décroissante et vérifie les propriétés suivantes:

2
Aa) > '|1;31|| 1 (donc A(0T) = + )

(12) lim ooA(cv) =C ' £m+ooa A(a) =0,

(o Ade) )'=q% a(UgqBaqB) *

ou C > 0 est la constante deéfinie dans (II-4). En plus, on a
(13)

JUad7=A(a) , Ya >0,
I,
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ot Ug > 0 dans Q est la solution de 1'équation variationnelle

aa(UaaV) = I Vd7 ’ Vv €V ’
(14) T,
Uag € V.

Théoréme 2: (i) Si q > qo(B) alors (1) ou (2) représente le cas stationnaire d'un probléme de
Stefan & deux phases (c' est a dire, u aqB est une fonction de signe non-constant dans 2) pour tout a >

ao(q,B), ou

(15) ao(q,B)=q|F2|>0,q>0,B>0.
B|T,|

(ii) Le probléme (1) ou (2) représente le cas stationnaire d'un probléme de Stefan & deux phases si et
seulement si le flux de chaleur q satisfait les inégalités suivantes:

(16) q(a,B) < q<qyaB), a>0 ,B>0,

ou q; = qy(a,B) et q; = q;(a,B) sont donnés par

— Min (B = B
an  a(@B) =Mp () , a@b) =M (f)  a>0,8>0.

(iii) L'ensemble S(z)(B) n’est pas vide pour tout B > 0, o

18 9B = {(«0) € ®")? / am(@B) <a <ay («B) , a>0}, B>0

avec qmq = qm(a,B) et aQy = ay (a,B) deux fonctions réelles, définies par:

Ba|Tl,]

IT; ] ,a>0, B>0.
2

(19 am(@B) = S ay(eB) =

En plus, on a les propriétés suivantes:
am(0F,B) = (0T B)=0 , VB>0 ,
am(e,B) < qM(a,B) , YVa>0, VB>0,
(20)

o £m+m qm(e,B) = qo(B) , VB >0 ,

qm est une fonction croissante de la variable o ,
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et les estimations

(21) ql(a’B) < Qm(avB) < qM(a’B) < QZ(a’B) y Va,B> 0.

Par ailleurs, on a les equivalences suivantes:

A(a
@(B) = am(@B) © Ug |, = const. (=120,
(22)
[Ty |
= = t. ( = ,
Q2(a’B) QM(a’B) & Uy I T, cons ( po I T, I )
et
J UsqB dy >0 & < qM(a,B) ,
r,
(23)
UyqB dy <0 & q > qp(ae,B) .
Iy

(iv) Si (aq) € S(z)(B) , alors (1) ou (2) représente le cas stationnaire d'un probléme de Stefan a

deux phases.

Théor¢me 3: Si on a le cas particulier pour lequel la fonction u qB veérifie la condition

uan) = Const. (= Const(a,q,B) ), Vo, q, B > 0,

(24) qiz a(uan,

alors la fonction A = A(«) est donnée explicitement par la formule suivante:

2
(25) A(a)=c+§||11:2} , a>0.
1

Remarque 1: Les trois exemples, donnés dans {1, A3], vérifient la condition (24) et donc, on a
la description compléte de 'ensemble S(z)(B), pour tout B > 0.

Remarque 2 : Un autre probléme d’optimisation a été étudié dans [36].

Remarque 3 : Dans [32], on calcul q et Q) en utilisant le software scientifique MODULEF.
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111.2.2.

SUR LE PROBLEME
DE L' OBSTACLE
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CHAPITRE 6: UN PROBLEME INVERSE DE L'OBSTACLE
UNIDIMENSIONNEL AVEC UNE ZONE DE CONTACTE CONNEXE [5].

On considére 1'ensemble Q=(—R, R) avec R>0, et la fonction paire ¥ : @ — R. Soit

(1) A={¢eCiOR) NCOR]/4R) <0, ¢©) =0, $0)>0} .

Dans la suite, on posera ¥ € A en considerant I'extension paire & Q.

Le probléme de 'obstacle est donné par [BaCa, Ki, LeSt]: Trouver une fonction paire u €

CH({) telle que’elle satisfait les conditions suivantes:

u'’< 0 dans [0,R) ,
u/(u—¥) = 0 dans [0O,R) ,

(2) u > ¥ dans [0,R) ,
u(R) =0 ,

o = ¥ sur 80*

ou Q* est 'ensemble de coincidence, défini par

(3) o' ={xe0/ux =¥} .

Si u est une solution de (2) avec un ensemble de coincidence connexe, alors elle est donnée par

¥(x) si x € [0,¢] ,
4) u(x) =
¥'(¢) (x—R) si x € [§R) ,
ou 1'élément ¢ € (0,R) doit satisfaire 1'équation

(5) gx) =0, 0 <x <R,

ou la fonction g=g(x) est définie par:

(6) g(x) = ¥(x) + ¥'(x) (R—x) .

Remarque 1: La condition précédente n'est pas suffisant pour que Q* soit connexe, car on a le

contre-exemple suivant:
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¥Y(x) =4r —x +senx , R=4r+1>0 ,

(1)
" =05 u {3} .

Théoréme 1: (i) Soit ¥ € A. Alors les propositions suivantes sont équivalentes:

(a) La solution de (2) est donnée par (4).
(b) Llobstacle ¥ satisfait
v'x)<o0, vxelon,

(8)
¥x)> ¥, VxeN ,

ou
N =Ng = {xe (O,R) / g(x) =0} :
(9)
n = Min Ng .
(i) Soit ¥ € A. Alors les propositions suivantes sont équivalentes.
(a) L’ensemble Q* est connexe.
(b) 1l existe € > 0 tel que
¥'x) <0, xelon),

(10) V() =¥'(n) , x€nn+el,

¥'(x) > ¥'(n) , xe Nn(n+eR) .
(iii) L'opérateur T : G — A, défini par:

(11) T(g) = ¥

(12) G = {g € C'[0,R) / g(0) >0 et axnmR_ (R — x) J
0

(13) ¥(x) = g(TO) (R—x) + (R — x) [ (_—‘Rg(_tz)z dt ,

0

est une application bijective.

(iv) On obtient

g(t)
(R—t)?

]
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c;1 = él ’
(14)
T(G,) = { ¥ € A / la solution de (2) satisfait (4)}
avec
(15) Gy ={g€G /g <0dans[0,¢] et
T &0
g .
—t  dt < N =M .
J(R—-t)z <0, VneNg ,§ mNg}
X
(16) G, = {g € G /g <0dans[0,£] et J (Rg(t)t)2 dt <0,V xel§R],
§
¢ = Min Ng} .
(v) On obtient
) G, =G, , T(G,) = { ¥eA/Q%est connexe} ,

avec
Gy={geG /g <0dams(og] , g =0dans[¢ ¢+el,
(18)

J (Rg—(_t‘)t')2 dt <0,Vxe (£+€’R) avec £ = Min Ng et ¢ > 0} s
£

G, = {g €eG/ g' < 0 dans [0,€] , g’ = 0 dans (&, £+€],

(19)

g(t) .
I(R — t)2 dt < 0,Vnp € Ng N (¢+¢,R) avec £ = Min Ng et € > 0} .

£

Remarque 2: Ona G C G, ou
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(20) G = {g € CY[0,R] N C°[0,R] / g(0) > 0 et g(R) < 0 } .

Par ailleurs, la fonction g définie par

(21) g(x) = Cos (Rl x) —C,R>%,0<C < Cos(1/R),

vérifie que g € G et g ¢ G. En plus, on a
(22) T(G) = {w €A/ lim_ ¥(x) (R—x) = o}.
x — R—
Remarque 3: On peut aussi étudier le probléme avec symmetrie radial dans R2. Dans ce cas on

(23) glr) = ¥(r) +r \Il’(r) log % , 0<r = ,Ixz +y? <R,

et

(24) ¥(r) = log( B Jt—%dt.
o Vo8 LY

Remarque 4: On peut obtenir des exemples avec un ensemble de coincidence donné en fixant
d'abord la fonction g et en obtenant Vobstacle ¥ par la résolution du probléme inverse correspondant,

c’est-a-dire la formule (13) ou (24) pour le cas unidimensionnel ou radial respectivement.
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11.3.

PROBLEMES A FRONTIERE LIBRE
DU TYPE PARABOLIQUE
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1.3.1.

PROBLEMES A FRONTIERE LIBRE
POUR L'EQUATION DE LA CHALEUR
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CHAPITRE 7: UNE GENERALISATION DE LA SOLUTION EXACTE DE LAME-
CLAPEYRON POUR LE PROBLEME DE STEFAN A UNE PHASE [34].

La solution de Lamé-Clapeyron [LaCl] est celle qui correspond a la solution du probléme de
Stefan a une phase pour un matériau semi-infini avec des coefficients thermiques constants. Le
probléme consiste & trouver la interphase solide-liquide (la frontiére libre) x = s(t) > 0, définie pour t
> 0 avec s(0) = 0, et la temperature de la phase liquide § = 8(x,t) > 0, définie pour 0 < x < s(t),
t>0, tel que elles satisfont les conditions suivantes:
pcby —kbOyx =0, 0 <x<st) , t>0,
6(0t)=B>0, t>0,

1) f(s(t),t) =0 , t >0,
K Bx(s(t)t) = — phi(t) , t>0 ,
s(0) =0 ,

ouk >0,p >0 et c > 0 sont la conductivité calorique, la densité de masse et la chaleur spécifique

par unité de masse de la phase liquide, et h > 0 la chaleur latente de fusion par unité de masse.

Si 'on introduit, pour convenience, les notations suivantes
* *

a= p_k'é > 0 : diffusion calorique (a = Ya > 0) ,

(2)

Ste = BB—C > 0 : numéro de Stefan ,

alors la solution du probléme (1) est donnée par

s =5 1 ey ) -
(3)
So(t) = 2a 60 ‘IE ’

ot £, > 0 est 'unique solution de l’¢quation:

(4) mm:%,xw

avec les notations: x
erf(x) = % J exp(—u?) du (fonction d’erreur) ,
0

(5)

Fo(x) = x exp(x?) erf(x) .
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On considére maintenant une généralisation du probléme (1) avec une source de chaleur

particuliére, c’esta-dire:
pedy, —k Oxx = B BED) L 0<x<a(v) , 1> 0,

6(0t) =B>0, t>0,

(6) O(s(t)t) =0 , t >0,
k Ox(s(t)t) = — ph3(t) , t >0 ,
s(0) =0.

Théoréme 1: (i) Une solution explicite du probléme (6), comme fonction de 3, est donnée par

f(x,t) = B {1 — _S% € exp(£2) erf(n) +
3
( I B(y) exp(y?®) dy ) exp(—r?) dr } :

n
(1) vk |

s(t) =2a &t , n=-X=€(0,8) ,

2aqt
ol 1'élément £ > 0 est une solution de 1'équation
— Ste
(8) F(x,8) = = X 0
avec
x
9) F(x,8) = Fy(x) — 2 I exp(r?) erf(r) B(r) dr .
0

(ii) Soit S une fonction reelle continue sur R0+ .

(2) Si B vérifie I'inegalite

(10) B(x) < ¥y(x) — € , ¥V x>0 pour quelque ¢ >0 ,
ou
.2
) w0 =h+x G, 6w = 2B

alors il existe une unique ¢ = £(Ste) > 0 qui est la solution de 1’équation (8) pour chaque Ste > 0.
(b) Si @ vérifie l'inégalitée g < Y. dans R pour quelque constante C < 0, alors on obtient la méme
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conclusion de la partie (a), ou

(12) $o(X) = ¥4(x) + CG(x) , x>0 , CER .

(c) Si B verifie l'inégalité 8 < é. dans Rt pour quelque constante C > 0, alors on obtient au moins
une solution £ = £(Ste) > 2C7 de I'équation (8) pour tout Ste > 0, o

x G(x)
N7

(13) b)) =1 +x* + CGX) = ppx) - , x>0, CeR .

En plus, si 8 = d)C alors 1’é1ément £ est unique.

(d) Si 8 < 0 dans R0+ alors on a une unique solution ¢ de 1’équation (8).

Théoréme 2: Il existe une solution unique § = £(Ste) > 0 de 1’équation (8) pour tout Ste > 0
et pour une fonction réelle continue 8 sur R si et seulement si il existe une fonction réelle continue Z

sur R:' laquelle verifie les conditions suivantes:

Z(x) >0 , Vxe€(v,+0) ,

(14) +o0
J Z(t) dt = + o0 ,
0

ol ¥ = vy > 0est défini par

(15) V=Inf{x20/JZ(t)dt>0}.

En plus, on a la relation

(16) B(x) = ¢o(x) — Z(x) G(x) , x>0 ,
et on obtient que

(1n E>v.

Remarque 1: On obtient dans [34] des propriétés de monotonie pour la frontiére libre et la

température, et 1’étude pour le cas

(18) 0 <Ste<1, B(x)=p(0) <1

qui est relié a la solution cuasi-stationnaire du probléme (6).
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CHAPITRE8: SURLE PROBLEME DESTEFAN A UNEPHASEPOURUNLIQUIDE
SOUS-GELE [7, 11, B2].

Dans [7], on étudie le probléme de Stefan & une phase correspondant au cas d'un liquide
surefroidi (”supercooled liquid”) suivant: Trouver le triplet (T,s,z) tel que:
iy T>0;
(ii) s=s(t) est une fonction continue positive dans [0,T), et en plus s € C'(0,T) ;
(iii) z=z(x,t) est une fonction continue et bornée dans 0 < x <s(t) , 0 <t < T;
zx = 2zx(X,t) est une fonction bornée dans le méme domaine et continue, suf sur un numero fini des
points sur la frontiére parabolique; zyyx et z sont continues dans 0 < x < s(t) , 0<t<T;

(iv) les conditions suivantes sont satisfait:

zxx — 2%, = 0 ,  dans DT={(x,t)/0<x<s(t),0<t<T},
s(0) =1,
z(x,0) =0 , 0<x<1,
(1) zx(0,t) = g(t) , 0 <t < T,
z(s(t),t) =0 , 0 <t < T,
zx(s(t),t) = —§(t) , 0 <t <T,

ou g=g(t)>0 est une fonction continue par morceaux dans (0,+00) et bornée dans tout intervalle finie

(0,t) , t>0.

Remarque 1: Le probléme (1) est relié au probléme de la diffusion-consommation de l'oxygéne

dans les tissus vivants [CrGu] a travers le changement de fonction inconnue suivante:

s(t)  s(t)
%) u(x,t) =[ dfj (14 2(y,0)] dy .
x 13

Par [FaPr3] I'un des trois cas suivants peut avoir lieu;

(A) Il existe une solution pour tout T > 0 ;
(B) Il existe un temps Tg > 0 tel que lim__ s(t) =0;
t—T B

(C) 1l existe un temps T, > 0 tel que

Inf  s(t) >0 et lim Inf_ § (t) = ~o00.
tE(O,Tc) t—’Tc
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Théoréme 1: (i) On a les estimations suivantes:
G(t) (x—1) < z(x,t) <0 dans Dy ,
(3) () <0, 0<t< T,
zx(x,t) > 0 dans D ,
ou

G(t) = Sup g(r) .
l<r<t

(ii) On a les expressions suivantes (0<t<T):

t s(t)
4) s(t)y =1 — J g(r) dr — J z(x,t) dx ,
0 0
%) - 1 t s(t)
(5) 7 M z(0,7) dr — | x z(x,t) dx ,
N
PR (0 (1)
(6) §L3_— =2 J dr J z(x,7) dx — J x? z(x,t) dx .
0 0 0
(iii) Sil'on a le cas (C) alors
Te
(7) J glt)ydt > 1 .
0
(iv) Silon a le cas (B) alors
T
(8) J gt)dt =1 .
0
(v) S'il existe T, > 0 tel que
T,
9 J gt)dt =1 et g < 1dans (0,T) ,
0

alors on a le cas (B).

(vi) La condition nécessaire et suffissante pour avoir le cas (A) c'est qu’on ait

t
(10) Jg(‘r)d‘r<1,Vt>0.
0
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Remarque 2: Dans [7] on étudie le cas g(t) = Const.> 0 et on compléte les estimations pour

avoir soit le cas (B) ou le cas (C) [Pr2). On donne aussi des estimations sur la frontiére libre.

Dans [11] on étudie un probléme de Stefan & une phase pour 1’équation de la chaleur avec une

condition intégral du type [Cal, CaVal, CaVa2] (la fonction E a un signe quelconque):

s(t)
(11) J z(x,t) dx = E(t) ,
0
c’est-a-dire, on remplace le probléme (1) par le suivant:
ZXX—ZtZO da.nS DT 3

s0) =b , b>0 ,
z(x,0) = ¢(x) , 0 <x<b,

(12) zx(s(t)t) =0 , 0 <t <T ,
zx(s(t)t) = —5(t) , 0 <t < T,
s(t)

J z(x,t)dx = E(t) , 0 <t <T.
0

Théoréme 2: Sous les hypotheses
$ € C'lO] , 6(b) =0 ,

(13) b
E € C'[0,T] , E(0) = J #(x) dx

on a les propriétés suivantes:

(i) Le flux de chaleur sur le bord fixe x=0 est donné par

(14) 2x(0t) = — E(t) — 8(t) , 0 <t < T .

(ii) z et s est la solution du probléme (12) si et seulement si la fonction

(15) v(t) = zx(s(t),t)
et la solution de 1’équation intégrale
(16)  v=7()

et s est donnée par
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t
(17) s(t) =b — I v(r) dr
0

o l'opérateur T est défini par l'expression suivante:

t t
T(v)(t) = 2 I Nx(s(t),t ; s(7),7) v(r) d7 — 2 I Nx(s(t),t ; 0,7) v(r) d7 —
0 0

t
(18) — 2 B(0) Nx(6()t 3 00) — 2 [ Ner(s(t)t5 0,7) E(r) dr +
b 0
+2[ 660,45 €0) (0 de |
0

avec G et N les fonctions de Green et de Neumann pour 1’équation de la chaleur respectivement :

G(X,t 3 £$T) = K(x,t' 3 faT) - K(—X,t 3 f,T) )

(19)
N(x,t ; &7) = K(x,t 5 &,7) + K(—x,t ; &7)

et K est la solution fondamentale, donnée par:

< — £)2
(20) K(X,t;f,"')=2J—W(—t‘l——_—;——)eXP(—%(—{—_%) , t> T .

(iii) L'équation intégrale (18) a une seule solution pour t € [0,T] avec un instant T > 0 choisi
suffisantement petit.

(iv) La fonction § est continue pour t =0. En plus, on a

(21) 5(0) = ¢'(b) .

Remarque 3 : On utilise la méthode de 1’équation intégrale [Frl, Ru, Shl]. On démontre que

Vopérateur T est une contraction sur l'espace de Banach

() Xpy = { €T/ Il vl = Max_ | (1) | < M }

avec M > 0 et T > 0 choisi convénientement.

Remarque 4: On étudie aussi dans [11] des propriétés de la dépendence continue de la solution

par rapport aux données et le comportement asymptotique de la frontiére libre.
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CHAPITRE 9: SUR LA SOLUTION DE NEUMANN POUR LE PROBLEME DE
STEFAN A DEUX PHASES (2,10, 14, 25].

La solution de Neumann pour le probléme de Stefan a3 deux phases pour un matériau semi-
infini est la solution du probléme suivant: Trouver les fonctions x=s(t)>0 (frontiére libre), définie

pour t>0 avec 8(0)=0, et la temperature

G,5(x,t) > 0 si O0<x<s(t), t>0,
(1) 6(x,t) = 0 si x=s(t) ,t>0,
6,(x,t) <0 si x>s(t), t>0,

définie pour x>0 et t >0, de maniére que elles satisfont les conditions suivantes:

(i) pC202t—k202xx=0 3 0<X<S(t),t>0,
(i) per by —kyOixx =0 , x>s(t), t>0,

(i) s(0) =0 ,

(2 (iv)  0,(s(t)t) = Oa(s(t)t) =0, t>0
(V) ky 01, (s(t),t) — Ky Oy, (s(t)t) = ph3(t) , t>0 ,
(vi)  6,(x0) = fy(+o0t) = —C <0 , x>0, t>0 ,

(vii) 8,(0) =B >0 , t>0

Elle est donnée par [Br, CaJa, Ru, We]

0,(xt) = o; + 8, erf(2a’:&) , a2 = ay = lel ,
(3) 02(x,t) = ay + B, el'f(2ax& ) y ay” = ay = szz )
2
s(t) = 20t
ol a; = ay(0) , a; = as(e) , B, = B,(6) , By = B,(c) et o>0 est 'unique solution d'une

certaine équation.

On considére comme probléme (2bis) celui donné par les conditions (2i)-(2vi) et (2viibis) ou
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(2vibis)  ky 0, (04) = — 2 | ¢ >0

It

avec qq > 0 [2].

Théoréme 1: (i) Il existe une solution du type Neumann pour le probléme (2bis) si et
seulement si q, vérifie I'inégalité suivante

Ck,;
(4) qp > \7a,

(ii) Si q¢ < C ky/+4ma, , alors le probléme (2bis) est un probléme de conduction de la chaleur pour
la phase solide initiale. Si q; = C k;/J7a, , alors le probléme (2bis) est la limite lorsque h— 400 dans
le probléme (2).

(iii) Le coefficient o de la solution de Neumann (3) satisfait 'inégalité

z B |k2_°2
(5) erf(a_2)<C ol

(iv) Avec la condition (4), les problémes (2) et (2bis) sont équivalents.

Remarque 1: La condition (2viibis) va se tenir compte au probléme de la détermination des

coefficients thermiques (chapitre 11).

Remarque 2: Le théoreme precédent a été genéralise au cas p;#p, (densité de masse
differente) dans [10].

Remarque 3: A propos d'un modéle pour un matériau avec chaleur latente de fusion
négligeable [Gu] on étudie le comportement de (3) lorsque h—>0+[17]. Pour une phase, 'étude avait
été faite dans [Sh2].

Remarque 4: Dans [25], on genéralise la solution de Neumann plour le probléme de Stefan a
deux phases avec un simple modele de zone pateux [SWA1] a deux paramétres qui a deux frontiéres
libres. On obtient aussi une inégalité qui généralise 3 (4), en fonction des coefficients thermiques du

mateériau, des deux paramétres du modele et des températures initiale et au bord fixe constantes.
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CHAPITRE 10: SUR L'EXISTENCE D'UN TEMPS D'/ATTENTE POUR LE
PROBLEME DE STEFAN A DEUX PHASES [28].

On considére le probléme de conduction de la chaleur suivant:

i) pcly —kbxx =0, 0 <x<xq, t>0,
i) 0(x,0) = fo(x) > 0,0 < x < xo,

(1) i) k Ox(0,t) = q(t), t >0,
iv) 8(xo,t) = b(t), t > 0.

On considére, comme toujours, que la température du changement de phase est 0°C et 1on
remplace la condition (liv) par #(+oo,t) = f5(+00) > 0, t > 0 pour le cas ou x; = +00 . On
suppose aussi que les données satisfont les hypothéses pour avoir l'existence et 1'unicité de la solution

du probléme (1).

Motivé par ce qui se passe pour l'équation des milieux poreux, on considére les possibilités
suivantes:
(a) le probléme de conduction de la chaleur (1) est bien défini pour tout t > 0 (temps d'attente t* =
+ 00);
(b) il existe un temps t* < +oo tel que une autre phase (c'est-a-dire, la phase solide) parait pour t >
t* (temps d'attente 0 < t* < +00) et donc on aura une probléme de Stefan a deux phases pour t >

t*. En plus, on aura une frontiere libre x = s(t) qui sépare les phases liquide et solide avec s(t*) = 0.

On va séparer les cas avec temps d'attente t* = 0 (c’est-a-dire, il existe un changement de
phase instantané) et avec 0 < t* < 400 . On va trouver des rélations entre les données q,b,d, pour

avoir ces deux cas.

Théoréme 1: (i) Si les données q = q(t), 8 = By(x) et b = b(t) vérifient les conditions
suivantes:
i) 0<q(t)<q, 0<t<to avect, >0,
(2) i) fo(x) >0 et ;> 06(x) 28, >0, 0<x<x0 avecf, < By
iii) b(t) > 8, et b(t)20, t>0,

alors le probléme (1) a un temps d'attente t* > 0 qui vérifie I'inégalité (cas (b)):
(3) t‘* 2 Min(t‘(” to*), t‘O* = k p c ﬂoz / 4 q°2 M

En plus, sous les hypothéses (2ii, iii), une condition nécessaire pour avoir un changement de phase
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instantané (cas (a)) c’est quon ait

4) q(0™) = +oo.

(ii) Si les données verifient
Xo = +00, ao(x)2ﬂ0>0vvx201
(5) -
t) < t) = —2—
Q( ) S qo( ) a m

I
'blw
O
~—

WVt>0 (a.2=a

alors on a le cas (a).
(iii) Si les données vérifient
Xo = +00 ; 0 < fo(x) < B; pour x>0,
(6)
q(t)zq—3,0<t<1, avec q, >0 et %<[3<1 ,

alors on a le cas (b) avec t*=0.
(iv) Si les données verifient
qt) =q>0, bt)y=b>0, Vt>0,
(7)
0, >0, 6,' >0, 6, <0 dans[0,x,) et 85(x5) = b ,

et le flux de chaleur constante q vérifie 1'inégalité

(8) q > bk o= K

avec un temps t, > 0, alors on a la phase solide pour t > t,.

Remarque 1: Pour tout (t,q) € Q, on

(9) Q={(ta)/a>1t)= Ph et >0}
Xo [1 — exp(— a47rx(2) )]

on a un probléme a deux phases.
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CHAPITRE 11: DETERMINATION DES COEFFICIENTS THERMIQUES D'UN
MATERIAL SEMI-INFINIE A TRAVERS UN CHANGEMENT DE PHASE [3, 6, 8, 9,
12, 14,15, 16, 26, 30].

Dans ce chapitre on fait une application des solutions de Lamé-Clapeyron et de Neumann a la
détermination de coefficients thermiques a travers un processus de changement de phase d’un matériau

semi-infini avec une sur-condition [Ca] sur le bord fixe x=0 du type [3]

(1) ke 62, (O8) = = <& ,t>0, (@ >0) ,

ou du type [9]

(2) 02x(0’t‘) = - '?"—2 yt>0, (QO > 0) .

Les conditions (1) et (2) représentent respectivement le flux de chaleur et la pente de la température

sur le bord fixe x=0.

Les coefficients q, et Qg doivent étre déterminés expérimentalement. Les conditions (1) et (2)
ne sont pas les mémes quand le coefficient k, est inconnu. Par ailleurs, la condition (2) est mieux

adaptée a l'expérimentation [30].

Avec cette méthode, on peut obtenir formules pour la détermination d'un ou deux coefficients
thermiques inconnus. La méthode peut aussi étre appliquée avec un probléme de Stefan a une phase {3,

6, 9, 12, 14, 16, 30] ou a deux phases (8, 15, 26].

A titre d'exemple, on va seulement présenter les propriétes suivantes:

Théoréme 1:. Soient ki, k,, ¢4y €5, p, h > 0 les coefficients thermiques du matériau de
changement de phase, —C < 0 la temperature initiale, B > 0 la temperature du bord fixe x = 0 et q,
> 0 le coefficient qui caractérise le flux de chaleur au bord x = 0.

(i) la condition nécessaire et suffisante pour la détermination des coefficents o et k; c’est que les

coefficients k,, c,, ¢4, p, h, B, C, q; > 0 vérifient la condition suivante:

B k k
3) m <erf(x)) , a; = Jp_'—(zzz

ou x; > 0 est le unique zéro positif de la fonction réelle

(4) T,(x) = N%D exp(—x?) —a,x , x> 0.
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En plus, dans ce cas, on a:
2

(5) k1:l’01322(§—f) y 0 =8, & ,
ou
-1 Bk
(6) £ =erf m)
et £, > 0 est la solution de 1’équation:
(M Ty(x) =8, x>0
avec
8 Ty(x) = ¥7 x exp(x?) (1 — erf(x)) , x > 0

(ii) La condition neécessaire et suffisante pour la détermination des coefficients k, et c; c’est que les

coefficients ky, ¢, p, h, B, C, 0, q; > 0 vérifient la condition

pheo Ck, exp(—a?/a?))
(10) G G 1—ef(D)

<1l, a, =

En plus, dans ce cas, on a:

fi
) k=TT ) o S ary)

ou £, > 0 est donne par Y expression suivante

_ pho  Ck, exp(—o?/a®)\7'
(12) € =T, (( Gt e 1=l )
avec

(13) Ti(x) = ,llogx , x> 1.

(iii) La condition necessaire et suffisante pour la détermination des coefficients k, et k, c’est que les

coefficients cy, ¢y, p, h, B, C, 0, q, > 0 vérifient la condition



54

q, q, pcyBo
(14) pa(Cc1+h)>1’ T4(T3(pa(Cc1+h))> q, N7

ou

(15) Ty(x) =xerf(x) , x> 0.

En plus, dans ce cas, on a:

2 2

cC, O Cy O
(16) kl — P 12 , k2 — P 22
& §2

ou €, > 0 est la solution de 1’équation

pBocy

) T =P x>0,

et £, > 0 est la solution de 1’équation

(18) x exp(—x?) _ ph o? ﬁ( q,

2
1 — erf(x) — Ck, phaexP(“fz)_l),x>0.
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111.3.2.

PROBLEMES A FRONTIERE LIBRE
POUR L'EQUATION DE LA DIFFUSION
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CHAPITRE 12: SURLE MODELE DE WEN-LANGMUIR POUR LE PROBLEME DE
REACTION NON-CATALITIQUE GAS-SOLIDE [20, 33].

On analyse un modéle mathématique correspondant & un processus isothermique de réaction-
diffusion d'un gas A avec un solid S [FrBi, Le, SES]. On considére que le solid a une démi-épaisseur R
a travers la direction de diffusion du gaz et qu'il est attaque depuis la surface (x = R) avec une
réaction rapide et irreversible d’ordre » > 0 respect du gas A et d’ordre zéro respect du solide S. A
cause de la réaction chimique une zone inerte est formee dans le solide laquelle est perméable au gaz et
donc le processus aura une frontiére libre (la surface de la réaction) [Wen, ViQu]. Aprés une
changement de variables, le probléme est donné par

i) uxx —uy =0 dansDp
") u(Oat‘):V0$ 0<t<T,
i)  ux(s(t), t) = —u¥(s(t),t) , 0<t< T,

M W) O, =-8), 0<t<T,

v) s(0)=b >0,
vi) u(x,0)=¥(x), 0<x<b,
ou
(2) Dp={(xt)/0<x<s(t),0<t<T}.
On peut considérer des conditions plus générales sur la frontiere libre x=s(t) du type
) ux(s(t) ) = gluls(th ) , 0<t<T,
3

i) &) =fu(s(t) ) , 0<t<T,
ou les fonctions f et g satisfont les conditions suivantes:

i) f£>0 , f >0 dans RT et £(0) =0,

4
i) g<0,g'<0dansR+etg(0)=0.

Les conditions sur la frontiere libre dans (1) ont (conditions de Wen):

g = —x (= —1(x)) (x20,v>0)

Un autre choix est donné par (conditions de Langmuir) [Do):
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(5) g(x):—bi% (=—-1(x)), a,b,c =const. >0 ,n>0

On étudie d’abord un probléme auxiliaire qui est un probléme & frontiére mobile, et on
généralise le résultat de [FaPrl, FaPr2] en changeant la condition non linéaire sur le bord fixe x=0 par

celle donnée par (3i).

Théoréme 1: (i) Si I’on a les hypothéses suivantes
IL>0/|s(t) —s(r)|<L|t—-7]|, Vt, rel0T],

(6)
0< aq _<_ S(t) _<_ AO ) vVt € [OaT] )
¥ e C%o,b]) , ¥(0) =v, , ¥ >0 dans [0,b] ,
(7 ¥ €Cb—¢b]) pourun € >0 ,avec ¥'(b) <0,
vy > Max ¥(x
0 2 Mop
(8) g = g(v) est une fonction décroissante dans R , Lipschitz dans | VTO , Vo ] et qui

verifie g(0) =0,

alors il existe une solution unique du probléme a frontiére mobile (1i, ii), (3i) et

(9) u(x,0) =¥(x) , 0 <x<b=5(0).
(ii) Le résultat précédent est aussi valable pour b=0 et s € C°([0,T]) N C!([0,T]) avec s(0) = 0 et
s(t) > k;t (K; > 0) dans [0,T].

(iii) Si en plus, les fonctions f et g vérifient (4) et sont Lipschitziennes dans [vTo,vo] alors le probleme a

frontiere libre (1) avec b=0 a une solution unique pour T > 0, choisi convenientement petit.
Remarque 1: On utilise un point fixe pour 1’opérateur de contraction
t
(1) F:B—B / BOO = [ 06 dr, tebT
0

ou v = v(x,t) est la solution au probléme avec frontiére mobile r=r(t) et B est un convénable espace
de Banach.



58

111.3.3.

PROBLEMES A FRONTIERE LIBRE
POUR L'EQUATION DES MILIEUX POREUX
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CHAPITRE 13 : SUR LE COMPORTEMENT ASYMTOTIQUE DE TYPE

EXPONENTIELLE POUR L'EQUATION DES MILIEUX POREUX AVEC
ABSORPTION [18,23,29].

Dans ce chapitre on étudie le comportement des solutions pour une équation des milieux

poreux assez genérale avec absorption.

On va d'abord commencer avec le probleme

() wy-—ux+AePp=0,x>0,t>0,

(1) (i) uw0t)=1,t>0,
i) u(x,0) = Up(x) >0 , x>0,

ou Uy = Uy(x) est la condition initiale, et p > 0 et A > 0 sont deux parameétres.

Si 0 < p < 1, Véquation (1i) a une solution stationnaire [Di, St} qui satisfait la condition

(1ii) et a un support compact dans {0,4+00) , et en plus elle est donnée par

2
I-p
@ wet=(1-3x) 1=1<p)=——w .

Aucas 0 < p < let Uy € uxp , la solution u = u(x,t) de (1) satisfait la propriete de

monotonie suivante [Be]

3 0<u(x,t)<uoo(x,t),0<x<}\,t>0,

c’est-a-dire que la fonction u(t)=u( . ,t) a un support compact dans la variable x pour tout t > 0 et

s = s(t), définie par

4) s(t) =Sup{x>0/u(xt) >0}, t>0,

est la frontiére libre qui a une vitesse finie pour t > 0.

On consideére le probléme suivant
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) C~—Cxx+ACP=0,0<x<st),t>0,
i) COt)=1,t>0,
(5) i) s(0) =0,
iv) C(s(t)t) =0 , t>0 ,
v)  Cx(s(t)t) =0 , t >0 .

qui est lié au probléme (1).

Théoréme 1: (i) Si 1'on applique la méthode du balance intégrale [Go] (inconnues Cp et sp)
avecp € (0,1) , A > 0 et

(6) C(x,t) = (1 —_ Ez(—t))i

ou a > 1 est un paramétre a choisir pour avoir la propriété limite

) lim s(t) = I(p)/X ,
t—o0
alors on obtient que

®) e=ap)=1E;>2,

2X2(3 - p)

@ sp® =k - e~ ZLEZR 2 s

(ii) Soient les fonctions suivantes:

2

l1—p
—[1 - X
(10)  wuy(x,t) =11 sl(t)]+ , x20,t>0,

(1) st) =3{1—exp(—2t)], t>0 .

Soient 0 < p<1,A>0et0 < U; < ug dans Rt .Siu= u(x,t) est la solution de (1) et s = s(t)

est définie par (4), alors on a les propriétés de comparaison suivantes:

(12)  w(xt) <ulxt) <uvoolx) , 0<x<it>0,

(13) @ <s®<y, 20,
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et les estimations suivantes:

19) o< i-sy<i-st)<lep(-BYH,t20,

X
1—p 1—p 1—p 1—p exp(— 24ty
(15) 0<ucc 2 () —u” (x8)< voo 2 (X)) —uy 2 (xt) € ———Lor
1 — exp(—T)

I
xE[O,X], t>0 .

(iii) Pour A = 1,0 < p<let0 < Uy <upe dans rT , on a les estimations suivantes:
(16)  sy(t) <sg(t) , t>0,

(A7) uy(x,t) < Cg(xt) , 0<x<I, t>0.

Remarque 1: Le Théoréme précedent nous donne un comportement asymptotique du type

exponentiel.

On va considérer maintenant le probléme suivant (avec 1’équation des milieux poreux):

ut—(um)xx+up=0, x>0 t>0,
(18) u(0,t)=1, t>0 ,
u(x,0)=U0(x)_>_0, x>0 ’

qui a, pour 0 < p < m, une solution stationnaire

9
(19) u*(x) = |:1— %:I-*_m_‘P ,
@) L =Lmp)= Ym(m+P)

Théoréme 2: (i) Si0 < p < met m+p < 2, alors les fonctions
T — - X m-—p
(21) u(x,t) [1 E(t):|+ ,

(22) u(xt) = [l"g_)((T)Lm—p’



62

sont une sur-solution et une sous-solution de 1'équation différentielle (18) quand les fonctions 5 (t) et

s(t) sont deéfinies par

(23) B(t) =r(t)si Ly>L et s(t)y=r(t)si 0<Ly<L,

|
ou

(24) t(t) = | L2+ (Lo —L?) exp[— B(m—p)t] ,

avec f une constante qui est donnée par

(1+7)
ﬂ: (—}—i-%—-, avec7=——m—_p—si7>0,
v
(25)

B=1s vy=0.

(iil) Si0<p<m, m+p < 2et il existe une constante A > 0 telle que la donnée initiale satisfait

la condition

(26) 0 < Ug(x) < [1—§]1‘_2:T>,

alors la solution de (18) converge d’une maniére exponentielle & la solution stationnaire u* = u*(x).
-4

Remarque 2: (i) La solution du probléme (coeur mort [St]):

u —uxx +uP = 0, 0<x <A, t>0, (A>2L),

(27) u(0,t) =u(A,t)=1,t > 0,
u(x,0)=1, 0<x<A,

converge exponentiellement a la solution stationnaire.

(ii) On peut aussi considérer le comportement asymptotique pour le probléme assez genéral

“t—(¢(u))xx+f(“)=0, x>0,t>0.

(28) é(u(0,t)) =1, t>0 ,
u(x,0) = uy(x), x>0,
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ou les fonctions ¢ et f satisfont les hypothéses:

¢ € C°(R)NC2(R\{0}), 4(0)>0, ¢'(s)>0pours>0 ,

(29)
fe Co(R)NC(R\{0}), f(0)=0, f(s)>0 pours>0 .

et les conditions

2

Vv
d§
(30) < 400, v>0,
I G (¢

avec {
@) G(e)=[ 7)) ds
0
et
(32) %1 F(u) > ¢(¢,f) = Const. > 0 pour u € (0,1)
avec

y ;
(33) F(u) = ( Jf(s) ¢! (s) ds ) .

0+
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