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RESUMEN

Se considera un problema de tipo Stokes con funciones incégnitas u = (u;, U, %s) ¥ P,
definidas en 2, de manera que satisfagan las siguientes condiciones: ‘

—~vAu+Vp+wAu=f en £,
(P) | oy _
div (u) =0 en £, ulr =0,

donde  C IR? es un dominio acotado y convexo con frontera I regular, v > 0, f = (fi, fo, f5) -
y w = (w,, w,, w,) son funciones que estan definidas en Q.

Se describe un algoritmo iterativo u,, pn(n € IN) que converge a la solucién u, p a través de
la formulacién variacional de (P) correspondiente a la funcién incégnita u. Se obtiene ademds
la formulacion variacional mixta.

SUMMARY

We consider Stokes-like problem with unknown functions u = (u,, u;, 4,) and p, defined in
Q, such that they satisfy the following conditions:

P —vAu+Vp+twAu=f in Q,
(P) div (u) =0 in Q, y, =0,

where @ C IR® is a bounded and convex domain with a regular boundary T, v > 0,
f=(fi, [, fs) and w = (w,, w,, w,) are functions defined in Q.

We describe an iterative algorithm u,,pa(n € IN) that it is convergent to the solutions
u, p through the variational formulation corresponding to the unknown function u. We also
obtain the mixed variational formulation.
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INTRODUCCION

Se considera un dominio @ C IR® acotado y convexo con frontera I regular. Dadas
las funciones f = (f;, f>, f;) € Vi = H3 con H = L¥(Q) y w = (w;, w,,w;) € W3 con
W = L*°(Q) y la constante positiva v > 0 se quiere hallar las funciones u = (u,, u,, u;)
y p, definidas en 2, de manera que satisfagan las condiciones de tipo Stokes, es decir®:

P) -~ vAu+Vp+wAu=f en Q,
div (u) =0 en O  wu.=0,

donde A representa el producto vectorial de vectores en R® y div es el operador
divergencia.

Si w = 0, (P) es el problema cldsico de Stokes que describe el movimiento de un
fluido incompresible viscoso en el dominio Q y sometido a una densidad de fuerzas
exteriores f bajo la hipdtesis de que dicho movimiento es lento. En este caso, u es la
velocidad del fluido, p es la presién y v es la viscosidad.

En el presente trabajo se obtienen los siguientes resultados:

(i) Existencia y unicidad de la formulacién variacional del problema (P),
correspondiente a la funcién incégnita u. Obtencién de la presién p, a partir
de dicha formulacién variacional.

(ii) Descripcién de un algoritmo iterativo u,, p,(n € IN ) que converge fuertemente
a la solucién «, p.

(ili) Obtencién de la formulacién variacional mixta del problema (P).

FORMULACION VARIACIONAL DEL PROBLEMA (P)

Se consideran los siguientes espacios funcionales y notaciones:

HY(Q) = {ve H/vs, = %’-_ cH, Vi= 1,2,3},

HY(Q) = {ve H(Q)/u, =0}, H=LQ),

(u,v) = (¢, v)y = /Q uvdz, o] = |v]g = (v, )33, (1)

3 1/2
ol = (Z Ivz.-l"’) c o ell = (ol + [oB) 2,

Vi=H?, Vp=(H'(Q), V=(HQ)

Sobre el espacio H3(2),|e|; y || |1 son dos normas equivalentes, es decir existe una
constante positiva C = C(Q2) > 0 de manera que (desigualdad de Poincaré):

o]y < llvlls < Clvly, ¥V v € Ho(9). (2)

Los espacios V; and V; son espacios de Hilbert con los productos escalares y normas
siguientes:
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3 A ‘ 3 1/2
(@, D), = O (i, v)m 5 |l = (5,0R] = (Zlvil2) )

=1 =1

3)

3 3 1/2
(%, 9y, = Z(Ui,vi)Hl(Q) 5l = vl = (7,9, = (Z “?),“%)

i=1 =1

donde 7@ = (uy,uz,u3) y ¥ = (v1,vz,v3). Sobre el espacio V; se tiene la siguiente
semi-normas:

3 1/2
[t = (2_:1”:1%) » U= (v1,v2,73), (4)

que sobre V resulta ser equivalente a || o ||y, es decir:

" " L, 2 \1/2 - -,
Je>0/1oh <|lvlh = (Mf + |”|%/1) <clth , Vi=(v,v2,v3)€V. (5)
NOTA.- Por conveniencia en la notacién se evitard colocar la flecha para los vectores,
excepto en los casos en que pueda haber confusion.

A continuacién se hallard la ecuacién variacional, correspondiente a la funcidn
incoégnita u.

TEOREMA 1.- Si u, p es la solucién del problema (P) entonces u es solucién de la
siguiente ecuacién variacional:

a(u,v)=L(v) , Yve K , ve K (6)
donde

K={veV/div(v)=0 en } convexo cerrado de V,

a(u,v) = a1(u,v) + az(u,v) , L(v)= /Qf o v dz, )

3
al(u,v):VE/QVuionidz , ag(a,v)z‘/;zwo(u/\v) dz.
=1

Demostracién.- Si se multiplica escalarmente la ecuacién diferencial de (P) por el
vector v € K, se integra en el dominio §, se utilizan los siguientes resultados:

/Vpovdm:—/pdiv(b)dmzo . Vvek, )
Q Q

3
/Auovdm:——E/Vuionidmz—éal.(u,v) , Vve K, 9)
Q — Ja
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se deduce la ecuacién variacional (6).

Observacion 1.- L es una forma lineal sobre V, a; es una forma bilineal y simétrica
sobre V X V, a3 es una forma bilineal y antisimétrica sobre V x V y @ = ay + a, es una
bilineal pero no simétrica sobre V x V.,

TEOREMA 2.- Si f € V; y w € W3 | entonces la ecuacién variacional (6) tiene una
inica solucién v € K.

Demostracién .- Si f € V; entonces la forma lineal L es continua sobre V; si w € W3
entonces a; y a; son dos formas bilineales continuas sobre V x V y ademds la forma
bilineal a es V-eliptica o coercitiva sobre V, es decir

a(5,9) 2 Sl VieV, (10)

donde ¢ > 0 es la constante que aparece en la desigualdad (5). Por ende, la existencia y
unicidad de solucién de la ecuacién variacional (6) se deduce por aplicacién del Teorema
de Lions-Stampacchia®7-#1°, '

Observacién 2.- En lo concerniente a la regularidad de la solucién u se supondrd que
se tiene el siguiente resultado de regularidad®**!:

fevi-ue K () (HY W) (11)

A continuacion se va obtener la presién p apartir de la ecuacién variacional (6).
Sea el funcional lineal y continuo § : V — R definido de la siguiente manera:

S(v)=a(u,v)— L{v) , YveV, (12)

donde L y a estdn definidos en (7) y u € K es’la dnica solucién de (6). Por otra parte,
S tiene la propiedad siguiente:

S(v)=0 , YveKCV, A (13)

y ademds puede escribirse como

S(v) =(g,v)vy, , YweYV, (14)

donde g = —vVu+ wAu-—f.
Teniendo en cuenta la descomposicién del espacio V) [11,6] se deduce que existe
p € HY(Q) (dinico excepto constante aditiva) de manera que se tenga:

S(v) = / pdiv (v)dz , Vv €V cong=-Vp, (15)
Q

obteniéndose de esta manera la propiedad siguiente:

LEMA 3.- La presién p puede obtenerse a través de la solucién u de la ecuacion
variacional (6) y es unica excepto una constante aditiva.
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UN ALGORITMO DE APROXIMACION DE LA DUPLA (u,p)

La descripcién de lo que sigue es valida cuando la dimensién del espacio RY es
N =23.

Algoritmo: Se define una aproximacién u,,p,(n € IN) de la dupla u, p de la siguiente
manera: :
(i) se da po € HY(Q);
(ii) Si se conoce p, € HY{(Q)(n > 0) se calculan:

(a) u, como la unica solucion del problema

VAU, +wAu, = f—Vp, en ), u,/T=0 (16)

(b) pnt1 se define, en funcién de p, y de u, de la siguiente manera:

P41 = Pn — pdiv (u,) en Q, (17)

donde p € R es un adecuado pardmetro a ser elegido adecuadamente.

Observacién 3.- Dado p,, la existencia y unicidad de la solucién u, del problema (16)
surge en forma andloga a la realizada para la ecuacién variacional (6) del problema (P).

TEOREMA 4.- Si el pardmetro p € R7 es elegido suficientemente pequefio para que
satisfaga la desigualdad

2v
N

entonces u,,p, convergen fuertemente hacia la solucién u, p del problema (P) en
(HYQ)N y (L¥(Q))V respectivamente. La convergencia de p, hacia p es excepto
una constante aditiva.

Demostracién.- Sean v, = u, — %4 y ¢, = pn — P Restando las ecuaciones
diferenciales satisfechas por u, py uy, pn,y teniendo en cuenta que div (u) = 0 en 2,
se obtiene ‘

0<p< (N =2,3) (18)

l (é) - VA’DTL-*_ w /\ vn + an = 0 en Q, (19)

(11) gn+1 = @n — p div (vy) en Q.
De (19 ) se deduce

lgnl = lgns1l® = 2 p(gn » div (v5)) — p*|div (va)|*. (20)
Por otro lado, se tiene

(g, div (v))ir = / ¢ div (vn) dz = _/ V gn o vn dz = ~(V guyon)vs. (21
Q Q

Si se multiplica escalarmente por v, la ecuacién (197), se tiene en cuenta que
(w A vy,) @ vy, = 0, se integra en 2, entonces se deduce
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(Vgn, va)v;, = —v|vg[3. (22)
Utilizando (21) y (22) en (20), y la desigualdad '

|div (v)| < VNly, , Yo e (HHQ)V, (23)
siendo N la dimensién del espacio RY(Q C RN), se obtiene

lg-1* = 1g341l = p2vlonl} - pldiv (va)[*) > p(20 — pN)|valy, 20,  (24)

al verificar p la designaldad (18). Por lo tanto, la sucesién (|g,|?) es decreciente y

acotada inferiormente por 0, con lo cual existe su limite cuando n — oo. Entonces, se
deduce

Tim (19a/% — lgnsal?] = 0, (25)
y por ende, de (24) surge que
nh_{réo loaly; =0 (26)

con lo cual u, — uen (H3(Q))" fuerte cuando n — oc. Teniendo en cuenta el resultado
de regularidad (11) se deduce ademds que Au, - Auy wAu, — wAuen (LAQ)ON
fuerte cuando n — c0.

Teniendo en cuenta (19:) se obtiene que Vp, — Vp en (L%(Q))" fuerte cuando
n — 00.

EL CASO PARTICULAR N =2

Para el caso particular en que la dimension del espacio es N = 2, se tienen que

u:(ulauZaO) ’ w:(Oava) ’ f:(fl’fz’o)

U; = 8,’(27,?) 3 fi = fz(x7y) Vi= 1?2 , W= w(z, 31) s P= P(x, ?}) (27)

La condicién div (u) = 0 en © C RY implica la existencia de una funcién escalar
1 de manera que u = rotor (0,0,%) = V A (0,0, 9), es decir

) i

= — = = —— = YP,. 2
m=gh=y  w=-ghey (28)
Por otro lado, si se designaconn = (ny, n2)y 7 = (71, 72) los versores normal
y tangente a I'(1y = —na, 7 = ny) y utilizando el hecho u|r = 0, se deduce
¢
— = Ypng + Yyng = —upTy — Uy Ty = —u o 7 = 0 sobre T, (29)

on




ANALISIS NUMERICO DE UNA ECUACION DE TIPO STOKES 391

9

5, = YL + YyTe = ugng + uyny = uen =0 sobre T, (30)
es decir
%—0 , ¥v=0enTl (31)

debido a que la nueva funcién incégnita ¢ estard determinada salvo una constante al
ser 9, por (30), constante sobre I'.

Si se calcula el rotor de la ecuacién diferencial del problema (P) se deduce para 3
la ecuacién de cuarto orden siguiente:

(w,¥)

A2
Yt @)

=FenQ, (32)

donde

fr 0fi  O(w,¥)
gz 9y O(z,y)

LEMA 5.- Si N = 2, entonces el problema (P) se reduce en encontrar la funcién
escalar 1 = 9¥(z,y) solucién del problema (32),(31).

F =

= Wzy — WyYy. (33)

Observaciéon 4.- Si w es constante en 2, entonces la funcién 1 satisface el problema
bi-arménico siguiente

N ~1-F en Q,
v

P = 8—¢- = 0 sobre T, (34)
4).

sobre el cual se puede consultar [3 y
FORMULACION VARIACIONAL MIXTA DEL PROBLEMA (P)
Sean la siguiente aplicacién:

b:V x H — R/b(v, ) = /Qdiv (v)p dz, (35)

y el siguiente problema variacional mixto?: Hallar (u,A) € V' x H de manera que se
satisfagan las dos condiciones siguientes:

a(u,v) + b(v,A\) = L(v), Vv € V,

36
b(u,p) = 0,V p € H, (36)

donde a y L estdn definidos en (7).
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Entonces se tiene el siguiente resultado que relaciona el problema variacional (6)
con el problema mixto (36).

TEOREMA 6.- (i) Se tiene la siguiente equivalencia:

vEK & b(v,p)=0, Yu€eH.
(i) Si-(u,A)€ V x H es solucién de (36), entonces u es solucién de (6).

(ili) Si v € K es solucién de (6), entonces u puede ser considerado como la primera
componente de una dupla (u,A) que es solucién de (36).
(iv) Se tiene la siguiente equivalencia:

u, p es solucién de (P) & (u,—p) es solucién de (36).

Demostracién.- (i) Surge por definicién del producto escalar en el espacio de Hil-
bert H.

(ii) e (iii) son corolarios de (i).

(iv) La equivalencia surge teniendo en cuenta la igualdad
/Vpovdx:—/pdiv (v)dx-i—/pvond’y:
2 Q r

= —/ div (v) pdz = —b(v,p), Vv € V, (37)
Q
con lo cual, se tiene la relacién
A=—p (38)
entre las incégnitas A de (36) y p de (P).
Observacién 5.- La forma bilineal b es continua sobre V x H, obteniéndose
[b(v, )| < |div (0)] - lul S V3Jolv; lu], Vv € V,Vu € H. (39)

LEMA 7.- (i) La forma bilineal y continua & satisface la condicién de Brezzi, es decir
3b, > 0 de manera que

b(wv,
wp L)
veV,v# 0 !

(ii) el problema variacional mixto (36) tiene una dnica solucién {(u,A) € V x H [1,2].

2 bolpl , Vu € H. (40)
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