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RESUMEN.

Se presentan las definiciones y propiedades bésicas de la teoria de probabilidades a los efectos
de introducir el pensamiento matematico a través de las tablas de contingencia, diagramas de arboles y

criterios para la toma de decisiones en problemas no deterministicos.

NOTA.

Fl presente texto ha servido de apoyo para desarrollar actividades en el tema "Elementos de la
teoria de probabilidades. Problemas, trabajos practicos y casos” como parte del curso ”Matematica
aplicada a las decisiones” del Programa de Direccion Gerencial PDG dictado en la Facultad de Ciencias

Empresariales de la Universidad Austral (sede Rosario) desde el afio 1998.

En el presente médulo se presentan:

e un resumen de las definiciones y propiedades bésicas en la teoria de la probabilidad [Li, Me, Sp;

o la matematica de las distribuciones de probabilidades mas frecuentes (variables aleatorias discretas:
binomial y Poisson; variables aleatorias continuas: normal y exponencial);

e actividades sobre probabilidad condicionada y tablas de contingencia (diagramas de arbol),
probabilidad geométrica y probabilidad dinamica [CLGGLM];

e problemas, criterios deterministicos y no deterministicos para la toma de decisiones, trabajos
practicos y casos no clasicos sobre el tema [CLGGLM, Kr, Li, Me, Mi, SpBo, Sp, Th];

e un modelo de fidelidad de marca para marketing y sus consecuencias mateméticas [Talj;

e las referencias bésicas de Ja bibliografia utilizada.
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| INTRODUCCION A LA PROBABILIDAD.

Ejemplos de experimentos no deterministicos.

Se tratars de entender lo que se considera un experimento *aleatorio” o “no deterministico”.
(Més precisamente se daran ejemplos de fenomenos para los cuales los modelos no deterministicos son
apropiados. Esta es una distincién que el lector debera mantener presente. Asl se refieren
frecuentemente a experimentos no deterministicos o aleatorios, cuando de hecho se estd hablando de un
modelo no deterministico para un experimento.) No se pretende dar una definicién precisa de

diccionario para este concepto. En su lugar se daran numerosos ejemplos que la ilustran.

E;: Se lanza un dado y se observa el nfimero que aparece en la cara superior.

E,: Se lanza una moneda cuatro veces y se cuenta ¢l niimero total de caras obtenidas.

Ej: Se lanza una moneda cuatro veces y se observa, Ja sucesién de caras y sellos obtenidos.

E,: Se fabrica una lampara eléctrica. Luego se prueba su duracién conectandola en un portalamparas ¥
se cuenta el tiempo trapscurrido (en horas) hasta gué se quema.

Eg: Se fabrican articulos hasta producir 10 no defectuosos Se cuenta ¢l nimero total de articulos
manufacturados. o ' '

E4: Se lanza un proyectil. Después de un tiempo determinédo.t,.'.éé anotan las tres componentes de la

velocidad vy, Yy, Vg-

E,: Un termégrafo marca la temperatura contmuamente en un penodo de 24 horas. En un sitio y en

una fecha senalados, ”1eer dlChO termografo.

iQué tienen en comin los experimentos anteriores? Los siguientes aspectos son importantes

para la descripcion de un expertmento aleatorio.

(a) Es posible repetir cada experimento en forﬁi.a indefinida sin cambiar esencialmente la condiciones.
(b) Aunque en general no se puede indicar cual serd un resultado particular, se puede describir el
conjunto de fodos los resultados pesibles del expenmento

(c) A medida que el experimento se replte los resultados ‘individuales parecen ocurrir en forma
caprichosa. Sin embargo, como el expenmento se replte un gran nimmero de veces, aparece un patron

definido o regularidad. Esta regularidad hace poszble la construccién de un modelo matematico preciso

con el cual se analiza el experimento.

El espacio muestral.

Definicién. Con cada experimento ¢ del tipo que se ha considerado, se define el espacio muesirel como
el conjunto de fodos los resuitados posibles de . Usnalmente se designa este conjunto como S. (En

nuestro contexto, S representa el con_]unto universal desciipto anteriormente). -

Se considerard cada uno ‘de los expenmentos antenores ¥ se describiré el espacio muestral de

cada uno. El espacio muestral S, se referiré al experimento E..

e 5= {l, 2,3, 4,5, 6}
e S,=1{0,1,2,3, 4}



¢ S; = {todas las sucesiones posibles de la forma a,, a,, a5, a, donde a; = C 6 S segin si aparece cara
o ceca en el i-ésimo lanzamiento}.

o Sy={t|t>0}

e §;={10, 11,12, ...}

o S = {(va Yy v}t [ Vo Yy, ¥y SOD nameros reales}.

s S. = Este espacio muestral es el mas importante de los que aqui se considera. Practicamente se debe
suponer gque la temperatura en cierta Jocalidad especifica nunca puede subir o bajar con relacién a
clertos valores, digamos M y m. Fuera de esta resiriccién, se debe admitir la posibilidad de que
aparezca cualquier grafica con determinadas caracteristicas. Es posible que ésta no tenga saltos (esto es,
representara una funcién continna). Ademds, la grifica tendrd ciertas caracteristicas de suavidad que
pueden resumirse en forma matemética al decir que la grafica representa una funcidn diferenciable. Asi,
finalmente se puede enunciar que el espacio muestral es

{f [ f es una funcién diferenciable, que satisface m < f{t) < M, para todo tiempo t} .

Sera importante analizar de nuevo el nimero de resultados en un espacio muestral. Surgen tres
posibilidades: el espacio muestral puede ser finito, infinito numerable, o infinite no numerable.
Refiriéndose a los ejemplos anteriores, nctemos que Sy, S, ¥ S5 son finitos, S5 es infinito numerable y

5S4, 8¢ ¥ S, son infinitos no numerables.

Eventos. Un evento A (respecto a un espacio muestral particular S asociado con un experimento ¢) es
un conjunto de resultados posibles. En la terminologia de conjuntos, un evento es un subconjunto del
espacto muestral 5. En vista de lo expuesto previamente, esto significa que S es también un evento y
también lo es el conjunto vacio 9. Cualguier resultado individual también puede comnsiderarse como un

evento,

Los siguientes son ejemplos de eventos. Ofra vez se referird a los experimentos antes anotados:

A, se referird a un evento asociado con el experimento E;:

o A,: Un niimero par ocurre; esto es, A; = {2, 4, 6}.
e A,: {2}; es decir, ocurren dos caras.
s A, {CCCC, CCCS, CCSC, CSCC, SCCC}; es decir, salen mas caras (C) que cecas (8).

e A {t |t <3}; es decir, la ldmpara se quema en menos de tres horas.

Cuando el espacic muestral S es finito o infinito numerable, todo subconjunto se puede
considerar como un evento. Sin embargo, si S es infinito no numerable, aparece una dificultad tedrica.
Resulta que no cualquier subconjunto concebible se puede considerar como un evento. Por razones que
escapan al nivel de esta presentacion, ciertos subconjuntos "no admisibles” deben ser excluidos. Por
fortuna, tales conjuntos no admisibles en realidad no aparecen en las aplicaciones y, por tanto, no
interesaran aqui. En lo que sigue se supondra tacitamente que cada vez que se mencione un evento sera
de la clase que estd permitido considerar. Se pueden usar ahora los diversos métodos para combinar
conjuntos (es decir, eventos) y obtener los nuevos conjuntos (es decir, eventos) que se presentd con
anterioridad:

(a) Si A y B son eventos, AU B es el evento que ocurre si y sélo si 4 6 B (o ambos} ocurren;
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(b) Si Ay B son eventos, 4B es el evento que ocurre gl y solo st A ¥ B ocurren;

(¢) Si A es un evento, AC es el evento que ocurre si y solo si A no ocurre;

(d} Si A4, ..y Ap 6s cualquier coleccidén finita de eventfos, entonces ]_leA es el evento que ocurre st y
solo si al menos uno de los eventos Ai ocurre;

() ST A, ., Ap es cualquier coleccion finita de eventos, entonces n ﬁ__l Ai s el evento que ocurre si y
sdlo si todos los eventos A1 ocurren simulténeamente.

{f) Si Ay, .y Ap, - s cualquier coleccién finita (numerable) de eventos, cntonces U A; es el cvento
que ocurre si y sblo si al menos une de los eventos A ocurre.

(g) Si Ay ooy Ap, - €S cualquier coleccién infinita (numerable) de eventos, entouces ﬂ A.l es ¢l evento
que ocurre si y s6lo si todos los eventos A ocurren simultdneamente.

(h) Supbngase que S representa el espacio muestral asociado con un experimento ¢ y realizamos ¢ dos
veces. Entonces S x S se puede utilizar para representar todos los resultados de esas dos repeticiones. Es
decir, (51, s;) €8 x S significa que s, resultd cuando se realizd ¢ la primera vez y s, cuando se realizd €
la segunda vez.

(i) Evidentemente, el ejemplo h se puede generalizar. Se considera n repeticiones de un experimento ¢
ciyo espacio muestral es 5. Entonces S x S X ... X S ={(sy, S5 --» Sp) | 5; €5, 1=1, sy n} representa
el conjunto de todos los resultados posibles cuando ¢ se realiza n veces. En cierto sentido, S x S x ... x s

es un espacio muestral en si mismo, o sea el espacio muestral asociado con n repeticiones de ¢.

Eventos mutuamente excluyentes.

Definicién. Se dice que dos eventos, A ¥ B son muluamente ercluyentes si no pueden ocurrir juntos. Se

expresa esto escribiendo ANB = §: es decir, la interseccidn de A y B es el conjunto vacio.

Frecuencia Relativa. Se supone que se Tepite n veces el experimento ¢, ¥y sean A y B dos eventos

asociados con €. Sean ny y ng el niirero respective de veces que el evento A y el evento B ocurrieron
en las n repeticiones. '

Definicién. Se llama frecuencia relativa del evento A en las n repeticiones de ¢ al namero dado por

fA 211A/n .

La frecuencia relativa f, tiene las siguientes propiedades importantes, que son verificables
facilmente:
N0<f, <L
Df,=1siy sélo si A ocurre cada vez en las n repeticiones.
3) £, = 0 si y sblo si A no ocurre €n las n repeticiones.
4) St A y B son dos eventos que se excluyen mutuamente y si £, ;5 €8 la frecuencia relativa sociada al
evento A UB, entonces fy ;g = fo+1p -
5) f,, basada en las n repeticiones del experimento y considerada para una funcién de n, "converge” en

cierto sentido probabilistico a P(A) (probabilidad del evento A) cuando n — +0<.

Probabilidad de un evento.

Definicién. Sea ¢ un experimento y S un espacio muestral asociado con €. Con cada evento A se asocia

un niunero real, designado con P(A) y llamado probabilidad de A, el cual satisface las siguientes

-



propiedades:

1) 0 < P(A) < 1.

2)PS)=1.

3) S A y B son dos eventos que se excluyen mutuamente, P(A UB) = P(A) + P(B).

4) Si Ay, Ay, ooy Ay, .- sOD eventos que se excluyen mutuamente dos a dos, entonces
P(USS ) =P(A)+P(A)) + . +P(Ap)+ ... = P(4)

Teorema. (i) Si 0 es el conjunto vacio, entonces P() = 0.
(ii) Si A es el evento complementario de A, entonces

P(A)=1-P(A%9)
(iii} Si A y B son eventos cualesquiera, entonces

P(AUB) = P(A) +P(B) —P(ANB).

(iv} Si A, B, y C son tres eventos cualesquiera, entonces
P(AUBUC)=P(A)+P(B)+P(C)-P(ANB)~P(ANC)—P(BNC)+P(ANBNC).

(v)SiA ¢ B entonces P(A) < P(B).

. EL_ESPACIO MUESTRAL FINITQO.

Se consideran sdlo experimentos para los cuales el espacio muestral S consta de un nlimero

finito de elementos. La suposicién que mas comGnmente se hace para espacios muestrales finitos es que
todos los resultados son igualmente probables. De ninguna manera esta suposicién puede darse como un
hecho; deberi justificarse con cuidade. En dicho caso, se puede definir la probabilidad de un evento de

la signiente manera:

numero de maneras en que ¢ puede ocurrir favorable a A
numero de maneras en que € puede ocurrir )

P(A) =

Es importante comprender que la expresioén anterior de P(A) es sbélo una consecuencia de la
suposicion de que todos los resultados son igualmente probables y sdlo es aplicable cuando se satisface

¢sta suposicidn. Sin duda no sirve como una definicién general de probabilidad.

Meétodos de enumeracion.

A} Principio de multiplicacién. Se supone que un procedimiento, designado como 1, puede hacerse de

n, maneras. Se supone que un segundo procedimiento, designado como 2, se puede hacer de n,
maneras. También se supone que cada una de las maneras de efectuar 1 puede ser seguida por
cualquiera de las maneras de efectuar 2. Entonces el procedimiento que consta de 1 seguide por 2 se

puede hacer de ny n, maneras.

Observacién. Obviamente este principlo puede extenderse a cualquier nimero de procedimientos. Si hay

k procedimientos y el i-ésimo procedimiento se puede hacer de n; maneras, i = 1, 2,..., k entonces el

8



procedimiento que consiste en 1, seguido por 2 ,..., seguido por el procedimiento %k puede hacerse de

nq N -ea Ty maneras.

B) Principio de adicién. Se supone que un procedimiento, designado con 1, se puede hacer de n,

maneras. Se supone que un segundo procedimiento, designado con 2, se puede hacer de n, maneras. Se
supone ademas que no es posible que ambos, 1y 2, se hagan juntos. Entonces, el mimero de maneras

de como se puede hacer 1 6 2 esta dado por 7y + 7.

Observacién. También este principio puede generalizarse como sigue: si hay k procedimientos y el i-
ésimo procedimiento se puede hacer en 7; maneras, i=1,2,...,k, entonces el namero de maneras como
se puede hacer el procedimiento 1, 6 el procedimiento 2 & ... & €l procedimiento k estd dado por ny -+

Ny + oo + B, suponiendo que los procedimientos no se pueden realizar en forma conjunta.

C) Permutaciones.

a) Se supone que se tiene n objetos diferentes. ; De cuintas maneras, se notara nPn, se pueden agrupar
(permutar) estos objetos? En general, se considera el esquerna siguiente. Agrupar los n objetos es
equivalente a ponerlos, en algiin orden especifico, en una caja con n compartimientos. La primera
casilla se puede llenar de cualquiera de las n maneras, la segunda de cualquiera de {n— 1) maneras, ...,
v la tltima casilla de sélo una manera. Por tanto, aplicando el principio de multiplicacion anterior, se

ve que la caja se puede llenar de n {(n—1){n—2) ... 1 maneras.
Asi el nfimero de permutaciones de n objetos diferentes esta dado por la expresién:
nPn = n!

b) De nuevo se considera n objetos diferentes. Esta vez se desea escoger 7 de esos objetos, 0<r<m,yse
permuta el 7 elegido. Se indica el nimero de manera de hacerlo con nPr. Se recurre otra vez al
esquerna anterior de llenar una caja que tiene 'n.compartimiento's;‘ahora se detiene ¢l proceso despues
que se ha llenado el compartimiento r-ésimo. Asi, el primer compartimiento puede llenarse de n
maneras, el segundo de (n - 1) maneras, ..., ¥ el r-ésimo compartimiento de n— (r— 1) maneras. De

este modo se puede realizar el procedimiento completo, usando de nuevo el principio de multiplicacion,

y se obtiene
n{n — 1){n—2) .. (n—r+1)

maneras. Usando la notacién factorial, se puede escribir

— n!
raaP}:——-w—--—(n -

Esta expresién también sé conoce como arreglo ¢ variacion.

D) Combinaciones. Se considera puevamente n objetos diferentes. Esta vez se esta interesado en contar

el nfimero de maneras como se puede escoger r de esos n objetos sin considerar el orden.

Para obtener el resultado general se recuerda la formula derivada anteriormente: el nimero de

maneras de elegir r objetos entre n ¥ permutar los r elegidos es igual a nl/(n — r)! Sea C el nimero

9



de maneras de elegir r entre n, sin considerar el orden. (Esto es, €l nimerc buscado es C.) Se observa
que una vez que se han escogido los r articulos, hay r! maneras de permutarlos. Por tanto, aplicando

una vez mas el principio de multiplicacion, junto con el resultado anterior, se obticne la expresion:

Crl=

n!
(n—r}l’

Asi, e nimero de maneras de elegir » enire n objetos diferentes, sin considerar el orden, esta

dado por

¢ =gry=(3)

que se conoce como el nimero combinatorio de n tomado de a r.

Se generaliza el problema anterior. Supéngase que se tiene N articulos. Si se elige n de esos al
azar, sin sustifucidn, hay ( 13) muestras posibles diferentes, todas las cuales tienen la misma
probabilidad de ser escogidas. Si los N articulos estan formados de ry A’s y ry B's (con ry + 7, = N)

entonces la probabilidad de que los n articulos elegidos contengan exactamente s; A’s y (n—s;) B’s

(2
o)

La anterior se llama probabilidad hipergeométrica.

esta dada por

Observacién: Es muy importante especificar, cuando se habla de escoger articulos al azar, si se lo hace
con o sin sustitucién. En una descripcién més realista se propondra esta altima. For ejemplo, cuando se
inspecciona un niimero de articulos manufacturados con el propésito de descubrir cudntos defectuosos
podria haber, en general, no se pretende inspeccionar el mismo articulo dos veces. Previamente se ha
observado que el nimero de maneras de escoger r objetos entre n, sin considerar el orden estid dade por
(]:) El niimero de maneras de escoger r articulos entre n, con sustitucién, estd dado por nf. Aqui se

esta interesado en el orden en gque se escogieron los articulos.

E) Permutaciones cuando no todos los objetos son diferentes. En todos los métodos de enumeracién

presentados se ha supuesto que todos los objetos considerados eran diferentes (esto es, distinguibles).
Sin embargo, no siempre este es el caso. Se supone, entonces, que se tiene n objetos tales que hay n; de
una clase, n, de una segunda clase,..., e de una k-ésima clase, donde ny+n,+ ... +np=n.

Entonces, ¢l nimero de permutaciones de estos n objetos esta dada por

n!
W T
ny! ! ..omyl

Nétese que si todos los objetos son diferentes, se tiene n= 1, i=1, 2, <.y k, ¥, por tanto, la

formula anterior se reduce a n!, el resultado obtenido en forma previa.

10
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lil. PROBABILIDAD CONDICIONAL E INDEPENDENCIA.

Probabilidad condicional. Sean A y B dos eventos asociados con un experimento €. Se indica con

P(B/A) la probabilidad condicional del evento B, dado que A he ocurrido. Cada vez que se calcula
P(B/A), esencialmente se estd calculando P(B) respecto al espacio muestral reducido A, en vez de
espacio muestral original S. Cuando se calcula P(B) se pregunta qué tan probable es que se esté en B,
sabiendo que se debe estar en S, y cuando se evalua P(B/A) se pregunta qué tan probable es que se esté

en B, sabiendo que se debe estar en A (es decir, el espacio muestral se ha reducido de S a A.).

Definicidn. Se define
P(ANB)

P(B/A)= ~pra)

siempre que sea P{A) > 0.

Definicién. Se dice que los eventos By, By, ..., By representan una particién del espacio muestral S sit

c)P(B) >0,V i=1, ceeny ko
En otras palabras , cuando se efectiia el exprimento €, ocurre UNo ¥ sélo uno de los eventos B;.
Sea A algiin evento respecto a 5y sea By, By, ..y By una particion de S, con lo cual se puede escribir:
A=uk_, (ANB)=(ANB)UANBY U U(ANB)

y por ende, se tiene:

k
P(A)= 3 P(ANB)=PANBy)+ P(ANBy) -+ eeeeee +P(ANB)
i=1
Sin embargo, cada término P(A N B;) se puede expresar como P(A/B;) P(B;) v, por lo tanto, se

obtiene el llamado feorema de la probabilidad total

k
P(A)= 3 P(A/B) P(B) = P(A/By) P(By) + P(A/B,) P(By) + - + P(A/By) P(By)-
=

Observacién. FEste resultado representa upa relacién muy Gtil, ya que cuando se busca P(A)
frecuentemente puede ser dificil calcularlo de manera directa. Sin embargo, con la informacién adicional

de que B; ha ocurrido, se puede calcular P(A/ Bi) y por ende se puede entonces usar la formula anterior.

Por otro lado, cuando se necesite calcular P(B;/A} se podri caleular esta probabilidad como
una conscuencia de lo anterior. Sean By, ..., By una particién del espacio muestral S y A un evento

asociado con S. Aplicando la definicién de probabilidad condicional, se puede escribir:

11



P(A/By) P(B,)

P(B,/A) = _ |
. );l P(A/B;) P(B,)

, 1=1, wens , k.

Bste resultado se comoce como Teorema de Bayes. También se le llama formula para la
probabilidad de las "causag™. Puesto que las B; son una particidn del espacio muestral, uno y sdlo uno
de los eventos B; ocurre. (Esto es, uno de los eventos B; debe ocurrir y solamente uno.) Por lo tanto, la
formula anterior da la probabilidad de un B particular {esto es, una "causa” ), dado que el evento A ha
ocurrido. Para aplicar este teorema se debe conocer los valores de las P(Bi), coni=1, ..., k. Muy a

menudo esos valores no son conocidos y esto limita la aplicébiiiciad del resultado.

La siguiente ilustracién del Teorema de Bayes dard la oportunidad de introducir la idea de
diagrama de drbol, método muy til para analizar clertos problemas. Supdéngase gue varias cajas de
caramelos son de dos tipos A y B. Fl tipe A contiene 70% de caramelos dulces y 30% de caramelos
icidos, mientras gue en el tipo B dichos porcentajes estin invertidos. Mas aln, supbngase que el §0%

de todas las cajas de caramelos son del tipo A, mientras que el resto son del tipo B.

Ahora se estd ante el siguiente problema de decision. Usted recibe una caja de dulces de tipo
desconocido. Se le permite sacar una muestra de caramelo (una situacidon ciertamente no real, pero que
permite presentar las ideas importantes sin mucha complicacién y con esta informacion debe decir si
cree que se le ha sido ofrecido una caja del tipo A o del tipo B). El siguiente " diagrama de &rbol”
(Hamado asi por las diversas trayectorias o ramas que aparecen) ayudard a analizar el problema (S; ¥

S, indican la eleccion de un caramelo dulce o acido respectivamente).

34

A S,
B S
. Sa

Se pueden realizar algunos calculos simples:
P(A)= 0,60 ; P(B)= 0,40 ; P(Sd/A)z 8,70 ;
P(S,/A)=10,30; P(S4/B)=030; P(S,/B)= 0,70 .
Lo que en realidad se desea conocer son las siguientes probabilidades
P(A/S3). P(A/S,); P(B/S4) ¥ P(B/S,).

Esto es, suponiendo que realmente se escogid un caramelo dulce, jqué decision estariamos mas

inclinados a hacer?
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Para ello se deben comparar P(A/S ) v P(B/Sy)- Utilizando la férmula de Bayes se tiene:

P(S4/A) P(A)
P(&/S9) = F57A) P(A) + P(5g/B) P(B)

= (0,7)(0,6) / [(0,7)(0,6) -+ (0,3){0:4)] = 7/9.

Un célculo similar da P(B/Sg) = 2/9. De este modo, con base en la evidencia que se tiene (es
decir, la obtencién de un caramelo dulce) es 3,50 veces més probable que se trate de una caja del tipo A
que del tipo B. Por lo tanto, se decidiria, posiblemente, que el caramelo se obtuvo de una caja tipo A.
(Por supuesto, se podria estar equivocado. Lo interesante del andlisis anterior es que se elige la

alternativa que parece més probable con base en los pocos datos que se tiene).

En términos del diagrama de arbol, lo que realmente se necesitaba (v se hizo) en los calculos
precedentes fue un andlisis "hacia atrés”. Esto es, dado lo que se observa, en este caso S ;qué tan

probable era escoger el tipo A?

Eventos independientes. Dos eventos A y B que no pueden ocurrir de manera simultanea verifican que

ANB =@ Tales eventos se designaron mutuamente excluyentes. Si A y B son mutuamente excluyentes
entonces P{A/B)=0, porque la ocurrencia de B impide la ocurrencia de A. Por otra parte, para el caso

particular A C B se tendra que P(B/A)=1.

En algunos de los casos anteriores, sabiendo que B ocurrid, se fiene una informacién precisa
sobre la probabilidad de la ocurrencia de A. Sin embargo, hay muchos casos en los cuales se sabe que sl

un evento B ocurre, no tiene influencia alguna en la ocurrencia ¢ no ocurrencia de otro evento A.

Definicién. Se dice que A y B son dos eventos independientes si y sélo si

P(ANB) = P(4) P(B) .

Observacién. Esta definicidn es esencialmente equivalerite a la que antes se sugirid, es decir, que Ay B
son independientes si P(B/A)=P(B) ¥y P(A/B) = P(A). Esta dltima forma es un poco mas intuitiva,
porque afirma precisamente lo que se ha estado tratando de decir antes: A y B son independientes si el

conocimiento de la ocurrencia de A no influye de modo alguno en la probabilidad de ocurrencia de B.

Definicién. Se dice que los tres eventos, A, By C, son mutuamente independientes si y sélo si todas las

condiciones siguientes se satisfacen:
P(ANB)= P(A) P(B), P(ANC) = P(A) P(C),

P(ENC) = P(B) P(C), P(ANBNAC) = P(A) P(B) P(C) .

Finalmente se generaliza esta nocion a n eventos a través de la siguiente definicion.
Definicién. Los n eventos Ay, Ay, ..., Ay 501 mutuamente independientes si y slo si se tiene

P(A; NA; N NAG) = P(A; ) PAp) o P(A; ), Y k=2, 3, o 0

13



V. VARIABLES ALEATORIAS UNIDIMENSIONALES.

Definicidn. Sea ¢ un experimento y S ¢l espacio muestral asociado con &. Una funcidn X que asigna a

cada uno de los elementos s € S, un nimero real X (s), se le Hama variable aleatoria.

Definicién. Sea X una variable aleatoria. Si el nitmero de valores posibles de X (es decir su recorrido} es
finito o infinito numerable, se lama a X una variable aleatoria discreia. Esto es, se pueden anotar los
valores posibles de X como x4, Xy, ..., X3, --.- . En el caso finito, la lista termina y en el caso infinito

numerable, la lista contintia indefinidamente.

Defipicidn. Sea X una variable aleatoria discreta, es decir que el recorrido de X consta, a lo més, de un
nimero de valores, X;, Xy, .., Xp, ... que es infinito numerable. Con cada resultadeo posible X; se asocia
un ndmero p(x;)=P(X=x;), lamado probabilidad de z, Los niimeros p(x;), i==1,2, ... deben satisfacer
las condiciones siguientes:

a) px) 20,1,

D) S p(x) = 1
i=1

La funcién p que antes se defini6, se llama funcion de probabilided (o funcién de probabilidad
punival) de la variable aleatoria X. La coleccién de pares (x;, p(x;)), i=1, 2, ... , algunas veces se llama

distribucién de probabilidad de X.

Definicion. Se considera un experimento ¢ y sea A un evento asociado con €. Se supone que P{A)=p, ¥
por lo tanto, P{A%)= 1 — p. Se considera n repeticiones independientes de €. Por lo tanto, el espacio
muestral consiste en todas las sucesiones posibles {a;, a5, ..., ag}, donde cada a; es A 6 AS segin A &
AC ocurra en la i-ésima repeticién de ¢ (hay 2™ de tales sucesiones). Alin maés, se supone que P(A)=p
es el mismo para todas las repeticiones. Se define la variable aleatoria X como sigue: X es igual al
nlmero de veces-que ocurrid el evento A. Se llama a X una variable aleatoria binomial con los
parametros n y p. Sus valores posibles obviamente son €l 0, 1, 2, ..., n. (Decimos en forma equivalente
que X tiene una distribucién binomial). Las repeticiones individuales de E se llamaran ensayos de

Bernoulli.
Definicién. Se dice que X es una variable aleatoria continua, si existe una funcidn f, llamada funcidn de
densidad de probabilidad (fdp) de X, que satisface las siguientes condiciones:
a)f(x) > 0, Vx,
+ oo
by [ f(x)dx =1
o0

b :
c)Setieneque Pla < X < b)= [ f(x)dx,Va b €R,tal que a<b.
. a

Definicién. Sea X una variable aleatoria, discreta o continua. Se Ilama funcién de distribucién

acumulativa de la variable aleatoria X (abreviada fda) a la funcién dada por la expresion

14



F(x)=P(X<x).
Teorema. a} Si X es una variable aleatoria discreta, entonces T viene dada por
F(x}= 2 p(xi) ’
i

donde la suma se toma sobre todos los indices 1 que satisfacen x; < X.

b) Si X es una variable aleatoria continua con funcién de probabilidad f, entonces F viene dada por
x
F(x)= [ f(s)ds.
—o0
Més atn:
i) La funcién F no es decreciente. Esto es, si x; < X, entonces se tiene que F(x;) < F(x,).

ii) Se tienen los siguientes limites:
F(—o0) =0, Foo) = 1.

¢) Sea F la funcién de distribucidén acumulativa de una variable aleatoria continua con funcién de

distribucién f. Entonces, se tiene que f es la derivada de F, es decir:
d
()= 4L (),

para todo x en el cual F es diferenciable.
d) Sea X una variable aleatoria discreta con valores posibles x;, X5, .- , ¥ s€ supone que €5 posible

rotular dichos valores de modo que x; < Xy < ... . Sea T la funcién de distribucion acumulativa de X.

Entonces,

p(xl) = P(X:xi) :F(}Ll) — F(xi _ 1) .

Observacién. Una advertencia sobre la terminologia puede ser de utilidad. Esta terminologla, aunque
no es nuy uniforme, ha legado a estandarizarse. Cunando se habla de la distribucién de probabilidades
de una variable aleatoria X se indica su fdp f si X es continua, o su funcién de probabilidad puntual p
definida para Xx;, Xy, ... 51 X es discreta. Cuando se habla de la funcién de distribucién acumulativa, o

algunas veces sdlo de la funcion de distribucién, siempre se refiere a F, donde F(x)=P(X < x).

V. CARACTERISTICAS DE LAS VARIABLES ALEATORIAS.

Valor esperado o esperanza matematica.

Definicién. Sea X una variable aleatoria discreta con valores posibles X;, ..., Xp, ..., ¥ sea

p(xi) =P(X=x),1=1 2 s B e - Entonces el valor esperado de X (o esperanza matemétice de X)

que se denota con E(X), se define como
o
E(X)= Y% plx)
=1

si la serie Y00 x; p{x;) converge absolutamente, es decir st 30{0 |x;| plx;) <o Este niimero

también se designa como valor promedio de X.

15



Definicién. Sea X una variable aleatoria continua con funcién de probabilidad f. El valor esperado de X

se define como

+o0
E(X)= ] x f(x) dx

-0
Nuevamente puede suceder que esta integral (impropia) no converja. Por lo tanto, se dice que E(X)

existe si ¥ sblo s la signiente integral

+o0
f ix| f{x) dx
X oo
es finita.
Varianza.

’

Definicion. Sea X una variable aleatoria. Se define la vartanza de X, que se denota con Var(X), V(X) 6
0% como sigue:
0% =V(X)= E([x - E(:x:)}?) :

La raiz cuadrada positiva de V(X) se llama desviacién estandar de X y se designa con oy.
Teorema. Sea X una variable aleatoria. La varianza de X puede expresarse como
0% =V(X)=E(XH - [EX)}.

Desigunaldad de Chebyshev. Sea X una variable aleatoria con E(X)=p y sea ¢ un nfimero real

cualquiera. Entonces, si E{X —¢)? es finita y € es cualquier niimero positivo, se tiene

PIX —cl> e}g-é—iz(xmc)?.

Las formas siguientes, equivalentes a la desigualdad anterior, son inmediatas:

(a) Al considerar el evento complementario se obtiene:
PlX—cl< €]> 1—é B(X —c)2.
(b} Al elegir ¢ = y se obtiene

PIX —p|< €] zva;(f) :

(c) Al elegir c=p y € = ke, donde o = Var(X) > 0, se obtiene

PlX—cl>ko] >k 2.

Esta altima forma indica especialmente ¢émo la varianza mide el "grado de la concentracién”

de la probabilidad proxima a E(X) = p.
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VI. MATEMATICA DE LAS DISTRIBUCIONES DE

PROBABILIDAD

A . Distribuciones discretas:

1) Distribucién binomial:

Se define :
P = (3)p
como la probabilidad de que sucedan r éxitos en n pruebas donde :

re {0,1,2, ... ,n}: variable aleatoria que representa el niimero de aclertos ;
z € N : tamafio de la muestra o niimero de lanzamientos ;

p € (0,1) : probabilidad de un acierto ;

q=1—-p € (0,1) : probabilidad de un fracaso ;

. f ’ . .
parametros : o, pj (113) = _‘_"n____f : niimero combinatorio .
! (o—r)!

Verifique que se tienen las siguientes relaciones :
(i} P determina una distribucién de probabilidad pues :
n
Z P(r)=1 ({Utilice & binomio de Newton) .
r=0
(ii) La media aritmética, esperanza o raomento de orden 1 esta dada por :
n
E= ZrP(r)mnp.
r=0
(ii) El momento de orden 2 esta dado por
o 2
Y r? P(r)=np(a+np)-
r=0
(iv) La varianza estd dada por :

n n
Y (r—EPP(1)= ST P(r) - B =npq
r=0 r=0
v la desviacién estandar por ,/npq .

(v) Si se considera que np=m € R* (fijo) se obtiene el siquiente limite :

o P(r)= e (Ver (2).
=00 I.
75 Zm
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2) Distribucién de Pojisson: .

Se define

P(x)

il

como la probabilidad de que sucedan x eventos por unidad de medida donde :
x € NU {0} : variable aleatoria que representa el niimero de ocurrencias por unidad de medida;

m € N : nimero promedio de ocurrencias por unidad de medida ;

pardmetro 1 m .

Verifique que se tienen las siguientes relaciones :

(i) P determina una distribucion de probabilidad pues :

+o0 T n
Z P{k)=1 ( Utilice la serie de potencias e'= Z t—nr_ con radio de convergencia +oo ).
k=0 n=0"

(ii) La media aritmética, esperanza o momento de orden 1 esti dada por :

+eo
E= > kP(k)=m.
k=0
{iif) El momento de orden 2 esta dado por :

+oo
Y EP(k)=mltm.
k=0

{iv) La varianza esta dada por :

“+-co “4-co
> (k—EYPk)= > K P(k)-F=m
k=0 k=0

y la desviacién estdndar por /m.
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B. Distribuciones continuas.

3) Distribucibén normal

La funcién de densidad de probabilidad esta dada por :

_x—p?
fx) = ;;15-;_ ¢ 207 (Normal Nz, ¢))

donde
l % € R : variable aleatoria continua ;

pardmetros : 4 € R, 0 > 0.

Verifique que se tienen las siguientes relaciones :

(i) f genera una distribucién de probabilidad pues :

+00 -0
J () dx = L= J =1 (Utilice la sustitucion t = =&
= = stitucidn t = }-
~00 \/7? —o0 J\/g—

(ii) La media aritmética, esperanza o momento de primer orden esté dada por

+c0
E = J.xf(x)dx:,u.

-0

(iii) El momento de orden 2 esta dado por :

+00
J x2f(x) dx = pE + o .
—
(iv) La varianza esta dada por
“+o0 “+o0
j (- E)*£() dx = J £24(x) dx — E? = o2,
—~00 —o0

v la desviacién esténdar por o.

v) El cambio de variable z= X — B iransforma la funcién f= f(x) (Normal N{ux,o}) en g=glz
rol

( Normal N(0,1)).

(vi) La grafica de la funcién f =f(x) es una campana (campana de Gauss) que tlene las siguientes

caracteristicas ( pasar de la variable x a la variable z 6 t cuando sea conveniente) :

(2} Moda: Mo = B)/ciae

ﬁmwmhﬁﬁcmhmwm<w

b) Mediana : Md = () = —1
(b) Mediana (1) Py pues
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H# +o0
J f(x) dx = J ) dxe=1
(¢} f es concava en {—o,), es convexa en (—co,—o) U (o, +00) ¥y tiene puntos de inflexion en

x=pto (f'{pta)=0).

{d) Se tienen las siguientes probabilidades de que la variable aleatoria pertenezca a ciertos

intervalos importantes :

1,2
POxl < c)=Pz1 < 1) = ﬁ Jle 2 dz = 0,6827 ;
1,645 22
P(ix1 € 1,6450) = P(jz| < 1,645) = \/17 J e 2 dz=090;
T 1645
1,96 ,2
P(1xl < 1,960) = P(1z] < 1,96) = 715—— J e 2 dz=095;
T 1,96
2 2
_ — _1 Y Ban .
P(ix| < 20) =P <2_—j dz = 0,0545 ;
{1x| < 20) (1z] € 2} \/:.3.7; 2e Z 5
2,58 42
P(ixi < 2,580) = P(Iz] < 2,58) = # J e 2 dz=0,99;
T
—2,58
3 22
_ _ _1 Y qe =
P(1x| < 3¢)=P <3_—J dz = 0,9973 .
{1x] < 30) (1z1 < 3) \/Z—w 3e z

e) Calcule el primer cuartil Q, el tercer cuartil Qz, y la desviacién cuartilica.
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4) Distribucién exponencial:

La funcién de densidad de probabilidad estd dada por :
f(5) = reAt
donde :

£ > §: variable alcatoria que representa el tiempo cntre Hegadas sucesivas ;
XA > 0 :eslatasa promedio de Hegadas (similar al pardimetro m de Poisson) ;
1. &5 el tiempo promedio entre llegadas

A
parametro : A .

Se puede extender la definicién de la funcidn f a todo el conjunto de plimeros reales R de la

siguiente manera :
AeM s 20,

il

f(t)

Verifique que se tienen las siguientes telaciones :

(i) f genera una distribucion de probabilidad pues :

~+c0o 400
J f(t) dt = j e Pdu=1
o o

(ii) La media aritmética, esperanza o momento de orden 1 estd dada por :

+00 +o0 00
E = th(t)dt:%\-{ue—“du:v} (utilice Jue—udu31).
o ) °

(iii) El momento de orden 2 esta dado por

400 +co0 +co
J L2(t) dt = :\15 J u?e " du = % (utilice J. we™du=2).
) o o

(iv} La varianza estd dada por

+o0 ‘ 400
J (t— E)*(t) dt = J t25(t) dt — E? = 3\17
3] [ .

y la desviacion estandar por %

(v) Las probabilidades acumuladas "més que” estan dadas por:
21



+o0
P(t>a) = J f(t)dt =e~ 22 | Va>0.
a

(vi} Calcule el primer, segundo y tercer cuartil, y la desviacion cuartilica.
(vi) La distribucién de probabilidad exponencial es del tipo J invertida ( grafique la funcién f=f (t)).

(vii) La distribucién de probabilidad exponencial no tiene memoria pues se tiene la siguiente relacién

para la probabilidad condicional :

P(t>b/t>a) = Lit>P)

= _P—(Ta): P(t>(b—a)).

VII. TABLAS DE CONTINGENCIA Y DIAGRAMA DE ARBOL

A continuacién se plantean y se analizan diversas actividades sobre:

e Probabilidad condicionada y tablas de contingencia ([CLGGLM], actividad 13, pp. 121 — 129);
¢ Probabilidad geométrica ([CLGGLM], actividad 16, pp. 137 — 145);

o Probabilidad dindmica ({CLGGLM], actividad 18, pp. 149 — 151);

con el objetivo de realizar diagramas de arboles en problemas no deterministicos (analoge al método de
bifurcacién en problemas de légica-matematica [Ta2]) y poder tomar adecuadamente una decisién. Se

resalta la resolucién de problemas que tienen diagramas de Arboles con una o varias ramas infinitas

22
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Material |
No es necesario.

Tablas de contingencia

Comenzamos por dos problemas en los que se intro
datos de gran interés para ¢l calculo de probabilidades:

Problema 1. Diagndsticos

Una revista médica publica que

para diagnosticar las lesiones de -
higado existen dos procedimientos: :
"e] histologico” y el "grafico". El

segundo procedimiento no es tan
preciso como el Pprimero, pero
conlleva menor riesgo.

Para verificar la bondad del
procedimiento grafico se estudiaron
con €l 1.160 lesiones de higado,
comprobandose mas tarde si el
diagndstico fue correcto o 10.

duce un modo de presentar 10s

Los datos obtenidos fueron distintos segtn que la lesion fucra maligna o benigna.

He aqui la tabla:

TABLA 1

r Diagnostico -

~ Diagnostico

TOTALES

correcto incorrecto
Lesiores malignas 418 - 38 456
Lesiones benignas 608 96 704
TOTALES | 1026 134 1.160

b

a) Inteq;ﬁreta el significado de cada uno de los ndmeros de la tabla.

© NARCEA - MEC
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b) Para juzgar la precisién del procedimiento es importante conocer la proporcién de
cada caso respecto al total de 1.160 lesiones. Expresa la tabla anterior en frecuencias
relativas y en porcentajes; es. decir, completa las dos tablas de la pagina siguiente:

taBLA2 | ¢ |1 | ToTAL|  Tamras | ¢ | I TOTAL
B B
TOTAL | TOTAL

{Coémo son los sucesos C e I entre si? ;Y los M y B?

c) Se va a diagnosticar a un paciente par el procedimiento grafico. ;Qué probabilidades
asignaras a los siguientes sucesos aleatorios

CyM;CyB;IyM;IyB;C,I?
d) ;Qué probabilid'éd asignas al suceso "lesién maligna diagnosticada correctamente"?
- (Y al suceso "lesién benigna diagnosticada correctamente”?

¢Son independientes os sucesos Cy M?

Para responder a estas preguntas recuerda que segun vimos en la actividad nimero
10, si dos sucesos son independientes Se verificaba que:

P(S1y S2) = P(S1) - P(S2)
Mientras que si soﬁ dependientes se verifica que:
| P(S1 y S2) = P(S1) - P(S2/S1)
de donde se tiene:
P(52/S1) = P(S1 y S2) / P(S1)
Prabiema 2. Accidentes de tréf’;cga
Con objeto de que disminuya el ntimero de accideﬁtes de circulacién es preciso
tomar diversos tipos de medidas: campaifias de informacién en prensa, radio y televi-

s10n; mejora de la seguridad pasiva de los vehiculos; mejora del trazado y sefializacidén
de las vias (calles y carreteras); vigilancia por parte de los agentes de tréfico, etc.

_ Para ello es necesario disponer de informacién, disponer de datos. El Instituto Na-
cional de Estadistica (INE), en su Anuario de 1975 publicé para el afo 1973 los
siguientes datos:

122 © NARCEA - MEC
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TABLA 4 ﬁ En cacretera En zona urbana | TOTALES
Con victimas 34.092 32.295 66.387
Solo dafios materiales J! 11712 20.791 32.503
TOTALES I s 53.086 98.890

a) Completa la siguiente tabla de porcentajes, obtenida a partir de la anterior:

TABLA S A no A TOTALES
B 34 67
no B J} 33
TOTALES 46 54 160
b) Como sabes que:
. P{Ay B)
P(B/A) =577

calcula en este problema,,P(B/A) y P(B/no A) y decide si A y B son independientes.
;Es P(B/A) = P(B)?. _

Las tablas 1, 2, 3 del problema del diagnéstico, y las 4 'y 5 del de los accidentes
de trafico reciben el nombre de tablas de contingencia, pues en ellas figuran todas las
posibilidades, o contingencia, de los sucesos compuestos que son interseccion de otros
sucesos, esto es:

Ay B=2a0B; AynoB=aNB; noayB=2NB; nqunoB=Iflﬂ§

El esquema de dichas tablas es €l siguiente:

TABLA 6 A ' 2 VTotales
B P (aNB) P(ZNB) - P(B)
B P (aNB) P(ZNB) P (B)
Totales P(A) P (&) 1

y pueden figurar en ellas, en lugar de probabilidades, frecuencias relativas o
porcentajes.

123
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Estas tablas ademés de darnos probabilidades de forma directa nos permiten el
calculo de probabilidades de sucesos condicionados; por ejemplo P(B/A) y P(B/no A).

Existen tablas de contingencia mdis complicadas. Si consideramos que los
accidentes pueden ser leves, graves o mortales; en carretera 0 en zona urbana, el
diagrama de contingencia sera: o

s | T omaies
C = _ __
U L |

TOTALES !L ‘ T - ,

Lo fundamental de estas tablas es que los sucesos L, G y M sean incompatibles
dos a dos y su unidn sea el espacio muestral, y que los sucesos C y U también lo sean
y compongan ¢l espacio muestral. |

Relacion entre los diagramas de contingencia y los de drbol

P(ho A)\ ho A (B/nod)

(B/A
A ‘_\{F‘(Bf )

P(nOB/AY ™ no B
La tabla 6 se puede poner en ~

forma de diagrama de arbol de la

forma siguiente:

P{noB/ncA) ™ no B

Multiplicando las probabilidades de las distintas ramas que van hasta un punto
dado, por gjemplo B, se obtiene la probabilidad de la interseccién de los sucesos que
se encuentran por el camino:

P(A y B) = P(A) - P(B/A)
P(A y no B) = P(A) - P(no B/A)-

etc.
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Los diagramas de contingencia y los de 4rbol estan intimamente relacionados: dado
uno de ellos podemos construir el otro. Esto es muy importante, ya que unas veces 1os
datos del problema permiten construir rapidamente uno de ellos y a partir de €l
podemos construir el otro diagrama, que nos dard la respuesta.

Teniendo en cuenta que:
P(B/A) = P(A y B) / P(A) 13

y dado el diagrama de contingencia: -

' Jr : A no A Totales
B ! P(A y B)=1/9 P(no A y B)=3/9 P(B)=4/9
- no B P(A y no B)=4/9 P(no A y no B)=1/9 P(no B)=5/9
“Totales 'E P(A)=5l'9' ' | P(no A)=4/9 1
8
" PBIA=1/5

A

pE/A =45 OB

P{B/R)=1/4

puedes construir el de arbol:

w

3
w

'Sin més que hacer en cada caso €l cociente indicado en la expresion [1].

B
A @4

Reciprocamente, dado el diagrama de
arbol, puedes construir el diagrama de

contingencia: B
- “BBR=0.4
- A '/\K’
"":‘-\.\« g
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Obtenemos, multiplicando los niimeros de una misma rama, las probabilidades P(A

y B), P(A y no B), P(no A y B), P(no A y no B), es.decir, el

diagrama de contingen-
g

cia.
A 'y Totales
B' ' P(ANB) = P(AENB) = P(B) =
0703 0728 0°31
5 p(.@aﬂ'ﬁ)= P(ANB) = P(B) =
027 0742 0°69
Totales  P(a) s ' P(E) = 1
U 0730 - 0770

Problemas a resolver

Abhora que ya conocemos los diagramas de contingencia y las relaciones con los
diagramas de drbol te vamos a proponer varios problemas que resolveras aplicando lo

que has aprendido en esta actividad.

1°

a) Dado el siguiente diagrama de contingencia

]a A no-A Totales
B 0,41 0,10 0,51
no B 0,30 0,19 0,49
Totales H 0,71 0,29 1
— B
//

construye el diagrama en arbol.

126
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B
: 0.23
A
0.18 B
b) Dado el siguiente diagrama en |
arbol B
A
015~ B
construye el diagrama de contingencia:
AR B li : . ' c
. S
noB i!
Totales 1{ | | 1
B
3/4
A .
47 B
2¢ Completa el siguiente diagrama de
probabilidades: B
A
i3 B

Construye con-él una tabla de contingencia y @ partir de ella un nuevo diagrama
de 4rbol poniendo el suceso B en primer lugar.

3¢ Disponemos de dos cajas, M y N, la caja M contiene 7 bolas negras y 3 blancas,
y la N 5 negras y 3 blancas. Se saca una bola al azar de una de las dos cajas,
también al azar, y resulta ser blanca. Calcular la probabilidad de que proceda de

la caja M.
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4* Se han observado 50 enfermos de piel tratados con un nuevo antibidtico y otros
70 enfermos no tratados. Anotamos las curaciones al cabo de 2 semanas, los
resultados han sido: '

Tratados ‘ No tratados
Curados ' 40 20
No Curados 10 _ 50

Si se emplean estos datos para asignar probabilidades,

a) ;,Qué probabilidad existe de que un enfermo curado haya sido tratado?
b) {Qué probabilidad existe de que un enfermo curado no haya sido tratado?

5¢ Una determinada empresa se dedica a la fabricacion de cubiertas para las ruedas
de los automdviles. Por los controles de calidad que esta empresa lleva a cabo se
-puede concluir diciendo que el 5% de las cubiertas producidas son defectuosas. En
el laboratorio de control de calidad hay instalado un dispositivo que detecta el 90%
de las cubiertas defectuosas, pero también califica como defectuosas el 2% de las
correctas. El empresario esta interesado en conocer las siguientes probabilidades:

* Probabilidad de que sea correcta una cubierta calificada como defectuosa por

el dispositivo. <
* Probabilidad de que sea defectuosa una cubierta cahflcada por el dispositivo

como correcta.
;Puedes ayudarle td?
Nota: Consideremos 10s sucesos:
A = "Ser correcta”
. B = "Ser calificada como correcta"
no A = "Ser defectuosa”
no B = "Ser calificada defectuosa”
El problema pregunta: P(A/no B) y P(no A/B). Para resolver el problema puedes
construir primero el diagrama de arbol, el diagrama de contingencia y finalmente
responder a las probabilidades pedidas a través del diagrama de contingencia.

P(A/no B) = P (A y no B) / P(no B)

P(no A/B) =P (B y no A) / P(B)
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6¢ En un municipio hay tres partidos politicos: Progresista, Liberal y Moderado. Se
efectia un referéndum para decidir si un cierto dfa se declara fiesta local. He aqui
los resultados en %, en funcién del partido al que voto cada ciudadano en las
Gltimas elecciones: .
ULTIMAS ELECCIONES
Pr Lib Mod - Abs
o SI | 15% 5% |. 12% 8%
REFERENDUM NGO 25 % 5% 8% 2%

a) ;Qué porcentaje votd a cada partido en las tltimas elecciones?

b) ;Qué probabilidad hay de que una persona tomada al azar haya votado Si en el
referéndum, P(S{)? . ‘ _

c) Calcular las siguientes probabilidades: -

PerS)  B(SIP)  PLbISH . p(SiLib)
P(Mod/ST) P(Si/Mod)  P(Abs/S) - P(SU/Abs)

d) Los sucesos "votar moderado en la diltima votacién" y "votar Si en el referén-
dum" son dependientes o independientes?

Contenidos implicitos en esta actividad

- Tablas de contingencia. - '
- Probabilidad condicionada.
_ Relacién entre los diagramas -de contingencia'y diagramas de arbol.
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Reglas dei Jjuego

Este juego consiste en experimentar al fenémeno aleatorio "lanzar una moneda de
cien pesetas sobre una cuadricula de 60 x 60 mm". Cada alumno realizaré el expe-
rimento cien veces.

Materiales necesarios

Cada alumno necesita:

- Una moneda de 100 pesetas.

- Una cuadricula de 60 x 60 mm, que obten-
drads uniendo cuatro hojas DIN A4, como )
muestra la figura, y despues hac1endo el
cuadriculado:

- Unos folios para ir anotando los resultados,
conclusiones o conjeturas.

Desarroilo del juego

1%- ;Puedes formular alguna conjetura sobre
qué es lo que ocwirird al lanzar una moneda de I
cien pesetas sobre una cuadricula de 60 x 60 mm?. =

2°- Sobre una cuadricula lanzas la moneda cien veces y anotas el ntimero de veces
que la moneda toca alguna de las lineas de la cuadricula.

Llamamos al suceso "la moneda toca alguna de las lineas de la cuadricula”, suceso
S. Con los datos de la experiencia, rellena la siguiente tabla:

f(S) £S)

SUCESO "S"

100 Lanzamientes

3% Recogemos los datos obtenidos por todos los alumnos de la clase.y los
colocamos en la siguiente tabla:
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| 1(S) f(S)
Frecuencias absolutas de los Alumnos Frecuencia
relativa total

TN | E—

166 X N lanzamientos

£,.(8) = suma de las frecuencias absolutas, .

= nu
00 %N mero de Alu@os

A la vista de los resultados obtenidos en la dltima tabla,  qué probabilidad
asignarés al suceso S? Razénalo. . ' ' :

4% Recuerda Ja ley de Laplace, que utilizamos para el calculo de probabilidades cuando
los sucesos elementales son equiprobables: : '

_ casos favorables

P{5
() casos posibles

Con esta ley también calcularemos probabilidades geométricas, como vas a ver
a continuacion. IR P S

Si tomamos un cuadrado de la cuadricula, la moneda pisara alguna linea de la
cuadricula si su centro cae dentro del &rea rayada: :

1 = 60 mm.
R = radio de la moneda.
¢ = didmetro de la moneda = 24,5 mm.

Segin la ley de Laplace la probabilidad de que al lanzar la moneda pise alguna
linea de la cuadricula seré:
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P(S) = drea de la zona rayada _1%-(1-2R)? _

drea del cuadrado . FE
_ 4% _ (I1-2R)? . _,1-2Rys_._ __'¢ .
3 BT 1 _(:r--i-—) 1-(1 .,j)
2475y 65

P(S) =1-(1
(S) .. { 0
5% Compara el resultado anterior con el que se obtuvo, de forma experimental, en

el punto 3 y comeénta la primera ley de los grandes nimeros.

6% Con el fin de que veas como. se hacen los calculos de probabilidades

geométricas te resolveremos varios problemas.

Problema 1: En el interior de un circulo se
selecciona un punto al azar. Hallar la pro-
babilidad de que el punto quede mas cercano
al centro que a la circunferencia. |

Denoiamos por S el conjunto de los puntos
interiores al circulo de radio r y denotamos
por A el conjunto de puntos interiores al cii-
culo concéntrico de radio 1/2 de 1. Asi A estd
formado por aquellos puntos:de D ‘que estdn =~
més cercanos a su centro que a su circunferen-
cia. S - '

La probabilidad pﬁed_ida_vale:_ ! :

P(Aa) = drea dE‘A;ﬁ'(2I) =1
A ._.él’._e_a___de. .S'_' T 1'_? ' 4

Problema 2: Sobre una linea recta se. seleccionan al azar los puntos a y b tales que

"--_'_-'2 s_bs_b y 0<as<3 -

como se muestra en la figura siguiente:

Hallar la probabilidad de que la distancia d entre a y b sea mayor que 3.
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Los puntos (a,b) posibles son los que se
muestran en el diagrama siguiente: T S

e incluidos en el rectangulo.

El conjlinto de puntos favorables (a,b) seran aquellos para los cualesd=a-b » 3

y son los puntos de S que caen por debajo de la linea x - y = 3 y forman por tanto la
superficie sombreada. ' '

A

- ok i
.. .. T »
L)
Y

¥
N
o —

En consecuencia:

Problema 3: Se tiene una cuadricula de 1 x 1 cm. &
Se lanza un disco sobre ella de 1/2 ¢m de diametro
al azar. Hallar la probabilidad de que el disco cubra
un punto de interseccién de la cuadricula.
140 © NARCEA - MEC
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Tomamos un cuadrado de la cuadricula y sea S el conjunto de los puntos interiores

a este cuadrado.

Denotamos por A el conjunto de puntos de S de distancia a las esquinas 1/4 cm.
Asi si el centro del disco cae en S cubrird un punto de interseccién de la cuadricula
si y sélo si su centro cae en un punto de A. '

Segtin esto:

© NARCEA - MEC

p(a) =2rea de A

drea de 5§
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Problema 4: Tres puntos a, b, ¢ de una
circunferencia se escogen al azar. Hallar
la probabilidad de que los puntos caigan
sobre el mismo semicirculo.

Supongamos que la longitud de la
circunferencia sea 2s-Denotamos por x

la longitud del arco ab en el sentido del

movimiento de las agujas del reloj y de-
notamos por y la longitud del arco ac en
el mismo sentido. Se debe cumplir:

0 < x < 25

0 <y < 2s



Sea S el conjunto de los puntos de R’ para los cuales se cumplen las condiciones
anteriores: Sea A el subconjunto de S para los cuales se cumplen las condiciones
siguientes: :

" 1) X,y <8
i) xy>s
i) x<s,y-x>58

iv) y<s,x-y>s

1%

i

i

I

[P
S,
Y
Y

S s

Entonces A consta de aquellos puntos para los cuales se cumple que 2, b, ¢ caen
sobre el semicirculo. Asi

drea de A_3s5%_3
P{A) = = = .
(a), drea de § 4g? 4

Problema 5: Dado un segmento cualquié'ra," hallar la probabilidad de obtener,. por
triseccién, los tres lados de un tridngulo. -~ .

Entendemos por triseccién la eleccién de dos puntos al azar del interior del
segmento. Es evidente que no supone restriccion alguna identificar al segmento con el

intervalo [0,1]. La eleccién de dos puntos en el segmento es entonces la eleccidn de
dos nimeros tales que o '

Cxe(01)
y € (0,1)
X FYy.

La condicién necesaria y suficiente para que con tres segmentos

!1_
o X Y 1
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se pueda formar un tridngulo-es que la longitud de cada uno de los segmentos sea
menor que la suma de los otros dos. Refiriendo estas condiciones a los nimeros x e
y obtenemos:

_ : :..l 1 ;. 1
.XQ’F _..9_?.-’?".':2"’_:' y—x<—2~_;_. S <¥<1

. y<~§;;f__q§ _y_< %X—JK;‘La -%- <x<1
Interpretando geométricamente estas condiciones, identificando (x,y) con un punto del
plano, resulta que los puntos que verifican la condicidn pertenecen a la parte rayada
de la figura: ' '

LAl A |
' ikl i g
Z g
1
La probabilidad es por tanto:
R
_dreadeA_8 8 _1
P = e 4o 5 1 4
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u Problema 6: En una circunferencia se escogen al azar
tres puntos A, By C.

& Calcular la probabilidad de que los tres estén situados
en un mismo arco de 90°.

M Supuesto elegido el punto A tomémoslo como origen
de medida de longitudes de arco en una circunferencia
que podeinos suponer de radio 1.

El punto B se puede escoger de forma Que la longi-

~tud x del arco AB esté comprendida en
n
T 3xn
3 // M [O'EIU.[T'?"I}
) L R _m,' ;n

Elegido el punto B, la medida del arco AC verificara:

a) si Osxs-g— entonces Osysl;- o bien x—-?z1 +2R<2T

b) si -%Esxsz'm se verificaréd izﬂsyszn o bien Osysx+-;5—27:

En consecuencia (x,y) ha de ser un punto de la parte rayada de la figura, cﬁyo area €s

X '
2 2
2 ( .EE_ + 2 2 ) = 3n
4 2 4
La probabilidad buscada es
3n?

Problema 7: Un tren llega a una estacién en un instante al azar del intervalo (0,T),
parando a minutos. A la misma estacin acude un autobis al azar e independientemen-
te en el mismo intervalo y parando b minutos, a y b < T.

1) Calcular la probabilidad de que el tren llegue antes que el autobis.

2) Determinar la probabilidad de que se encuentren. -

3) Suponiendo que se encuentren en 1a estaci6n, determinar la probabilidad de gque €l
tren llegue antes que el autobus.

Interpretaremos el problema geométricamente.
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Y Sean x el instante de llegada de] tren e y
el de llegada del autobiis.

| 1) Es la probabilidad del suceso X<y

P= ::....:.L.
S 2

2) Es la probabilidad de la suma de los

Sucesos:
— ¥ <y < X+3
X y <X < y+b;
luego
Lre-Lr-a)2 Lol r-pyz (a+p) T-L (a2+p?)
p=.2 2 +_2 2 - 2.
T2 T2 T2
3)Es
—;'—T2~—§- (T-a)?2 ' ai"—%—a2

P= -
(a+b) T-—i’—(ahbz) (a+b)T—%(a2+b2)

Contenidos implicitos de esta actividad

- Probabilidades geométricas.
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. Reglas del juego

Utilizando fichas, simular situaciones de problemas de probabilidad.

Materiales necesarios

Un gran nimero de fichas.

Etapas del desarrollo

Embudos

J

T2

el canal 1 y otros 50 por el canal 2. Si los 1

embudo B, esperamos
canales 2 y 3.

Supén que ahora dejamos caer un montén de perdigones en cada uno de los em-
budos C, D y F. En estos casos, ;qué proporcién de perdigones esperas que salga por

cada canal?

© NARCEA - MEC

del juego

Si dejamos caer un gran nUmero

~‘de bolitas, perdigones, fichas, etc, en
" los embudos A y B que aparecen
. dibujados observaremos que ocurre 1o
siguienter S

Las posibilidades que tiene un ob-

“jeto de ir por un camino u oOtro €s
- igual en cada bifurcacion; como €n
" cada bifurcacién aparecen dos ramas,
- la probabilidad de que un objeto pase

por cada una de ellas es 1/2 en cada
cruce; expresado en porcentaje, el
50%.

Asi, si lanzamos 100 objetos por
el embudo A, esperamos que aproxi-
madamente sean 50 los que salen por,

149
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que aproximadamente 50 caigan por el canal 1 y 25 por los



Embudo C

Embudo D

Laberintos

Se pone un robot en un laberinto y empieza a
explorazlo. En cada bifurcacién es igual de proba-
ble que el robot contintie por un camino gue por
otro (excepto que no puede retroceder por el
mismo camino por el que ha llegado). Hay tram-

pas al final de los caminos. ;En cuil de las tram-.
pas es mas probable que acabe el robot 0 son

todas igualmente probables‘?

Imagina que repetimos la e_xperienci_a muchas
veces ;En qué proporcién de ocasiones caera en
cada trampa? Resuelve, para cada uno de los labe-
rintos dibujados.

| Embudo E

(

.«

(

{

—---—;:’-‘:—-::::w 1
< "::—":::ﬁ:::—_—__— w__::;ﬂ 2
N F%—.T:—_ ::::_::: ==
/ CTTTTEE3
“’4& v
| / s
L
} el
B ' ---'-::';.’:::‘-'::f-
N "
R -
N \_’{1_,‘;/"" \N\) 9
Ty 0 10
\_‘:\f) 1 1
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Ratones

A).- Se introducen doce ra-
tones por la entrada del laberinto
de la figura, que tiene dos sa-
lidas, una en la que hay un gato
y otra en la que se encuentra un
queso. Si el ratén llega a donde
estd el queso, se lo come y sale
libre, pero si va a parar a la
salida donde se encuentra el
gato, es comido por éste.

- {Cudntos- ratones se salva-
ran? ;Cuéntos seran comidos por

el gato? ;Y si hay 24 6 36 ratones? ;Cual es la probabilidad de que el ratén se coma
el queso? ;Cudl la de que sea comido por el gato?

B).- Un ratén se mueve entre dos
‘habitaciones A y B. Si sale de A es
- atrapado por el gato, mientras que
- Gato ____' o — Trampa  si sale de B cae en una trampa,

7] como se ve en el diagrama. Inicial-
A B mente parte de la habitacion Ay su
movimiento se realiza de la si-
guiente forma: de A a B con pro-
babilidad 3/4, de B a A con probabilidad 7/8. Hallar la probabilidad de que: 2) lo coja
el gato, b) lo coja la trampa.

C).- Un ratén puede estar en 6 posiciones | ] :
(como se indica en la figura) de forma 1 2 3 4 5 6
que si estd en la posicion i, luego se _

mueve a las posiciones i+1 o i-1 con probabilidades 2/3 y 1/3 respectivamente, pero
si llega a las posiciones 1 o 6 queda atrapado en sendas trampas. En este paseo aleato-

* rio, si el ratén parte de la posicién 3 determinar las probabilidades de ser atrapado en

las trampas 1y 6.
Estrategias

D).- Un jugador necesita cinco millones de pesetas para pagar una deuda, pero solo
tiene un millén y su Banco no esta dispuesto a prestarle; decide intentar conseguir la

~ camtidad total jugando a cara o cruz con una estrategia audaz: en cada jugada se

apuesta una cantidad de dinero tal que si gana llegue de la forma mas ripida posible
a su objetivo. Estudiar la estrategia a seguir por el jugador y calcular la probabilidad
que tiene de conseguirlo.
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Vill. PROBLEMAS CON PROBABILIDADES

1) Ir_a dos fibricas. Un ingeniero trabaja en dos fabricas A y B. Los émnibus que lo llevan a las

fabricas parten del mismo Iugar. A las horas exactas sale el que lo lleva a la fabrica A, v a las horas y
cuarto el que lo lleva a la fabrica B. Si sale de su casa sin preocuparse de la hora y toma el primer

omnibus que llega, ;Cual es la probabilidad de que llegue a cada una de las fabricas?

2} Nueva sociedad. Un grupo financiero estudia el lanzamiento de una nueva sociedad con una
inversidn de $ 500.080. De acuerdo a sus expertos, tres casos solamente pueden ocurrir:

e La sociedad se desarrolla répidamente obteniendo el 30 % del mercado. Se tiene una ganancia de
$800.000 con una probabilidad del 10%;

e La sociedad comienza normalmente obteniendo el 10% del mercado. Se tiene una ganancia de
$200.000 con una probabilidad del 70 %

o La sociedad cierra después de una tentativa infructuosa. Los expertos estiman al 20% la

probabilidad de esta eventualidad.

. Cual es la ganancia esperada ?
Observacién. La ganancia espe-rada no corresponde a la ganancia de ninguna de las tres posibilidades.
Ella indica solamente la ganancia media que se obtendria con la hipdtesis irreal que se podria ejecutar
la inversién un nfimero grande de veces. Esta medida perrnite tomar en cuenta la ganancia de cada
posibilidad futura teniendo en cuenta como peso la probabilidad de dicha realizacién. En otras
palabras, la ganancia esperada es la media aritmética (esperanza) de las ganancias de cada posibilidad,

ponderadas por su probabilidad respectiva.

3) Oscar y sus dos tias. Oscar tiene dos tias a quienes visita cada viernes por la noche. Cada una de

ellas vive sobre la ruta de la linea de dmmibus B, una en direccién sur y la otra en direccién norte.
Cada viernes, alrededor de las 7 de la tarde, Oscar camina hacia la parada y toma el primer omnibus
que pasa, en una direccién o en la opuesta. En ambas direcciones la frecuencia es de 10 minutos. Al
cabo de algin tiempo, una de las tias llama a Oscar reclamando que solo habia ido tna vez, mientra

que ha visitado 9 veces a su hermana. ;Coémo se explica esto?

4) Gracia de un condenado a muerte. En el lejano reino de Juegolandia, a los condenados a muerte se
les concedia la gracia de que su vida dependiera de que sacaran una bola blanca de una bolsa que
contenia 50 bolas blancas y 50 negras. Pero en cierta ocasién, un reo pidié la gracia de que se le dejara
distribuir las bolas de otro modo antes de hacer el sorteo. Tras algunas discusiones, se le concedié la
gracia y prepard dos bolsas: en una colocd una sola bola blanca; en otral bolsa colocé 49 blancas y 50

negras. ;Cual resultd de este modo la probabilidad de sacar blanca?

5) Azar en el circulo. En e] interior de un circulo se selecciona un punto al azar. Halle la probabilidad

de que el punto quede mas cercano al centro que a la circunferencia.

6) Azar de un disco en upa cuadricula. Se tiene una hoja cuadriculada con cuadrados de lem x lem. Se

lanza sobre ella, al azar, un disco de 1/4 em de radio. Halle la probabilidad de que el disce cubra un
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punto de interseccién de la cuadricula.

7) Un jugador arriesgado. Un jugador necesita cinco millones para pagar una deuda, pero solo tiene un

millén y su Banco no esté dispuesto a prestarle; decide intentar conseguir la cantidad total jugando a
cara 0 cruz con una estrategia audaz: en cada jugada se apuesta una cantidad de dinero tal que si gana
Hegue de la forma mas rapida posible a su objetivo. Estudie la estrategia a seguir por el jugador ¥

calcule la probabilidad que tiene de conseguirlo.

8) Azar en una recta. Sobre una linea recta se seleccionan al azar los puntos a y b tales ques

—2<b<0 y 0<a<3 .

Halle la probabilidad de que la distancia entre a y b sea mayor que 3.

Definicién.— Dados dos niimeros positivos a y b, se definen la media_aritmética MA y la

media geométrica MG de la siguiente manera :

MA = 2P : MG = \/ab
9) (i} Demuestre que :
(6) MG < MA:; B)MG=MA @a=b; - (@x0x <L, ¥vxell.

(ii) ;Cuél es el rectangulo de area maxima que tiene por perimetro p?

iii) La poblacién de la Argentina estd dada en la siguiente tabla:
gu

afio poblacion (en millones de habitantes)
1960 20
1970 23
1980 28
14930 33

(a) Calcule las medias aritmética y geométrica de la poblacién de los afios 1960 y 1988. Compare los
valores hallados con los que nos brinda la tabla para el afio 1970.

(b) Idem (a) para los afios 1970 y 1990.

(c) Estime el namero de habitantes que tendria la Argentina en ¢l afio 2000, utilizando solamente los

datos de la tabla.

Observaciéon.— Los resultados obtenidos con la MA y la MG no son muy diferentes. En general, para
problemas referentes al crecimiento o decrecimiento de poblaciones la MG da resultados mas
aproximados a la realidad. Naturalmente que éstos son valores estimados, es decir, aproximados, pues

pueden ocurrir fendmenos {catastrofes, gran inmigracién o emigracién) que los haga variar.
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IX. TRABAJGS PRACTICOS Y CASQS

TRABAJO PRACTICO 1: Estrategias con urnas y bolas.

Una urna contiene o bolas blancas y 2 bolas negras; se sabe que oo+ 8 > 3. Los jugadores A ¥y B
juegan un juego con la urna y las bolas. Se consideran dos estrategias:
(I) EI jugador A toma al azar una bola de la urna. Si es blanca entonces él gana, en caso contrario
plerde;
(I} El jugador A toma al azar una bola y la tira afuera de la wrna sin mirarla. El jugador B toma
entonces una bola negra. Luego, A toma otra bola de la urna. Si esta segunda bola es blanca entonces
A gana. En caso contrario, pierde.
(1} Calcule la probabilidad de ganar que tiene el jugador A en las estrategias 1 y II.

(il} ; Cual de las dos estrategias es preferible para el primer jugador A?

TRABAJO PRACTICO 2: El tren y el dmnibus. Un tren llega a una estacidon en un instante del

intervalo (0,T) al azar, parando « minutos. A la misma esiacién acude un émuibus al azar,
independientemente del tren, en el mismo intervalo de tiempo (0, T) parando § minutos (con a < Ty
B<T).

(i) Calcule la probabilidad de que el tren llegue antes que el dmuibus;

(ii) Determine la probabilidad de que se encuentren; .
(iii) Suponiendo que se encuentren en la estacién, determine la probabilidad de que el tren llegue antes
que el 6mnibus;

(iv) Analice los resultades anteriores dando diferentes valores a o y a 8.

TRABAJQ PRACTICO 3: El duelo triangular. Tres politicos A, B y C deciden resolver sus diferencias

mediante un duelo a pistola bajo las siguientes reglas. Luego df: sortear quien dispara en primer,
segundo y tercer lugar, los tres se ubican en cada uno de los vértices de un tridngulo equildtero. Se
conviene que cada uno disparard un tiro por turno, continuando en el orden sorteado hasta que dos de
ellos queden fuera de combate. Cada uno puede disparar en la direccidn que desee. Ademés, conocen

que las precisiones de tiro de A, B y C son de 100%, 80% y 50% respectivamente.

Suponiendo gue cada uno adopta la estrategia mas favorable ¥ que nadie muere a causa de una
bala perdida que no habia sido disparada contra é],
(i) ;Quién tiene més chances de sobrevivir?
(iiy ;Cuales son las probabilidades de cada uno? Demuestre que se tiene que:

3 . I -
Py=1g s Pgp=4¢5; Pe=395-

(iii) Suponiendo que C no dispara al aire, calcule las probabilidades de cada uno de sobrevivir.

{iv) Si la precision de C es del x% ;Cudl es el minimo valor de x que garantice la victoria a C?

Observacién: dadoe que A y B son los mejores tiradores, ambos trataran de eliminarsese el uno contra el
otro, luego, la mejor estrategia para C es disparar al aire hasta uno A 6 B caiga. De este moedo, C tiene

el primer disparo contra el sobreviviente con una chance del 50 % de vencer.
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TRABAJO PRACTICO 4. La compaiifa X esta tratando de decidir sobre la compra de una maguina

nueva, la cual se utilizard exclusivamente en la fabricacién de clerto producto. Actualmente existen dos

maquinas que pueden ser satisfactorias para el fin perseguido.

Si se compra la maquina A, se invertiran $ 10.000 y se ahorrarad $ 1 por unidad, en relacion con
el proceso de produccién que se utiliza en la actualidad. Si se compra la maquina B, se invertiran
$60.000 y se ahorraran $3 por unidad producida. Ambas mAquinas tienen una vida atil de 5 afios. Las
condiciones futuras del mercado son algo inciertas y se han resumido en las siguientes estimaciones

sobre la probabilidad correspondiente a un volumen total de ventas dado, para los proximos 5 afios:

Ventas Totales Probabilidad
(en unidades)
o668 ... 0,10
20000 0 0 ........ 0,30
30000 ... 0,40
40000 000 ... ... 0,20

Sin tomar en cuenta el problema de la actualizacién financiera de los ingresos foturos, j cull es
la mAquina que deberia comprar la empresa X7 ;Cusles son los ahorros esperados correspondientes a

cada una de esas acciones alternativas?

CASO 1: Producciéon é6ptima de productes por semana. Se sﬁpoﬁe que la demanda D, por semana, de

cierto producto es una variable aleatoria’ con determinada distribucién de probabilidades,
P(D=n)=p(), n =0, 1, 2, ... . Supbngase que €l costo para el proveedor es § G, por articulo,
mientras que &l lo vende a § C,. Cualquier atticulo que no se venda al término de la semana, debe
ahmacenarse con un costo de $ C, por articulo. 5i el fabricante decide producir N articulos al comienzo
de la semana, entonces:

(i) ; Cual es su utilidad esperada por semana?

(i) ; Para qué valor de N es maxima la ganancia esperada? Para realizar este estudio se analizara el
siguiente caso: Se supone ademés que para la demanda aleatoria D es apropiada la siguiente
distribucién de probabilidades:

PD=n)=%,2=123,4,5.

Wil

(a) Entonces calcule, en este caso, la expresién de la utilidad esperada por semana.
(b) Calcule el N 6ptimo para el caso concreto de C; =3, C,= 9, C3=1

(c) Pruebe, en general, que el valor N éptimo se obtiene en el caso en que N <5 y que los parémetros

Cy, Gy v Cj satisfagan la siguiente desigualdad:

C, < 10C, + 9Cs.

Més afin, en dicho caso el N éptimo se obtiene como la parte entera o la parte entera més uno

del valor real x,, dado por la expresion:

1,56 =0
Ll B e oA
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CASQO 2: Postres preparados. Un fabri(_;a_nt_;e de postres plani_fica el lanzamiento de un nuevo tipo de
plan. Le ofrecen dos posibilidades: o |

e venderlo a un precio elevado para hacer un producto de prestigio;

e venderlo a un precio accesible (barato) para realizar una venta masiva y obtener una importante

ganancia por cantidad.

Su competidor principal tiene también un proyecto de este tipo, pero al presente no se conoce
todavia cual sera su decisién. Tres posibilidades del futuro pueden ser consideradas, y sus consecuencias

estan descriptas en el cuadro 1 siguiente:

TUnidad: §10.000 precio bajo ($) precio clevado {§) |probabilidad del evento
No competencia (NC) 20 -2 0,50
Competencia con buena _ 5 25 0,20
reaccion del mercado (CBR)
Competencia con déhil —10 10 0,30
reaccion del mercade (CDR)

(i) Represente el arbol de decisién correspondiente al problema del fabricante:

(i1) ; Cuél es la mejor decisién a tomar, y cudnto es su esperanza de ganancia (o ganancia esperada) ?;
(i) ;Qué permite conocer con certeza, cnal de las tres posibilidades del futuro ocurrird? En otras
palabras, cudl es el monto a pagar por Ja encuesta que nos permita pasar de informacién imperfecta
(dada por el cuadro anterior) a informacion ﬁerfecta.

(iv}) Un asesor externo, de quién se conoce la seguridad de sus estudios, propone sus servicios pera
prever la reaccién de la competencia y del mercado; las previsiones del experto estin dadas en el

siguiente cuadro 2:

RER™RP| NC CBR CDR
RR: Reaccién real NG 0,80 0,10 0,10
RP: Reaccién prevista
CBR 0,10 6,70 0,20
CDR 6,10 0,30 0,60

Observacién. Cuando hay competencia y se tiene una débil reacién del mercado (caso CDR), el experto
preve: _

NC en el 10% de los casos (probabilidad 0,10}

CBR en el 30 % de los casos {probabilidad 0,30)

CDR en el 60 % de los casos (probabilidad §,60).

Si el analisis del experto cuesta §15.000 ; Conviene contratarlo?
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CASO 3: Curso de idioma. Una empresa lanza un curso de idioma por CD (discos compactos). La

demanda puede ser de 1090, 2000, 3000, 4000 6 3000 unidades. La creacién del curso costd § 100.000.

El juego de CD cuesta $ 200 y se vende a $ 400. Como todos los CD a producir deben ser realizados en
¢l mismo momento, la sociedad debe decidir el nimero de cursos a producir. Por razones de prestigio,
los cutsos que no se pudieron vender, no pueden venderse en liquidacion; pero los CD se borran y se

liguidan a § 100 ] juego.

I) Formulacién del problema. El problema puede ser representado por una matriz, en la cual cada fila

corresponde a una decisién de la empresa, y cada columna corresponde a una posibilidad futura de
demanda. De acuerdo a los datos anteriores coloque en la interseccién de cada fila y cada columna el

beneficio (o pérdida) correspondiente (en unidades de 3$1.000 para facilitar las operaciones).

P 1600 2000 3000 4000 5000

1000

2000

3000

4000

5000

D: Demanda de CD ; P: Produccion de CD
1) A continuacién se estudiaran varios criterios que permitirdn elegir la solucién adecuada:

(a) El _criterio maximin. Su interés principal, ademas de su simplicidad, reside en su opiica
conservadora: se elige la esirategia para la cual la ganancia minima es la méas grande posible. Este
criterio tiene por objetivo principal dar una garantia: "se va a ganar al menos tanto”, o "se va a perder

a lo sumo tanto”.

Sea g(p;, dj) la ganancia obtenida para un nivel de -produccién de p; unidades (i=1,...,5) y una

demanda de dj unidades (j = 1, ..., 5). Entonces
Min glpp &)

serd la ganancia més pequefia posible para la produccién p; dada i=1,..,5).

La estrategia maximin es la que maximiza estos minimos, es decir halla el nivel de produccién

D; de manera tal que se tenga
Max Min g(pia dj) = Min S(Pis dj) .
i ) J

Calcule la estrategia del criterio maximin, es decir jcudl es el nivel de produccion P; G=1,..,

5) a elegir y la ganancia a obtener?
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(b) El_criteric maximax. Este CJ_.'iteJ_:i_Q €s, por e}_ contrario, _extremadamente optimista. Se elige la
estrategia que aporta la méyor ganancia, e_n._e}_ ;nejor.de los casos posibles. La estrategia p; 3 elegir es la
dada por R S

Miax Mjax g(p;s dj) = Mjax g(p; dj) .

Calcule la estrategia del criterio maximax.
Observacion: Este criterio es de un uso poco frecuente.

(¢) Criterio de Laplace. Se utiliza cuando la probabilidad de cada posibilidad futura parece ser la

misma (constante) o gue se ignoran sus probalidades. Este criterio consiste en elegir la estrategia que
maximiza la ganancia esperada, dando la misma probabilidad a cada evento futuro. La estrategia

p; (i=1, ..., 5) a elegir es la dada por

G(p;) = Max G(py)
donde G{p;) es la ganancia esperada de la estrategia p; (con n posibilidades futuras con probabilidad
1/n cada una; en nuestro caso se tiene que n = 5), es decir:

G(Pi) = Zn: %E(Pi, dj) .

i=1

Caleule la estrategia del criterio de Laplace.

(d) Criterio del minimax {conocido también como del lamento o costc de oportunidad minimo, es decir

que sea minimo lo que se deja de ganar).

Se supone que se conoce a priori Ja demanda. Se busca hallar la estrategia que permita obtener
la mejor ganancia para esta demanda. En la columna correspondiente a esta demanda se reemplaza
cada ganancia por la diferencia enire dicha ganancia v la ganancia correspondiente a la produccién
optimal para la demanda. Se obtiene de esta manera una tabla identificando, para la demanda dada, el
lamento o lo que se deja de ganar, correspondiente a una preduccidn no Optima para esta demanda.
Esta modificacién de la tabla se realiza para cada valor posible de la demanda. Se elige la estrategia

que minimiza el lamento maximo.

Calcule la estrategia del criterio minimax.

Observacién: Ninglin criterio es en si mismo, mejor que otro. Todo depende de la situacion en la que se

encuentre la empresa. El sblo criterio que se puede, mis o menos, eliminar es ¢l maximax.

HT) Arboles de decisién probabilisticos.

La empresa que lo edita tiene 6 posibilidades de accidn:
¢ no lanzar el producto {nunca debe olvidarse esta posibilidad nula);
e producir 1.000 juegos de CD;

e producir 2.000 juegos de CD;
58



e producir 3.000 juegos de CI);
e producir 4.000 juegos de CD;
e producir 5.000 juegos de CD.

Se distinguiran 5 estados posibles de demanda: 1000, 2000, 3000, 4000, 5000 juegos de CD.

Se supone que se ha realizado un estudio del mercado a fin de predecir mejor la demanda. La

encuesta ha producido los resultados signientes:

Demanda . Probabilidad

1.000 0,10 -
2.000 0,30
3.000 0,40
4.000 0,15
5.000 0,05

(i) Represente el problema bajo la forma de un 4rbol de decisiébn y distinga las 26 situaciones finales
posibles.

(ii) Calcule, para cada decisién de produccion, la ganancia esperada:

Produccién Ganancla Esperada
1.000
2.000
3.000
4.080
5.000

(i) Reduzca el 4rbol reemplazando las ramas relativas a las diversas posibilidades de demanda por la
ganancia esperada que le corresponde. Por lo tanto, el problema fue llevado a una eleccion entre las 6
acciones posibles, cada una de las cuales tiene una ganancia esperada, con lo cual se puede eligir la

alternativa cuya ganancia esperada sea la mas elevada. ;Cual es dicha alternativa?

(iv) Valor de la informacion.

En general, es muy interesante poder determinar cuénto mas se podria obtener de ganancia

teniendo una mejor informacion sobre el futuro; de alli la necesidad de informacién adicional.

Se supone que se puede hacer una cierta publicidad del curso de idioma y que se lo puede
vender por subscripcién, con lo cual se podrd producir conociendo la demanda por anticipado. Por lo

tanto, ; cudnto se podria invertir én publicidad y en organizacion para que esta estrategia sea rentable?

Se supone, para simplificar, que esto no modifica la demanda, pero permite solamente

predecirla. Bajo subscripcién, se produciré exactamente la demanda.

Calcule la ganancia esperada si se produce de acuerdo a la demanda obtenida (es el cileulo de

la ganancia esperada con informacidn perfecta).
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Observacién. Por ende, considerando sélo la tabla de probabilidades para cada demanda se pudo
calcular anteriormente la ganancia esperada maxima (dada por $350.000 para una produccion de 3.000
CD). Por otre lado, con informacién perfecta, se pudo obtener una ganancia esperada de $ 450.060. Por
lo tanto, la informacidn extra para conocer la demanda exacta vale §180.000, es decir, es el monto

méximo que se podrad pagar para el conjunto de gastos relativos a la venta por subseripcin.

X. UN MODELQ SIMPLE DE FIDELIDAD DE MARCA
Y SUS CONSECUENCIAS |

A continuacién se presenta un modelo de fidelidad o lealtad de los clientes hacia ubpa
determinada marca para un dado producto para el cual existen sblo dos marcas en competencia. Se
obtienen resultados de interés en marketing“y se dan algunos consejos que deben tenerse en cuenta por
las empresas que comercializan dichas marcas a los efectos de no perder participacion en el mercado. Se

sigue el andlisis efectuado en [Tall.
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Un modelo simple de fidelidad
de marca y sus consecuencias

os analistas de mercado se interesan
en la preferencia de un cliente hacia
una determinada marca, v en el efecto
que tiene esa fidelidad olealtad en la
participacién de cada marca en el mercado de
un determinado producto.-

En este trabajo se presernta un modelo sim--

ple de lealtad a la marca que corresponde a un
producto dado P para el cual existen sélo dos
marcas «M» y «M,». Se realizan las sigujentes
suposiciones (una probabilidad del 85% se ex-
presard matematicamente a través del nimero

real 0,85%)

(S1)Unclienteque comprala marca «M,»en
un perfodo determinado t tiene una probabﬂx-
dad a (conQ<a<l) decomprarnuevamente «M»
v una probabilidad 1 - a de comprar la marca

«M,» (es decir, de cambiar de marca) en el
‘ per;odo siguiente t+1;

(82) Un cliente que comiprala marca «M » el
un periodo determinado t tiene una probablh—
dad b (con 0<b<1) de comprar nuevamente
«M,» y una probabilidad 1 - b de comprar la
marca «M,» (es decir, de cambiar de rnarca) en
el penodo siguiente t+1; .

(83) Las probabilidades dadas antenormen—
te en (S1) y en (52) no varian de per:odo en
periodo;

(54) El comportamlento del comprador de
unamarca depende sdlo dela comprainmedia-
ta anterior y es estadisticamente independien-
te de las otras compras anteriores;

(S5) En un determinado momento t {(condi-
cién inicial del presente estudio) la marca «M,»

tiene una porcién o {con 0 £ o < 1) del
mercado del producto P (en el sentido de las
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probabilidadés) v por'ehd‘e la marca «M,» tiene
la porcidn restante 1-adel mercado del produc-

to P.

Observacién 1: De las hipotesis (1) y (82)
se desprende que los clientes de la marca «Mp»
son mas leales que los dela marca «M,» siy s6lo
si el porcentaje de los que compran la marca
«M,» en el periodo t y vuelven a comprar la

-, marca«M,» en el siguiente periodot + 1 esmayor

que el porcentaje de los que compran la marca
«M»-en el perfodo t y vuelven a comprar la
marca «M» en el siguiente periodo t + 1, lo cual
se expresa matematicamente por la siguiente
desigualdad: b > a.

Estapropiedad es también valida reciproca-
mente, es decir, quelos clientes delamarca«M»
son m4s leales que los de lamarca «My» siy sélo
sia>b.

Las dos hip6tesis (S1) v (S2) se pueden
resumir en la siguiente tabla:

S : ~

o Marca comprada en el perfodo t + 1
Marca comprada P P

en el perioda t
Marca «M » Marca «M_»
Marca «M,» a j-a
K -Marca «Mpm . 1-b b Y.

Luego de presentar el modelo y sus hipdte-
sis, serad de mucho interés que se puedan res-
ponder las siguientes preguntas:

(1) ;Qué porcentaje del mercado del produc-
to P tendran lamarca «M» y lamarca «Mp en los
periodos de tiempot+ 1, t+2,t+ 3, etc.?

(2) :El mercado del producto P tiende a
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estabilizarse asintSticamente (es de-
cir, cudndo se deja evolucionar el siste-
ma)?

(3) Si la respuesta a (2) es afirmati-
va, ;cbmo seré la convergencia: lentao
rapida?

(4) ;Las respuestas alas preguntas
anteriores (1) a (3) dependeran (y de
qué forma) o serén independientes de
la posicién m:mal «del mercado del pro—
ducto P?

Observacidn 2: 5i el mercado del
producto P se estabiliza en la posicién
de equilibrio se tendra que el ndmero
de clientes que dejan lamarca «M1» por
lamarca«M2» quedari balanceado con
aquellos que cambian de lamarca «MZ»
hacia la marca «M1l».

Observacién 3: La respuesta a las
preguntas anteriores es de suma im-
portancia para las empresas que pro-
ducen las dos marcas «M,» y «M,» del
producto P, apesar de que en el mode-
lo se supone gque las empresas no reac-
cionan ante cambios del mercado (Jo
cual obviamente, no es cierio en la

realidad). Pero, el presente modelo le -

brindara a las empresas la necesidad
de hacer algo ante un cambio de leal-
tad a su marca, pues si no reaccionan
(norealizan nada en el tiempo) sabran
lo que lessucedera, es decirel porcen-
taje del mercado que perderan!.

Se obtiene el siguiente resultado:

Teorema: Si x_ representa el por-
centaje del mercado quetienelamarca
«M» al instante t = t+n (por lo tanto,
v,=1x representael porcentajedelmer-
cado que tienelamarca «M,» al instante
t )} entonces se tienen los siguientes
resultados:

R,) Setiene la siguiente relacién que da
lavariaciéndex +1{porcentaje delmer-
cado quetiene lamarca«M)» al instante
t +1) en funmon dex:

(1) =l b-i-(a-i-b Dx ,¥nzl,

con la condicién inicial %, = a;

RZ) El porcentaje x| de la marca «M,»

SIGLO X3 -

/

del mercado del p;roducto P alinstante
t_., viene dado en funcién de los coefi-
cientes o, a y b de la siguiente manera:

2 e

‘R3) El porcentajex delamarca «M»del

mercado del producto P al instante t_
converge al niimero x ¢ (0,1) cuando
n—+x,el cualno depende del coeficiente

o y viene dado en funcién de los coefi-

cientes a y b de la siguiente manera;

&) -
x= nyﬂ-oox’-‘zz—a-—b_l_!h_—a'

“ 7 .
Demostracién: La prueba de estos re-

sultados matematicos (que no se expli-
citarén aqui) surgen de la utilizacién de
la teoria de arboles de probabilidades,
serie geocmeétrica y su suma, principio
de induccién matemataca y, sucesioén y
su lsmlte

Observacién 4: La relacidn (2) da la
expresion de lasucesion (x),,, en
funcién de los parametros a, by c. Sise
tiene el caso particular a+b-1=0 (b=1-2),
entonces se deduce que:

® b
1Tt YR 2,

que no depende del coeficiente o v del
ntimero de periodos n. Este hecho es
légicopuesalsera+b=1elmercadoestd
dividido en dos porciones que no vari-
an: una porcién del mercado con por-

~ centaje «a» que compra lamarca «Mp»y

la otra porcién del mercado con por-
centaje «1-a» qué compralamarca «M,».

Observacién 5: Si se tiene el caso limite
en que a=b=1 (es decir, los clientes de
ambas marcas son 1eales al 100?) en-
tonces se deduce que:

&)

Xg41 =Xy 5 ¥p41=Vp V¥E 2 1,

que indica que el mercado no varia y
permanece constante en la condicidon

b

inicial, es decirx = o, y =1-0,¥V 1 2 kv

Observacién 6: Si se tiene el caso par-
ticular a=b (ambas marcas tienen-u
misma fidelidad) entonces se dedv_»
quex=0.50, es decirquelasdos marcas
«M,»y «M,» compartirén el mercado el
partes :guales (el 50% paracadauna )
las dos marcas).

_
Observacién 7: Si se supone que
sucesion (x), ., tiene limite x, entofi-
ces éste puede calcularse de una net
neramaés simple através delarelaci” »
(1) pues al pasar al limite cuando

n— +co Setiene que —
® -
x=1-b+(a+b-1}x -

de donde surge (3), pero tiene el incon-
veniente de no poder dar una exp..-

- siéndex enfuncidndenydelosotr
. parametros del sistema:a,byo. 7

o

- Consecuencias del modelo:

S’

1) El mercado siempre se estabiliz.
la convergencia es, en general, rd- -

.da (sera tanto mas rapida como mas

pequefio sea el ntimero |a+b-1));

S

2y El resultado final, al estabilizar

el mercado, zo depende del coéii-
ciente 0 que indica como estaba co_~

- puesto inicialmente el mercado ¢

producto P con las dos marcas «<M »‘i’
(:M »
3 Sl a > b (la fidelidad de la mar 1

-«M,» es mayor que la de «M,») enton-

ces el mercado evolucionara allim.
%, dado por la férmula (3), siendo - "~
0.50; -
4) 5i a=b=1 (ambas marcas tienen._.
100% de fidelidad) entonces el mer- -
do no evoluciona y permanece siefi-

. pre constante conx =q, yn=1—a,Vn i

5) Si a=b (ambas marcas tiene ig -1
fidelidad) entonces el mercado evoli-
cionard al limte x=0.50 que indica ¢_=
cada marca tendri el 50% del mer
do.

6) 5i a+b=1 (b=1-a) entonces el mer.__.
do sélo evoluciona en el primer per™ -
do al pasar de x;=a a x,=a y luego

e
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)

permanece siempre constante con
¥, =4, ¥,.,= l-a=b,V nz2;

Observacién 8: De las consecuencias 2
y 3 anteriores se deduce gue la marca
que tenga mayor fidelidad cltendra
mas del 50% del mercado indepen-
dientemente de lo que poseia inicial-
mernte.

Fjemplo: Para tener un ejemplo de c6-
mo varia el porcentaje x, de la marca
«M,» del mercado del producto P {y por
ende, el porcentaje y =1-x, de la marca
«M,» del mercado del producto P) se
consideraré el siguiente caso:

o = 0,50 (el mercado est& dividido en
partes iguales entre las dos marcas)
a = 0,80 (un 80% de los clientes de la
marca «M,» vuelven a comprar «M»)

b = (0,50 (un 50% de los clientes de la :

marca «M,» vuelven a comprar «M).

Entonces, aplicando la féormula (2), pa-

ra distintos periodos de tiempo, se de-
duce que: '

»,=0,50 , %,=0,65,
x,=0,695 , %,=0,7085,
x,=0,7126 x,=0,7138,.......
%x=5 = 0,7143

7

(la marca «M poseeré el 71,43% del
mercado), con lo cual a partir def tercer
periodo (n=3) el mercado se encuentra
cerca delvalor de estabilizacién conun
error menor al 1%, al ser x-x, = 0,0058.

Al final del trabajo. se pfesenta una

tabla con numerosos casos y en cada -

uno de ellos se explicitan: a=x,, a, b, x,,
Xy Xp Ky ¥en Xy %, ¥ %= _lim _x

n—+oo B

El ejemplo anterior se presenta co-
mo el primer caso.

Conclusién final:
La importancia del presente mo-
delo radica en el hecho de conocer

como varia el mercado periodo a peri-
odo y como se estabiliza (si no se efec-
tia ningin cambio o ninguna reaccién
por parte de las empresas que produ-
cen las marcas «M,» y «M,»). Un estudio
analogo para n marcas daria conclusio-
nes mas realistas, pero que no cambian
la filosofia de lo realizado.

Observaciones y consejos finales:

1) El liderazgo en un mercado
puede durar poco si ingresa al merca-
do un puevo competidor con mayor
fidelidad de marca;

. 2) Debemos preguntarnos: ;Cual
esla rotaci6n de puestra cartera de
clientes?

3) Tal vez debamos preocuparios
menos por aumentar nuestra partici-
pacién en el mercado y mas por au-
mentar la fidelidad de nuestros clien-
tes actuales. [R(§

;1= aipha a b x3 . _ x4 x5 x6 X7 x8 x=lim xn\
0.5 0.8 0.5 0.65 0.695 0.7085 { 0.71255 | 0.713765| 0.71 413 |0.714239 0.714286
0.5 0.2 0.5 0.35 0.385 0.3815 | 0.38555 |0.384335| 0.3847 | 0.38459 0.384615
0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 ¢.5
0.2 0.8 0.5 0.56 0.668 0.7004 | 0.71012 | 0.713036 | 0.713911 | 0.714173 | 0.714286
0.1 0.8 0.5 0.53 0.659 -| 0.6977 | 0.70931 |0.7127930.713838 | 0.7141 51 {0.714286
0.5 0.5 0.8 0.35 0.305 0.2915 | 0.28745 | 0.286235 | 0.285871 0.285761 | 0.285714
0.5 0.1 0.9 0.1 0.1 0.1 o4 0.1 0.1 0.1 0.1
0.5 0.1 0.5 0.3 0.38 0.348 0.3608 | 0.35568 |0.357728 | 0.356909 |0.357143
0.4 0.9 0.9 0.42 " | 0.436 0.4488 | 0.45904 |0.467232|0.473786 | 0.479028 | 0O.5
0.3 0.9 0.9 1 0.34 . 0.372 0.3976 | 0.41808 | 0.434464 |0.447571 | 0.458057 0.5
0.2 0.9 0.8 0.26 0.308 | 0.3464 | 0.37712 | 0.401696 | 0.421357 0.437085 0.5

\ 0.01 0.9 0.9 0.108 0.1864 | 0.24912 | 0.299296 | 0.339437 | 0.371549 0.39724 0.5 Y
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