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PLAN A DESARROLLAR

En el presente modulo se presentan:

* etapas en la resolucién de problemas [Po] (p. 3 —4);

e actividades sobre la resolucién de problemas y juegos matematicos [AR, AB] (P. 5 —24);

+ estrategias en la resolucion de problemas [AR, AB] (p. 25 —30);

+ s¢ plantean problemas, juegos, trabajos practicos y casos no clsicos sobre los temas [AA, AR, AB,
BePiSa,

Fa, Ga, Ha, Gu, Kr, Po, Sa, So, Tal, Ta2):
Légica y Conjuntos (p. 31 — 38);
Nimeros Reales, Proporciones (Porcentajes), Ecuaciones y Funciones Reales
(p. 39 — 58);
Trabajo Practico Especial: ”Aplicaciones de los Niimeros y de las Funciones Reales a
Problemas de la Economia y de la Administracién” (p. 59 — 67).
las referencias basicas de la bibliografia utilizada {p. 68).

Complemento sobre légica y juegos matematicos (a partir de p. 69).
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Para resolver
un problema
se hecesita:

y

I Comprender el problema

Il Concebir un plan

Determinar la relacién entre los datos y
la incognita.

De no encontrarse una relacién inmediata,
puede considerar problemas auxiliares.

Obtener finalmente un plan de solucién,

" ill Ejecucion del plan

Lty

IV Examinar la solucion obtenida



Comprender el problema

¢Cudl es la incégnita? ;Cusles son los datos?

¢Cuil es la condicién? ;Es la condicidén suficiente para determinar la in-
cbgnita? ;Es insuficiente? ;Redundante? ¢Contradictoria?

Concebir un plan

¢Se ha encontrado con un problema semejante? ;O ha visto el mismo
problema planteado en forma ligeramente diferente?

¢Conoce un problema relacionado con éste? ¢Conoce alghn teorema que le
pueda ser Gtil? Mire aténtamente la incégnita y trate de recordar un

problema que le sea familiar Y que tenga la misma incdgnita o una
incégnita similar,

He aqui un problema relacionado al Suyo y que se ha resuelto ya. ;Po-
dria usted utilizarlo? ;Podria utilizar su resultado? ;Podria emplear su

método? ;Le haria a usted falta introducir algin elemento auxiliar a fin
de poder utilizarlo?

¢Podria enunciar el problema en otra forma? ¢Podria plantearlo en for-
ma diferente nuevamente? Refiérase a las definiciones,

Si no puede resolver el problema propuesto, trate de resolver primero
algan problema similar. ;Podria imaginarse un problema anilogo un
tanto mds accesible? ;Un problema mis general? ;Un problema mis
particular? ;Un problema anilogo? ¢Puede resolver una parte del pro-

blema? Considere s6lo una parte de la condicién; descarte la otra parte; -

¢en qué medida la incégnita queda ahora determinada? ¢En qué forma
puede variar? ;Puede usted deducir algin elemento Gtil de los "datos?

cPuede pensar en algunos otros datos apropiados para determinar la
incognita? ;Puede cambiar la incégnita?

los datos, o ambos si es necesario, de tal
y los nuevos datos estén mis cercanos entre si?

¢Ha empleado todos los datos? ;Ha empleado toda la condicién? ;Ha
considerado usted todas las nociones esenciales concernientes al proble

Ejecucion del plan

b ..
Al ejecutar su plan de 13" solucidn, compruebe cada uno de los pasos.

¢Puede usted ver claramente que el paso es correcto? ;Puede usted de-
mostrarlo? ' ' '

Vision retrospectiva
¢Puede usted verificar, el resultado? ¢Puede verificar el razonamijento?

¢Puede obtener el resultado en forma diferente? ¢Puede verlo de golpe?
¢Puede usted emplear el resultado o e método en algin otro problema?

19 Ll

¢Puede cambiar la incégnita o .
forma que la nueva incégnita

ma?

(

(

:

(10 (

K

. C



1

ACTIVIDAD L
LECTURA

SOBRE RESOLUCION DE PROBLEMAS Y JUEGOS.

Para desarrollar esta actividad no tienes que construir ni manipular ningtin material, solo debes

leer con atencidn lo que sigue y reflexionar sobre la lectura ya que en las proximas actividades
deberds recordar }o que aquf se dice.

:QUE ES UN PROBLEMA. O UN JUEGO MATEMATICO?

Es una situacién que implica un propésito u objetivo que hay que conseguir, y que s aceptada
como problema por alguien. Sin esa aceptacién no hay problema. Hay obstdculos para alcanzar

ese propdsito, y requiere deliberacidn, ya que el que lo afronta no conoce ningln algoritmo o
procedimiento para resolverlo.

Un problema debe representar un reto adecuado a las capacidades de quien intenta resolverlo.
Ademds debe tener interés en si mismo, estimular el deseo de proponerlo a otras personas; no

(debe ser un problema con trampa o un acertijo, ni dejar bloqueado inicialmente a quien Jo ha
de resolver. ‘

- No confundas problema con ejercicio; estos son cuestiones que de un golpe de vista se ve en

qué consisten y cudl es el medio para resolverlas. A la hora de resolver un ejercicio se suele te-
ner a mano una receta que facilita su solucién y en general la resolucién de un ejercicio exige
poco tiempo, situaciones que no suelen darse ante un problema 0 juego.

{QUE ES RESOLVER UN PROBLEMA O JUEGO?

La resolucion de un problema o juego es un proceso de acontecimientos que nos lleva a reco-

. rrer diferentes etapas en un viaje: aceptar el desaffo, formular las preguntas adecuadas a cada

caso, clafificar el objetivo, definir y ejecutar el plan de accién y evaluar la solucién. Llevard
consigo el uso de la heuristica (el arte del descubrimiento), pero no de una manera predecible,

porque si el mélodo,(que no existe), pudiera ser predicho de antemano, se convertiria en un al-

goritmo pasando de problema a mero ejercicio.
: :

Todo esto comporta, para cada uno de los problemas a resolver, una inmersién en el mundo
particular del problema, poniendo de manifiesto las técnicas, habilidades, estrategias y actitu-
des personales de cada individuo que aborda el problema.

La resolucida de problemas es un proceso, no un procedimiento paso a paso; es fundamental-
mente un viaje, no un destino (" ... 1o hay camino, se hace canine al andar. "). Este viaje queda
plasmado en ir cubriendo las siguientes etapas: deseo de acercarse al problema, aceptar el de-

‘saffo, correr un riesgo, hallar la respuesta, comprender una pregunta, descubrir nuevos conoci-
'mientos o crear una nueva solucién.
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.;QUIEN ES UN BUEN RESOLUTOR DE PROBLEMAS?

El que tiene deseo de afrontarlo (yo quiero}, acepta el desafio con entusiasmo (yo puedo), esld
en posesién del equipamiento de técnicas y estrategias (heuristica) matemadticas oportunas {es-
toy dispuesto a aprenderlas), y tiene talento para ello (aunque el Lalento es [undamental para
liegar lejos en el viaje, no lo es para disfrutar de é1). Y por fin, el que practica las virtudes de la

paciencia y la perseverancia.
',;,QUI'S SE APRENDE RESOLVIENDO PROBLEMAS?

Se aprende fundamentalmente, a entender el funcionamiento de nuestro propio razonamiento,
a dominar nuestros estados de d4nimo y a aumentar la confianza en nosotros mismos, nuesira

autoestima.

/,CUAL ES LA MEJOR FORMA DE RESOLVER PROBLEMAS?

La tnica forma es resolviendo problemas. Cada problema afrontado, con o sin éxito, nos en-
sefia a resolver el siguiente. De alguna manera se aprende a aprender, por eso es interesante
esta actividad. Pero recuerda que ésta, como todo arle, es una actividad que requiere {e (en
que puedes), coraje (en que quieres), humildad (porque no lo sabes todo) y disciplina (estas
dispuesto a esforzarte por seguir aprendiendo).

REGLA DE ORO: LO QUE IMPORTA ES EL CAMINO

Siempre debes tener en cuenta que Jo que importa es el camino. No pongas la mira en el éxito,
sino en el proceso. Es el proceso el que (e ensefia. Un problema resueltc es un problema
muerto, pero si adn se le resiste, vive en ti como problema. .

BLOQUEOS Y DESBLOQUEOS

Dijimos anteriormente que un problema constituye un auténtico reto. Sabemos, mis o menos,
a dénde queremos llegar, pero ignoramos el camino. Ante esta siluacién caben actitudes positi-

vas como confianza, tranquilidad, disposicion de aprender, curtosidad, gusto por el reto, ete. y .

otras negativas o bloqueos que pueden obstaculizar nuestro avance como, miedo a lo descono-
cido, nerviosismo, prisa por acabar o cierta desazdn ante la prueba.

En la tabla siguiente puedes ver los tipos de bloqueos que nos pueden alectar y algunas pautas
para reflexionar sobre ellos e intentar superarlos. o
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BLOQUEOS
: DE ORIGEN

PAUTAS
PARA SUPERAR
LOS BLOQUEOS

AFECTIVO

" Apalia, abulia, pereza por el
comienzo.
Miedos al [racaso, a la equi-
vocacion, ai ridgicuio.
Ansiedades.
Repugnancias.

Piensa en las distintas formas de comenzat tu
tarea. Escoge una y comienza.

El inicio puede tener cardcler provisional.

Los [allos y equivocaciones nos ensefian sobre
las formas adecuadas de proceder.

Aminorar la hiperactividad cuando nos percala-
mos de estar empujados a ella.

Aclia ocasionalmente contra la tendencia que
te arrastra.

COGNOSCITIVO

Dificultades en la percepeién del
problema.
Incapacidad de desglosar ¢l pro-
blema.

- Visidn estereolipada.

Examinar cdmo otros se enfrentan con activida-
des parecidas y comparar procedimientos.

Tratar de descompaner en partes mds sencillas.
Establecer prioridades.

Permanecer abierto a lo extrafio.

CULTURALIS
Y
AMBIENTALES

La sabiduria popular dice:
"Busca la respuesta correcta”.

"Esto no es légico”.
"Hay que ser préictico”.

No te contentes con la primera respuesta, busca
varias respuestas.

Déjate llevar por ideas imaginativas y por tu fan-
tasia.

Cultiva, en lo posible, la actitud [6gica.

Juega con tus problemas.

. ®© NARCEA-MEC
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AUTOEXAMEN SOBRE TU MANERA DE PENSAR

La resolucién de problemas nos debe llevar a entender el funcionamiento de nuestro propio.

razonamiento, a dominar nuestros estados de dnimo y a aumentar la confianza en nosotros -

mismos. En definitiva, nos ayuda a conocernos mejor.a nosotros mismos. El conocerte a t
mismo, en este 4ambito, te proporcionara la posibilidad de utilizar tus recursos de la forma Ims
eficaz posible y alcanzar con seguridad un conocimiento mds pleno

Lee con atencidn, reflexiona detenidamente y escribe con cuidado y orden las respuestas a'las
siguienties cuestiones:

1. Cuando te enfrentas a un problema, ;con qué papel de los siguientes te identificas mds?:

investigador detective profesor conductor de coches
explorador actor juez cientifico o
negociante matematico constructor el mas listo de la clase

Explica brevemente tu eleccién.

2. Cuando te enfrentas a un problema, ;jcon qué estado de dnimo te identificas mas?:

optimista pesimista desanimado indiferente
vigilante derrotado critico disgustado
angustiado aburrido divertido tranquilo .

Explica brevemente por qué.

3. (Qué es lo que mds te ayuda a concentrarte? El silencio, la paz, la tranquilidad, ta masica,
viajar, pasear, contemplar el paisaje, ete. Explica por qué. :

4. Sino te sale un problema, qué prefieres hacer: continuar a pesar de todo, olvidarte de él por
un rato, abandonarlo definitivamente, seguir pensando en €l en casa. Explica por qué.

5. A la vista de la {abla de bloqueos, ;de quc tipo son los bloqueos que encuentras al 1eso]ver
un problema? Explica por qué.

6. ;Qué buscas en la resolucidn de problemas? Entretenimiento, ejercicio, cumplimiento de un
deber, satisfacer mi curiosidad, autosuperacién, preparacién mds eficaz, etc. Explica por qué.

7. ;Cémo eres respecto al trabajo? Me cuesta ponerme en marcha, soy de esfuerzos prolonga-
dos, me canso y me aburro facilmente, soy de intensos altibajos. (;C()noces la causa?

8. En el trabajo, ;qué te produce mds satisfaccion: pensar auténomo, observar, mirar como lo

hacen los otros, expiorar, repetir, repasar, asegurarse, no {rabajar?
;Qué es lo que mds te cuesta?

9. ;Qué tipos de problemas son los que mids (e gustan?

10. Tu pensamiento, janda casi siempre bajo control o a ratos anda vagando y divagando?
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ACTIVIDAD 2:
MODELOS Y PROTOCOLOS

_ENRESOLUCION DE PROBLEMAS

Recuerda que en la aclividad anterior [a respuesta a Ja cuestion jeudl es la mejor forma de re-

"solver problemas?, era que el dnico camino posible es resolviendo problemas. Esto puede pa-

recer un contrasentido, pero la realidad nos muestra que es asi.

Esta situacién puede resultar descorazonadora para alguien que comienza a introducirse en '
este 4mbito. Para salir de este circulo vicioso te diremos que en la resolucidn de problemas po-

. demos servirnos de gufas o modelos que nos faciliten el camino que debemos recorrer a lo

largo de todo el proceso de resolucién de un problema.

Recuerda que para que mejores el hdbito de pensar serfa conveniente que nunca olvidases es-
Los tres principios bdsicos:

» Tener un modelo que nos sirva de gufa en el pensamiento y la accion.
» Practicar el pensar, tratando de ajustarlo a dicho modelo.
» Poner en préctica una forma de examinar, en cualquier momento, nuestro proceso de pen-

samiento y resolucién, ya que siempre resulta mds inleresante el camino recorrido que el
final del viaje o resultado dei problema.

© Antes de explicarte el modeio que puedes seguir y la forma de expresion escrita de lo que va-

yas pensando y sintiendo, puedes observar cémo hemos resueito, irabajando en grupo, los pro-
blemas que siguen. :

Queremos poner de maniliesto que estos prolocolos no deben leerse como un solucionariao de
‘probiemas o ejercicios al uso; en ellos debe contemplarse la realidad que normalmente aparece
cuando, individual o colectivamente, intentamos la resolucidn de un problema.

_ En los protocolos, ligeramente retocados para hacer mis facil su lectura, se encontrardn enire

otros aspectos: los blogueos, los caminos erréneos, las opinjones individuales de agrado o desa-
grado respecto al lipo de problema, las reflexiones individuales o colectivas referidas a aspec-
tos particulares del problema, a las fases del modelo de resolucidn utilizado, elc.

b
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FICHAS DE DOMINO s.1 4 6 0 3 3 5.

Se han colocado, al azar, las fichas de un do-
mind sobre una mesa y se han fotografiado.

l.a exposicién no fue correcta; aunque s¢
podfan distinguir los nimeros de las fichas,
no se podia distinguir la posicién de cada
ficha individual,

;Puedes reconstruir las fichas?

FASES DE FAMILIARIZACION Y 2 1 3 2 0 3
BUSQUEDA DE ESTRATEGIAS:

El grupo no tiene dificultades reépecto al enunciado del problema, y pasa a la bdsqueda de es-
trategias que pueden resolverlo.

Aparecen jas siguientes ideas:

1) De forma ordenada marcamos un ndmero (por ejemplo, el 5) y [ijamos todas las fichas

donde aparece.
2) Buscar, en primer lugar, las [ichas dobles y continuar con la opciéﬁ i).
3) Analizar las posibilidades que se pueden ofrecer en las esquinas.

4} Se construye una tabla con todas las fichas del domind y se van tachando las fichas en-
contradas que tengan posibilidad iinica de aparici6n en el cuadro dado.

FASE DE DESARROLLO DE LA ESTRATEGIA:
Pequefia discusidn sobre el enunciado que se concluye con:
- Las fichas sélo se pueden colocar en horizontal y en vertical.

- Se cae en la cuenta de que, dado que el dominé tiene 28 fichas, el nimero de dfgitos del
cuadro debe ser 56. Asf ocurre.

Se inicia la resolucién a partir de la estrategia ii) (fichas dobles).

5
Aparecen las [ichas ¥y como posibilidades dnicas y no hay continuacion.

© NARCEA-MEC : 130
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. Se va a desarrollar Ja idea 3 (esquinas), la cual no produce resultados después de un andlisis en
" cada una de ellas.

La opcién 1 también se abandona.

Llegados aqui y ante el fracaso de todo lo anterior, se pone en marcha la estrategia 4.

I :
Se pone en préctica esta idea y el orden de aparicién de las fichas es el de la figura siguiente (a
la vez, se van tachando las {ichas de la tabla que contiene todas las {ichas del domind):

5 4 6
010 415 55 1 512
5 4 4
8 1 1
232 cial| 313 o | 1
3] 1 3
4
4l2tl211ljsls 210 sjof jt14
3
B8 51 L0 5
312 25403
i 5 5}

quedando el cuadro:
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FASE DE REVISION Y AMPLIACION:

El grupo reflexiona sobre la resolucién y concluye que la idea de sistematizar construyendo la
tabla con todas las fichas de! dominé es 1a idea clave que permite seguir adelante y solucionar
el problema.

Entre las posibles ampliaciones podemos encontrar:

A) Un problema andlogo puede plantearse paré el siguiente cuadro de {ichas del dominé:
3 6 2 0 0 4 4

6 5 5 1 5 pA 3

B) ;Podrias colocar las fichas del dominé de tal manera que se dé una inica solucién para un
diagrama similar con todas las fichas? ;Y para un conjunto mds reducido de fichas?

© NARCEA-MEC ' 132
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UN MODLLO P/\RA TRABAJAR CON PROBLEMAS: EL MODELO DE GUZMAN

Habras observado, en la lectura de los protocolos de los problemas anteriores, que en todos

ellos hemos seguido un mismo esquema de (rabajo. Este esquema corresponde al modelo pro-

puesto por Miguel de Guzmén en sus libros Para pensar mejor y Aventuras Matemdticas, La-
bor-MEC.

Un modelo es una gufa que nos facilita el camino que debemos recorrer a lo largo de todo el
proceso de resolucién de un problema. La finalidad de todo modelo es la de adquirir una co-
leccidn de hdbitos mentales que nos ayuden eficazmente en el manejo de los problemas.

'Este modelo consta de cuatro fases, que revisaremos con mds detenimiento en la actividad pos-
terior, a saber:

I. Fase 1: Familiarizacién con el problema.

I1. Fase 2: Busqueda de estraiegias.

II1. Fase 3: Llevar adelante la estrategia. '

IV. Fase 4: Revisar ¢l proceso y sacar consecucncids de él.

En cada una de las fases las pautas a seguir son:

Al comienzo, en la familiarizacién con el problema, debemos actuar sin prisas, pausadamente y
con tranquilidad. Hay que conseguir teper una idea clara de los elementos que intervienen: da-
tos, relaciones, incdgnitas, etc. En resumen, antes de hacer, trata de entender.

~ Una vez que hemos entendido el problema pasamos a buscar las estrategias que nos permiten
resolverlo. En esta fase no iniciamos el atdque del problema sino que vamos apuntando todas
las ideas que nos surjan relacionadas con el problema. Es conveniente pensar y disponer de
mds de una estrategia o camino a desarroilar en la fase posterior. '

Tras acumular varias opciones de resolucidn, es el momento de Hevar adelante Ia estrategia

_elegida. La llevamos adelante trabajando con confianza y sio apresuramientos. Conviene no
echarse alrds ante la primera dificultad que surja, ni continuar con la estrategia si las cosas se
complican demasiado. En el caso de no acertar con el camino correcto, es el momento de vol-
ver a la fase anterior y reiniciar el proceso. Segmmos de esta forma hasta cerciorarnos de haber
liegado a Ja solucidn. ~

Por ullimo, queda la fase mds importante del problema, fa de revision del proceso v sacar con-
secuencias de él. En esta fase, que no puede [altar hayamos resuelto el problema o no, debe-
mos reflexionar sobre todos los incidentes del camino seguido, sobre si es posible extender las
ideas que hemos tenido a otras situaciones, sobre el problema en sf y sobre nuestros estados de
dnimo a o largo de todo el proceso recorrido. . -
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En la resolucién de un problema o juego puedes seguir estos pasos
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muchas cosas interesantes. Habitual-

“en la resolucién, pero hay otros {end-

EL PROTOCOLO DE UN PROBLEMA

Cuando leemos y estudiamos la resolucion de un problema efectuado por otro, en ge-
neral nos encontramos con una secuencia de pasos ordenados, clasilicados y I6gicos
que nos lievan desde el enunciado hasta la solucién o soluctones. Esta solucidn nada

" nos dice de los procesos de pensamiento ni de los estados de dnimo por los que ha pa-

sado el resolutor del problema.

Cuando intentamos resolver un proble-
ma individualmente o en grupo ocurren

mente escribimos nuestros célculos,
esqquemas y diagramas que nos ayudan

menos interesantes que suelen pasar
desapercibidos.

El borrador de nuestros intentos suce-
sivos de resolucién no es el protocolo
de un problema. Tampoco lo es la solu-
cién en limpio que podamos elaborar
de nuestro trabajo.

El protocolo del proceso de resolucidn de un problema deberia ser capaz de reproducir

" cuanto ha pasado por nuestra mente a Jo Jargo de todo el proceso, en lo que se refiere
a lo que realizamos, pensamos y a los sentimientos por Jos que hemos ido pasando.

|
El hecho de sentarnos con calima, papel y un boligralo ante todo un problema, para re-
gistrar por escrito todo ¢l proceso de resolucién del problema nos debe ayudar en las
situaciones siguientes:

» A superar el peligro de que empieces y luego abandones un problema.
» Para que no olvides las buenas ideas que te surjan de repente.
» Para que cuando desees o necesiles repasar de nuevo el problema te resuite mas
‘ sencillo hacerlo,
» Para que no te quedes parado o atascado, sin saber qué hacer. Al escribir, te obli-
gas a estar activo y concentrado, y el cerebro aprovecha este cauce para deslizar
_ intuiciones y nuevas ideas.
» Para conseguir gue no abandones. La huida debe ser hacia adelante. El simple he-
cho de emborronar una hoja con esquemas, dibujos, gréficos, etc., puede dar lugar
a alguna idea util.
» Para que puedas controlar en todo momento, al tenerlo delante, el proceso de re-
solucidn de un problema.
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ACTIVIDAD 3:
FASES DE LA RESOLUCION
DE PROBLEMAS Y JURGOS

En las actividades anteriores habrds podido observar ¢cémo en la resolucidn de un problema o
juego hemos seguido un plan de accién que Hamamos modelo de resolucién. Este puede deci-
dirse y efectuarse en etapas o fases que hemos denominado:

Fase 1: Familiarizacidn con el problema.

Fase 2: Blsqueda de estrategias.

Fase 3: Llevar adelante la estrategia.

Fase 4: Revisar el proceso y sacar consecuencias.

En esta actividad vamos a revisar con detenimiento cada una de estas fases.
FASE DE FAMILIARIZACION CON EL PROBLEMA

Antes de ofrecerte unas sugerencias que puedes tener en cuenta para desarrollar esta fase de la
resoiucidn de un problema, observa lo que hemos hecho con el siguiente problema.

LAS PESAS. Calcula el juego de cuatro pesas que es necesario tener para poder pesar en una
balanza con dos platos cualquier cantidad entera de uno hasta cuarenta kilos. : !

Leyendo el preblema con detenimiento, varias veces, hasta comprenderfo con precisién, lo pri-
mero que nos llama la atencidn es, si cuatro no serdn pocas pesas para tanlas pesadas. Si es asf
. debo aprovecharlas muy bien.

Otra cuestidn importante es, ;c6mo puedo
pesar? Los objetos a pesar los colocamos
en un plate y las pesas en el otro. Quizés
tenga que hacerlo por "diferencia": colo-
cando objeto y pesas en un plato v sole
pesas en el otro plato de la balanza.

Al tener sélo cuatro pesas parece que
debemos utilizar el segundo procedimiento
para pesar.

Hasla este punto ya sabernos del problema:
lo que nos piden (pesar de 1 a 40), los e
datos que ofrece (4 pesas), cémo podemois_b\c;sa;_ (pesadas por diferencias). A partir de aquf de-
bemos pensar en el procedimiento que vamds a utifizar para resolverlo.

Antes te ofrecemos algunas pautas o sugerencias que puedes poner en prictica en la fase de fa-
miliarizacién con el enunciado cuando te enfrentes a cualquier problema.
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“No pases a la _
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FASE DE BUSQUEDA DEESTRATEGIAS

'Contmuando con el problema de las pesas, es Ia 1101a de buscar pl’OCGdlmlE.‘.].’]tOS que permitan
. solucionar el problema.

Comenzamos realizando un listado de posibles caminos a seguir.

1. Hacer el problema mds sencillo, particularizando para situaciones como: ;Cuéntas pesas
necesitas para pesar un Kg? ;¥ para 1 y2 Kg? ;Y para 1,2y 3 Kg?, y asi sucesivamente.

2. Experimentar con los casos ficiles y si las cosas funcionan seguir adelante. No debo olvidar
escribir los resulzados de manera ordenada para (ener a la vista los resultados parcnles
conseguidos.

Antes de llevar adelante alguna de estas ideas vamos a ver qué ocurre en los casos sencillos.
Organizameos los resultados en una tabla:

Para pesar (Kg) . Necesitamos pesas de (Kg)
T g
- 1 Y 2 1 b 2 p 1 y 3 ( 1)
: 1 2 Y 3 } y 2 (+1) G 1 v 3 ( 1)

En las experiencias de las pesa-
das con 1, 2, 3 y 4 observamos
que la mejor opcién es disponer
de pesas de 1 Kg y 3 Kg ya que
olrecen mds posibilidades que
las pesas de 1 Kg y 2 Kg. No
debemos olvidar que "tenemos
que aprovechar las pesas al
méximo". :

Llegados aquf podemos dar por
finalizada esta fase y disponer-
nos a pasar a la fase siguiente.
En la pdgina que sigue hemos ‘ _
resumido y juntado unas cuantas sugerencias que puedes aprovechar para desarrollar esta

etapa en la resclucién de cualquier problema.
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| PAUTAS O SUGERENCIAS AT ENER laN CUENTA
M_EN ‘LA I“ASE DL BUS QUEDA DE ESTRATEGIAS

) te q des con la prlmera idea; busca varia

erfila las ;deas que tienes apuntada

£ Organiza la informacioh ayudand
Mlefin—l &l problema reformula y

sxmetrsas ¥ casos e tremos
Suek:] resuelto y trabajar mamha atrds p 'd‘ reésultar, :

5 del problema,'bdon
étodo de indiccidn, pr1nc1p1o del pal

7 une me pregunh?, b4, dénde emp}eio?, une se de ln qu'e‘

une debo‘hﬁcezf?, Lqué gah 5.119c1endo esta?,
rado.tod'ls las_' nociones esenmales de ¢ tenp" oblema

sta clara a' las
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FASE DE LLEVAR ADELANTE LA ES'"I-‘RATEGIA

Volviendo de nuevo al probiema de LAS PESAS, vamos a llevar adelante el plocednmento
que habfamos apuntado 'y comenzado en la fase anterior.

Ya tenfamos realizadas las pesadas para 1,2, 3 y 4 Kg proced:endo con las pesas de 1 y 3 Kg, -
asi: 1=1, 2=3-1, 3=3, 4=3+1 : :

Estamos en la situacidn de pesarentre 1 y 5Kg, 1y 6 Kg, 1y7Kgy 1y 8XKgcon las pesas de 1,
3 vy X Kg. Teniendo que aprovechar las pesas al mdximo, ¢cémo debe ser X? Conwene que X
sea lo més grande p051ble para poder aprovecharia a tope por diferencias. '

; Cémo de grande podrz’\ ser X7 {Ya estd!: 5=X-3-1. De donde X=9. L

;Serd X=97 Para ello continuamos realizando pesadas y obtenemos:

52931 6=9-3 7=9+1-3 8=0-1
9=9 . 10=9+1 11=9+3-1 122943
13=9+1+3 14=? 15=2 16=2

Tenemos las pesas 1,3y 9.
¢ Cudl serd la siguiente? ;Qué sucesién es 1 3.9,.

Son las potencias de tres: 3°, 3/, 32, ..La proxima pesa,
iserd 3*=277 a
Para comprobario debemos intentar hacer las pesadas a
partir de 14 Kg. Obtenemos:

14=27-9-3-1 1 15=27-9-3 16=27-9-3+1 - 17=27-9-1
18=27-9 . 19=27-9+1 - 20=27-9-143 21=27-9+43
22=27-9+3+1 23=27-3-1 - 24=27-3 25=27-3+1
26=27-1 27=27 . 28=27+1 29=27+3-1
30=27+3 31=2743+1 32=27+9-3-1 33=27+9-1
- 34=27+9-3+1 35=27+9-1 36=27+9 37=27+9+1 .
38=27+9+3-1 1 39=27+9+3 40=27+9+3+1

;Lo hemos conseguido! Hemos pesado desde 1 Kg hasta 40 Kg utilizando una balanza de dos
platos y las pesdas de 1,3,9y 27 Kg. :

En la pagina siguiente se describen sugerencias que puedes utilizar en otros ploblemas para
llevar adelante la estrategia. .

- © NARCEA-MEC ' 148

20

Necesilamos otra pesa para pesar a partir de 14 Kg. -

SO O g

(¢«

(

AR

(2 ¢

() {



" © NARCEA-MEC

149

21




FASE DE REVISAR EL PROCESO Y SACAR CONSECUENCIAS

Ya hemos resuelto el problema y es ahora el momento mas adecuado de sacar el jugo al tra-
bajo que hemos ido realizando en las fases anteriores. ' '

Para ello podemos preguntarnos sobre algunos de los aspectos que han ido surgiendo, a saber:
- ¢Es correcta la respuesta?

Parece ser que no ofrece dudas ya que hemc_s:conseguido, una a una, realizar las pesadas que
nos pedia el problema. S o

- ¢(Puedo pesar mds cantidades con estas cuatro pesas?
Por lo observado en la gjecucién del problema y debido al aprovechamiento méximo que he-
mos hecho de ellas, se necesitan mis pesas de la sucesidn 1=3% 3=3', 9=32, 27=33 .. para po-

der pesar otras cantidades mayores de 40 Kg,

- iQué curioso lo obtenido!, con las potencias de {res y con las operaciones de sumar y restar
puedo generar todas las de los ndmeros naturales: =

1=3" 2=31.3% 3=31, 4=3'+3" 5=32.31.3¢
- ¢Serd consecuencia de algin resultado maés profundo?

Podemos encontrar una explicacién en el sistema de numeracién ternario (o de base 3),

donde todo nimero natural puede expresarse utilizando las cifras 0, 1 y 2. En nuestro pro-
blema se han sustituido las cifras 0, 1.y 2 por0,1y-1. ' ‘

- ¢(Funcionard con las potencias de algin - -
olro numero? .

Dejamos al lector que investigue estas
nuevas situaciones.

Ahora hemos llegado a un punto donde:

a) el problema nos parece precioso, .
b) el problema se convierte en una investigacién,
¢) el problema no termina nunca. jQué maravillal

En la pdgina siguiente encontrards sugerencias que pueden servirte para desarrollar la fase de
revisién del proceso y de ampliacién de resultados.
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PAUTAS OSUGERIENCIAS A TENER EN CUENTA
. -ENLA FASE DE REVISAR EL m{ocrso
7 Y SACAR CONSECUENCIAS -

Esta. fase puede ser muy- zmportame y provechosa ten en centa {odas lei's sﬁgéreﬁciasl_-.'; :
y Ileva adeiante las que estén de acuerdo coti tu probleima.

‘1eces1tes en analzzar el proceso segmdo y en amphar las s1tua»,.:‘

- El resul tado que h’xs obtemdo tiene senhdo?, (quede 11'1ber o!_ro resultado 6 solumon? ;
- (,Acompanas a 1a soluc1on una exphcwcxon hteral que mdlca lo que has hallado'?

-Es el momento dé colc das las 1nc1dencns que te hayan ocurndo' B
alo largo de todd el proceso‘de‘resolumén del problema ' :

© NARCEA-MEC 151
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ACTIVIDAD 4:
ESTRATEGIAS EN LA RESOLUCION
DE PROBLEMAS Y JUEGOS

En esta actividad vamos a revisar, de forma detenida, aquellas estrategias que enunciamos en

la actividad anterior, correspondientes a la fase de biisqueda de estralegias. Seguiremos el pro-
cedimiento utilizado en las otras actividades; para cada estrategia resolveremos un problenia y
posteriormente te damos algunas sugerencias sobre la mejor manera de llevar adelante dicha
estrategia. En los problemas resueitos no desarrollamos todo el protocolo, sino que nos centra—
mos en la ejemplificacién de la estrategia.

W,
R

Debes tener en cuenta que muy pocos problemas se resuelven utilizando una dnica estrategia,
ya que, en general, necesitards en la resolucién de un problema tener en cuenta las pautas y su- -
gerencias combinadas de mds de una estrategia.
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Estrategias en la resolucion de problemas

Empiece por lo facil, simplifique o particularice;

Experimente (ensayo y error) y busque reqularidades;

Organizacion y codificacion;

. Modificacion del problema;

Analogia y semejanza;

Exploracién: casos limites, simetria (esta estrategia suele ir
asociada a otras como es la experimentacion).
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ganice I bi

Una buena

MODII’ICAR EL‘PROBLEMA,

lucién'&éi:'probl‘ema_-globalv

Hay que tenex en cuenta que Ia defli'lICIOI] de subobjetwos vahdos no es suficiente para re—'
solver ¢l problema. En numel 0sas ocasmnes h'xy que: utllsr'l ot1as estrateglas para | soiuc;o»:
nar los subobjetwos ; ‘ ‘ s ‘




LOGIA. SEMEJANZA

Ante cualquie

aquella otra? ;Se ¢

¢ pensar, tanto en ritiéstras conversaciones cotidias
como e los medios de expresion artfsticos v en

seimejantes y su posterior 'p_un':s'ta‘en préctica sera
cia en la resolucidn de problemas y juegos.




TRABAJAR MARCHA ATRAS

QObserva la resolucidn del siguiente problema.

UN TRIANGULO CON MONEDAS. Se tiene un tridngulo .
formado por diez monedas iguales. ;Cudl es el minimo ndmero
de monedas que hay que cambiar de sitio para que el tridngulo
quede en posicién invertida?

|
1
b

" Manipulando o dibujando las monedas, nos movemos entre las ‘ _
P . :

posiciones que llamamos "posicién inicial" o posicién de partida y "posicién final" o resultado

del problema: . SR

f
Posicion

inigcial

;
Posicion

finali

Tras la manipulacién se ve claramente que cambiando 4 monedas se puede invertir la figura.

Consideramos si serfa posible invertirla moviendo solamente 3 monedas. Manipulando mone-
“das entre la posicién final y la inicial llegamos a la solucién ‘que puede verse el la siguiente {i-
gura. : B

Efectivamente, cambiando de lugar tres monedas, s¢ puede invertir la figura.
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TECNICAS GENERALES MATEMATICAS - ;

Te presentamos, de manera abreviada, algunas de las técnicas generales (ue se utilizan en la
resolucion de problemas y juegos. La aparente sencillez de alguna de ellas puede servir para
demostrar resultados matematicos profundos, que de ofra forma serfa muy dificultosa su de-
mostracién. En alguno de los problemas y juegos propuestos podrés utilizarlos.

»fz‘g:é@

r
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|. PROBLEMAS SOBRE LOGICA Y CONJUNTOS

I.1. PROBLEMAS SOBRE LOGICA

1) Complete los cuadrados con los cinco digitos 1, 2, 3, 4 y 5 de manera que no sc repitan en ninguna

de las franjas horizontales, verticales y oblicuas.

1) : 4

2) Consecutivos lejos. En las 8 casillas de la siguiente figura

se trata de colocar los niimeros 1, 2, 3,4, 5, 6, 7, 8 de modo que no resulten dos niimeros consecutivos

cerca ni en diagonal, ni en horizontal, ni en vertical. ; La solucién es dnica 7

3) Las mujeres de Napoleén. Dicen que el primer marido de la segunda mujer de Napoledu y el segundo

marido de la primera mujer de Napoledn eran la misma persona. Suena extrafio. ;, Podra ser verdad 7

4) Se aprueba estudiando. Si alguien que estudia mucho aprueba siempre el examen, y si Juan estudié

mucho, entonces ; cusles de las siguientes proposiciones son verdaderas?:
(a) solamente Juan aprobd el examen; (b) Juan aprueba el examen;
(¢) Juan estudid mucho mas que cualquier otro; - (d) Todos aprobaron ¢l examen.

5) Légica de pertcuencia. Todo argentino es americano. Todo saltefio es argentino. Ningin americano

es asiatico. Entonces  cudles de las siguientes proposiciones son verdaderas?:
(a} Ningin saltefio es americano; (b) Todo americano es saliefio;

(c) Todos los americanos son argentinos; (D) Ningtn saltefio es asidtico.

6) ; Se casardn los novios?. Cuando su novia le pregunté si se iban a casar, el joven le respondié: "No
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estaria mintiendo si te dijera que no puedo no: decirte que es imposible negarte que sl creo gue es.

verdadero que no deja de ser falso que no vayamos a casarnos. ; Podria ayudar a la desconcertada y

atribulada novia, y decirle si su pretendiente quiere contraer matrimonio o no con ella?

7) Los trillizos Péres: Los trillizos Pérez tienen la molesta costumbre siguiente: Cada vez que se les hace °

|
una pregunta, dos de ellos dicen la verdad y el otro la mentira acerca de la respuesta.’

Se les pregunté cudl de los tres habia nacido primero y contestaron lo siguiente:
Perico: ”Pepe nacié primero”;
-» .
Pepe: "Yo no soy el mayor”;

Pablo: ”Perico nacié primero”.

Entonces, ; cual de los tres nacié primero?

8) Cinco corredores y dos mentirosos: Al finalizar una carrera escuchamos estas declaraciones de rlos
participantes: ' -

‘Antonie: ”Yo no he llegado altimo”;

Bernardo: ”Carlos ha Hegado tercero™;

Carlos: ” Antonio ha llegado inmediatamente detrs de Ernesto™;

Daniel: "Ernesto ha llegado en segundo lngar”;

Ernesto: "Daniel no ha ganado al carrera”;

Por alguna razén extrafia, los dos primeros clasificados han mentido ¥ los otros tres no. ;Cual

ha sido el orden de llegada de los cinco corredores?

9) ; Cuantos primos puede tener Juan, de acuerdo al siguiente didlogo, si se sabe que uno solo de los

chicos dice la verdad?
José dice: Juan tiene por lo menos 6 primos;
Alberto corrige : No, tiene menos de 6;

Pablo agrega: Tal vez tengas razén, pero lo que yo sé, es que tiene mas de 1 primo.

10) (i) Si con P se indica -la neg§ci6n de P, se solicita explicitar las siguientes expresiones :
(@) (Vx:x>2}; (b} (Ix:x<8)
(if) Analice la siguiente proposicién:

V‘x s (x2>x)

¥ demuestre que es falsa si el dommlo de la proposicién es él conjunto de los ndmeros reales; en cambio

es verdadera en el conjunto de los niimeros naturales y enteros.

11) Demostrar por contradiccion que si X y Y son nitmeros reales tales que
X>0, Y>0, X+Y=0,

entonces X =0 y Y=0.
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12} Demuestre por contradiccién que en una fiesta de n personas ( n > 2 ) existen por lo menos dos

personas que tienen el mismo nimero de amigos en la fiesta;

13) K1 trio municipal: Los sefiores Pablo, Fernando y Carlos son los tres candidatos que obtuvieron la

mayor cantidad de votos en las Gltimas elecciones municipales de Villalinda. El resultado fue muy

ajustado: el que quedd a la cabeza aventaja al segundo en un voto, éste aventaja al tercero en un voto.

" Los tres practican deportes diferentes (atletismo, natacién y fiatbol) y tienen un vino favorito (clarete,

tinto y blanco).

Se tienen las siguientes informaciones: -
{a) El sefior Catlos, gran aficionado al tinto, aventajé a Fernando por un solo voio;
(b) El aficionado al blanco, que no soporta el fiitbol, obtuvo un voto més que el bebedor de clarete;

() El sefior Pablo adora la natacién.

Se necesita saber para cada candidato su clasificacién, su deporte y su vino preferido.
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12. PROBLEMAS PARA PENSAR SOBRE LOGICA

1} Se tiene una fuente de agua y se dispone sélo de dos recipientes, de 4 y 9 litros. Inchque un

procedlmlento para que uno de los recipientes contenga 6 litros de agua.

2) Se tiene una fuente de agna y se dispc;h'e sélo de dos rea':ipientes, de 7 y 11 litros. Indique un

procedimiento para que uno de los recipientes contenga 6 litros de agua.

Definicion: Un cuadrado se dice magico respecto de la operacién suma (producto) cuando la suma

(producto) de las filas, de las columnas, y de las dos diagonales es constante.

3) Cuadrados magicos respecto de la suma:

(i) Complete los siguientes cuadrados mégicos con los nimeros del 1 al 9 con constantel'15. .Lla

solucidn es tnica ?

)

b)

{ii) i Es posible construir un cuadrado magico con los nueve niimeros siguientes : 1, 2, 3, 5, 7, 11, 13,
17,19 7
|

4) Cuadrados méagicos respecto del producto:

(i) Complete el siguiente cuadrado mégico .

5) Oréculo. El oraculo era legendario por la veracidad de sus vaticinios, pero en realidad predecia:
cotrectamente durante dos afios, y al aflo siguiente fallaha siempre, y luego el ciclo recomenzaba. Un
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mago visitd el lugar, y ordculo le dijo: "Lo que digas ahora serd mentira”. E] mago respondid: "El aflo
que viene diras una verdad”. Al afio siguiente el mago volvié a consultar el oraculo, y se reprodujo el

mismo dilogo. ;Puede usted decirnos si el mago mintio alguna vez?

6) Convencién de Espias. En la (ltima convencién nacional de espias y afines se encontraban 001, 002,
003, 004, bajo los nombres de Alvarez, Beniiez, Chavez y Diéguez {no necesariamente en ese orden).
Cada uno, obviamente, conocia su propio nimero, pero no el de Jos demas, hasta que la chica del stand
,de la KGB le informé a Chavez que Benitez tenia un niimero menor que el de Alvarez. Entonces
Chavez dijo: ”Si alguien me dijera que Estévez tiene un niimero mas alto que el mio, sabria todos los

nimeros”. Si Estévez tiene un nimero més alto que Chavez, ;Cuél es la identidad de cada espia?

7 Travesia del rig. Veinte hombres vy dos chicos desean cruzar un tio, utilizando una pequcfia canoa
due s6lo puede transportar a un hombre o a los dos chicos. ; Cuantas veces debe este hote cruzar ¢f rlo
parallievar a cabo el abjetivo?

o
8} Una fiesta retine a 40 personas. Uno de los presentes comenta. que seguramente hay alli dos personas
que tienen la misma cantidad de parientes entre los invitados. Otro le responde que eso seria una gran
casualidad y que no lo cree muy probable. Sin embargo, tiene razén e primero. ; Por que?

.Ayuda: Utilice el método por contradiccion.

Principio de los Casilleros o Principio del Palomar: Si n+1 6 mas objetos se distribuyen o se clasifican

' en n categorias, entonces alguna categoria deberd contener por lo menos dos objetos.

Si bien es un heclio matematico sencillo {simplemente expresa que una funcién de un conjunto
de n+1 & més elementos en otro de n elementos no puede ser inyectiva), permite a veces sacar
conclusiones bastante interesantes. Por ejemplo, ;es obvio para Ud. que si durante una noche un teatro
o un cine tiene colmada su capacidad de 370 localidades, entonces se encuentran presentes al menos dos
personés que cumplen afios ¢l mismo dia? El principio anterior puede refinarse para obtener resultados

més tiles y precisos.

9) Una cierta cantidad de equipos de ftbol han disputado un torneo, por el sistema de todos contra

todos. Pruebe que al menos dos de ellos han empatado la misma cantidad de partidos.

10) Si elegimos seis personas al azar en una reunién, entonces debe haber 3 de ellas que se conocen

todas entre sf o bien tres de ellas todas extrafias entre sl.
. 11) Para organizar diversas actividades culturales y deportivas, los 10 integrantes de la comisién

directiva de un club deben agruparse en 10 subcomisiones. Si el presidente no puede formar parte de

pinguna de ellas, concluya que debe haber dos subcomisiones con el mismo niimero de miembros.
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TRABAJO PRACTICO 1: Un grupo “de rock.”J uan Clruelo Jorge Cerezo y Javi Manzano decidieron

formar un grupo de rock: "Las Tres Frutas”. Teman unas voces estupendas, pero ademés cada uno de

ellos sabia tocar la guitarra o la bandurria, o tal vez, las dos cosas.

Se sabe que si es verdad que Ciruelo ¥ Manzano saben tocar la guitarra, entonces también lo
sabe hacer Cerezo. Si Cerezo no sabe tocar la guitarra, entonces Manzano si que sabe. Pero si Manzano
sabe tocar la bandurria entonces Ciruelo no sabe También se sabe que uno de los dos, Clruelo o

Cerezo, pero no los dos mmultaneamente sabe tocar la guitarra.

Se sabe también que solo uno de los tres sabe tocar la bandurria y la guitarra. ;Quién es?

TRABAJO PRACTICO 2: Légica con preguntas con respuestas SI — NO.

Una isla se encuenira habitada por dos t1pos de personas:

las personas sinceras y las personas

mentirosas. Cuando se les realiza nna pregunta que se responde con SI 6 NO, la persona sincera dice

siempre la verdad, mientras que la persona mentirosa siempre miente. Por otro lado, ambas personas

no pueden distinguirse por ningiin método visual.

i Qué pregunta podifa realizarse a cual

quier persona que se encuentra en la Jsla pa,ra

determinar si es una persona sincera o bien una persona mentirosa?

Analice las siguientes preguntas:
(i} 2 Es usted una persona sincera?

(ii) i Es usted una persona mentirosa?

(iil) Si usted fuese una persona sincera entonces cémo responderia a la pregunta jEs usted una persona

mentirosa?

(iv) Si usted fuese una persona mentirosa entonces como responderia a la pregunta ;Es usted una

persona sincera?

TRABAJO PRACTICO 3: Légica en el cruce de un rio.

Hay dos matrimonios que necesitan cruzar un rio.

Poseen un pequefio bote que permife Hevar

solamente a dos personas por vez. Los esposos son bastante celosos. Una mujer no puede permanecer

(sea en la tierra o en el bote) con un hombre excepto que su esposo esté también presente.

(i) ; Cémo pueden estas cuatro personas cruzar el rio 7;

(ii) ; Cudl es el niimero minimo de viajes posible para que las cuatro personas crucen el rio?;

(iii) ; Suponga ahora que hay tres matrimonios sujetos a las mismas reglas anteriores. ;En cuantos

vizjes pueden las seis personas cruzar el rio?
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CASO 1: Reunién de Directorio. Es una simple reunién de directorio. Bah, no tan simple, ya va a ver...

Deben votar por mayoria simple (mas del 50% de las acciones) la venta de la empresa. Una decisién,

sin dudas importantisima. Se tienen las siguientes informaciones:

"« Entre todos los presentes suman el 100% de las acciones. Nadie tiene idéntico porcentaje que otro,

ningune ticne centésimos (tedos nlimeros enteros) y entre el que menos tiene y ¢l que mas, la diferencia
es del 7%. '

. .En las cabeceras estan sentados Martinez y Sanchesz.

¢ Vézquez no esté del mismo lado que Giménez. Entre ambos suman el 23%.

s Estando del mismo lado de la mesa, Alvarez y Dominguez, no estan uno al lado del otro.
+ » Henriquez tiene un porcentaje menor que Déminguez.

. Martinez y. Sanchez suman el 21%, y Martinez tiene un 6% menos que aguel que se sienta a su
izquierda.

» Hehriquez esta sentado al lade Giménez, del mismo lado de la mesa.

¢ El que esté a la izquierda de Sanchez tiene el 15% v el que esti enfrente a este iltimo tiene el 9%.

o Dominguez estd sentado justo frente a Ferndndez pero Vazquez no esta sentado justo enfrente a
Gimeénez.

¢ Martinez tiene a su derecha a Dominguez.

* Suponiendo que Martinez esta sentado en la posicién 1 del cuadro, los votos finales se repartieron de
la siguiente manera:

» los ubicados en las posiciones 1, 3, 5 y 8 votaron por la afirmativa;

s los sentados en las posiciones 2, 4, 6 y 7 votaron por la negativa.

-La pregunta es, {inalmente, ; Qué se hizo?

2 3 4
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L3. PROBLEMAS SOBRE CONJUNTOS

1} En m club de 2200 socios, 2 de los socios pré.ctican natacion, 1 practica tenis y 3 practica rugby.
5 4 10 &
(i) ; Qué parte del total de socios no practica deportes?
1) ; Qué porcentaje del total de socios practica algin deporte?
g
(i) ¢ Cual es el deporte que agrupa més socios?
(iv) ; Cuantos socios practican natacién v tenis?

2) Encuesta aziicar — edulcorante. El equipo de Javier realizé una encuesta para determinar cua.ntas

personas utilizan azicar y cuantas utilizan edulcorante. El informe dice:

¢ Nimero de personas encuestadas 600 o

» Namero de personas que utilizan azicar ' 352

* Nimero de personas que utilizan edulcorante 318 [

e Nimere de personas que utilizan ambos (aztcar y edulcorante) 168

¢ Nimero de personas que no utilizan ni azlcar ni edulcorante - 100 o

(i) Después de analizarlo Javier detecté que era inexacto. jPuede explicar por qué?

(if) Cémo se podria cambiar el ntimero de personas que no utilizan ni agicar ni edulcorante para que el -

informe sea exacto. Calcule en dicho caso, el correspondiente porcentaje de cada item.

3) Simultaneidad. 25 personas estan cursando economia, matematica o ambas. Si 20 estin anotadas en

economia y 18 est4n anotadas en matematica, ; cudntas personas estin anotadas tanto en historia

como en matematica ?

4) Televisién por cable y videocaseteras. En el pueblo 1/5 de los hogares estan equipados con television

por cable. Si 1/10 de los hogares, incluyendo 1 /3 de aquellos que tienen televisién por cable, tienen
videocaseteras, ; Qué fraccién de hogares no tienen ni telewsmn por cable ni videocaseteras?

(2) 23/30 ; : {b) 11/15 ; (e) 7/10 ;

{d) 1/6 ; , (e) 2/15 .

5) Mitines Electorales: Se esta préximo a las elecciones municipales y los anteriores lideres municipales

. han organizado cada uno un mitin electoral. Las estimaciones sobre las participaciones dan los

resultados siguientes:

» 130 personas participaron en la reunién organizada por Pablo, 165 en la de Fernando ¥y 65 en la de .

Carlos.

¢ In total, se han desplazado 200 personas de las cuales 30 participaron en los 3 mitines.

Se necesita conocer:
(i) {Cuéntos participaron en un solo mitin? :
(ii) ;Cudntos participaron en dos mitines? :
(iii) Si hubo 50 personas que fueron a la reuniones organizadas por Pablo ¥ por Fernando, y hubo 45 ,
personas en la reuniones organizadas por Pablo y por Carlos, entonces determine la cantzdad de

personas que fueron solamente a la reunién organizada por Carlos.
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. PROBLEMAS CON NUMEROS REALES, PROPORCIONES
(PORCENTAIJES), ECUACIONES Y FUNCIONES REALES

II.1. PROBLEMAS CON NUMEROS REALES

1) Ahorro por estacionamiento. Un estacionamiento alquila sus espacios a $30 por semana ¢ a $90 por

mes. ;, Cuanto ahorrara una pérsona en un afio si alquila por mes en lugar de hacerlo por semana?
(a) $420 ; (b) $480 ; (c) $660 ;
(d) 8720 ; (e) $780 .

2) La edad de la familia. Hace exactamente dos afios, las edades sumadas de los integrantes de la

' familia Pérez daba como resultado 62. Ahora, las edades suman 67. ; Puede indicar cudntas personas

componen la familia Pérez 7

3) Fu la heladeria. Juan le comenté a Roberto: Ayer fui con mi novia a la heladeria, y decidimos pedir
un helado de un solo gusto para cada uno. Contamos todas las combinaciones de gustos que podiamos :
hacer entre los dos, pero ahora no recuerdo si eran 78, 81 u 86. .

Su amigo Roberto le contestd: Con lo que dijiste ya puedo saber cudntas posibles combinaciones hahia.,.
¥ ‘también cuantos gustos distintos hay en esa heladeria.

; Podria explicar el razonamiento de Roberto?

4) Encuentre los niimeros 1. Complete las siguientes operaciones:

(i | (i)
8 3 1 2 3 9
— 2 1 X
3 4 6 5 7
4 8
{ii1) ey 1
' X \ 7
4 3 3 3
8

(i)

5) Encuentre los nimezos II. En cada uno de los siguientes problemas encuentre todas las soluciones:

(i) Utilizando solamente una vez las cifras 1, 3, 4, 5 y 8, complete la siguiente operacién:
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9 T 6
+ 1 . 5
i T 1

6 o 1
+ 7 9 T
1 4 8 L.

6} Suma con letras. (i) Cada letra utilizada (A, P, R, S) representa a un digito entre 0 y 9. Halle los
valores de cada letra de manera que se obtenga.la siguiente suma:
R A S
+ P A R
A S S A

(i) Cada letra utilizada (A, B) representa a un digito entre 0 y 9. Halle los valores de cada letra de

manera que se obtenga la sigulente suma:

AB + BA = 99.

Definicién.~ Se llama sucesién geométrica, a todo conjunto de ntimeros dados en un cierto orden, tal

que, ¢l cociente entre dos niimeros sucesivos se mantiene constante. Dicha constante r se la denomina
razon.
Si el primer término es a, entonces la suma de los primeros n términos de la sucesién

geométrica es:

(A) Sp=a+ar+arf+ ......+arh—1

estd dada por (r # 1)

(B) Sp=alzll

7) Sucesibn geométrica. Demuestre la validez de la expresién (B) por Jos dos siguientes métodos :

(i) multiplique (A) por r y réstele (A); (ii) por el principio de induecién completa. - |

8) El mendigo y el avaro. Un mendigo pide hospitalidad a un avaro haciéndole la signiente proposicidn:,

”Yo pagaré $ 10 por el primer dia, $ 20 por el segundo dia, $ 30 por el tercer dia, y asi sucesivamente;
en cambio, usted me dard $ 0,01 por el primer dia, $ 0,02 por el segundo dia, § 0,04 por el tercer dia, y
asi sucesivamente”. El avaro.considerd esta proposicién y consistic en este arreglo por 30 dias,

pensando que era un buen negocio. ; Sabrias decir quién salié perjudicado en este contrato? ’ '
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9) Tamafio de los televisores. El tamafio de los televisores se mide en pulgadas e indica la medida de la

diagonal de la pantalla, que tiene forma rectangular. Las dimensiones de la pantalla estan en la
relacién 3 a 4. Calcule en cm las dimensiones de los televisores de 26 y 20 pulgadas (1 pulgada = 2,54

gm).

10) Carreras_de batracios. Los verdaderos apostadores juegan su dinero en cualquier competencia:
galgos, caballos, una rifia de gallos o0, en este caso, una carrera entre un sapo y una rana. El sapo
avanzaba 15 ¢m en cada salto; la rana sdlo 9 cm, perc era maés rapida. Los dos salieron del mismo
lugar y terrninar;m su altimo salto exactamente en la meta. No sabemos quién gand, pero si que la
rana dié 4 saltos mas que su contrincante.

(i) ;Cuanto media la pista?

(i1) ;Cudntos saltos dieron cada uno?

11) Naipes. Alberto, Beatriz, Carlos y Diana jugaban a las cartas. El juego consistia en repartir un
mazo completo de 48 cartas espafiolas {cada palo tiene todos los ntmeros del 1 al 12) entre los
‘jugadores. Luego se sumaban los puntos de las cartas que tenia cada uﬁo; el ganador era el de mayor
punitaje. Resulté que Beatriz tenia el doble que Alberto, que Carlos tenia el doble que Beatriz, ¥ que

Diana tenia ¢l triple que Beatriz. Sin discutir lo divertide del juego, ;Puede calcular qué cartas tenia
Alberto?

12) La Isla Lejana. El primero sobre el barco en avistar la isla fue el vigia. "Estd a 54 kilometros!”,
dijo. Su compafiero lo corrig.iéz "No, estd mds lejos, como a ...7, pero el viento se llevéd sus Qltimas
palabras. Otro del grupo, opind que estaba a 57 km, y el Capitan que estaba a 59 km. Si uno de ellos

calculd mal la distancia por 1 km, otro por 2, otto por 3 y otro por 4, ja qué distancia estaba la isla?

13) Nimeros capicias. ; Los ndmeros capicias de cuatro cifras son divisibles por 11 7

14) Adivinando la edad. El profesor pide a los alumnos que escriban la edad de una persona en la

calculadora, la multipliquen por 10, sumen 20, multipliquen por 10 y sumen 165. Luego toma la

calculadora v resta 365. El resultado, quitando los dos ceros de la derecha ¢s la edad tecleada.

* 15) Los ntmeros fieles.

;. El 10: Tome un niimero, multipliquelo por 6, sume 48, muItip]iﬁue por 5, sume 60, divida entre 30 ¥
teste el numero iniclal.

s El 23: Tome un niimero, simele 25, multiplique por 2, reste 4, divida enire 2 y reste el ntimero
inicial. .

+ El 60: Tome un ndmero, simele 10, multiplique por 2, sume 160, divida entre 2 ¥ reste el ntmero
inicial. | |

. El anillo: Tome un nimero, multipliquelo por 2, sume 4, multiplique por 5, sume 12, multiplique
p-or. 10, reste 320 y divida por 106.

; OCtro anillo: Tome un nimero, multipliquele por 3, sume 39, multiplique por 5, sume 600, divida
entre 15 y reste 50. '

. Puede justificar los resultados?
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16) ;Recuerda el niimero?. Pzense un nimero ée dos cifras. Tecléelo en su calculadora. Multzphquelo

por 3 y luego por 3367, 6 bien multipliquelo por 7 ¥ luego por 1443. ;Recuerda qué nmimero habia -

pensado? ; Puede justificar lo que sucede?

17) Jugando con los nimeros. Piense un nimero de dos cifras. Multiplique la cifra de las decenas por 5,

sume 3, multiplique por 2, sumele ahora la cifra de las unidades, reste 6. ;Qué obtiene? ;Puede

Jjustificarlo?

18) Adivinando la edad. Le voy a adivinar la edad de sus padres. Teclee en su calculadora la ma_yof de

las dos edades. Multiplicala por 3, sume 36, multiplique por 20, sume la edad del més joven. El,‘

profesor toma la calculadora y le resta 720. En la pantalla queda un nimero de cuatro cifras, las dos de

la izquierda son la edad mayor y las dos de la derecha son la edad menor.

19) La fecha de pacimiento. Escriba en la calculadora el dia, seguido del mes de su nacimiento,

formande un nimero de 4 cifras. Multipliquelo por dos, simele 5, multipliquelo por 50 v ﬁnalmen,té
simele las dos Gltimas cifras de su afio de nacimiento. Se le pide la calculadora y se resta 250. En i&

pantalla aparece su fecha de nacimiento en la forma dd- -Mim-aa.

20) Las cuatro cifras. Elija dos niimeros de dos cifras. Teclee uno de ellos en su calculadora, Sﬁméle ese

nimero incrementado en una unidad multipliquele por 50, siimele 72 y siimele el otro ntimero. Se le
pide la calculadora y se resta 122. En la pantalla aparece un nimero de cuatro cifras, las dos pnmeras

de uno de los niimeros y las dos dltimas del otro. ) i

21) Las siete cifras. Teclee en su calculadora un nimero de 7 cifras. Simele 25, multipliquelo por 2,

réstele 4, dividalo entre 2: Se toma la calculadora v se resta 23 quedando el nimero inicial.

22) Namero natural. Si n es un nimero natural y n = 2.3.3 7;1\ 11.13 i Cual de los sigizientesl

nﬁmeros podria ser el valor de k?
(a) 22;. (b) 26 ; (c) 35 ;
(d) 54 ; (e) 60.

23) Cantidad de folletos sobrantes. Un editor imprimié en total 5000 folletos, repartié algunos pero afin
le queda mas de 2000. Puede embalarlos en cajas de 45 folletos sin que le sobre ninguno, también puede

usar cajas de 40 6 de 50 folletos sin que le sobre. ; Cudl es el niimero de folletos que todavia tiene?

24) Nimeros. Tome un nimero de tres cifras, con todas sus cifras desiguales, por ejemplo 523. Dele

- vuelta, 325. Reste el menor del mayor 523 — 325 = 198. Ahora invierta el nimero 198 v sume los dos |

Uliimos nimeros obteﬁidos; 198 + 891 = 1089. Haga lo mismo con otros nimeros de tres cifras. i Que

observa? ; Puede justificar el resultado?

25) Pesadas. Una jarra pesa igual que una botella y un vaso. Una botella pesa lo mismo que un vaso y

un plato. Dos jarras pesan lo mismo que tres platos. ; Cuintos vasos pesardn lo mismo que una

botella?
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| |
11.2. PROBLEMAS SOBRE PROPORCIONES

'

1) Angulo entre agujas. ; Qué angulo forman las agujas del reloj a las 12:35 hs?

2) Empresa constructura. (i} En una cmpresa constructora de caminos sc informa que 20 obreros

pavimentaron 30 Km de un camino en 12 dias. Considerando ese dato, complete la siguiente tabla:

No. de Km del camino No. de dias No. de obreros
a pavimentar ‘ utilizados - _ empieados
30 . 12 20
18 ‘ 8
40 ‘ 32
16 15

(i) Si se representan con ¢, d ¥ X el niimero de Km del camino a pavimentar, el namero de dias
utilizados v el nimero de obreros empleados respectivamente, halle la relacién que existe entre dichas

tres variables.

3) Dias en un hotel. (i) En un hotel se informa que 20 pasajeros en 3 dias pagaron $1800. Considerando

ese dato, complete la signiente tabla:

No. de pasajeros No. de dfas ‘ Pago (cn §)
20 3 1300
15 2 R
40 6000
4 1200

(ii) Si se representan con p, d ¥ x el némero de pasajeros, ¢l nimero de dias y el pago {en $)

respectivamente, halle la relacion que existe entre dichas tres variables.

4) Costo de una mezcla. Si 6 kg de nueces que cuestan $ 3,60 por kg se mezclan con 2 kg de nueces que

cuestan $ 4,80 por kg, ; cudl es el costo por kg de la mezcla?

" 5) Litros a agregar. ; Cuéntos litros de una solucién que es 15 % salada deben ser agregados a 5 litros

de una solucién que es 8% salada para que la solucidén resultante sea 10 % salada?

6) Dos.méaquinas en produccion. Si la maquina X puede producir 1.000 unidades de un producto en 4

bs. y la maquina Y puede producir 1.000 unidades del mismo producto en 5 hs. ; Cuanto tiempo :
tardaran las maquinas X e Y para producir 1.000 unidades si trabajan juntas a dichos niveles de

, produccién 7
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II.3. PROBLEMAS CON PORCENTAIJES

1) Precio original. Un cierto comprador pago § 24 por un vestido. Si ese precio representa un 25% de

- descuento sobre el precio original del vestldo, i Cudl es el precio original del vestido?

2) Descuento aplicado. El precio de un ftem es descontado en un 20

% y luego a este precio reducido se -
le aplica otro descuento adicional del 30%. iCual es eI descuento global aplicado?

3) Qbtencién de un_beneficio. Una cierta mercaderia le cuesta a un comerciante $30

LA qué precio

deberie el comerciante vender la mercaderia para obtener un beneficio del 50% sobre el costo de la

mercaderia?

4) Porcentaje en compra-venta. (1) Un comercxante compra mercaderias que luego vende aphcandoles

un porcentaje de ganancia. Complete la siguiente tabla:

Precio de P-recio de ' Ganancia
compra ($) venta ($) ~ (en %)
30 ‘ 36
88 10
45 . 15.
' 39,60 20

(ii) Si se representan con C, V ¥ g el precio de compra de una mercaderia, el precio de venta de una
mercaderia y el porcentaje de ganancia respectivamente, halle la relacién que existe entre dichas tres

variables.

- 3) Descuentos en un supermercado. (i

) En un supermercado se realizan descuentos sobre los precios de
los diferentes articulos. Complete la siguiente tabla:

Precio de los Suma a pagar Juego ‘ Descuento
articulos (5) © del descuento ($) : {en %)
: | 40 ' 20
50 e 15
G0 48

{il) Si se representan con C, P y d el precio del articulo antes del descuento, ¢l precio del articulo a

pagar luego del descuento.y el porcentaje de descuento respectivamente, halle la relacién que existe

entre dichas tres variables.

6) Porcentaje de aumento. Compiete las siguientes tablas e indique si existe una sola forma para

realizarla;

(i) (La tabla indica el precio de un articulo luego de un aumento, en funcién del precio del artfculo y

del porcentaje de aumento }.
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(il) (La tabla indica el precio de un articulo luego de un descuento, en [unciér del precio del articulo y

% aumento

precio

120

15

del porcentaje de descuento ).

precio 100 00 1 ...
% descuento E
5 b e e 420
.......... 270
.......... 50
) e e

7) Intermediarios. ; Qué porcentaje de awmento tiene el precio de un articulo que pasa por las manos de

tres intermediarios, cada uno de los cuales vende el producto un 50% maés caro de lo que le cost6?

8) Aumentos y descuentos. Si el duefio de un negocio ordena subir un 25% el precio origindl de sus

zapatillas en vidriera, para luego ofrecer a Jos compradores una rebaja sobre este Gltimo precio, de un
20 % més un 10 %. ; Con qué porcentaje vende respecto al precio original ? ‘
(i) Con una rebaja de un 5% ; : (ii) Con una rebaja de un 10% ;

(iii) Con una rebaja de un 12,5% ;

(iv) Con un a.umex%to deun 10% .

9) Tasas de interés real, nominal e inflacién. Si la tasa de interés real es del 5%. Si se supone que la

tasa de interés nominal v el de la inflacidén _'e:'sperada aumenten un 20%, entonces la tasa de interés real:
(a) aumenta ; (b) disminuye ;
(d) es del 6% ;

(c) permanece invariable ;

{e) ninguna de las respuestas precedentes.

" 10) El truco del comerciante. Un comerciante descubrié un truco genial: Si querfa vender a un precio

determinado, lo aumentaba un 15% v asi hacia al cliente un 15% de descuento cuando venia a

comprar. b
(1) ¢ Qué opina de la actitud del comerciaﬁf_g‘? '
(i) ; Se beneficia o se perjudica el comerci:;ﬂte?
(iii) Para obtener lo gue deseaba el comerciante ; Cuanto deberfa ser el polrcentaje de incrementeo?

[

11) Repartiendo los gastos de la excursién. Se ha dividido los gastos de la excursién entre los 15
r

alumnos que asistieron. Posteriormente, resulta que los dos profesores también pagan. ;Qué porcentaje

se ahorran los alumnos?

45




12) Los intermediarios y los precms Sxempre se comenta la mczdenma que sobre los precios finales

ticnen los intermediarios. Eg muy facil matematizar estos comentarios.

{1) :Qué ocurre con el precio de un articulo que pasa por las manos de tres intermediarios, cada uno de

los cuales vende el producto un 50% mas caro de lo que le costb?

(ii) Si un articulo pasa por las manos de dos intermediarios, ; Qué porcenlaje de aumento debe

aplicarse para que ¢l precio final se duplique ? : _ -

13) Los empleados de una empresa. Este afio hay 252 empleados en una empresa, [o que representa up

aumento del 12 % respecto del afio pasado. ;Cuéntos empleados habia el afio pasado?

r

14) Chicos y chicas en el colegio. El aflo pasado un 40% de los alumnos eran chicos. El ntimero total de

alumnos ha aumentado en up 15%, pero los chicos sélo han aumeniade un 10%. (Qué parte del

alumnadoe es masculino este afio?
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iI.4, PROBLEMAS CON ECUACIONES E INECUACIONES

‘1) Nameros def 1 al 9. Escriba los ndmeros del 1 al 9, en la tabla de 3 filas y 3 columnas siguiente:

de manera que se satisfagan las sumas indicadas:

15 |
20 25 15 ' 12
111118 22

2} Problemas con ecuaciones de primer grado. Resuelva los siguientes problemas que se conducen a

ecuaciones de primer grado :

’ (i) Halle tres nimeres de manera que la suma de los tres sea 54, que el segundo sea ¢l doble del primero

¥ ¢l tercero sea ¢l triplo del segundo ;
(i1} Una persona compra una mercaderia pagando 330 por adelantado y 12 cuotas fijas por un valor
igual a-1/15 del precio total. Cuénto cuesta la mercaderia 7

(iii) Si hoy el precio de una mercaderia es de § 1.210,= , cuél fue el precio exactamente 2 afios antes s

_se considera un incremento en los precios del 10% anual durante ambos afios 7

(iv) Un vendedor de frutas comprd una cierta cantidad de manzanas a razén de 3 kilos por § 0,50 y

v?ndié todo el lote a razén de 4 kilos por § 1,=. Cuéntos kilos comprd el comerciante si la ganancia

obtenida fue de $ 10,= .

3) Papas fritas. En un bar, una hamburguesa y ensalada cuestan $ 3,95 , y una hamburguesa y papas

fritas cuestan 5 4,40. Si las papas fritas cuestan el doble que la ensalada, j cudnto cuestan las papas

fritas?
. (a) 80,30; (b} $0,45; (c) 50,60 ;
‘ {d) $0,75 ; (e) $6,50 .

4) Problemas con sistemas de ecuaciones de primer grado. Resuelva los siguientes problemas que se

conducen a un sistema de ecuaciones de primer grado con dos incégnitas :
(i) En un edificio, las puertas tienen 4 cristales y las ventanas tienen 6 cristales. Si se cuentan 30
aberturas v 172 cristales, cuantas puertas y ventanas hay 7 ;
(i) Halle el niimero de pesos que tienen Luis y Jose, sabiendo que :
{a) si Luis da $20 a José, éste tendra el doble de lo que le queda a Luis,
{b) si José da $20 a Luis, éste tendra el triple de lo que le queda a José.

(iii) El empresario de un teatro decide contribuir & una obra benéfica con 60 centavos por caca entrada

‘de mayores y con 40 por las de nifios. Asisten 400 personas y el importe que dona es de § 234. ;A

cudntas entradas de mayores ¥ cudntas de nifios corresponden?.
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L5, PROBLEMAS PARA PENSAR CON NUMEROS REALES Y ECUACIONES

1) Ratones de laboratorio. Fue un dia agitade el que pasaron los 35 ratones (19 blancos v 16 negros) de

la jaula de un laboratoric. Un cientifico extrajo nueve ratones y les inyectd un lemido expenmenta} El

liquido (un futuro producto contra las canas) actud sobre los ratones inyectados: volvié blancos a los

negros y negros a los blancos. Cuando el cientifico volvid para comprobar los resultados, en la jaula

habia 16 ratones blancos y 19 ratones negros. Sabiendo esto, ; puede indicar cudntos ratones blancos

fueron inyectados?

2} Descifrar un nimero con minimas preguntas. Averigue un nlimero telefénico de a lo mas 5 cifras,

con la mirima cantidad de preguntas gue sélo admiten las respuestas *si” o "no”

3) Un juego para dos. Dos Jjugadores dicen alternativamente un némero del 1 al 5. El -pﬁmer jugador

gue alcance 31, surnando todos los niimeros que dice cada uno, gana. ;Qué niimero conviene decir, si se

Juega primero?

4) El monje en la montana. Un monje decide subir desde su casa a la montafia para pasar alll la noche

orando. Sale a las 9 hs. de la mafiana y despues de caminar todo el dia llega 2 la cumbre. Allf pasa la

noche y a la mafiana siguiente, 2 las 9 hs. de la mafana, emprende el camino de regreso a su casa por’

el mismo sendero. Al ir bajando se pregunta: ; Habra algin punto en el camino en el que hoy esté a la

misma hora que ayer?

5) Las pesas. Calcula el juego de cuatro pesas que es necesario tener para poder pesar en una balanza

con dos platos cualquier cantidad entera de uno hasta cuarenta kilos.

6} Mercado Negro. En la Repiblica de Bangaminga, el intercambio monetario es mas bien cadtico. ¥

no por su politica econdmica, sino porque los tnicos billetes que poseen son de 11, 13, 31, 33, 42, 44 y

46 bangamangos (moneda local). Con esas salvajes cifras, jpodria pagar exactemente 100

bangamangos? (Puede usar mas de un billete de una determinada clase). Analice si lo puede hacer con

s6lo dos billetes, con tres billetes, etc.

1
£

7) Quién no sabe contar? Sobre un tablero de ajedrez alguien conté una vez, 204 cuadradoes diferentes. -

r

i Estard en lo clerto? ;Cudntos rectangulos se pueden contar?

8} Equipo de basket. Un equipo de basquet, que ha jugado las 2/3 partes de sus pa,rtldos tzene ur

record de 17 victorias y 3 derrotas. ;Cual es el mayor nimero de partidos, entre los que le queda por
jugar, que el equipo puede perder ¥ atn asi ganar como minimo los 3/4 de todos los partidos?

(2) 7 (B) 65 (e} 5;

(d) 4; (e) 3.

9} Sobre ¢l ntmero 2. Clerto nimero termina en 9. Cambiando de lugar esta cifra y poniéndola al

prineipio, resulta un nimero que es el doble del niumero micial. i Qué nimero es el inicial 7
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10) Un criadg sabig. Un sefior tenia sus mejores botellas de vino dispuestas en la bodega de la manera

indicada en la figura. Desconfiaba de su criado y todas las noches, antes de acostarse, bajaba al sétano .
v las contaba sumando el ntmero de botellas que habla en los tres compértimentos de cada uno de los

,cuatro lados. Sila suma era de 21 boteilas en cada uno de los cuatro lados, descansaba feliz.

; El criado, por su parte, sabedor de la estratagenia y del bajo concepto que de €l lenla el sefior,
decidié robarle botellas. Y lo consigié !. Le robaba unas cuantas y redistribuia las restantes de modo

que no perturbase los suefios del amo.

1Cudntas botellas, como miximo, pudo robar? ;Como queds dispuesta la bodega?

61 9, 6
971 07 9
61 91 6

{Posicién inicial de las botellas en la bodega)
11) Se elige un nimero de dos cifras AB con A # B. Se invierten sus cifras BA. Se resta el menor del
mayor y se suman las cifras del resultado. Demuestre que siempre se obtiene el mismo resultado final.

;. Cudles?

12) ; Cuél es la menor de las siguientes fracciones

]

+
—
<t

»lon
o
M
I
_
ik

six>537

13) (i} Para numerar las paginas de un libro se usaron 495 cifras. ; Cuéntas paginas tiene el libro 7
(i1) ; Idem a la parte (i), si se hublesen utilizado 6725 cifras 7

(iil) ; Idem a la (i), si se hubiesen utilizado 2.989 cifras 7

14) (i) Julian leva un canasto con rmanzanas. Encuentra a tres amigos y les da: al primero la mitad de
las manzanas mas dos; al segundo la mitad de las que le did al primero mas dos; ¥ al tercero la mitad
de lo que le dié al segundo mas dos. ; Cuintas manzanas llevaba al principio, si aln le sobra una
manzana?

(i1} Al dia siguiente lleva olro canasto con manzanas. Encuentra a sus tres amigos y les da: al primero
la mitad de las manzanas més dos; al segundo la mitad de las que le quedan mas dos; y al tercero la

mitad de las sobrantes méas dos. ; Cuéntas manzanas llevaba al principio, si aun le sobra una manzana?

15) a) La mama de Juan le lee 5 paginas de un libro por noche. Antes de comenzar a leerle, desde la
segunda noche, la madre relee la dltima pagina para recordar. en qué habian quedado. Si el libro tiene
97 paginas, jen cuénios dias terminaré el libro?.

b) Si la mama le leyd otro libro durante todo el mes de enero de 1998, jcuantas paginas tenia el libro?
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16) Jaimito generoso. Jaimito sale de casa con un montén de caramelos y vuelve sin ninguno. Su madre

le pregunta qué ha hecho con los caramelos.

¢ A cada amigo que me encontré le di la mitad de caramelos que llevaba mas uno.
» ; Con cuantos amigos te encontraste?

e Con seis.

i Con cuantos caramelos salid Jaimito?

- I ! '
17) Vacas lecheras. Cuatro vacas negras y tres vacas marrones dan tanta leche en cinco dias como tres

vacas negras y cinco marrones en cuatro dias. ; Qué clase de vaca es la mejor lechera, la negra o la -

marron?

18) Una soga larga. Imagine una soga larga que cifie ajustadamente a la Tierra por la cucunferenma del

ecuador. Ahora imagine que a esa, soga se le agrega un metro de largo, y se eleva de la superficie .

terrestre a 1guai altura en todo el contorno. Dicha altura, ; alcanza para que pase una mano entre la

soga y el suelo?

19) El faro. El farero sube todos los dfas la larga escalera hasta la luz que estd en lo alto. El lunes sube
de a un peldafio por vez, el martes de a dos y asi hasta el sdbado cuando sube de a seis peldafios por
vez. Todos estos llega justo hasta la linterna. Pero el dia domingo, al subir los escalones d{e a siete, le

falta uno para llegar ahi. ; Cuintos escalones tiene e} faro?

20) La liebre y el galgo. Una liebre perseguida por un galgo lleva a éste 60 saltos de ventaja: Ia liebre

da 9 saltos, mientras el galgo da 6, pero 3 saltos del galgo equivalen a 7 de la liebre. ;Cuantos saltos

dard el galgo para alcanzar a Ia liebre?

21) ; Qué hora es? Preguntada una persona por la hora, contestd: Lo que queda del dia es 1gua1 a siete

veces la quinta parte de las horas que han transcurrido”. i Que hora es?
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TRABAJO PRACTICO 1. Sistemas ‘monetarios. (i) Se tiencn numerosas monedas de 5 y de 8

centavos.

(a) ;Cuéles dc las siguientes cantidades (en centavos)
11, 14, 17, 23, 26, 27, 28, 42, 76, 951, 13632

pueden ser obtenidas utilizando dichas monedas?
(b) Haga una lista completa de las cantidades entre 1 y 99 centavos que no pueden ser obienidas

utilizando dichas monedas.

(ii) Repita el problema anterior (parte (1)) si se tienen dos menedas de:

- {a) 5y 2 centavos ; (b) 5 ¥ 3 centavos ; {(¢) 5 v 4 centavos.

- TRABAJO PRACTICO 2: Metegol l6gico. Tres amigos, Juan, Pedro y Carlos, jugaron uﬁ torneo

triangular de metegol, es decir que cada uno jugé dos partidos (todos contra todos) y hubo tres
parﬁidos en total. Se recuerda que una ficha de metegol da siete bolas. Al final del torneo resultd que
Juan y Pedro hicieron 5 y 6 goles respectivamente. Entonces:

(i) ;Cuantos goles hizo Carlos?

(1) Cuantos goles recibié, en su arco, cada uno de los tres jugadores?

. (iii) Si se sabe que Pedro perdié los dos partidos jugados, determine los resultados de los tres partidos.

(iv) Si no se hubiese sabido que Pedro perdié los dos partidos (segﬁn (iii)), icuantas soluciones posibles

sobre los resultados de los tres partidos se tendria? Ademds, jPedro hubiese ganado algln partido?

TRABAJO PRACTICO 3: Cuadrangular de fatbol. Determine los resultados de cada partido si la

" posicién final de un cuadrangular de fitbol es la dada por la siguiente tabla en la cual se tienen en

cuenta que:

(a})' J,-G, E vy P representan la cantidad de partidos jugados, ganados, empatados y perdidos
rési)ectivamente; '

(b) GF y GC representan la cantidad de goles a favor y en contra respectivamente;

(c) El puntaje ¢s la suma de los puntos obtenidos en el torneo a razén de 2, 1 y 0 puntos por partido

‘ganado, empatado y perdido respectivamente.

H

Resultados
Bquipos J G |E |P |GF | GC { PUNTAJE
A 3 |3 |0 |0 |7 |2
B 3 |2 |0 |1 13 13 4
C s o |1 |2 |3 |s 1
D 3 |0 (1 12 {0 |2 1

H



IL6. PROBLEMAS PARA PENSAR CON PROPORCIONES Y PORCENTAJES

1) Verde y rojo. Habia tres latas: una con un litro de pintura verde, otra con un litro de pintura roja y
otra méas pequefia, vacia. El pintor llené la lata pequefia con pintura verde, y luego pasé el contenido |
de la lata pequefia hacia la lata roja y mezclé los colores. Con esta mezcla llend otra vez la lata |
pequefia, y volcd el contenido ésta en la lata de pintura verde. i Queddé mias pintura verde en la Iata

roja que pintura roja en la lata verde? ; Es al revés? ; O quedd la misma cantidad ?

TRABAJO PRACTICO 1: Respuesta correcta ~ Matodo incorrecto. Usted probablemente esté

familiarizado con este tipo de problemas: El costo de un libro aumentd de $13.50 a $14.58. Encuentre

el porcentaje de aumento del costo.

Un método equivocado es restar 14.58 — 13.50 = 1. 08 vy entonces considerar a 1.08 como el

factor correspondiente a un 8% de aumento.

El método correcto es, por supuesto, el dado por:

nuevo costo _ 14.58 _ ;- 08, que corresponde a un 8% de incremento. o ‘
viejo costo — 13.50

i Puede encontrar otros ejemplos en los cuai_es el método incorrecto v el método correcto den la

r

misma respuesta?

Bien, se supone que el costo aumenta de $x a $y (donde x e y son nimeros reales con dos

decimales). Los métodos coincidiran si se tiene

e
o
[
|
“

X2

-1

es decir y = xy -y, con lo cual se obtiene que y =

Ahora sean X =100x , Y =100y, por lo cual X e Y serdn ambos niimeros enteros. Entonces

se deduce:
X N2
Y _ o
100 L_h;
1060

con lo cual se tiene que:

_ x2 10000

Se sigue que, como Y debe ser entero, entonces necesariamente X — 100 debe ser uno de los divisores de

16000. Por lo tanto, eligiendo uno de eso divisores, X e Y quedan determinados.

i Puede hallar todos los x, y posibles ?
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TRABAJO PRACTICO 2: Concesionaria de autos. Una concesionaria de autos vendid en el afio 1991

cuatro veces mas autos grandes que pequefios y en el afio 1992 vendié tres veces mas autos pequefios

que grandes . Se supone que el precio promedio de venta de los autos pequefios es de $ 5.000 y el de los
antos grandes es de § 8.000 . Se solicita que responda a los siguientes casos : o

(i) Cuél es la razdn de la venta (en pesos) del afio 1992 respecto del afio 1991 si, en ambos afios,
se vendieron el mismo nitmero de autos ;

(i) Cuél es la razén de la venta (en pesos) del afio 1992 respecto del afio 1991 si el nimero de
autos que se vendieron en el afio 1992 es ocho quintos de los que se vendieron en el afic 1991 ;

(iii) Cuél es la razén de la venta {en pesos) del afio 1992 respecto del afio 1991 si se vendieron
1000 autos en ¢l afic 1992 y 800 autos en el afio 1991 . 7
(Avuda : Plantee un sistema de ecuaciones que incluya todos los casos contemplados, suponiendo que :

G, (G;) es el nimero de autos grandes vendidos en el afio 1992 (1991) ;

P, (P;) es el nimero de autos pequefios vendidos en el afio 1992 (1991} ;

N, (N,) es el nlimero de antos vendidos en el afio 1992 (1991) ;

V, (V) es la venta (en pesos) de autos vendidos en el afio 1992 (1991) .

Deduzca que se tiene la relacidén

V=2 §j- » conaum pimero real a determinar,
1 i '

vy luego obtenga la solucién para todos los casos planteados).
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IL7. . PROBLEMAS PARA PENSAR CON VELOCIDAD, ESPACIO Y TIEMPO

1) El footing de Pepe y.Pablo. Pepe y Pablo h_ace_h fodt_ing. '_desde A hasta B. Pepe corre la mitad de la

distancia y camina la otra mitad. Pablo corre la mitad del tiempo y camina la otra mitad. Los dos
corren a la misma velocidad y los dos caminan a la misma velocidad. ; Quién llega a.ntes? iLa

respuesta depende de la distancia de A a B ?

2) El ciclista playero. Un ciclista, va desde un pueblo a al pléya cuesta abajo a una velocidad de 30 |

km/h. A la vuelta, cuesta arriba, va a 10 km/h. g,Cua] es la veloc1da.d media del ciclista en el tra,yecto' |

de ida v vuelta?

3) Promedio de velocidades. Un viaje en colectivo de 450 km deberia haber tomado una hora menos, si

el promedio de velocidad del viaje, V, hubiera 31d0 3 km por hora mayor. j, Cual es, en km por hora, el

promedio de velocidad V del viaje ? .
(2) 10 ; _ (b) 40 ; ' (c) 45 ;
(d) 50 ; (e) 55 . :

4) Velocidad promedio. En un viaje de 4060 km un auto viaja la mitad de la distancia a 80 km por hora

¥y la otra mitad a 100 km por hora i Cual es la velocidad promedio de dicho auto?

5) Peligro en el puente. Un sefior llegd hasta un puente ferroviario y empezé a correr por él. Cuando
habia recorrido 3/8 del puente oyé el silbato de un tren. Caleuld inmediatamente: si retrocedo ai
comienzo llego exactamente en el momento en el que el tren entra al puente, corriendo a mi velocldad

de 10 km/h, y si corro al final a esta velocidad llego alla al mismo tiempo que el tren. ;A que

velocidad marcha ese tren?

6) Camino del hogar. Todos los dias la sefiora Pérez espera a su marido en la estacién del tren y le

lleva a casa en su automovil. Un dia el sefior Pérez se adelanta una hora en llegar a la estacién. Decide -

caminar hacia su casa por el camino que su mujer siempre sigue. Ella lo encuentra en el camino v'lo
lleva a su casa el resto del trayecto. Si hubiera esperado en la estacién, ella habria lIegado exactamente
a t1empo como de ordinario. Tal como sucedid, el sefior Pérez llegd 2 casa veinte minutos mas

temprano que de ordinatio. ;Cuanto tiempo caminé el marido?

7) Problema de méviles. Un tren sale de Rosario hacia Buenos Aires a 70 km/h. Simultineamente otro

tren sale de Buenos Aires hacia Rosario a 60 km/h. Cuando se encuentran, jcudl estara mis cerca de

Rosario?
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11.8. ECUACIONES E INECUACIONES CON PARAMETROS

1) Ecuaciones de primer grado con parédmetros 1. Resuelva las siguientes ecuaciones literales de primer

~grado en la incégnita x (m, a, b € R):

(i) 7x —3m=0; : (ii) 3(x—m)—~~m:2(2m——x);
(ifi) 2b(x —a) +ab=3h(x+a) ; (w)%—ﬂa+6b—x+5bm§~

2} Ecuaciones de primer grado con parametros Il Considere la ecuacién :

2mi{x—1)={m-5)(x+2).

(1) Determine eI vaior del pardmetro m € R para que la ecuacmn admita la solucion x = 3;
(it) inchque si es posnbie clegic m € R de manera que la ecuacién admita como solucion a un dado

nimero real ¢;

(iii) Resuelva la ecuacién en R.

3) Sistemas de ecuaciones de primer grado con pardmetros L. Resuelva los sigulentes sistemas

paramétricos (é,, b € R) de primer grado con dos incognitas (x, ¥):

1 x+yv=2a ; (i1) ax — 3y = a ;
2x+ay:2a2 x+ay=1
{iii) 2-{=0 5 (iv) x+y=2  ;
2 2
¥y __a +b 2 2.
%J"E:"_-_ab bx + ay = a° + b";
(v) 2bx+3ay=>5ab

3bx—4ay= —ab.

4) Ecuaciones de segundo grado con parametros 1. (a} (i) Halle los valores de m € R de modo que la

ecuacion -Iél x4+ 3x -{»% =0 tenga sus raices iguales.

(i) Calcule ademas dicha raiz doble para cada valor de m hallado.

(b).Idem para la ecuacién m x* 4 6x +%— = 0.

5) Lcuaciones de segundo grado con pardmetros II. Determine el o los valores del pardmetro m real de

_ manera que:

(i} la ecuacién m x? 4+ 4x 4 (m+2) =0 tenga una {inica solucién;

(ii) la suma de las raices de la ecuaciébn mPx* +(m—~1)x+2m =0 sea cero.

6) Ecuaciones de _segundo grado con ' pardmetros Il Considere  Ja  ecuacién

(m+5)x*—(2m+3)x+m-1=0, con parametro m € R.
(i) ; Para qué valores de m la ecuacion tiene una raiz doble ? Calcule, ademas, dicha raiz ;
(i) Para qué valores de m la ecuacién de segundo grado tiene dos raices distintas ;

(iii) Para qué valores de m la ecuacion de segundo grado no tiene raices reales .
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7) Ecuaciones de segundo grado con parametros IV 1) LPara qué valores del pardmetro m € R la

siguiente ecuacién de segundo grado tiene raices de dlstlntos signes: (m —1) x? - 2mx +m + 3 07

(i) f_Para qué valores del pardmetro m € R las sxgmentes ecuaciones de segundo grado tienen raices .
positivas o raices negativas? :
(a)(m_——l)xz—?znx-l-m-!-i)’:[]; | (b)3x2——5x+m+7=0;

(iii) Determine el valor del parimetro real m para que una de las raices de la ecuacidn de segundo

2

grado x°* —mx 4+ m — 1 =0 sea el doble de la otra. Halle, ademas, las dos raices.

8) Inecuaciones de primer grado con pardmetros.

(i} Resuelva las siguientes inecuaciones de primer grado:

(a) dx+m < (m+1)x~2; (b)mx-m+1>4—x;
- {if) Verifique que la inecuacién

3Xm_2—m < x,

con pardmetro real m € R, tiene como conjunto de solucién § al conjunto dado por:

(yS= (m _+ 2 , +oo) cuando m < 0; (i) La inecuacién no estd definida cuando m = ;

(iif) § = ( )cuando 0<m<3; {iv) S=R cuandom =3 ;

) 4
(v)S= (m +2,-§—oo) cuando m > 3. ‘ S

I—m

9) Inecuaciones de segundo grado con pardmetros I. Resuelva y discuta en R (en funcién del pardmetro

m € R) las siguientes inecuaciones de segundo grado con una incégnita :
Hx*-(m-2)x+3m-5) <0; (Hmx®~2(m+2)x+m+7 > 0;

(i) mx*—2m+)x+m > 0.

Respuestas §):

(i)m:S:S:{?)} m<8:S::{m—5,3] II1>8:S:[3,m—-5]
2— - 9 _
() m=0: S:(—oo,z) m<0: sz(m+~ Vi 3m,m+~+mx/4 Sm) o

3°

I S:(——oo,m+2 V44— 3m) (m+2wm\/4—31n’+00) : .

g
\%
[JLIIN

: S=R m:%:S:R—{—g} ‘ “

(i) m=0: S:(—oc,ﬁ)

b cm<n: S— (2m+1—1/4m+ 2m+1+\/4m+)

4
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1-— 2
S =

2m

c§5=0.

»::-,)—-'

m <

10) Inecuaciones de segundo grado con parédmetros II. Resuelva en R (en funcién del pardmetro m) las

siguientes inecuaciones:

0. x*+4x-m<0 ; (i) (m-1)x’—2mx+(m+4) 20;
'(iii) x>+ mx4+m-1< 0 ; (iv) x2+(m—i-_1) x—m*>0;
(v) xXP+dx-m<0; (vi) mx*4+2mx+(m+2)>0.
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IL9. 'PROBLEMAS CON FUNCIONES

1) Interpolacién. Dados n puntos del plano determine la interpolacién lineal correspondiente, es decir,

la poligonal (con sus respectivas leyes por sub-intervalos) que une dichos puntos en forma continua:
{ln=5: Py=(01), Py=(12), Py=(2-1), Py=(32) Py=(4,3)
(i) n=4: Py =(0,2), P,=(24), Py=(4,4), P, = (6,5)

(iii) Segin la siguiente tabla de valores:

X

[

|
—_
(]

= = o
Hs L =

2) Gréfica de valores absolutos I. Grafique las siguientes funciones reales :

O L(x) =2x-1 ; ‘ (i) f(x) =~ $+3
(iii) f3(x) =4 — 2x|; (iv) f,(x) = X+1x];
(V) f5(x) =2} x -3 |+|x-21; (vi) fg(x) ='Ix—§—3i;

3) Gréfica e inecuaciones con valores absolutos I. Sea la funcién real definida por la siguiente ley :

f(x)k=ix+3§—lxg 2].

(i) Halle una expresién equivalente (distinguiendo varios casos, si fuese necesano) a la dada ley que no

contenga las barras de valor absoluto ; ‘ '
(ii) Realice la grafica de la funcién real f : ' r
(iil) Resuelva analitica y graficamente la inecuacién fx) <

<
(iv) Resuelva analitica y gréficamente la inecuacién f{x) < 1+92x.

4) Gréfica ¢ jnecuaciones con valores absolutos IT. Resuelva analitica y graficamente; en iR las

siguientes inecuaciones (represente graficamente el conjunto de soluciones en la recta real):
B ix—4] < Jx+1}; (i)x < |x+2|;

(i) [x + 2] < 31xI; (iv) x+2{<2,

(defina, si lo considera conveniente, alguna funcién real auxiliar).
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entonces:

Trabajo Préactico Especial

"Aplicaciones de los Nimeros y de las
‘Funciones Reales a Problemas de Ia
Economia y de la Administracion”

1) Etiqueta. Un fabricante mayorista vende a un comerciante minorista un determinado producto al

valor de §30 la unidad. El fabricante le ofrece colocar una etiqueta de precic a cada producte (para

conveniencia del minorista en periodos de estabilidad econdmica). Se necesita conocer el precio que se
debe imprimir en la etiqueta para gue el comerciante pueda reducir su precic de venta al pdblico en
20%, en una oferta promocional, y obtener una utilidad del 12% sobre el costo del producto. Calcule

ademas el porcentaje de la ganancia que obtiene el comerciante minorista en los dias que no efectua la

promocion.

. (Ayuda: piantee una ecuacion de primer grado para el precio p marcado en la etiqueta).

(ii) Idem para el caso en que el comerciante minorista compre el producto al valor de § C (C es un

valor positivo cualquiera y representa el caso de estudio que debe realizar el minorista para efectuar la

piomocién de sus numerosos productos que tiene en venta) (Es un problema real que se plantea como
un problema parameétrico).

(iii) Puede usted generalizar el plroblemé '.anterior obteniende una férmula si el costo es $C, la
reduccién es del i > 0 (porciento) y la utilidad es del j >0 (porciénto).

(Ayuda.r se tiene en cuenta, por ¢jempio, que 1 = 0,20 para un 20%).

2) Inversién en dos empresas. Una persona invirtié un total de $-10.000 en dos empresas A y B. Al

final del primer afio las empresas A y B produjeron rendimientos del 6% y del 5% respectivamente

© sobre las inversiones originales.

(1) ; Como se distribuyd la cantidad ongmal si el total que se gand fue de $ 5707 (Ayuda: plantee una

ecuacion de primer grado para la cantidad (en pesos) que se invirtié al 6%).

- (ii) Qué explicacién darfa usted si lo que se gano es de 470 $ 0 de 610 § 7

(iii) ; Puede usted generalizar el item (i) para porcentaJes de rendimientos 1 y J para las empresas A y

"B respectwamente, ¥ ga,na,n(:la G al final del primer afio 7 ; Qué condicién necesaria debe verificar G

para que exista solucién al problema pIanteado 7

3) Alquiler de departam.entos Una empresa de bienes raices es propieta.ria de un conjunto de 70

departamentos. Se puede alquilar cada depa.rtamento a & 250 por mes, obtenlendo, de este modo, una

renta total mensual de $70 x 250=%17. 500

Por otro lado, por cada 10 3 que se aumente al valor del alquiler mensual se tendran 2
departamentos desocupados sin posibilidad de alquilarlos.
{1) ; Cuénto se debe cobrar por el alquiler de cada departamento si la empresa desea obtener una renta

mensual de $ 17.980 7

(Avuda .— Método 1: Sea x > 250 el valor (en $) del alquiler que se cobrara por cada departamento,

[

(a) el nlimero total de departamentos alquilados sera de m =70 — 2 (i:ﬁ?@),
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(b) x satisface la ecﬁaciéx.l..'l?’QSO = mx ,'es_d_e.cir la ecuacién de segundo grado ‘
~ %P~ 600 x + 89900 =0. . B ' - j

Método 2 : Sea n el niimero de aumentos de $ 10 por el alquiler de los departamentos, Entonces n

satisface la ecuacién de segundo grado siguiente

17980 = (250 + 10 n) (70 — 2 n) ;

cuyas soluciones son n = 4 y n=§.

Interprete los dos métodos ¥ saque concli_lsio_ne_s).

4) Productos a vender. El costé de mano de obra ¥ materiales de un producto es de $ 5 por unidad
para el fabricante. Ademas, los costos fijos (los que se tienen en un determinado perlodo mdependlente I
de la cantidad que se fabrique) son de $ 20.000 . Si el precio de venta del producto es $ 7, se necesita
saber cuintos deben venderse para que la Compafifa obtenga utilidades. - -
(Avuda: deduzca y resuelva una mecuamon de primer grado en q (nfimero de productos a venderse)
utilizando el hecho que: utilidades = mgresos totales - costos totales > 0).

i Puede Ud. generalizar este problema?

5) Ecuacmn de demanda. Si la demanda semanal de un producto es de 100 unidades cuando el precio es
de $58 por unidad, y de 200 unidades cuando el precio es de $51 por unidad, halle la ecuacién de

demanda {precio p en funcién de la cantidad q), suponiendo que es lineal.

6) Maximizar ingresos. (i) La ecuacidn de demanda para el producto de un fabricante es p=1000 -2 q,

donde p es el precio (en pesos) por unidad cuando existe una demanda semanal q por parte de los
consumidores. Se solicita que obtenga el mvei de produccién que maximiza los ingresos totales del
fabmcante v que determme, ademaés, dichos ingresos.

(Avuda : ingresos totales = precxo unitario por la ca,nt;da.d) _

(ii) Un fabricante tiene una demanda semanal de 50 unidades de un producto cuando el precio es de $
80 por unidad, v de 40 unldades cuando el precm es de 3 100 por unidad. Suponiendo que la ecuacién

de demanda (p = p(q)) es una recta. halle el nivel de produccién que maximiza los i ingresos totales y

determine, ademas, dichos ingresos.

7) Punto de equilibrio con ecuaciones lineales. Sea p = 0,08 g + 50 la ecnacién de oferta para cierto

fabricante y se supone que la ecuacién de demanda ‘bara su producto es p = — 0,07 q + 65 .
(1) Determine los ingresos totales que obtiene el fabricante en el punto de equilibrio.
(i) Si se carga un impuesto de § 1,50 al fabricante, ;cémo se verid afectado el precio orlgmal ‘de

equilibrio si la demanda, permanece igual?

(iii) Determire, ademéss, 1os mgresos totales que obtiene el fabricante en eI punto de equilibrio después
de aplicarse el impuesto.

1o

8) Punto de equilibrio con ecuaciones no lineales. Encuentre el punto de equilibrio si las ecuaciones de

oferta'y de demanda de un producto son pz%-{» 10,y, p= _8_(()1_0Q respectivamente.
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9) Compra de sellos postales. Una secretaria debe comprar sellos postalesde §1 y $2 por un tofal que

. no s‘u_ﬁere los $ 100 . Ella desea, ademés, que el nimero de los de §1 sea més de 10 y al menos ¢l doble
de los de $2. Encuentre un sistema de desiguéldades que describa todas las posibilidades y realice la
representacion grafica correspondiente.
(Ayuda : Plantee un sistema de desigualdades para las variables x = nilunero de scllos postaies de § 1,
¥y = numerc de seilos postales de $2 ).

.1
10) Venta de dos radios. En un negocio se venden radios de dos marcas A y B. Segin la demanda de

los cliéntes es necesario almacenar al menos el doble de los aparatos A respecto a los aparatos B y se
deben tener a Ja mano al menos 20 de la marca A v 10 de la marca B. Si no se tiene espacio para mas
de 100 aparatos en el negocio, encuentre un sistema de desigualdades que describa todas las

posibilidades y realice la representacion grafica correspondiente.

. 11) Dos_cuentas de ahorro. Una persona desea invertir $ 10.000 en dos cuentas de ahorro distintas.

Desea tener al menos $2.000 en cada una y que la cantidad que haya en una sea al menos el triple de
lo que haya en la otra. Encuentre un sistema de desigualdades que describa todas las posibilidades y

~ realice la representacion grafica correspondiente.

12) Inversién a interés compuesto. (i) Sea una cantidad de dinero C, (capital inicial) que se invierte a

interés compuesto (al final de cada periodo los intereses devengados se acumulan al capital inicial y se
-reinvierten) a un interées simple del 1 por ciento por un perfodo (por ejemplo: semestral, trimestral,

mensual, etc.). Entonces, el capital al final de n € N periodos esta dado por la formula exponencial:
Cln) = Co (1 + )7 .

- Realice una grafica en el plano de la sucesion (C(n)} | - p -
(i) Si se invierten $10.000 al 12 % anual y los intereses se acumulan mensualmente, ; determine cual
" sera el capital después de 1, 3, 6 ¥ 12 meses? Ademas, ; cudnto dinero habra que invertir para tener $

15.000 al final del primer afio?

13) TRABAJO PRACTICO 1. Descuentos en fotocopias. En un comercio donde se realizan fotocopias,

los precios al pliblico estan dispuestos segln la siguiente tabla:

Precio de cada fotocopia {en centaves ) Numero de fotocopias
5.00 1 a9
4.40 10 a 49
4.30 \ 50 a 99
4.10 o 100 2 999
4.00 mas de 1000 . ' '

(i) Determine la funcién real (mejor dicho : sucesidn real) f definida como el precio del trabajo
realizado, en furicién de la cantidad n '€ N de fotocopias demandadas. Realice, ademés, una grafica de
" la funcién real hallada, uniendo los puntos'aél plano mediante segmentos de rectas.
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(if) Analice y saque concius;ones de la. mguxente 31tua.c10n real : si usted hace § fotocopxas entonces el
trabajo le costard $ 0.45 ; en cambio, s1 reahza. 10 fotocoplas le costara $ 0. 44, es decir $ 0.01 menos.
LQue haria usted, si fuese el comerciante, para ev1tar que una persona le haga una o varias coplas
extras y pague ain menos 7 _

(i) Analice y saque conclusiones también para los casos de 49 y 50 fotocopias; 99 Y 100"
fotocopias, y 999 y 1000 fotocopias. ' _

(iv) Proponga una funcién real adecuada para los intereses del comerciante y sin pcr}udlcar al cl1ente
pero beneficidndolo por mayor cantidad al supera,r 9,49, 99y 999 fotocopias.

(v) Encuentre otros hechos de la realidad en ios cuafes ei a,na,llsis anterior pueda aphcarse

14) Costo de un producto. $i un comprador adqulere un determmado producto a$Pp (P > 0) y sabe que

el comerciante recarga el i % como margen de venta (es lo que se agrega al costo para obtener el precio

de venta al piblico) se desea saber a que valor el comerciante adqumo el producto, en los siguientés
casos : ' ' '

{a)P:$lOGO,izI%,5%,10%; N . :
(b)P=91100 , i=1%,5%, 10%. o ‘ : .
(Avuda: plantee una ecuacién de primer grade tomando como mcogmta el valor de compra. del

producto por parte del comerciante). , ' o '
L

- 15) Cotizacién de una accién. Una empresa que cotiza en la Bolsa. ‘de Comercm tuvo los siguientes

valores, por accién, en Ias fechas mchcadas

Dia ~ Valor de una accién (en $)
5/2 ' 4,93
11/ 4,05
17/5 4,96

(1) 2 Cudl es el porcentaje de disminucién del valor de una accién al pasar del 5/2al 11/3 7;
(ii) ; Cual es el porcentaje de aumento del valor de la accidn al pasar del 11/3 al 17/57;

{iif) Determine que sucedié con el valor de la accién al pasar del 5/2 al 17/5 , y determme, i cudl es ef

porcentaje correspondlente ?

16) Descuento en farmacias. Una farmacia atiende a personas afiliadas a una obra social que paga el
50 % del valor de los medzcamentos quedando el resto a cargo del afiliado. Si la fa.rmacxa hace un 10

% de descuento extra sobre lo que el cliente paga, ; Cudl es el porcentaje del valor del medicamento que

pagara el afiliado?

17) Pago en efectivo. Una persona, paga $121 con una tar_leta de crédito por la compra de un artefa,cto

Sablendo que la tarjeta incluye un 10 % , calcule el precio por pago en efectivo de dicho artefacto.

18) TRABAJO PRACTICO 2; Descuento e IVA. (i) ;Qué prefiere, que le hagan el descuento del 10%
antes o después de pagar el 21% de IVA? )
(ii) Sea "a” el porcentaje de IVA, v sea "b” el porceﬁtaje de descuento. Generalice la parte (i).

(iii) Si el vendedor le dice al cliente: "La ley me obliga a cargar el IVA, pero le voy a hacer un
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1

descuento del modo que pague lo mismo gie si no le ‘cobraza el IVA”. 1 Qué tanto por ciento de
descuento deberia hacerle? 5i el IVA fuese del 21 % & del 16% ;Cual seria dicho descuento?

19) TRABAJO PRACTICO 3: Opciones para aumentar los sueldos. El duefio de una empresa propone

a 's.us empleados dos opciones :
(a) Aumentar los sueldos el 5 % ;

(b) Aumentar los sueldos un monto fijo de $ 100 .

i A partir de que salario se debe eiegir la primera opcidn?. ;v la segunda opcion 7.
E p

20). TRABAJO PRACTICO 4: Alquiler de videos. Un negocio para alquilar videos propone a sus
clientes tres posibilidades : '

(a} P; :$ 24 de abono anual mas $ 1,5 por cassette alquilado ;

(b) Py : § 12 de abono anual mas § 2 por cassette alquilado ;

(¢) P4 : sin abono anual, pero § 3 por cassette alquilado.
(i) ; Cuél es la posibilidad més econémica para alquilar, por afio, 10 cassettes?, para 207, para 307 ;
(ii) (a) Exprese para cada posibilidad el precio a pagar en funcién del nimero x de cassettes alquilados;
(b) Represente graficamente estas tres posibilidades de alquiler en un mismo plano cartesiano ;

(c) Un cliente, habiendo elegido la P; ha gastado en el afio $ 51. ; Ha hecho una buena eleccion? ;

(d) Otro cliente ha gastado § 53 en el afio. ; Es esto posible? ; ; Habrd algln error cometido por el

duefic del negocio? ;

(iii) ; Cuales la posibilidad mas ventajosa para elegir segin el namero de cassettes alquilades? -

21) TRABAJO PRACTICO 5: Abonos de tranéporte. Una compafiia de transporte propone a sus
clientes las tres posibilidades siguientes : | ' '

(a) P1: Comprar en ca.da viaje, un boleto donde el precio es proporcaonal al kilometraje, a razon
de § 0,30 por kilémetro ; -

(b) P2 : Comprar un abono anual de $600, que permite viajar durante todo el abo a razén de

3 0,15 por kilémetro ;

(c) P3 : Comprar un 1 abono anual de $ 1500 que permite recorrer hasta 5000 km ; a partir de los

5000 Km, todo Km suplementario costara § 0,10 por kilémetro.

Una persona recorre anualmente l_”x” Km con esta compafila. Se definen las funciones
fi :rt—rt (i=1, 2, 3} , correspondiente a la posibilidad Pi, que a ”"x” asocia el costo en 3 de los
" viajes anuales de esta persona. _
(1) Escriba la ley correspondiente para i, f, ¥y f3;

(ii) Represéntelas graficamente en un mismo plano cartesiano ;

‘ (111) Utilizando sus representaciones gréficas, determine qué posibilidad es la més conveniente si la

persona recorrera 3000 Km por afio, 6500 Km por afio, 8000 Km por afio.
(iv) ; Cuél es la posibilidad més econémica en funcién del namero de kilémetros recorridos en un afio?.
. Cuél es la funcién que a "x” asocia el gasto minimo para una persona?.

| : _
22) Consumo de electricidad. En 1995, la familia Lopez tuvo un consumo de electricidad promedio por

bimestre de $37. En el bimestre enero-febrero sélo pagaron el basico de $18 ya que estuvieron de
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vacaclones. En el blmestre Juho—agosto ga.staron un 10% mas que en Eos otros cuatro b1mestres, en los

que el consumo fue el mismo. ;,Cuanto gastaron en el b]mestre julio-agosto 7 ;Y en el blmestrc

setiembre-cctubre ?

23) TRABAJO PRACTICO 6: Descuentos en una AFIP. Una AFJP de la Argentina descuenta, de

los salarios nominales de sus afiliados, los siguientes importes segin la fecha en que se realice el aporte
mensual correspondiente: .
(Op.1) Hasta diciembre de 1995 descontaba el 2,6 % del sueldo més § § de cuota fija por mes;
(Op.2) A partir de enero de 1996 descuenta el 2,3 % del sueldo més $ 8 de cuota fija por mes. |

Se solicita responder a las siguientes preguntas:
(i) i A partir de que salario conviene la segunda opcién? ;

(i1} ;la segunda opcidén beneficia a los aﬁizados si ei promedlo de los salarios nominales de los afil 1ados
ala AFJP esde$ 2.0007 '

24) Trabajo conjunto. (1) Juan puede hacer un trabajo en 5 dias y en cambio José puede hacerlo en 3
dias. j En qué tiempo lo haran trabajando conjuntamente?; (i) Juan puede hacer un trabajo en 3 dias;

José en 4 dias y Pablo en 6 dias. ; En qué tiempo harén la obra trabajando conjuntamente?

25) TRABAJO PRACTICO 7: Descuentos y_ganancias con pardmetro. Sea C € Rt el costo de usa

determinada mercaderia.
(i) Cual debe ser el valor de venta para que &} cémerciante en una futura promocién, con un descuento
del 10 % , gane un 20 % sobre el costo 7 _ ‘ S
(ii) Dar el valor de venta para un costo de $6 y de $9;
{iii) Indicar ademas, el porcentaje de ganancia cuando no se efectiia la promocién.
(Es un problema real que se plantea como un problemé parameétrico).
b
26) Metro tra.fnposo. Un vendedor‘ de telas gana el 30 % sobre el precio de costo. Pero un dia descubre

un metro defectuoso que hace aumentar sus beneficios al 33 %. . Cuanto mide en realidad el metro

tramposo ?

27) Dinero en el banco. (i) Se colocan X pesos en el banco a interés compuesto anual del 5% {,Cuanto.

tiempo tardara en duplicarse ese capital?

(ii) Si se coloca dinero en el Banco a interés compuesto y. al cabo de 7 afios se ha duphcado el capital,

LA qué interés se lo ha colocado ?

28} Pagando los impuestos. En un pais se paga, por el impuesto a las ganancias, un tanto por cue;nto

igual a la cantidad de miles de pesos que se gana en el afio. Asi, si una persora gana $ 1. 000, paga un

impuesto del 1% y si gana $ 25.000, paga €l 25% de esa cantidad. 1Cual desearia que fuese su sueldo?

29) Activo financiero y valor actual. Si el precio de un activo finanmero es superior a su valor actual '

i qué le conviene hacer al operador""
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30) Conveniencia sobre dos activos financieros. En el mercado existen dos activos financieros, A y B. Se

_' se;be que A rinde 100 este afio v 200 el afio proximo. En cambio, B rinde 50 este afio y 300 el afio

proximo (se supone que el rendimiento se.recibe al final del afio). Analice que activo sera preferido por
un operador, en funcién de la tasa de interés anual i del mercado. Por ejemplo, A serd preferido a B si
la tasa de interés anual i del mercado (en el segundo afio) es:

(a)i< 50%; _ (byi= 0;

{¢)i>100% ; ' di> 10%;

(¢) ninguna de las respuestas precedentes.

31) Tasas equivalentes. (i) ; Cuél es la tasa de interés semestral equivalente a una capitalizacién anual

del 12%7

(i1} ; Cual es la tasa de interés cuatrimestral equivalente a una capitalizacion anual del 12% 7

- (iif) Si un -afio tiene n periodos, jcudl es la tasa de interés de un periodo equivalente a una

‘ capitalizacion anual del 12%?

(iv) Si un afio tiene n periodos, jcudl es la tasa de interés de um perfodo equivalente a una

capitalizacién anual del 1% 7

32) TRABAJO PRACTICO 8: Promociones en un supermercado. El duefio de un supermercado ofrece

las siguientes promociones:
- (Py) Los dias lunes, para toda compra superior o igual a $40, se descuenta un importe fijo de $15.

(P,) Los dias martes se descuenta el 10% sobre el importe de la compra.

Una persona gasta ”x” $ en la compra del supermercado. Se definen las funciones fi:!R+——> RT

(i=1, 2) correspondiente a la promocién P, que a ”x” asocia el gasto en § de la compra.
(i) Escriba la ley correspondiente para f; y £, .
(ii) Represéntelas graficamente en un mismo gréafico cartesiano.

(iii) Utilizando sus representaciones graficas responda que dia le conviene ir al supermercado si la

. persona piensa gastar $140, $160 y $150.
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33) TRABAJO PRACTICO-9: Flujo de caja actuahzado despueés del pago de 1mpuestos bPuede una

‘ pohtlca, de amortizacién de una inversién hacer pos1b]e obtener un flujo de caja neto (flujo de caja -

actualizado después de pagar impuestos) que sea negativo o. positivo? Analice el siguiente caso: o
(1) Sea; un proyecto de inversion con costo inicial § 100.000 sin gastos' de explotacién y sin valor
r_esidu#l que asegura recibir durante 4 afies las rentas anuales de $ 40.000, $ 50.000, & 45.000 y 3
© 39.000. Se considera durante todo el périodo una tasa de interés del 14% anual. Se supone que el
impuesto anual a pagar representa el 50% de los beneficios contables del afio, es decir después de la

deduccion de la amortizacién correspondiente.

Se consideran dos politicas diferentes de amortizacién:
(1) el amortizamiento es lineal, es decir $ 25.000 por afio;

(11) el arnortlzam:ento es decrecxente $ 31 00(} el pnmer ano, '$ 27.000 el segundo, luego $ 23.000
v § 19.0600 respectivamente.

Definiciones. 1) El flujo de caja (o flujo de fondos) de un afio es la diferencia entre las entradas y las

salidas de dinero durante todo el afio. Para un determinado afio, el flujo de fondos estd dado por:

F=R-D-I
donde _
F: flujo de fondos : R renta entrada ;

D:  pastos de exportacién ; I: inversiones,

2) El flujo de caja actualizado es la suma de los valores actuales de los flujos de caja durante toda la

vida del proyecto realizado o a realizar.

Observacién. Para comparar adecuadamente las inversiones, es deseable tomar en cuenta los impuestos
a pagar por aflo. Por ende, lo que se busca es de maximizar el flujo de caja actualizado después de

pagar los impuestos (llamado fluje de caja neto).

Se solicita que calcule el flujo de caja neto.
(i) Analice el problema anterior si el impuesto a pagar es del 33%.

Ayuda. Realice un cuadro para cada politica de amortizacién en el cual se aprecien las columnas de:

Afio, Flujo de caja, Amortizacion, Impuesto, Flujo de caja después de pagar el impuesto, Valor actual '

de $1, Flujo de caja neto.
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Respuestas'Trabajb”r'Préctico Especial

1) (i) p=42 (iii) p=

2y (i) a=7.000 b=3.000
(i) e G <KCi con i1>]

3) (i) x{=310 con m,=58 ; X, =290

c(1+j)

(1=1)

(ii) no es posible

con my,=§2

Generalizacion : si se pretende mx > 17.980 entonces x € (290,310)
La méaxima ganancia (18.000) se obtiene para x=300 (m=60)

4) q>10.000

Generalizacién : °r
cuera. IZ&C}OI} H q > m
donde .
¢ :costo fijo ; P :precio de compra ; Py i precio de venta
5) p=—e5a+65; 8 (1) q=250, 1(250)=125.000
7 () [=5.800 (i} p=58,7 (iii) 1=5.283
8) p=20, q=400
i2) (ﬁ) C(1)=10.100 ; C(3)=10.303 ; C(6)=10.6152 ; C(12)=11.268,3 ;
Co=13.311,679
14) (a) 990,099 052,38 909,09
(b)  1089,11 1047,62 1000
En general, x viene dado por la siguiente expresion : x= 15—i .
15) (1) 17,85 %, (i) 22,47 %, (iii) 0,61%; 16) 45 %.
17} § 110; 18) (i) Es indistinto.
19) (i) Cuando el sueldo es mayor a $ 2000.
(ii) Cuando el sueldo es inferior a $ 2000.
20) () fy(x)=0,30x, £,(x) =600 + 0,15x ,
1500 si © x <5000
1500 40,10 (x—5000)  _si x > 5000

(iil) Si recorre 3000 km por afio conviene la posibilidéd Py;

Si recorre 6500 km por afio conviene la posibilidad Py
Si recorre 9000 km por afio convienc la posibilidad P, .

(iv) Hasta 4000 ki conviene la posibilidad P, ; de 4000 a 8000 km conviene P, y a partir de 8000 km
1 2

couviene Py .
23 (©) § 1.000 ;

25) 5 C
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.5 Este cuadro fue reallza .Cad( Ined o columna cont!ene 105 dados dei 1 al B.sin repe
. '4 ninguno, o sea qle 51e re suma'ﬁ-zi‘ Y presentah ssempre el musmo d|bu;o para la mzsma cantadad de:
1. puntes {el gue le mostramos at ble de 3tas lineas)
‘Las caras volorr»adas e aru sop, defin |[IVBS Si hay caras que mueviran un solo punlo en el centro y no S
“estan coloreadas de’ aml |hd1r‘an hué 5 hﬂ‘sé!o puede Adparacer un as, un tres 0'uh eingo. N o
Fmaimente ie mnstramos cudl 85 ma. de punlos que aparpce en las dxstmtas dnagona}es con tres -
yatro, cinco o seis dados, de uncﬁl ¢ lado. =";-. '

'Con todnf; estos datos* Usted buede: Eescubnr qué dado hay en cada Iugar exartammte »




Inserte en el diagrama todas las palabras que listamos al pie, separadas por cantidad de lelras y orde- 3
- nadas alfsbéticamente. Hay un "MALON" de ayuda, por ic que cuidese de las llechas. .. : 3

ey e o 5 e

A )
‘ { il i J
ki R il QT N g
e Neeer] s A | ik LE ikl | % ik . h i

3 e

: i, B 6 e e e g o, BT e

AT 25,

.

e e T L

T A et

N\ AT SR T T T F et b BT

* DE 2 LETRAS DE 7 LETRAS E
AM - AN - AR - BA - £L- OC - OD - TA - TU. AVENIDA - COBARDE - MAGERAD - MANERAS - RAMADAN -
REBASAR - SINTOMA - TAMIZAR - VINAGRE. :
DE 3 LETRAS ' i
ATA - DAR - LD - OB! - OSE - RED.
DE 8 LETRAS
DE 4 LETRAS i ALEMANAS - AMENACEN - AMOLARAN - DELETREA -
ABAD - ACAB - ACAL - ADEN - ANOS - BARI - BETA - DRIL-  DONOSURA - ENASTARA - EVOCARAS - LENADORA -
ENOC - NIDO - ODER - DLAF - RIAS. MAREMOTO - RESONASE, :
L
DE § LETRAS I
"ARABE - BEBEN - COMEN - DEDAL - ERROR - EVADE - DE 9 LETRAS : i
MALBRT- MAMAN - MAZDA - NIDAL - NORTE - ORINA - ASEVERABA - BALANGEAR - DESOUASEN - EDIFICARA - i
RARAS - RISCO ; RODAR - SOLON - TORDO. | ... IONIZARIA - REMEDARAS - SARRACENA - VENIDERAS, \:
y . LI
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5 letras
Aureo

Caohiz

- 6 letras
Adarme
“Alcoba
Arrate

" Arroba .
Carcho .
Dinero
Docena
Dracma
Millar
Ochava
Témara
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7 letras -
Arienzo

© Arrelde
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" Condrin
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9 letras .
Contrasle .
Cuarterén
Cuarlilla
Decagreme |
Decigramo ™ * -
Escropulo
Kilogramo ‘
M|l|gromo o
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10 letras
Ceniigrcmo Co
Especifico
Meclogramo .
Quilogramo

- Cargo
Gramo
Crone
Libra
Marco
Obolo

11 letras
Cenlipondio
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K " Modosito Camiiq .
Caracolejo - Motonave Camino

Lexicélogo- Nacarado Cafiamo

‘RecogederoRocadero Casino

1 Cofoque en el dxagrama las pa!abras siguientes:

15 Silabas Dativo

Demora

Devota
Dorico

Leswo Peluca Tesoro

‘Locura Perolo

Tipsco ‘

L.ogico Rabino " Tirado
‘Mélaga Ratero Tisana
Mazazo Redoma Tocado

)

)

gy R R S AR

Sobadera Cicero

| , Sometldo Comida
4 Silabas ' Corona
Corajma -~ 3 Silabas Curado
Espumajo -'Batldo .Dadora
Bizaza

Vegetativo Escoda Merito Rémora Velada. -

Esteta Mocoso Ribete Veleta
Estilo - Modoso Rodela 2 Silabas
Género Nacara Talega | Lama

. Goleta Nacido Tanino. Nota
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Damita

Larice .

‘Novela Tarima
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Coloque en el diagrama los siguientes numeros: - b

3 DIGITOS 4 DIGITOS 9317 96525 e

. 076 20250 © . 9650 Lo —

214 0347 6 DIGITOS B

298 . 0623 . 5 DIGITOS 145267 e

. 352 0914- 12790 ' 648703 ~

; T 417 1276 16495 891732 v

489 2371 . 16893 . 945046 -~

508 . 23781 . 20913 950169 -
541 /2396% | 25801 965242

563 L2681 . " 30249 . ~

694 .. - 3147 + - .35467 8 DIGITOS —
721 ©3186 i+ 49523 31735785

- 730 o 3692 ' 52746 35821492 ~

824 3924 172043 - 40985729 =
973 ., g%i L 72561 83419702

981 - .. 8234 .. 90264 o ~

.. T 8542.7 95821 "4 —

11618193 ~

Cologue en el diagrama las palubras siguientes: - =

3 LETRAS  TRES NURSE 7 LETRAS <

AVE RENOS ' AMATEUR .

. COZ 5 LETRAS RIGOR GRISONA ~

HOZ ARADO  TELON [ AMENTO

MAR = ASTIL TROPA  NOVICIA _

‘AVARO ' SINCERO -

-4 LETRAS BANDA . " TRIPODE —

ACTO  BATAN 6 LETRAS =~ .- '~ -~

AMAT  BROMA  AZIMUT @€ '

HITO  "BUFET  CLICHE ' . - e

OCHO .CIRCE HItvaN © € ,

OJEN ELITE ~ PIOLET - & & = 7

PAZO  FLAMA TIEMPO ~ =~ 7 . . <

TENA LIMAS  TRUENO ' L
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Inserie en €l csquema los ha-
meros que se dan, de forma
que se ctucen-correctamente.

3 ¢ifras: 123 - 519 - 750 -

- 909

4 cifras: 2567 - /283 4287
- 4756

5 cifras: 21346 - 252%?;7 -

- 34543 - 34907 - 56412 -
- 71094 - 80243

. 6 clleas: 247186 - 275268 -

298713 - 410982 - 516728 -
534172 - 542167 - 874429 -
976542

7 cifras: 1253678 - 1874592

- - 3211245 - 3257984+

- 3286715 - 4978703 -
- 6720543 - 6725@1

B cifras: 222’13871 -
24610432 - 29651307 -
82205714 -

9 cifras: 112245672 - ,‘ ‘
123456789 - 185439211

10 cifcas: 2413199478 -

29035G1039 - 4701239871 -
4936854213 - 978602137"

9971854438

11 cifeas: 15”7(12865_304 -
21793546822 - 4820576711

" 12 ciltas: 241567218010 -
291876431005 - :

- 493785213340 -

(627835422411 -
669718503821 -
8913373675429 -
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placé du bon endroit, Ic; 45730,

~ placer vemcolement Voxo,ns

'ductlons Bon amusementf
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ESQU ..tPnB‘..sM 1 PRO)

Vous allez reconstituer une grille de nombres dont nous vous donnons I liste mais

pas la place | Pour chaque grille, un'_NOMBRE DE DEPART vous est'donné, déja

dans Ja hste «d, ch;ﬂ"re du nombre de depart est le 3¢ d'un nombre de 6 chiffres a. .

a liste c_{__es nombres de 6 chiffres: seul 724195 répo‘nd

a cette cond:tfon Nous pouvons le p acer dons la grille. A vous de poursuxvre les dé-
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inscrit horrzonmiement ala J1¢ ligne Il est biffé

660899 N N v
187 1 | 46247 669442 S P — L
211 53114 _Jea1ss” | L
213 60024 757165 | i
324 65417 757454 &=
430 71600 758420 e
515 80681 799350 e . |
551 86365 827570 , =T
658 91950 831764 * §§§ _ a5
662 98797 872278 . |
977 6 897792 =i
907966 \. —
4 133492 941503 o E: o
2224 135062 943410 = | 9 B '
3323 201168 968412 ~
4916 | 343874 45171310
6948 385747 T i I(
7801 387463 4478916 =
8843 453496 4929226 . __ 9 i
| 486473 5146359 L N
5 489811 6410053 r
13023 501784 7844733 =
22116 | 506735 | 8126130 | 53&\‘3%
26141 536159 | 9080168 | . F B
31910 | Tes7ATET | v p= = R
39199 | 587108 | L
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1205897

264165
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269144
276924
277521

3199206'

| 222812

292597
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. 369198
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426755
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457710
495909
508300
525723
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576133
. 581824
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. 587471
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650994
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646588
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INDOMINO

INSTRUCCIONES

Con las 28 fichas de un juego completo de
domind construimos los cincuenta y dos ta-
bleros distintos de este juego.

Cada tablero representa a un “indoming”
independiente. Los valores de las fichas
aparecen escritos con ntumeros en vez de con
los clésicos puntltos de los juegos de domi-
né.

!

36611140
5 2 1 4 205 4
3233463
4556104
265120 4
5300502
40165 11
0232365

Deduzca, para cada tablero, dénde estd
ubicada cada una de las 28 fichas. Tenga

.~ en cuenta que las mismas puedén ocupar

una posicién horizontal o vertical, encas-

- trandose entre ellas, a manera de mosaico.

Amedida que vaya determinando la ubi-
cacién de las fichas, puede ir tachdndolas
en la lista que figura a la derecha de cada

~tablero, dende aparece la totahdad de 1as

fichas a usar.

Como ayuda, cada esquema cuenta con
alguna ficha ya ubicada o alguna linea de
limite entre una ficha y otra.

Obviamente no debe usar una ficha dos
veces ni tampoco le deben quedar fichas sin
usar.

[0 3][1 3}i2 3}|3 3]

4jl al[2 4][3 4}i4 4

0 513 5]z 5)ia 6ll4 5][5 5]
(0 6]{1 6j[2 6i[2 6](4 6i{5 6]l6 -6}

- COMO RESOLVERLO

El juego se resuelve por bisqueda sistemdtica y
atajos sagaces.
. 8i, por ejemplo, 3 y 5 son vecinos en un dnico sitio
del tablero, alli tendrd determinada la ficha 3-5. Si
hay varias colocaciones posibles para una ficha, su
determinacién se hard como consecuencia de otros
hallazgos.
+ En el caso del ejemplo aparece ya ub;.ca&a la ficha

. 4-0. Este invalida las otras ubicaciones 4-0 que pu-

- dieran existir. Por o tante, allf podremos ubicar li-
neas de limite de fichas. Esto nos brinda dos ubica-
_ciones obligatorias: la de la ficha 0-2 deil extremo in-
| feriorizquierdoyla 4-6, adyacente a ésta. ¥ seguida-

ole olro & w ol w
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I o Sl si@f]

mente podemos marcar las ubicaciones prohibidas

de estas fichas ya halladas. Luego encontraremos las

fichas que tienen una tnica posiblidad de ubicacién.

En este caso: 2-2, 3-3, 4-4 y 6-6. Ahora volvimos a_
obtener algunas posiciones obligadas: 3-5, 3-4, 2-6,
5-5,1-4,1-1, 1:2y5-6.
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6 5

A partir de aqui, ya quedan muy pocas ubicacio-
es que deducir. ;Se anima a terminarlo 50107
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CLASIFICACIONES

INSTRUCCIONES

Cada esquema representa los resultados

de seis encuentros de un cuadrangular de
fitbol. '

Deduzea los resultados de esos seis en-
cuentros, cuyas tablas de posiciones apare-
cen seguidamente. ‘ '

Tenga presente el significado de cada co-

Jlumna: G, partidos ganadps; B, partidos
| empatados; P, partidos perdidos; F, goles a
favor; y C, goles en contra. Qada partido da

2 puntos al ganador, 0 al derrotado v 1

- punto a cada uno si es empate.

Aytdese con los pequefios esquemas de
la derecha para ir anotando las soluciones.

Clhts] . [BICID

-COMO RES OLVERLO

Para empezar a resolver este juego, es
importante tener claro que cada cuadran-
gular (es decir, cada esquema) encierra los
resultados de seis encuentros, va que cada
equipo se enfrenté con los atros tres.

Los encuentros ser4n, por lo tanto, A-B,
A-C, A-D, B-C,B-D y C-D. Esta es, justa-
mente, la representacién que aparece en el
cuadro auxiliar a la derecha de cada esque-
ma. 5

En el juego del ejemplo, podriamos co-

‘menzar fijdndonos que A gané los tres en-
cuentros que disputé. Ademés, tiene sélo
tres goles a favor, por lo que en-cada en-
cuentro meti6 un gol. Es decir que el resul-
tado de los partidos-en que jugé A fue 1-0.

B

C

D

A

o
7

%
7

o
/

D
C

Esto ya nos da el partido perdido de B y
de Cy uno de los dos que perdié D. Si pres-
tamos atencién ahora a los goles en contra,
vamos a notar que con lo deducido hasta
ahora, ni B ni C tuvieron otros, mientras
que D tuvo dos, por lo que falta ubicar uno.

Pero con esto ya obtenemos otros dos resu}- - -

tados, ya que C tampoco tuvo goles a favor:

|EqQIGIE|PIF

A13]0[0]3]0] 6 A

Bit1i1]|111{1]3 DI

Cloi2(1j0l1l2 C

Diojilalolo]| 1
BiC|D
Afaiofc-?
D X
C1.¢

Para deducir ahora el resultado del par-

tido que nos queda (B-D), debemos fijar-

Dos nuevamente en los puntajes: segiin la
tabla de posiciones, B gané un partide,
empaté otro y perdié otro. Por lo tanto, en

el caso que nos ocupa ahora B le ganda D
(que perdié dos y empaté uno y hasi;a aho-
ra s6lo llevaba uno perdido y uno empata-

“do). Volviendo a la tabla de posiciones, B .
‘tuvoun gol a favor y uno en contra. ¥ como . |
hasta ahora B tiene un gol en contra, ¥y nin- "

guno a favor, obviamente el resultado del ‘
partido B-D es 1-0. Para comprobarlo, po-- .

demos corroborar que el puntaje del equi-

po D también haya quedado acorde a la ;
tabla de posiciones: ningdn gol a favor y o

dos goles en contra. {Bingo!

¢Nos siguié? De ser asi, considérese valo
suficientemente preparado para enfrentar .

las Clasificaciones que lo esperan.
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Deduzca los resultados de los sels en

de fiithol cuyas tablas de posiciones aparecen seguidamente. Recu

S ganados; E, partidos empdtados; P, p
ada partido da 2 puntos al ga
Ayidese con los pequenios esquemas de la

nador, 0 ol derrotado
derecha para anotar las soluciones.

2O

cuentros de cada uno de los cuddrangularas

terde: G, p'c‘li"ifid_os'

artidos perdidos; F, goles a favor}y C goles
y 1 punto a cada ' '

uno si es empate.
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- Deduzca los resultados de los sels encuen-
tros de cada uno de los cuadranguiares de’
fatbol quyas tablas de posiciones aparecen
seguidamente. Recuerde: G, partidos gana-
dos; E, partidos empaltados; P, partidos per-

41 . A
A

didos; F, goles a favor; y C, goles en conira.

Cada parlido da 2 punlos al ganador, 0 al

derrolado y 1 punlo a cada uno si es empale.
Aytidese con los pequenos esquemas de la
derecha para anolar las scluciones.
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 EL SABUESO

INSTRUCCIONES
Un buen sabueso ha recorrido esmera-
damente cada uno de los campos cuadricu-

lados que conforman este juego. Al dia si-

© guiente llega usted y sélo encuentra algu-
nos rastros dispersos.
., Reconstruya exactamente los recorri-
dos del sabueso sabiendo que:
1) Cada tablero contiene un recorrido
diferente e independiente de los demés.
2) El sabueso ha avanzado a lo largo de
nimeros consecutivos, pasando de una ca-
* silla a otra vecina, en horizontal o en verti-
cal (nunca en diagonal).
' 3) Cada recorrido empieza en un nime-
ro que puede estarentre 1y 25,y es algo que

también usted deberd descubrir (los ni-
meros que aparecen en las cuadriculas
como pistasno sonnecesariamente el i 1n1c10
0 el final del recorrido).

4) El sabueso no ha dejado casillas sin

-visitar; es decir, ha recorrido todo el

tablero.

50115

19

36

28

COMO RESOLVERLO

Una buena manera de empezar a re-
solver este juego es fijarse, dentro de los
| nuimeros-pista que aparecen, cusl es el par

que menos diferencia numérica tiene.
En estecaso, el 15 y el 19. El recorrido a
- hacer entre ambos nimeros puede ser uno

de estos dos:

A B
| 150[15 150015] ..
76 /7176
18l7g177 19|77
' 36| 36
28 28

Nuestro préximo paso serd dibujar el

caming desde el 19 hasta el 28, vy de ahi,
hasta el 36. En este momento podremos
- deducir cuédl de nuestras dos opciones
anteriorés es la correcta: Si lo hacemos
partiendo de la opcién A, el esquema

quedaria asi:
‘ |

50i151 -
2720 76
22119(78177
Z3|26,27\5057136
24125128 24

ocuparse con el 51, pero no podriamos
completar el camino desde el 31 al 36 sin
dejar casillas vacias. Esto nos permite
deducir que 1a opcién B era la correcta.

Siguiendo con la idea de encontrar el
camino hacia el numero més cercano e
intentando no dejar casillas vacias y ais-
ladas, llegamos desde el 28 hasta el 86.

Para que la casilla del extremo inferior.
derecho no quede vacia, alli deberemos
ubicar obligatoriamente al 85. Volvemos a
tener una sola manera de hacerlo:

50115
27120.77\76
22| 19)75\37\32
23\26\27130\3536
24125\28129|2435

De aquienmadssélonos resta completar 3
las casillas restantes con el recorrido de .

_nimeros que va desde el 36 hasta el 50.

En este caso, como las casillas que que- -
‘s‘uman trece (exactamente los ndimeros

R necesarlos para ir del 36 al 50), no debere-

mos seguir el camino més all4 del 50 ni
: tampoco empezar el recorrido antes del 15,

~ cosa que si puede suceder en alguno de 1os
‘ ' , T jaegos.
La casilla libre entre el 20 y el 16 podria .~

¢Se anima a completarlo solo?
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LA AMENAZA

INSTRUCCIONES

En cada tablero, las letras J, K, L, My N
representan a un rey, una dama, una terre,
un alfii y un caballo de ajedrez, aungque no
necesariamente en este orden. Obviamente
en cada tablero la representacion es distin-
ta, aungue por casualidad se puede llegar a
repetir en algin caso.

Los nimeros en jos tableros indican cuan-
tas de esas piezas amenazan ala casma que
contiene al numero. .
Decubra, para cada tablero, qué pieza.es
cada letra. P

Para poder resolver este ]uego no es ne-
cesario que sepa jugar al ajedrez Tan solo
debe conocer cudl es el movimento de cada
una de las piezas que participan: la torre se

mueve el nimero de casillas que quiera pero.
sélo en horizontal y vertical; el rey lo hace
hacia cualquier direccidn pero sdlo de a una
casilla por vez; la dama lo hace también en
cualguier direccion y todas las casillas que
desee; el alfil se mueve sdio en diagonali, el
nimero de casillas que guiera y el caballo
se mueve en forma de L, hacia cualquier lado.
El caballo es la Unica pieza que puede saltar
por sobre las demés. Esto es 1mportar1te para
tener en cuenta, ya que una dama, por gjem-
plo, no puede amenazar a una casilla si en
la mitad del recorride hay otra ficha ubicada.

mas con los movimientos sefalados:

Los ntimeros, en cambio, no cbstaculizan,
ya que son solo datos, no fichas. .
Para mas claridad, agul van dos esque-

S
I
i
& %

P
edeanedasan [ﬁ ~w1.i'-' v
T
F

COMO RESOLVERLO
Tomemos un juego de ejemplo: «-

—
N

0]3
N

Para empezar a resolverlo, es importante
considerar el 0 que allf figura. Significa que
ni la M ni la N son rey, dama ni affil (ya gue,
de lo contrario, estarian amenazando a esa
casilla y no figuraria con un 0); por o que
entre ellas esta la torre % el cabaHo
esté amenazada por tres p[ezas hay que fi-
jarse qué piezas pueden hacerlo. Las uni-

cas que estdn en condiciones de amenazar
sonla N, laJ y la M. Esta Uitima para hacer-
lo debe ser necesariamente el caballo. Por
lo tanto la N representa a la torre. Ahora nos
resta deducir a qué fichas representan las
tres letras restantes. La J necesita amena-
zar tanto a la casilla que contiene el numero
2 como a la del nimero 3. La unica figdra
que puede hacerlo es la dama. l
Ahora resta encontrar las fichas que re-

presentan la Ky la L. Sila K fuera el alfil, la '
casilla con el 1 no estaria amenazada por || -
ninguna ficha. Por lo tanto, la Keselreyy, |..°

por descarte, ta L es el alfil.

Y ésta es, finalmente, la solumon cOrrec- ;

E-%

@z W
b2 f-m

Podré encontrar varios caminos para lie-

~ gar al mismo resultado. Pero la solucién

Siempre es unica.




S0 ) D ) Y ) ) ) )

J

174

AR AR R AN IR N R R B

175

)0 0 ) )




178

.

DO

179

I R N S G G G G S S O G G G G Y G G G S S G G G O G G N G N SN N S G GO G SRR R

\{.

O R N ¢



AR I I I A A A R T

)

IR

J

DS DR I I I DI T T TS B B

)

)

o182

& =]

183

o

185




1230

| 231

z |z

(-

—

S S G G S S G GO S G G U G S N G O G G G S S G S S SE R SN SO

o

(L0 €70 (0 (0Ot ¢ (g



L~

e

En cada tablero, las lotras J, K, L, My N representan un rey, unda-damd, ung t
un alfil y un caballo de ajedréz, dunque no n

e tales piezas amer
tra. En los esquemas su
ajedrez,

e numeros thdican cudntas d
cada tablero, qué pieza es cada le

los movimientos de cada ficha de

LA AMENAZA

PR

orre,

ecesariamente en’ este orden:’Los

tazan esa casilla’ Dedcubra, para

bt

periores apareceri, para quienes los ignorar,.

Y <
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., CRUZEX = PIRAMIDES

labras de la li ol diogr d |
O anira gus e arason omresamonier © | NUMERICAS
B B AR |

Complete las pirdmides
colocando un nimero de una .
0 mds cifras en cada casilla,

i | demodo tal que cada casilla
o contenga la suma de los dos

‘‘‘‘‘
S

- numeros de las casillas
inferiores. Como datos se dan,
en cada caso, algunos niime-
ros ya indicados.
242
67 61
4 Letras Isipow = Faulos Coronar;ﬂ Ruleros R | ‘ 24 16 15
Caos Clivo Impuso  Escapar- Sonetos
Foca Ovalo Iterar’ = Evasivo T [ 9
Galo Ubeda  Mdrticr  Fistula. 8 Letras '
Odre Osiris . Ladeada  Centella [ - : 4
Tren 6 Letras Torsos: - Narciso Normando :
o Atanor . Narigén - . Oniricas i
5 Letras Ballet 7 Letras Numeral Princesa \ B
Abuso Canoas Abrigar ' Obrarén e g .
Ansia Carbén  Andorra .Obsesos - , 119
Apodo Condén Aptitud  Océanos - .
Chile Crater ~ Cdbalas Pldtano = ., )0 . 73 ‘
Frisa Epocas Cartage Romerfa A .32
12 |
12
) 2
4 .

C ' 236
54 78
14 18
. 7
I
1 _

/13
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Complete las pir-cim.i,de's_colo.can_do_ un ndmero de una o mds cafra.s,en baéq g Ec'c,'
de modo tal que cada casilla contenga las suimas de los dos niimeros de lag tasillas -

SRR inferiores. Comno dalos sé dan, en cada caso, algunos nimeros ya indicados; ¥ coimo
efemplo, una pirdimide ya resuelta. ' : ' =

30

i ' {7119[20]17]19]-‘.
EIKIEIER

A B, jad |
' - |167 o |
- | o8 48| |84
| 18 12 |21
| 11 18]
7 = 5
2 2 7 0 ol
"‘C, . s  : D 138"
- 110 _ | ’ 34
o o03sl | R | l4s e :
1130 9 4 4
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PIRAMIDES NUMERICAS, -
éé:;zndo un nimero de une o mds ctﬁas ‘é'{i éadci ca‘sallcz, o
acontenga las sumas de los dos nimerds de las c&stllas )

dan, en cada caso, algunos.niimeros yaindicados: SR

Complete Ios pirdmides col
de modo tal que cadg casill
inferiores. Como datos se

a | . 104 [ ], ..

73 ‘-J.




matematico
Esta puede ser una tat-
jeta ganadora, siempre

|* que se complete sin que
‘haya dos cruces segui-
'das en la misma colum- -

na. Al pie se indica la
_cantidad de cruces.

\_=

Pronodstico |

2

e ‘:-_M_T _,

Pronéstico
matematico
En esta boleta de Prode

los prondsticos dependen
de una condicidon: no debe

haber dos cruces seguidas
en la misma columna. Al

‘pie se indica la cantldad

de cruces.




| %

Pronostico
matematico
- En esta boleta de Pro-
de se sabe cudntos loca-
-les, empates y visitan-
tes resultan. Debe com-

pletarse de modo que
no hayva dos cruces se-

guidas en la misma co-

En esta boleta se conocen las sumas de
cruces, pero hay una sola manera de
completarla de modo que no haya dos.

seguidas en la misma columna. Los-

nameros abajo indican la suma de ca-
da columna. LA

Promsti’colmatemético Ll

21

|
|
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. e BATALLA NAVAL
‘ ~ En cada tablero hay escondida una [Tola compleia, tgual a las que se muestran en

las figuras Iy 2. Sélo se conocen algunes de los cuadros ocupados por la flota, ¥
algunosdelos queestdn invadidos poragua(tal como seindicaenel interior de cada
tabléro. I {jese que las formas le indican st se trala de une punta de barco, de un submarino completo,
-~ 0 ele.) Ademds, al pie de cade columna y al cosiado derechoe de cada fila, se indica con niimeros cudntos
o cuadros ocupa la flota en esa columina o hilera. Deduzca, para cada tablero, la situacién de la flota.

T

0 Tenga en cuenta que en todos los cuadros alrededor de cada barco hay agua.
- A ' R 9 Flgura 1
~ 4
—_ i ; ; O
N ‘
R 3
— | 1 ) ey :
e
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4 3 Destructores
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s - BATALLA NAVAL

En ceda tablero hay escondide una flota completa, igual a las que se muestran en
las figuras 1y 2. 86lo se conocen algunos de los cuadros ocupados por la flote, y

¥ algunosdelosqueestdninvadidosporagua (tal comoseindicaenel interior de cada
tablero. Fijese que las formas le indican si se trata de una punte de barco, de un submarine completo,
ete.). Ademds, al pie de cada columnay al costado derecho de cada file, se indica con niimeros cudnios
cuadros ocupa la flota en esa columna o hilera. Deduzca, para cada tablero, la situacién de la flota.
Tenga en cuenta que en todos los cuadros alrededor de cada barco hay agua.
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EanaN
™ En cada tablero hay escondide una flota completa, igual a las que se mugstran en
- las figuras 1y 2: S6lo se conocen algunos de los cuadros ocupadoes por la flota, ¥

‘ - & algunos de los queestdn invadidos por agua (lal como se indica en el interior de cada
- tablero. Fijese que las formas le indican si se trate de uia punta de barco, de un submarino completo,
. ele.), Ademds, al pie de cada columna y al costado dereche de cada fila, se indica con nitmeros cudntos

cuadros ocupa la flota en esa columna o hilera. Deduzea, para cada tablero, la situacidn de la [Tota.
— . Tenga en cuenta que en todos los cuadros alrededor de cade barco hay agua. .
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QUIJOTE

BATALLA NAVAL

En cada tablero hay escondida una flota completa, igual a las
que se muestran en las figuras 1 y 2. En cada uno se dan
algunos de los cuadros invadidos por la flota, ¥ otros que sélo
tienen agua. Ademds, al pie de cada columna y ol costado de
cada hilera, se indica cudntos cuadros ocupa la flota en esa
columna o hilera. Deduzca, para cada tablero, la ubicacitn de
la flota. Tenga en cuenta que los barcos en ningun caso se
toccm entre si.
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En cada caso, ubigUe en los clrculos log nuinerds del;1 al

¥

.9 sin repelirlos, para. que. los Vérlices ide cada regidn

sumen Jo que‘en el cenlro de la regicri‘se, indica;
: : L R Y

1

A e b

En cada caso, susliluya cada lelra por un digito distinto
para llegar a una correcta suma numérica. Cuando una
letra se repite deberd repetir el dlgilo correspondiente.
*“‘Cada suma tiene un cédigo propio. :

@]
o
=
(@]




FIGURAS MAGICAS

En cada caso, ubique en los clreulos los niimeros del 5 al 13, sin repatirios, para que
los vértices de cada regién sumen lo que en el centro de la regién se indica.

CRIPTOARITMETICA
En cada caso, sustituya cadea letra porun digité distinto para llegor a una correcta

@ sumanumérice. Tengaen cuenta que una letra que serepite obliga a repetirel digito
™ correspondiente, y que cada suma tiene un cédigo propio.

A Aritmético. Use log digitos del 3 al 9,

-

OO
=0l VAs

+.

o=z

B. Para bailar, Use los digitos del 0 al

0o
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_FIGURAS MAGICAS

"

En cada caso, ubique en los cfrculos los niimeros del 1 ¢l 9, sin }*epetirlds, para que
los vértices de cada regidn sumen lo que en el cantro de la regién se indica.

[T R L

A B

i CRIPTOARITMETICA

{ En cada c'qso;{sus"tituya cada letra por un digito distinto para legar ¢ una correcta
suma numérica. i”gnga en cuenta que una letra gue se repilz obliga arepetirel digito
cormspongiierz.te, ¥ que cada suma tiene un cédigo propio

ey - ..-..{._‘

]

A Grj:;.maticul. Use los d?fgit:os dfélzz al 8.
- - LETRA
FRASE

" B. Para escuchax. Use los digitos del 0 sl 6,




enle mismaq posicidn,
- POSIcion incorreciq,

Cada esquema d
cuatroci ras dist

%

apistascon
stintas (ele
(de Bien) indicamo
Enla'co

~N o~ A

@ oo

XJ

o

— = O oo

N oS o[

las que usted podrd dedizely iey 120
gidas del 0 ] 9), que no empicza con céf‘i‘}: _

g cudntds digitos hay alif ofy coniln con el halnmié
lumna R (de Reg :

ular) se indica g cantidad de digitos enc

b
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' Cada esquema da pistas con las que usled
. podré deducir un numero compuesio por cuatro

cifras distintas (elegidas del 0 al 9), que no
empieza con cero. En la columna 8 (de Bien)

indicamos cudntos digitos hayallfen comincon

- . 4 I
elnumero buscadoy en la misma posicion. En la

- éolumna B (de Reguiar) se indica la canlidad de
_ digitos encomdn peroen posicién incorrecta. Si

A
780 4|2]0
30 1°9|0]3
340 6|00
1798 411
2 9 3 o%ﬁ
¢ 1.7 5|1]0|
| 590 6[1]2
i le 9 5 8l1]1].
E BIR]
9.4 6| 1]1]
436510
6.4 5 1/|0]1
2 83 4(0]0

en algin caso encuenira ires deé Ios cualro
digitos que forman el nimero mislerioso y no
da con el restanle (que no es ningune de los
digilos que inlervienen en los numeros-pista)
deberd buscar cudl es el digilo que no forma
parle de dichos numeros-pisla. Si se lrala de
un' Unico ndmero ausenle, ése serd el cuarlo
digito buscado. '

B

72 7 5 912

[ 93 6(0]3 |
410

71391l

31792000

9 3 .6 41013

4 072 8010

69 8 3[2(2]

204 91001
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. position en.2 nombres du total 6,

- Et pour simplifier vos débuts ou vous venir en aide lors

Qu’est-ce qu'un jeu de hombres flechés? :

i)
L

- Les problémes de nombres fléchés s_p.ht'g:ons_trui'ts a partir d'un principe simple: la

case flechée vous indique 6, en face de 2 cases! Yous aurez 4 inscrire dans ces ca- |
ses, en fonction des autres.-nombres fléchés, 5+1, 145, 244 ou 4+2, soit la décom-

Seules interdict_ions:_pﬁ%s de répétition de.nombres pour un méme total. Pas de .
3+3, donc. Et pas de :nééé_tition de__;ég_mmkesd_'gns une méme
utilisé dans fa grille a répor ‘
et 4+2, -

é dr}se 541, il ne-wvous.reste plus que les 2 possibilités 2+4

Les calculs sont simples: on n'additignie que les chiffres de 14 9 (pas de zéro,
donc). Le reste est affaire de logique, '

précieuses aides sont prévues:. . : ’
- un tableau de décomposition des nombres, afin de découvrir les bonnes combi
sons et de faire les bonnes additions, yous attend en pages centrales,

- un explicatif approfondi des problémes de nombres flachés, avec quelques trucs
v - *ﬁ’ '-""':‘ . ’ .' N . R -
utiles, se trouve dans les dernieres pages, avant les solutions.

{ .
Et pour commencer, un petit probléme, avec sa solution: - . ‘

naj- -

grille: si vous avez déja - |-

que vous &tes bloqués, deux
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® Ce jeu consiste en la recherche logique d'un
~ nombre caché. Pour découvrir celui-ci, il suf-
fit de comparer les indices situés & c6té des :
-nombres donnés: un chiffre sur fond bleu in-
- digue le nombre de chiffres communs et A
LA MEME PLACE que dans le nombre ca-
ché; le chiffre sur fond noir indique, PARMI
LES CHIFFRES RESTANTS, fe nombre d'élé- "

ments communs entre le nombre concerns e
-et le nombre & découvrir.
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Chaque nombre inscrit dans une
les cases blanches indiquées par

a) le chiffre ZERO n'est JAMAIS UTILISE.

b) POUR UNE MEME SOMME, on utilisera d

dans une case bleue et deux cases blanche
. deux fois le chiffre 4; o doit choisir entre .,
¢) une MEME SEQUEN

FOIS..

s indiquées par-la flech

‘ e J+7, 6+2 et 3+5), -

CE de chiffres, QUEL.QU'E
\‘i. . T -

 Nombres fléchés
CASE BLELNJEEE représente lg.somme des chiffres
la fléche. Reco

(de | &

nstituez ainsi toute la grille, sachant que:

9) @ placer dg‘ms"_ ' '

es CHIFFRES TOUS DIFFERENTS (par exemple, si fon g 8
€, on ne'peut en aucun cas ins,crr'r'@_‘_?

SOLT {'ORDRE, ne peutlt"dpparaftre qu'UNE SEULE v “'.

33

17

17

.

7
R !
23 b |84 b
15 b i6 b

29 ’_f

11

14 -

4y

(
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Chaque nombre inserit dans une CASE BLEUE représentc la somme. des chiffres {de- 1 & 9) & plocer dans leg
cdses blonches indiquées por lo fléche. Reconstituez ainsi toute la gnHe sachant que:
a) le chiffre ZERO n'est JAMAIS UTIUSE
b) PQUR UNE MEME SOMME, on uiil iserg des CHIFFRES TOUS DIFFERENTS {par exemple, sifon a 8 dans
une case bleve et deux cases blanches md:quées por lo fléche, on ne peut en aucun ¢os inscrire deux {ois
Je chiffre 4; on doit choisir entre 147, 6+2 et 3435},

) une MEME SEQUENCE de chiffres, QUEL QU EN SOIT 'ORDRE, ne ;Jeut Gpparcu{rc qu'UNE SEULE "
FOIS R

2SR P T RPN v A

35 b 4

20 p

w3 P

17

i

SRR 18" |

11 b v 147
120 27

247

20 . b oY 1. .p
13 | 16 .

30~f

15 b

N

5 ce jeu vous a plu, retrouvez fe plaisir de jongler avec les chillres dans fa revue Nombres Fléchés, En vente
tous les tr0|s mois chez votre rmrch-md de journaux.
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Cme~ el .
Edterial
‘Chére:léc'tri‘ce; cher ‘iecteur,‘ L

En achetant Logigraphe, vous enirez dans un nouveau monde du jeu, vous découvrez une néivelle
source de plaisir ludique: la logigue visuelle. - : : ‘ SR

Avec ce nouveau concept.développé par Sport Cérébrdl, vous exercerez vos talents de logicien

ef vous verrez les énigmes.se dévoiler peu & peu sous vos yeux.

‘Commencez par I¢ jeu-itre de cette revue: le Logigraph, que les lecteurs de nos revues de

logique, Logigram, Logiplus et Nombres fléchés connaissent bien et apprécient, En combinant
logiquement les données chiffrées; vous pourrez remplir la grille et voir ainsi apparaitre au fil

de Volre raisonnement le dessin-solulion.

Avec le Squelefires, vous découviirez le "squeleite” de fa grille, ¢'éska-dire ses cases noires, en

interprétant logiquement les données chiffrées qu'elle contient. Il vous suffira ensuite d'y placer - -

les mofs d'une liste thématique. Quant au Logicube, il fera appel & la logique géomélrique. .- _

“Enfin, Logigraphe vous offre les Classiques dés jeux de chiffres et de logique! Nombres fléchas,
Nombres placés, Chassechiffres, Tricodage: e T : i

Voila de quoi satisfaire fes '_qpp'éﬁ_'t_s' variés des niombreux adepies de la logique et du jeu!

A bientdt pour e n°'6, & pé:rfqﬂ%_ta fin’sept_erhbrél

La Rédqdion

EncolicCii
. ) C o
Le Logigraphe
Le principe de ce jeu est de placer de maniére logique des cases noires dans une griile pour découvrir
" un dessin-selution. P oo ‘ o . ‘ .
~ Les nombres & gauche des grilles donnent les fongueurs des ensembles de cases noires 4 placer dans la
rangée correspondante. Les nombies au-dessus des grilles donnent les hauteurs des ensembles de cases

_noires a placer dans la colonne correspondante. Bien entendu, chaque ensemble de cases noires est
$é&paré par une case blanche au moins! '

1. ] , Pour pouvoir arriver 4 la solution S ]
a2z - (Grille S} en partant de ta grille 1, sie

aslzl1l23 nous vous proposans le raisonnement izizi10z3
' Py suivant. Il va de soi qu'il en existe 3| - R -
2|2 d'autres. ‘ : 2 MR - B
iR 111 - -
1l2 sl (M- - B
2 2|~ - B -
1 1= -
1 1=~ -1
0 of-i-l-1-]-
1 1=y -{#|--
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Le chifire 0 de la 8e rangée indique

dessous de cette case noire.

Pour le chiffre 3 de la Tre colonne, il ne reste que 2

possibilités, vu que Ja 2e rangée est certaine:.

1
2. 5o “qu'il n'y a pas de cases noires dans
3lz 112 3 " cette rangée, donc rien que des cases
[ blanches (indiguées ici par des traits).
2t2]" 1
1]1 |
HE R
2| .
RE 1
ISR , B
o= f-1-0-1-] .
Ll
. :
, : - ou- B ou
Le chiffre 3 de la ; HE
Ire rangée . 3 3|2
indique quily a’3 - 3|2]1]2]3 312128
cases noires : i E[Sﬁ & - NEREEE
;ccolées. Dansce (373 l -
cas, E.{ ).f.a ’3 P { ;
possibilités: T2 2
2 2
1 1
1 1
ol=-1- - af-|-{-i-1-
1 1
On constate qu'une case est ¥ ] “Les deux chiffres de
noire dans les 3 cas: on 3 la 2e rangée, 2 2,
lindique dans la grille. ; " indiquentqu'ilya 2
- _ ‘ 3 = groupes de 2 cases
Si on compare cette case dont _noires accolées,

* on est cartain avec les chiffres 2 - . séparées par au
des colonnes, au-dessus de fa ! "mains | case blanche. .
grille, on constate que cete 2  Danscecas, ilnya
case correspond au premier z ‘qu'une solution:
chiffre | de la 3e colonne: on !
peut donc inscrire une case !
blanche dans la grifle, juste en- & -

; 1

B R Rt e AL o

C
]
32|
ARERE
BEBDEE

2

1

2

2

1

WW'

0 -] ] o | o=
L L
4 1

: 3

2122

3 ]

| HEE - (JHE

1

2

2

1

1

5 R I I

1

A ] B
3)2 :
alz21 3
EXEAE 3
el lEmE - BE AE
111 1B 141
112~ ]2
2] - 2
i t- 1]~
1}- 1] -
of=f=|-|~|~ gfj~i-i=1-|-
i]- 1] -
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5 1 6 [ [ [
3 3
alafq 3 SEREE
On en déduit une case noire et 5 cages blanches, 3 B [
puisqu'elles se retrouvent dan les 2 possibilitss. AN 212 B8 (B - |m (g
On suit le méme raisonnement pour la Se 111 fm 1|1 Bl
colonne. : : 112 112
2| 20~ -
L - -
, v 1 - 1 (= -
Ol=i-i=]-1x 0 =]=l-iai-
1]~ 1 |- -
T 1 8 1] ]
372 32
. , ‘ 5
Ces nouvelles cases noires impliquent trois cases . 3. 22 " 2 éé
blanches pour ia 3e rangée: en effet, les chiffres | | - 2|2 |E " = G EE . aE
indiquent qu'il 'y a que 2 cases noires, séparées par TR BT
| ou plusieurs cases blanches.. : 2 - 1 ;
L'une de ces nouvelles cases blanches nous pefmet 2= - 2lo- -
de déduire une case noire dans la 2e colonne, que L o A il -
l'on peut compléter par une série de cases blanches. L - LI Bl -
- Of-iw -~ G == wlwia
A vous de continuer! L - L Sl e -
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LOGIGRAPHE N° |0

H Le principe de ce jeu est de placer de manidre !ogrque des cases noires dans une

grille pour.découvrir un dessin-solution. )
Les nombres & gouche des grilles donnent les longueurs des ensembles de coses
noires & placer dans lo ligne correspendanté. Le nombres au-dessus des grilles

-

donnent les houteurs des ensembles de coses noires & placer dans la co!onne cor-
. respondante. Bien entenduy, chaque ensemb!e de cases noires est séparé par une
. case blanche au rnomsI
Exemple: si dans une grn’e de 7 cases de largeur, vous disposez & gouc 1e des
a3l ‘-3 nompres.2 1 2, yous. pouvez placer 2 cases noires, 1 blanche, | noire, | blanche
et enfin, 2 noires. Dans Ao plupart des cas cependant, ce m'est pas gussi facile, &
3 R vous d'cmaa’yser chcque ligrie, de placer les cases noires et blanches déterminées o
- ceup str, puis d'ona.’yser les colonnes, placer les coses, puis revenir aux i:gnes et
; 212 1 ainsi de surﬁe
Pour illustrer le principe du j jeu, nous ovons représenté ci-dessous les 5 phases de
171 résolution de lg premigre grille en notant en bleu les découvertes de chaque phase
P . et en noir.celles des phases précédentes. Cachez-les si vous ne vou!ez pas d"mde
2 N iz TS “EEE ] [CEEES
b 1 | - e B - | HE MR - R R - (N B - R
: ke : m--|-H B-|--& B---
1 b A B IR B--8 B - -
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- BANDERA DE CAMPEONES

'Ca}ziéoé__ élig; j Ias r;z
hasia l

de tela, y fue hdstala

lugar aparece cadg cabballero, " *.

1 Hay cuatro campeones de ajedrez (Fischer,
Karpev, Kasparovy Y Spassky), cuatro de
" Férmula 1 (Clark, Fangio, Fittipaldi y Prost),
cuatro de fithoe] (Beckenbauer, Cruyff,
Maradona y Pelé), v cuatrs de tenis (Agassi,
Borg, Lendl y Vilas). B
2. BEncada filay cada columna hay fotos de cuatro
disciplinas diferentes, LR e
3. Fangio estd en uin cuadro impar, justo bajo Pelé
¥ ala izquierda dé un tenista. I '
4. Jim Clark, Franz Beckenbauer, GarryKag
: {

parov

i .
R

las pistas

éjor_e_s folos de sus 16 &gimp:e'bhés;urédilectos, compré un poco
z fotchpiad{;rd laser més cercana paradejar estampados a sus
M [dolo én esta singular bandera. Usands

yla figura, descubrg en qué

¥ Guillermo Vilas aparecen en este orden, de
-axriba haei abajo,
5. Ma.rad?na.q'gi;é.en

misma; d

gjedrez.: .. ¢

6. La foto ,de.Sﬁéé;sic}testéjusto a la izquierda de

Ia casilla nttmero 10, 20 esg

ingoddl aparecen dog campeones de

la de Agasii ¥ ésta, justo sobre la de Bobby
Figcher:- .- .7 [

7. Beckenbauer, P];'O

diagonal, en.este
8. Anatoli Karp

i i

st y Fittipaldi aparecen en

orden,
9v aparece bajo Bjsrn Borg.

e

12

16

e b
P

{

T

{
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JUEGOS DE LOGICA:

COMO .RESOLVERLOS

Los jueges de Z(ngca son todos aquellos que se pueden resolver por pura deduccidn.

En Ios enigmas de Quién es Quién, donde se trata de correlacionar ciertas caracter{sticas {nombre,
apellido, profeSLdn, edad, etc.) le proponemos el uso de diagramas de miliiple entrada. Aqufl Ie decimos:

cémo se puede ir resolviendo un case sencillo.

TE PAR.A TRES

Tres amigas se rednen a tomar el té. Deduzca.

nombre, apellido y actividad de cada una.

1. Beatriz no es Garcfa. , . '

2. Lépez trabaja come secrebaria en una oficida.
8. La actriz se Nama Claudia.

4. La maestra no es Méndez. !;

(En estos juegos no hay dog variables con una
misma cualidad. Es decir que aqufiteneinos tres

- 'mujeres con nombres y apellidos dxstmtos ¥ con
trabajos tamb:én distintesy =~ i 0

SOLUCION

Enel ésquemavamos aindicar coniina cruz (X)
las relaciones que no valen y que éntonces quedan
eliminadas y con un cireulo (O} las relacmnes
correctas.

Por pista 1 colocames una X en e] cruce de Be-

, atriz con Garcial .

APELLIDO | ACTIVID.
|2
™ g =
SRR
1 Ry [ = -—
S| = 2|23
i | Alicia
m -
- | £|Beatriz X s
£ | Claudia
o Aclriz
% Maesira
< | Secrelarda

La pista 2 nos da una relacién correcta; L(Spez
_es secretaria. Colocameg un O en el cruce de
“secretaria con Lépez. Al marcar un O en un
"sector, todas las casillas de su horizontal ¥ su
vertical deben llenarse con, X pues quedan
eliminadas. En este caso, en el sector ACTIVI-
DAD-APELLIDQ, colocamos Ias X en las casillas
secretaria-Garcia, secretaria-Méndez, actriz-L§-
pez ¥y maestra-Lépez. El esquema queda asi:

GD-

-

APELLIDO | ACTIVID.
8
o o

Sl BNl Bl S
craeicls|al s
EIEIEIRIE

w Alicla

g Bealiiz X!

={Claudia

o | Adtiz X

£ | Maestra X

Z[Secretaria [ X|OIX

Incorpore usted en el esquema los datos coTTes~
pondientes = las pistas 3 y 4. Si siguid nuestras

indicaciones, el esquemsa deberé verse asi:

APELLIDG | ACTIVID.
o g
o @ REg:
olelBlHE 8| &
GEIEEIEIE
s Alicia x
2 | Bealriz X X
2| claudia OIXIX
| Actriz X
& | Maeslra XX
=2|Secretaria__ (¥ |O|X

En el sector ACTIVIDAD-APELLIDO quedan
ahora determinadas dos relaciones correctas:
maegtra-Garcia y actriz-Méndez, Incorpore usted
log O correspondionios, Obsarva que Claudin on ln
aclriz ¥ que la sclriz es Méndez, por lo tanto
Claudia es Méndez. Asf obtiene otra relacién co-
rrecta.

Usted est4 en condiciones de completarla golu-

. cién. Compare su respuesta con la nuestra:

NOMBRE APELLIDO [ ACTIVIDAD .
Alicia - Garcla Maestra
Beatriz Lopez Secrelaria
Claudiag Meéndez Actriz




Si este Juego logico le gusta,

Instrucciones

L@gic le apasionara :

- 7¥ Traslade los datos numerados a las casillas del esquerma.

(- ()

O

Yr Los datos negativos mﬁrquelos con una cruz (X) en el cruce correspondiente.

3¢ Los dalos positivos, con-un circulo (O).

¥r Cada dato positivo le permile autométicamente marcar olros ne gatives. (Fijese en los ejemplos). ’
¥x Después de anotados lo}dos los datos, utilice su deduccién para completar el resto. ;

~ DATOS

' UN VERANO MOVIDITO BALNEAR%O- CARPAS _|TORNEO DE

Todos nuestros vecinos han vuelto de las vaca- ' N
ciones bien bronceados, alegres y con bonitos trofeos
- obtenidos al ganar: los torneoforganizados en las playas.

"Atlantico"
"Marbella"

R o | o
. . . iy Q= ® y
Deduzca dénde triunfé cada familia. N g = g Blel &
- | T X 5 7|3
Tl l2|d 28
Lopez X |olx
< | topez
—J - - -
: =| Marini. X
1. Los Marini no fueron al "Ria- = =
zor" ni al otro balneario donde se Palmieri X
Jugd el torneo de pelota a paleta. [
'8 . P . P a| Pelota
2. La familia que gané el torneo o -
de voley playero ocupaba una car- 2| Tejo
pa verde. R : g A ) - ) ’
. . " " Vole ' '
3. Nilas carpas del "Marbella B R y . o
son azules, ni las del "Atldntico” o | Amaritlas
son amarillas, < .
4. Los Lépez (que no ocuparon | E | AZules
A et 5
una carpa amarilla) participaron ‘ Verdes
en el torneo de tejo.:

Solucién en pég;' 66 -

Lﬁglc REVISTA MENSUAL
'(Si prefiere suscribirse podrd recibir un total de 24 ediciones al afo. o

(12 ndmeros ordinarios y 12 extraordinarios)

_PRECIO DE LA SUSCRIPCION ANUAL o -
. 4800 Ptas. (Incl. IVA) T

, ~ Alaventaen su quiosco .

190

(0

(



-~. UN ALTO EN EL CAMINO

Sélo tres viajeros se han detenido en el dnico bar de la pelvorienta ruta. Deduzca .
qué bebid y qué comid eada uno, sabiendo que:

"1 Al ver el aspecto de la salchicha que estaba su camidn entre el jeep y la mota. .
" comiendo John (que no bebié agua), el del jeep 3. El primer parroquiano pidiéd whisky y el altimo,
pidié otra cosa pars acompaitar gu cerveza. hievos y hamburguesa.

2. Xevin (que no pidié huevos y jamén) estaciond

VIAJERO | VEHICULO |BEBIDA _|HUEVOS Y
Dave R R

Joom -

Kevin

iMUSICA, MUSICA!

Viviren unedificio contres vetinos miigicos liene sus encantos... y sus tnconvenientes.
Deduzca qué estudia y cudntas horas practice cada une, sabiendo que:

[

L' Entrelostres, practican exactamerite 12 horas. . 4. El violinista vive en el 8" y practica una hora

© 2, El que estudia clarinete vive dos pisos mds ~ menos que Marasco (que no vive en el 6°).
abajo que quien practica durante 5 horas. ‘5. Garcia practica una hora més que el del 4°.

3. Lepontvivedos pisos mds arribaqueel pianista. ~ “¢ ‘ :

VECINO " |PISO  |ESTUDIA |HORAS
Garcia R |
Lepont

Marasco




"DE CAPA Y ESPADA

L Ni Jaspers usaba florete, ni el otro que hmé al

duque usaba espada.

2. El del sable apenns rozé la mejﬂia de su patrdn,

que no es el marqués.

I et v v maiy b 4 = e .-

Conde -

Practicando esgrama con sus cnados vanos nobles recLbLeron algunos araflazos.

3. Jurgens no trabeja para el conde ol para el

otro noble que results herido en la nariz.

4. Jenkingnotrabaja para el marquésniparael

otro hombre que queds herido en el mentén.

CON

=

E

HIRIOA

Marqués -
Meijilla

Florete

‘Mentén
Espada
‘Sable

Nariz

Jéspers

-~ Duque:

Jenkins

CRIADO

Jurgens

Espada

Florete

CON

Sable

Mejilla

Mentén

< Nariz

CRIADO

HIRIOA

EN.

CON

(¢«



1. Quienes le dieron 1,50 $ viven tres pisos més
abajo que los Romero
2. Nilos Merales ni los otios del 8° ptdleron pizza

3.

"PIZZA A DOMICILIO

vez.

de anchoas.

Carlitos irepé o su molo y corrié a entregar las pizzas encgrgadas por varias
familias que viverién un mismoedificio. Deduzca cudntorectbié comopropinacada

centavos menos que log del 57 pigo.

4. Log del 2° (que no se apellidan Franco}

encargaron la pizza de palmitos.

5. Los Morales le dieron 50 centavos mds que los

Losque pidleron pizza de morrones le d:eron 50 Romero.
)

FAMILIA . IPISO PROPINA
. wl o
8 21 G 1| e | e
% Sl e : ololo
e Q = o] [a]] ol Lf‘)__ CD.~ LQ
wi|=|Cld|w|o|o|—|+

| | Anchoas

ﬁ Morrones -

o | Palmitos

=10,50%

é 1'OO$

o 150$

|00
o | 8¢ i

PIZZA

FAMILIA

TPISO.

PROPINA

493



buelas ejemplares

- Después de criar alos hijos y mientras mima a

los nielos, cada una de eslas sefioras decidié -

sequir por fin su vocacion y comenzdé a eslu-
diar. Deduzca las relaciones correctas sa-
biendo que esle "quién es quién” es un poco
diferente pues las pistas no son afirmaciones,
sino que todas expresan una condicién: cada
una indica que “si pasa lal cosa, entonces

comomanejarse conlos condicionales, lo cual
ayudard a extraer conclusiones. Guidndose
por ‘estas reglas, vaya viendo cuédles datos
pueden ser verdaderos y cudles falsos. Si

aparece alguna tonlradiccién, es sefial de

que el camino seguido no lleva a fa solucidn.

En este caso, revise lo andado y comience de -

nueve.,

sucede lal olra”, £n el recuadro le expiicamos ‘

1. Sl la mayor estudsa teatro, entonces
Mercedes estudia pintura. P

2.51 Mercedes estudia, plmura entonces
Ofelia esla menor, - - vk

3.8t Ofelia es la meanor, er.ttonc»es"Ia que‘
tisne mas nietos estudia teatro. - 1 .

4.5ila que tiene mas nistos estudia teatro,
entonces la menor. es Ia que tlene mas
nletos 7 o o

1

5.5ilade61afiosnotiene8nietos, entonces .

la mayor estudia teatro.

6.5i la mayor no tiene 8 nietos, entonces

Nélida estudia canto. _

7.SiNélida estudia canto, entonces tade 62

. afos estudia violin.

8.SiNélidanotiene 62 afos, entoneslaqua
tiene 10 nietos estudia pintura, =

9.5i la de 61 afios no estudia pintura,
entonces Mercedes tlene 10 nietos.

R COMO USAR LAS PISTAS . .
- Cada p!sca tlene la forma “Sl pasa A, entonces pasa B”.
» Cuando A es verdadero, por fuerza B tamblén o es.
* Cuando A es falso, no se pueden sacar coneludlones sobre B: | | Edad Nietos Estudia
B puede ser verdadero o falso,
* Cuando B es falso, A tamblén es falso,
* Cuando B es verdadere, no se pueden sacar concluslones
sobre A: A puede ser verdadero o falso. .
o B o .
= 3 L .=
, : SESQ
e Smggmm—?_u&}gg
Abuela Mercedes
’ Nélida
Ofelia
. Paula’
Estudia Canto,
Pintura
Teatro
: Violin
Nietos 8
.. 9
. 10
: ¥

154



LA CIGUENA NO ESPERA

En las horas de la tarde de ayer nacieron cinco hermosos bebés en la Cltnica Noe
& Mientos. Establezca a qué hora nacié cada uno, qué peso acusé la bolanzay quién
fue el médico obstetra. . ’

L El bebé de la mamé asistida por el doctor Intervino en el parto el Dr. Vega.
Linares pesé més que el de la mam4 ateridida 5. J&l bebé de la mamié que agistid el Dr. Macetti
por el doctor Campoy. - . . llegé al mundo a las 18:00 con un peso de 3,700
. 2. Rodrigo nacié a lag 16:00. - ‘ kg, No se llama Ariel.

. delbebéde 3,400 kg. de peso(quences Rodrigo). Ariel.
4. Flavio, que no pesé 3,600 kg., nacié a las 14:00.

1

3. El Dr. Santos tom¢ parte en &) alimbramiento 6. Sebastidn, que pesd 3,500 ké., nacié antes que

, [
i i
’ ¥

,

!

I

o
M

HORA - PESO EN KILOS| OBSTETRA

e

14:00
15:00
16:00
17:00
18.00
3,300
3,400
3,500
3,600
3,700
Campoy
Linares
Macetti
Santos
Vega

| Ariel - g ,
Diego '
Flavio - : |
Rodrigo . © - .
Sebaslign- ¢ e
Campoy ¢ i+
Linares , .
Macetti - v " T
Sanfos © * ' e Lt
Vega '
3,300 . o
3,400

3,500 .-
3,600

3,700

BEBE

1PESO EN KILOS{ OBSTETRA -

BEBE : HORA "= PESO EN KILOS | OBSTETRA

_—
LM
M



EL HOMBRE OCUPADO

o e s e

L AESNEE ::__.E

‘L Ellunes no estoy en M:arm

2. La junta de Barcelone comienza una imm més
tarde que la conferencia,

3. Dos dfas después del congreso tengo que estm'
en Parfs, Justo alas 18 horas,

4. Un eompromise (que no es el aermnano} 2g el

L

‘Soyun zmporﬁcnte gjecutive ¥ pam demostmrlo, voy a abrir mi agenda delarite de
los Iectones Como se ve, la semana que viene es muy agztada parami. Descubm curﬂ
&s mi actividad d;ar;a, a qué horayen qué ctudad

5.

6

miéreoles a las'17: 00 horas,

Eljueves estoy en Buenos Aires, perono para ia
‘entrevista,

Lareuniénde Belgrado (que noesun congreso)
es a las 15:00 homs (pero no el martes)

X

ORA

Q
=
o
>
o

Miércoles -

Jleves

00.-..

Buenos Aires
Miami

Barcelona
Paris

Viernes
14

15:00
16:00
17:00
18:00
Belgrado

Conferencia RO

Lunes
S Martes

Congreso R

Entrevista .” Lt¢ -+

Junta T bbra Y

COMPROMISO

Seminario .*

Barcelona + - 1in ) |+

Belgrado

Buenos Aires

Miami

CIUDAD.

Parfs

14.00

1500

16:00

17:00-

HORA

'18:00

COMPROMISO DIA @ i

HORA CIUDAD

156
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e

FORMAS EXACTAS

1 El circulo en tinta es para la carpeta de [isica.

'2. La profesora de dibujo {que tiene alergia a las

lizando una regla.

Cinco profesoras nos dieron problemas matemndticos que requieren unasoluciéneon -
una f'gura geométrica. Descubra qué elementos iecesitamos para cada matertay
en qué tipo de matertal deben presentarse los {rabdjos.

5. El compés (que no es necesario para anl.rnétx—
c¢a) tiene una punta con tiza.

tizag) considera antiestético las figuras hexa-

gonales.

3. Las rectas del pentégono deben trazarse con

marcador.

4. Bl modo rnés fcil de hacer un hexagono ;35 utl- .

8. El tridngulo (heche con la ayuda de una escua-
dra) no puede disefiarse con témperas.

7. Bl transportador se usa para la carpeta de
dlgebra: - .

F_IGURA

iNSTHUMENTO

PINTURA

Circulo
Hexagono

Pentdgono

Calculadora
Compds
Escuadra
Regla

Transportad..

Lapiz”

Marcador
Tinta.
Tiza

Algebra

. {Cuadrado --

-| Tridngulo

| Témpera

Aritmética

Dibujo =

Fisica

MATERIA

. Geomelrfa-

Lapiz = -

Marcador *

Témpera *

Tinta !

‘Tiza

Calculadora

Compas

(X3

Escuadra

Regla

INSTRUMENTO| PINTURA

Transportador

i
e ond
{

We e
g ")
% ‘&.,,

o

MATERIA

INSTRUMENTO

PINTURA

FIGURA ’




_ DESDE ESTAS SOLEADAS PLAYAS

Acompdiielomientrasesperaquelas mujeresdelafamilic regresendelus vacaciones,
y deduzca los relaciones correctas sabiendo que este “quidn es quién” es un poco

diferente pues las pistas no son afirmaciones, sino que todas expresan una condicién: cada una indica

que "si pasa tal cosa, entonces sucede tal otra”. En &l recuadro le explicamos ¢émo manejarse con los
condicionales, lo cual ayudard a extraer conclusiones. Guidndose por estas reglas, vaya viendo cudles
datos pueden ser verdaderos y cudles falsos. Si aparece alguna contradiccion, es seiial de gue el camino
seguido no lleve a la solucién. En este caso, revise lo andado y comience de nuevo.

i

Si Mutilde esté en Miami, entonces el telegrama 6, SiVictoriaestden Canciin, entonces la tia estd
liegé desde Canciin. : en Ibiza. '

2. Si el telegrama llegé desde Cancin, entonces 7. Sila tin estd en Ibiza, entonces la postal Hegs
la madre estd en Caprd. = * desde Miami.' ‘ _
3. Bilarmadre estd en Capri, entoncesIreneesla 8. Silapostal legs desde Miam i, entonces Caro-
esposa. st . lina envié un e-mail,
4. Si Irene es la esposs, entonces Matilde es la’, 9. SiCarolinaenvié un e-malil, entoncesla madre
‘madre. ' T : envi6 una carta. _
5. SiVictorianoestd en Cancuin, entonces Matilde 10. Sila madre envi6 una carta, entonces la hija
estd en Miami. | SR X -estd en Cancdn.
: . SR .
COMO USAR LAS PISTAS - -

* Cada pista tiene la forma “Si pasa’ A,
entonces paga B". - .

* Cuando A es verdadero, por fuerza B
también lo es. S

* Cuando A es falso, no.se pueden sacar
conclusiones sobre B: B puede ser ver-

" dadero o falso, - o ——

Cuando B es falso, A también es falso. | | ES LA DESDE MANDO

* Cuando B es verdadero, no se pueden :

sacar conclusiones sobre A: A puede ser

verdadero o {also. -

Madre
Tia
Canciin

Hija
Telegrama

‘| Esposa
Capri
Ibiza
Miami
Carta
E-mail
Postal

Carolina
Irene
Matilde -
Victoria
Carta
E-ma” Coe
Postal
Telegrama
Canctn
Capri
[biza -
Miami

PARIENTA

MANDO

DESDE

Asf comienza cada uno.de los mensajes gue el pobre Juan recibié esta semana.©



.. .. BIENES BIEN REPARTIDOS

RO N sus bienes, sabiendo que este “quien es quién
. no son afirmaciones, siho qtie todts expresan
. entonces sucede tal otra™. En el reciadro, le exp

ayudard a extraer conclusiones. Guidndose por esias reglas,
. verdaderos ¥ cudles falsos. Si aparece alguna conlradiceibn, es

‘a la golucién. En este caso, revise lo andado y comience de nuevo.

. Vs " R .
1. Si Graves noheredé Josmuebles, entoncesel

2. 'Si el empleado heredé los cuadros, entonces

3! 8i Dennis es el amigo, entonces

Y
-

empleado hereds los cuadros. -

MofTitt es el empleado.

heredé la casa.

el vecino

4. 8i Gravesheredélos muebles, gﬁtqiices Dén- ‘

5. Si-Molfitt es el ernpleado

tis es 6] amigo. .

heredd los muebles. Ll

I . y .-

e
r A .
, entonces Graves

COMO USAR LAS PISTAS ..y -
Cada pista tiene la forma “Si iué.{:g A,

‘entonces pasa B”.

[ -
Cuando A es verdadero, por fuerza B
también lo es. ; e
Cuando A es falso, nd se puéden sacar
conclusiones sobre B: B puede ser ver-
dadero o falso. .

Cuande B es falso, A también és falso.
Cuando B es verdadero, no se pueden

‘sacar conclusiones sobre A: A puede ser
verdadero o [also. :

una condicién: cada una indica que
licamos cémo mangjarse con los condicidnales, lo cual
vaya viendo cudles datos pueden ser
sefial de que el camino seguido no lleva

Ciiando el albacea leyé el testaménto de Don Silvester Lonely, wi hurafio anciano
gue acaba de mofir, muchos quedaron sorprendidos. Deduzea quiénes hefédaron.
do * o5.un poco diferente pues las pislas
“si pasa tal cosa,

6. Si el vecino hereds la casa, entonces el erfi-
plendo heredé lag joyns. k

7. Siel empleadonohieredélos cundros, enton-
‘¢ces Charles se apellida Jackson. '
8. 8i Charles se apellida Jackson, entonces
. Moffitt heredé las joyas.
9. Sj Mollittes el empleado, entorices Horace es
el sobrino,
10.” Si Aldus heredd lasjoyas, entonces Dannisse

apellida Graves.

Blair

Graves

Jackson

Moffitt --
Amigo -

Empleado
Sobrino

APELLIDO {RELACION

Vecino
Casa

Cuadros. -
Joyas-

HEREDO

Muebles

Aldus

Charles

|

Dennis -~ -

%

NOMBRE

Horace

Casa

Cuadros

Joyas !

Muebles

Amigo

Empleado

Sobrino -

RELACION | HEREDO

Vecino'

A
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RESUMEN

El objetivo de este trabajo es mostrar la importancia del método de bifurcacién pafa resolver
problemas y realizar demostraciones en Matemética. Es un valioso complemento para la aplicacién del

método progresivo, y por ende del método progresivo — regresivo.

El método de bifurcacién consiste en el siguiente principio: LA RESOLUCION DE' UN

PROBLEMA PUEDE REALIZARSE A TRAVES DE LA RESOLUCION DE N (N>1)
PROBLEMAS MAS SIMPLES QUE EL PRIMERO Y ASI SUCESIVAMENTE™. .

1 1
El método de bifurcacién puede ser interpretado, en algin sentido, como la justificacién

légica — matemética del método de tanteo el cual se utiliza cuando no se conoce cémo resolver un

problema o demostrar una proposicién. La aplicacién del método de bifurcacién permite detectar si un

problema tiene una o varias soluciones y, en consecuencia, da una metodologia para hallar todas las

soluciones de dicho problema. Dicha metodologia incentiva la creatividad en Mateméatica.

Se presentan numerosos ejemplos, con diversas dificultades, a través de los cuales se puede
apreciar la potencialidad del método de bifurcacién, ya sea en su forma simple o en su forma

condicionada.



i

{

INTRODUCCION.

Una de las mayores dificultades en la resolucién de problemas y en la realizacion de
demostraciones en Matematica es la de encarar la resolucidn del problema o la de demostrar una
proposicion, es decir encontrar una metodologia de trabajo o concebir un plan que a través de su

ejecucidn se lograra la solucién deseada. Dicha dificultad se acrecienta enormente cuando la solucién no

es linica. Por ende es de fundamental importancia encontrar una metodologia que permita encontrarlas

a todas.

El objetivo de esie trabajo es mostrar la imnportancia del métode de bifurcacién para resolver
problemas y realizar demostraciones en Matemética. Es un valioso complemento para la aplicacion del

método progresivo, y por ende del método progresivo — regresivo.

‘ El método de bifurcacién consiste en el siguiente principio: LA RESOLUCION DE UN
PROBLEMA PUEDE REALIZARSE A TRAVES DE LA RESOLUCION DE N N>

" PROBLEMAS MAS SIMPLES QUE EL PRIMERO Y ASI SUCESIVAMENTE™.

El método de bifurcacién puede ser interpretado, en algin sentido, como la justificacion

" 16gica — matematica del método de tanteo el cual se utiliza cuando no se conoce como resolver un

problema o demostrar una proposicién. La aplicacién del meétodo de bifurcacion permite detectar si un

_ problema tlene una o varias soluciones y, en consecuencia, da una melodologia para hallar todas las’

soluciones de dicho problema. Dicha metodologia incentiva la creatividad en Matemética, que se logra .

a traves de la resolucién de problemas que tengan muchas soluciones.

El presente estudio se restringird a Ja resolucién de problemas, muchos de los cuales son muy

simples (para nivel primario), que permitiran apreciar la potencialidad del método de bifurcacion.

Se presentan mumerosos ejemplos, con diversas dificultades, que serar resueltos a fraves del
método de bifurcacién. Se clasifica de dos maneras: forma simple o forma condicionada. La clasificacién
se define de manera que Ja bifurcacién sea independiente (forma simple) o dependiente (forma

condicionada) de que una cierta condicién o restriccién se verifique.

I. FORMA SIMPLE DEL METODO DE BIFURCACION (BIFURCACION SIMPLE).

A continuacién se enunciarén seis problemas, para los cuales (algunos tienen varias soluciones)
la aplicacién del método de bifurcacién es decisivo. La resolucién de los problemas se encuentran al

final del texto.

1.1) Utilizando solamente una vez las cifras 2, 4, 5, 6 y 7, complete la siguiente operacién y encuentre
" todas las soluciones:



6 1
+ 7 | 9 7

1 4 9

Definicién: Un cuadrado se dice mégico respecto de la operacién suma cuando la suma de las filas, dé

las columnas, y de las dos diagonales es constante.

L.2) Complete el siguiente cuadrade mégico con los niimeros naturales, del 1 al 9, con constante 15. |

i La solucidén es tinica ?

L. 3) Reemplace cada letra (A, D, M, N, O, R, S, U) por un niimero natural, del 1 a! 9, de modo que
se verifique el resultado dado teniendo en cuenta que a una misma letra le corresponde siempre el

mismo nimero.

Se solicita:

(i) Halle todas las posibles soluciones en €l caso en que a lelras diferentes correspondan numeros
diferentes.
(ii) 7 Qué sucede si los nimeros correspondientes a letras diferentes pueden repetirse ?

4



I 4) Reemplace cada letra (H, E, S) por un niimero entero, del 0 al 9, de modo que se verifique:

(BE)? = SHE

v +1.3) La ultima linea del cuadro debe Ilenarse con cuatro de los nimeros que aparecen més arriba. En.

c?da linea se indica cuantos ntmeros en comfn tiene ese grupo con el que falta. La B de ”bien”

significa que los nlimeros aparecen en la misma posicidn, y la R de "regular”, que estén en posicion

cambiada. Con nB y mR se indican, desde la columna de la derecha, que existen n nimeros en posicién

correcta ¥ m numeros en posicion regular. ; Cual es la combinacién correcta?

4 I 5 2 -

E' b 1 3 2 1R
5 1 2 6 IR
1 2 3 4 IR
? ? ? ?

2B

2B

1B

4B

1.6} La 0ltima linea del cuadro debe llenarse con cinco de los niimeros que aparecen més arriba. En

- cada linea se indica cuantos nimeros en comin tiene ese grupo con el que falta. La B de "bien”

significa que los nimeros aparecen en la misma posicion, y la R de "regular”, que estén en posicién

cambiada. Con nB y mR se indican, desde la columna de la derecha, que existen n niimeros en posicion

correcta ¥ m numeros en posicidon regular. ; Cual es la combinacidén correcta ?

1 9 3 4 5
3 6 2 7 1
3 2 8 1 9
2 1 4 6 8
5 1 9 2 7
2 3 5 9 6
? ? 7 7 7
5

3R

3R

3R

1R

3R

2R

3B



. FORMA CONDICIONADA DEL METODO DE BIFURCACION. (BIFURCACION
CONDICIONADA). '

El método de bifurcacién en su forma condicionada aparece cuando la bifurcacién se debe '

realizar siempre y cuando una cierta condicién o restriccién se verifica.

A continuacién se enunciard un problema, que tiene varias soluciones, para el cual la aplicacion
del método de bifurcacién, en su forma condicionada, es decisivo. La resolucién de] probiema se

encuentra al final del texto.

I.7) Cada letra utilizada (A, C E, I, M, N, T) representa a un digito entre 0 y 9. Halle los valores de

cada letra de manera de obtener la mayor MACANA posible, smndo: |

para los siguientes casos:

(1) A letras diferentes deben corresponder niameros diferentes;

- (i) A letras diferentes pueden corresponder nitmeros iguales. | 3 o

A continuacién se indican las resoluciones de los siete problemas a través de la aplicacién del

método de bifurcacién. En algunos casos, la demostracién detallada se omite por ser trivial o muy =

larga.
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PLAN A DESARROLLAR

En el presente modulo se presentan:

° un resumen de las definiciones y propiedades basicas en la teoria de la probabilidad y estadistica

(Me];

* la matematica de las distribuciones de probabilidades mas frecuentes (variables aleatorias discretas:

binomial y Poisson; variables aleatorias continuas: normal y exponencial);

» se plantean actividades sobre probabilidad condicionada y tablas de contingencia (dlagramas de

arbol), probabilidad geométrica y probabilidad dinimica [CLGGLM];

e se plantean problemas, trabajos practicos y casos no clasicos sobre el tema [CLGGLM, Kr, I\rIe Mi,
SpBo, Th].

Para finalizar el tema se presentan:

¢ un modelo de fidelidad de marca para marketing y sus consecuencias matemdaticas [Ta].

o las referencias basicas de la bibliografia utilizada.



1. INTRODUCCION A LA PROBABILIDAD.

Ejemplos de experimentos no deterministicos.

Se tratara de entender lo que se considera un experimento aleatorio” o "no determmlstlco
- (Més precisamente se darén ejemplos de fenémenos para los cuales los modelos no deterministicos son
“apropiados. Esta es una distineién que el lector deberd mantener presente. Asi se refieren
frecuentemente a experimentos no deterministicos o aleatorios, cuando de hecho se estd hablando de un
modelé no deterministico para un experimento.) No se pretende dar una definicién precisa de

dlccmnano para este concepto. En su lugar se daran numerosos ejemplos que la ilustran.

Ey: Se lanza un dado y se observa el niimero que aparece en la cara superior.
E,: Se lanza una moneda cuatro veces ¥ se cuenta el nimero total de caras obtenidas.
BE3: Se lanza una moneda cuatro veces y se observa la sucesién de caras y sellos obtenidos.
- E,: Se fabrica una lampara eléctrica. Luego se prueba su duracién conectindola en un portalamparas y
se-cuenta el tiempo transcurrido (en horas) hasta que se querna.
Eg: Se fabrican articulos hasta producir 10 no defectuosos. Se cuenta el nimero total de articulos

manufacturados.

6 Oe lanza un proyectil. Después de un tiempo determinado t, se anotan las tres componentes de la

1

velocxdad Vo Vys Vg .
E; Un tgzrmografo marca la temperatura continuamente en un periodo de 24 horas. En un sitio y en

una fecha sefialados, "leer” dicho termégrafo.

;Qué tienen en comin los experimentos anteriores? Los sxgulentes aspectos son importantes

para la descripcion de un ezperimento aleatorio.

(a.) Es posible repetir cada experimento en forma indefinida sin cambiar esencialmente la condiciones.
(b) Aunque en general no se puede indicar cuil serd un resultado parficular, se puede describir el
conJunto de fodos los resultados posibles del experimento.

(c) A medida que el experimento se repite los resultados individuales parecen ocurrir en forma.
caprichosa. Sin embargo, como el experimento se repite un gran nimero de veces, aparece un patron
definido o regularidad. Esta regularidad hace posible la construccién de un modelo matemético preciso

. con el cual se analiza el experimento.

El espacio muestral.

Definicién. Con cada experimento ¢ del tipo que se ha considerado, se define el espacio muestral como

el conjunto de fodos los resultados posxbles de ¢. Usualmente se designa este conjunto como S (En

nuestro contexto, S representa el conjuntoe universal descripto anteriormrnte).

Se Considerard cada uno de los experimentos anteriore y se describira el espac10 muestral de

cada uno. El espacio muestral S; se referird al expenmento E;.

o S;=1{1,234,56)
¢ 8,={0,1, 23,4}



® S5, = {todas las sucesiones posibles de la forma a3, 29, 83, a donde a; = C 6 S segiin si aparece cara -

o ceca en ¢l i-ésimo lanzamiento}. . a
o S,={t]t>0}

e S, ={10, 11, 12, )

o Sg= {(vx, vy va) / Yy Vy, ¥y SO0 nimeros reales}.

* S; = Este espacio muestral es el més importante de los que aqui se considera. Précticamente se debe

suponer que la temperatura en clerta localidad especifica nunca puede subir o bajar con relacién a

ciertos valores, digamos M y m. Fuera de esta restriccién, se debe admitir la posibilidad de que

aparezca cualquier gréfica con determinadas caracteristicas. Es posible que ésta no tenga saltos {esto es,

representard una funcién cbptinua). Ademés, la grafica tendré ciertas caracteristicas de suavidad que

pueden resumirse en forma matemética al decir que la grafica representa una funcién diferenciable. Asi,
- finalmente se puede enunciar que el espacio muestral es

{f | f es una funcién diferenciable, que satisface m < £{t) < M, para todo tiempo‘t}. .

Sera importante analizar de nuevo el némero de resultados en un espacio muestral. Surgen tres
- posibilidades: el espacio muestral puede ser finito, infinito numerable, o infinito no numerable.

Refiriéndose a los ejemplos anteriores, notemos que S1: S5 ¥ S5 son finitos, Sy es infinito numerable y

S4, Sg ¥ S; son infinitos no numerables.

Eventos. Un evento A (respecto a un espacio muestral particular 5 asociado con un experimento ¢) es

un conjunto de resultados posibles. En la terminologia de conjuntos, un evenio es un subconjunto del

espacto muesiral S. En vista de Jo expuesto previamente, esto significa que S es también un evento y

también lo es el conjunto vacio . Cualquier resultado individual también puede considerarse como un

evento.

Los siguientes son efemplos de eventos. Otra vez se referira a los experimentos antes anotados:’

Ai se referird a un evento asociado con el experimento Ei:

* A, DUn nimero par ocurre; esto es, Ay ={2,4, 6}.
o A,{2}; es decir, ocurren dos caras.
e Ay {CCCC, CCCS, CCSC, CSCC, SCCC}; es decir, salen mas caras (C} que cecas (S).

* Ay {t 1t <3); es decir, la ldmpara se quema en menos de tres horas.

1

Cuando el espacio muestral S es finito o infinito numerable, fodo subconjunto se pﬁede
.considerar como un evento. Sin embargo, si S es infinito no numerable, aparece una dificultad tedrica,
Resulta que no cualquier subconjunto concebible se puede considerar como un evento. Por razones.que
escapan al nivel de esta presentacién, ciertos subconjuntos "no admisibles” deben ser excluidos. Por
fortuna, tales conjunlos no admisibles en realidad no aparecen en las aplicaciones y, por tanto, no
interesaran aqui. En lo que sigue se supondra tacitamente que cada vez que se mencione un evento serd

de la clase que estid permitido considerar. Se pueden usar ahora los diversos métodos para combinar

conjuntos (es decir, eventos) y obtener los nuevos conjuntos {es decir, eventos) que se presenté con

anterioridad: .
{(a) 51 A y B son eventos, AU B es el evento que ocurre si y sélo si 4 6 B (o ambos) ocurren;,
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(b) St A y B son eventos, AN B es el evento que ocurre si y solo si Ay B ocurren;

bl

(c) Si A es un evento, A€ es el evento que ocurre si y sélo st 4 no ocurre;

(). S 4, ...

» Ap es cualquier coleccién finita de eventos, entonces l.J A es el evento que ocurre si y
i=]1

* s6lo si al menos uno de los eventos A; ocurre;

(e) Si Ay, ..
s6lo si todos los eventos A- ocurren simultaneamente.
(f) si A1, vy Apy e
que ocurre si y solo si al menos uno de los eventos A ocurre.
() Si 4y, ..., 4, -

que ocurre si y sélo si todos los eventos A; ocurren 51multaneamente

» Ap es cualquier coleccion finita de eventos, entonces nj 1 =1 A, es el evento que ocurre si y

es cualquier coleccién finita (numerable) de eventos, entonces U A1 es eI evento
=1

es cualquier coleccion infinita {numerable) de evenios, entonces ﬂlA es el evento
]-...-

(h) Supongase que S representa el espacio muestral asociado con un experimento ¢ y realizamos ¢ dos

veces. Entonces S x S se puede utilizar para representar todos los rcsultados de esas dos repeticiones. Es

decir, (s1» 53) €5 x S significa que sy resulté cuando se realizd ¢ la primera vez y s, cuando se realizé ¢

. la segunda vez.

(i) Evidentemente, el ejemplo h se puede generalizar. Se considera n repeticiones de un experimento ¢
cuyo espacio muestral es S. Entonces Sx $x ... x § = {(s1 590 -y 59) | €S, i=1,

el conjunto de todos los resultados posibles cuando e se realiza n veces. En cierto sentido, SxSx..x 8

.-y I} Tepresenta

es un espacio muestral en si mismo, o sea el espacio muestral asociado con n repeticiones de ¢.

" Eventos mutuamente excluyentes.

Definicion. Se dice que dos eventos, A y B son mutuamente ezcluyentes si no pueden ocurrir juntos. Se

expresa esto escriblendo A NB = @; es decir, la interseccién de A ¥ B es el conjunto vacio.

Frecuencia Relativa. Se supone que se repite n veces el experimento ¢, ¥ sean A y B dos eventos'

asociados con €. Sean n, y ng el niimero respectivo de veces que el evento A y el evento B ocurrieron

en las n repeticiones.

Definicion. Se, llama frecuencia relativa del evento A en las n repeticiones de ¢ al niimero dado por
|

fA;nA/H .

La frecuencia relativa f, tiene las siguientes propiedades importantes, que son verificables |
facilmente:

oLt <1,

2) f'A =1siy sélosi A ocurre cada Véz en las n repeticiones.

3) fy = 0 si y sélo si A no ocurre en las n repeticiones. _

4) Si A y B son dos eventos que se excluyen mutuamente ¥ sify g es la frecuencia relativa sociada al
evento A U B, enfonces aup =Iy+fz.

5) {,, basada en las n repeticiones del experimento y considerada para una funcién de n, "converge” en

cierto sentido probabilistico a P(A) (probabilidad del evento A) enando n — +oo.

Prolbabi}idad de un evento.

Definicién. Sea ¢ un experimento y S un espacio muestral asociado con ¢. Con cada evento A se asocia

un nimero real,

designado con P(A) y lamado probabilidad de A, el cual satisface las siguientes



propiedades: C
1)0<PA) < L. , 7 b
2) P(S) = 1. '

3) Si Ay B son dos eventos que se excluyen mutuamente, P(A UB) = P(A)+P(B).

4)Si A}, A, ., A, ... son eventos que se excluyen mutuamente dos a dos, entonces
o0
P(U =) =PA) +P(A)) + . +PAY+ .. = ) P(4)
n=1

Teorema. (i) Si @ es el conjunto vacio, entonces P(f) = 0.
(ii) Si A® es el evento complementario de A, entonces

P(A)=1~P(A9
(iii} Si A y B son eventos cualesquiera, entonces

P(AUB) = P(A) + P(B) ~ P(ANB).

(iv) Si A, B, y C son tres eventos cualesquiera, entonces

"P(AUBUC) =P(A)+P(B)+P{C)-P(ANB)-P(ANC)~P(BNC)+P(ANBNQ).

(v)SiA C B entonces P(A) < P(B).

. EL ESPACIO MUESTRAL FINITO.

Se consideran sélo experimentos para los cuales el espacio muestral S consta de un ndmero

finito de elementos. La suposicién que més comiinmente se hace para espacios rnuestrales finitos es que
'~ todos los resultados son igualmente probables. De ninguna manera esta suposicién puede darse como un

hecho; debera justificarse con cuidado. En dicho caso, se puede definir la probabilidad de un evento de

la siguiente manera:

P(A) = nimero de maneras en que ¢ puede ocurrir favorable a A
- nimero de maneras en que ¢ puede ocurrir

Es importante comprender que la expresién anterior de P(A) es sdlo una consecuencia de la

suposicién de que todos los resultados son igualmente probables y s6lo es aplicable cuando se satisface

esta suposicién. Sin duda no sirve como una definicién general de probabilidad.

Métodos de enumeracidn.

A} Principio de multiplicacién. Se supone que un procedimiento, designado como 1, puede hacerse de

7, maneras. Se supone que un segundo procedimiento, designado como 2, se puede hacer de n,

maneras. También se supone que cada una de las maneras de efectuar 1 puede ser seguida por

cualquiera de las maneras de efectuar 2. Entonces el procedimiento que consta de 1 seguido por 2 se

puede hacer de ny n, maneras.

Observacién. Obviamente este pnnmpio puede extenderse & cualquier niimero de procedimientos. Si hay

-k procedimientos v el i-ésimo procedxmlento se puede hacer de n; maneras, i =1, 2,..., k entonces el

6
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. procedimiento que consiste en I, seguido por 2 ..., seguido por el procedimiento k puede hacerse de

Tll gy ... 7'1.1 Inaneras.

B) Procedimiento de adicién. Se supone que un procedimiento, designado con 1, se puede hacer de n,
maneras Se supone que un segundo procedimiento, designado con 2, se puede hacer de 7, maneras. Se

supone ademas que no es posible que ambos, 1 ¥ 2, se hagan juntos. Entonces, el plmero de maneras

de como se puede hacer 1 6 2 esta dado por ny + n,.

Observacién. También este principio puede generalizarse como sigue: si hay % procedimientos y el -

ésimo procedimiento se puede hacer en n. maneras, ¢ = 1, 2,..., k, entonces el niimero de maneras como

se puede hacer el procedimiento 1, 6 el procedimiento 2 6 ... 6 el procedimiento & estd dado por ny +

iy + ... + 7, suponiendo que los procedimientos no se pueden realizar en forma conjunta.

C) Permutaciones.

a) Se subone que se tiene n objetos diferentes. i De cuéntas maneras, se notara nPn, se pueden agrupar
(permutar) estos objetos? En general, se considera el esquema. siguiente. Agrupar los n objetos es
equivalente a ponerlos, en algiin orden especifico, en una caja con n compartimientos. La primera
casilla se puede llenar de cualquiera de las n maneras, la segunda de cualquiera de (n ~ 1} maneras,

weny

y la dltima casilla de sélo una manera. Por tanto, aplicando el pl‘lIlClpiO de multiplicacién anterior, se

ve que la caja se puede llenar de n (n~1)(n—2) ... 1 maneras.

.

Asl el nlimero de permutaciones de n objetos diferentes estd dado por la expresidn:
L ' nPn=mn!

b) De nuevo se considera n objetos diferentes. Esta vez se desea escoger 7 de esos objetos, 0 <r < n, y se
permuta el r elegido. Se indica el nimero de manera de hacerlo con nPr. Se recurre otra vez al
esquema anterior de llenar una caja que tiene n compartimientos; ahora se detiene el proceso despueés
que se ha llenado el compartimiento r-ésimo. Asi, el primer compartimiento puede llenarse de n
maneras, el segundo de (n—1) manezas, ..., y el r-ésimo compartimiento de n—~{r —1} maneras. De
este modo se puede realizar el procedimiento completo, usando de nuevo el principio de multiplicacién,

¥ se obtiene

nin - n-2)...(n—r+1)

‘maneras. Usando la notacién factorial, se puede escribir

1
nPr = n:

(n - m1°
Esta expresién también se conoce como arreglo o variacion.

D) Combmacmnes Se considera nuevamente n objetos diferentes. Esta vez se est4 interesado en contar

el niimero de maneras comno se puede escoger r de esos n objetos sin cons,uderar el orden.

‘Para obtener el resultado general se recuerda la formula derivada anteriormente: el nimero de

maneras de elegir r objetos entre n y permutar los r elegidos es igual a nl/(n — r)! Sea C el nimero

7



de maneras de elegir r entre n, sin considerar el orden. (Esto es, el nimero buscado es C.) Se observa
que una vez que se han escogido los r articulos, hay r! maneras de permutarlos. Por tanto, aplicando .

una vez mas el principio de multiplicacién, junto con el resultado anterior, se obtiene la expresién: -

__nl
CrEm—

Asi, el nimero de maneras de elegir r entre n objetos diferentes, sin considerar el orden, esta

dadeo por _ : ' ! ’
_ nl _(n : . b
¢ =apirm=(%) o

que se conoce como el nimero combinatorio de n tomado de a .

Se generaliza el problema anterior. Supdngase que se tiene N articulos. Si se elige n de esos al
azar, sin sustitucién, hay ( l:) muestras posibles diferentes, todas las cuales tienen -la misma
probabilidad de ser escogidas. Si los N articulos estdn formados de ry A's y ry B’s (con ry4ry=N)

entonces la probabilidad de que los n articulos elegidos contengan exactamente 5y A’s y (n —s,) B’s

(0,2
@

La anterior se llama probebilidad hipergeométrica.

estd dada por

Observacién: Es muy importante especificar, cuando se habla de escoger articulos al azar, si se lo hace

' con o sin sustitucion. En una descripcidén méas realista se propondri esta (ltima. Por eJemnplo, cuando se
inspecciona un ntimero de articulos manufacturados con el propésito de descubrir cudntos defectuosos
podria haber, en general, no se pretende inspeccionar el mismo articulo dos veces. Previamente se ha -
observado que el nliimero de maneras de escoger r objetos entre n, sin considerar el orden esta dado por
(I:) El nimero de maneras de escoger r articulos entre n, con sustitucién, estd dado por n¥. Aqui se
esta interesado en el orden en que se escogieron los articulos.

E) Permutaciones cuando no todos los objetos son diferentes. En todos los métodos de enumeracién

presentados se ha supuesto que todos los objetos considerados eran diferentes (esto es, distinguibles). | . *
Sin embargo, no siempre este es el caso. Se supone, entonces, que se tiene n objetos tales que hay n, de‘
una clase, n, de una segunda clase,..., . de una k-é&ima clase, donde n; -+ n,+.... +njp=n.

Entonces, el nimero de permutaciones de estos n objetos esta dada por

— .l -
Tl 1 .
}11. Ilz. R nk.

Nétese que si todos los objetos son diferentes, se tiene =1, i=1 2, .., k v, por tanto, la

férmula anterior se reduce a nl, el resultado obtenido en forma previa.

€«
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lll. PROBABILIDAD CONDICIONAL E INDEPENDENCIA.

Probabilidad condicional. Sean A y B dos eventos asociados con un experimento ¢. Se indica con

P(B/A} la probabilidad condicional del evento B, dado que A ha ocurride. Cada vez que se calcula

P(B/A),' esencialmente se estd calculando P(B) respecto al espacio muestral reducido A, en vez de

‘espacio muestral original S. Cuando se calcula P(B) se pregunta qué tan probable es que se esté en B,
sabxendo que se debe estar en S, y cuando se evalua P(B/A) se pregunta qué tan probable es que se esté

en B sabiendo que se debe estar en A (es decir, el espacio muestral se ha reduc1d0 deSaA.).

Definicion. Se define
P(ANB)

P(B/A)= 55

~siempre que séa P(A) > 0.

Definicién. Se dice que los eventos By, By, oy By representan una pé.rticién del espacio muestral S si:

a) BiNB, =0, Vis#j;
b) UK_ B, =5

¢) P(B;) >0, Vi=l, ..., k.

En otras palabras , cuando se efectiia el exprimento €, ocurre uno y sdlo uno de los eventos B;.

Sea A algin evento respecto a S y sea B, By, -, By, una particién de S, con lo cual se puede escribir:
A= Uikzl(AﬂBi):(AOBl)U(AﬂBz)U ....... U(ANBy)

¥ por ende, se tiene:

P(A)= z P(ANB;) = P(ANB;) +P(ANBy) +..oon +P(ANBy)

i=1

Sin embargo, cada término P(A N B, ;) s puede expresar como P(A/B; ) P(B,) v, por lo tanto, se

obtiene ei llamado teorema de la probabilidad total:
k .
P(A) = El P(A/By) P(By) = P(A/By) P(B;) + P(A/B,) P(B,) + ... + P(A/By) P(By).
‘ i=

Observacién. Este resultado representa una relacién muy utdl, ya que cuando se busca P(A)
frecuentemente puede ser dificil calculazlo de manera directa. Sim ernbargo, con la informacién adicional

de que B; ha ocurrido, se puede calcular P(A/ B;} ¥ por ende se puede ei;tonces usar la formula anterior.

Por otro lado, cuando se necesite calcular P(B;/A) se podré calcular esta probabilidad como
una conscuencia de lo anterior. Sean By, ... » By una particion del espacio muestral S y A un evento

asociado con S. Apilicando la definicién de probabilidad condicional, se puede escribir:



PBy/A) = o P EB)

2 Pa/B,) P(B)

Este resultado se conoce como Tesrema de Bayes. También se le Uama férmula para la

probabilidad de las ”causas”. Puesto que las B, son una particién del espacio muestral, uno ¥ sblo uno
de los eventos B: ocurre. (Esto es, uno de los eventos B; debe ocurrir y solamente uno.) Por lo tanto, la

férmula anterior da la probabilidad de un B; particular (esto es, una "causa”), dado que el evento A ha

ocurrido. Para aplicar este teorema se debe conocer los valores de lag P(Bi), con i=1, .., k. Muy a

menudo esos valores no son conocidos y esto limita la aplicabilidad del resultado.

La siguiente ilustracién del Teorema de Bayes dard la oportunidad de introducir la idea de
diagrama de drbol, método muy 1til para analizar ciertos problemas. Supéngase que varias caja.s de
caramelos son de dos tipos A 'y B. El tipo A contiene T0% de caramelos dulces y 30% de carainelos
acidos, mientras que en el tipo B dichos porcentajes estin invertidos. Mas adn, supéngase que el 60%

de todas las caJas de care,melos son del tipo A, mientras que el resto son del tipo B.

Ahora se esté ante el siguiente problema de decisién. Usted recibe una caja de dulces de tipo -

desconocido. Se le permite sacar una muestra de caramelo (una situacién ciertamente no real, pero que

permite presentar las ideas importaites sin mucha complicacién y con esta 1nf0rmac1on debe decir st

cree ~que se le ha sido ofrecido una caja del tipo A o del tipo B. Fl siguiente * diagrama de arbol”

(lamado asi por las diversas trayectorias o ramas que aparecen) ayudara a analizar el problema (S8 1y

Sa indican la eleccién de un caramelo dulce o acido respectivamente).

Se pueden realizar algunos calculos simples:
P{A)= 0,60 ; P(B)= 0,40 ; P(S4/A)=0,70 ;
P(S,/A)= 0,30 ; P(Sd/B 0,30;  P(S,/B)= 0,70 .
Lo que en realidad se desea conocer son las signientes probabilidades
PA/S),  P(A/Sa), P(B/S) v P(B/S,).

Esto es, suponiendo que realmente se escogié un caramelo dulce, ;qué decisién estarfamos mas

inclinados a hacer?

i0

{0
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Para ello se deben comparar P(A/S 4) ¥ P(B/Sy). Utilizando la formula de Bayes se tiene:

P(S4/A) P(A)

PSS = BT P T PR e = 0000/ (0008) + 0904) = 7/

* Un céleulo similar da P(B/S 4} = 2/9. De este modo, con base en la evidencia que se tiene (es
decir, Ja obtencidn de un caramelo dulce) es 3,50 veces més probable que se trate de una caja del tipo A
que del tipo B. Por lo tanto, se decidiria, posiblemente, que el caramelo se obtuvo de una caja tipo A.

(Por supuesto, se podria estar equivocado. Lo interesante del analisis anterior es que se elige la

_ alternativa que parece mas probable con base en los pocos datos que se tiene).

En términos del diagrama de 4rbol, lo que realmente se necesitaba (v se hizo) en los calculos
precedentes fue un anélisis “hacia atrés”. Esto es, dado lo que se observa, en este caso S g +qué tan

probable era escoger el tipo A?

Eventos independientes. Dos eventos A y B que no pueden ocurrir de manera simulténea verifican que

ANB=0. Tales eventos se designaron mutuamente excluyentes. Si A y B son mutuamente excluyentes

entonces P(A/B)=0, porque Ia ocurrencia de B impide la ocurrencia de A. Por otra parte, para el caso

particular A C B se tendra que P(B/A)=1.

En algunos de los casos anteriores, sabiendo que B ocurri, se tiene una informacién precisa

sobre la probabilidad de la ocurrencia de A. Sin embargo, hay muchos casos en los cuales se sabe que si

un evento B ocurre, no tiene influencia alguna en la ocurrencia o no ocurrencia de otro evento A.

- Definicign. Se dice que A y B son dos eventos independientes si y sblo si

P(ANB) = P(A) P(B) .

" Observacién. Esta definicidn es esencialmente equivalente a la que antes se sugirié, es decir, que A y B

son independientes si P(B/A)=P(B) y P(A/B) = P(A). Esta dltima forma es un poco mas intuitiva,
porque afirma precisamente lo que se ha estado tratando de decir antes: A ¥ B son independientes si el

conocimiento de la ocurrencia de A no influye de modo alguno en la probabilidad de ocurrencia de B.

Definicién. Se dice que los tres eventos, A, B y C, son mutuamente independientes si y sélo si todas las

condiciones siguientes se satisfacen:
P(ANB)= P(A) P(B), P(ANC) = P(A) P(C),

P(BNC) = P(B) P(C), P(ANBNC) = P(A) P(B) P(C).

Finalmente se generaliza esta nocién a n eventos a través de la siguiente definicion.
Definicién. Los n eventos A, A, ..., Ay, son mutuamente independientes si y solo si se tiene

P(A{ NA{ Neee NA, Y= P(A; ) P(A; )} ... P(A: ), Y k=2, 3, ..., 0.
(A N4y 1k) (Ap ) B(A ) oo B 1k) n
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IV. VARIABLES ALEATORIAS UNIDIMENSIONALES.

Definicion. Sea ¢ un experimento y S el espacio muestral asociado con él. Una funcién X que asigna a

cada uno de los elementos s € S, un nitmero real X (s), se le llama variable aleatoria.

Defipicién. Sea X una variable aleatoria. Si el niimero de valores posibles de X {es decir su recortido) es
finito o infinito numerable, se lama a X una wvarieble aleatoria discreia. Esto es, se pueden anotar los

valores posibles de X como Xy, Xpy -y Xpy -oor - En el caso finito, la lista termina y en el caso infinito

nurarable, la lista continiia indefinidamente.

Definicién. Sea X una variable aleatoria discreta, es decir que el recorrido de X consta, a lo més, de un

nimero de valores, X;, X;, ..., Xp, ... que és infinito numerable. Con cada resultado posible X; se asocia

un namero p(x;) = P(X=x;), lamado probabilidad de z,. Los nimeros p(x X}, 1=1,2, ... deben satisfacer

las condiciones siguientes:

a‘) P(XI)ROaVi7

La funcién p que antes se definié, se llama funcién de probabilidad {0 funcién de probabilidad

puntual) de la variable aleatoria X. La coleccién de pares (X;, p(x;)), i=1, 2, ... , algunas veces se llama

distribucién de probabilidad de X. I

Definicién. Se considera un experimento ¢ y sea A un evento asociado con ¢. Se supone que P(A)y=p, y

por lo tanto, P(A%)= 1 — p. Se considera n repeticiones independientes de ¢. Por lo tanto, el espacio

muestral consiste en todas las sucesiones posibles {a), a,, ..., ay}, donde cada a; es A 6 AS, segﬁn Aé

A€ ocurra en la i-ésima repeticion de ¢ (hay 2" de tales sucesiones). Alin més, se supone que P(A) =p

es el mismo para todas las repetmones Se define la variable aleatoria X como sigue: X es 1gua1 al.-

nimero. de veces que ocurrié el evento A. Se llama a X una variable aleatoria binomial con los’

parametros n y p. Sus valores posibles obviamente son el 0, 1, 2, .., n. {Decimos en forma equivai‘elllte

que X tiene una distribucién binomial). Las repeticiones individuales de E se llamardn ensayos de

Bernoulli.

Definicidn. Se dice que X es una variable aleatoria continua, si existe una funcién f, llamada funcién de
densidad de probabilided (fdp) de X, que satisface las siguientes condiciones:
a)f(x) > 0,V x,

+ oo
b)-—‘roo fx)dx =1

b
'¢)Setieneque Pla < X <b)= [ f(x)dx,Va, b €R, tal que a < b.
a

Definicién. Sea X una variable aleatoria, discreta o continua. Se llama funcién de distribucién

acumulative de la variable aleatoria X (abreviada fda) a la funcién dada por la expresién

12
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; ' ' Fx)=P(X<x).
Teorema. a) Si X es una variable aleatoria discreta, entonces F viene dada por

Fix)= 512 p(xy)

donde la suma se toma sobre todos los indices que satisfacen X <x.

- b) $i X es una variable aleatoria continua con funcién de probabilidad f, entonces F viene dada por

F()\.) =——Ioo f(s) ds

Més atn:
1) La funcién F no es decreciente. Esto es, si x; < X, entonces se tiene que F(x;} < F(x,).
ii) Se tienen los siguientes limites:

F(—o0) == 0, Floo) == 1.

¢) Sea F la funcién de distribucién acumulativa de una variable aleatoria continua con funcién de

‘ distribucién f. Entonces, se tiene que f es la derivada de F, es decir:

=4 v,

. para todo x en el cual F es diferenciable.

Sea X una variable aleatoria discreta con va.lores osibles x;, X,, ...-, ¥ Se supone que es posible
p 1 Xg que es p

rotular dichos valores de modo que Xy < X3 < ... Sea F la funcién de distribucién acumulativa de X.

Entonces,

p(x) = P(X=x)=F(x) — F(x, _)-

Observacién. Una advertencia sobre la terminologia puede ser de utilidad. Esta terminologia, aunque

no es nuy uniforme, ha llegado a estandarizarse. Cuando se habla de la distribucién de probabilidades
de una variable aleatoria X se indica su dp f si X es continua, o su funcién de probabilidad puntual p
definida para x, x,, ... si X es discreta. Cuando se habla de la funcién de distribucién acumulativa, o

algunas veces s6lo de la funcién de distribucién, siempre se refiere a F, donde F(x) = P(X < X).

V. 'ICARACTERiSTICAS DE LAS VARIABLES ALEATORIAS.

Valor esperado o esperanza matemética.

Definicion. Sea’ X una variable aleatoria discreta con valores posibles gy ey Xy ey ¥ SeR
p(xi) =PX = %), i=1, 2, ..., n, ... . Entonces el valor esperado de X (o esperanze malemética de X)

que se denota con E(X), se define como

o0
= _lei P(xi)

I .
si la serie 3,30 % p(x;) converge absolutamente, es decir si E:--l %] pP(x;) < co. Este niimero

tamblen se designa como valor promedio de X.
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Definicién. Sea X una variable aleatoria continua con funcién de probabilidad f. El valor esperado de X

se define como

00
E(X) = f x f(x) dx

Nuevamente puede suceder que esta integral (impropia) no converja. Por lo tanto, se dice que E(X)

existe si y sblo si la siguiente integral

+00
/ tx} f{x) dx
~ oo
es finita.
Varianza.

- Definicién. Sea X una variable aleatoria. Se define la varianza de X, gue se denota con Var(X), V(X)é

cr%{ como sigue:
ok =V(X) =E((X - E(X)P).

La raiz cuadrada positiva de V(X) se llama desviacién estindar de X y se designa con ox-

Teorema. Sea X una variable aleatoria. la varianza de X puede expresarse como

% =V(X) =EXY) - [EX)*.

Desigualdad de Chebyshev. Sea X una variable aleatoria con E(X)=px y sea ¢ un nimero real

cualquiera. Entonces, si E(X —c)? es finitay € es cualquier ntimero positivo, se tiene
1 2
P[X—cl> €] S?E(ch) .

Las formas siguientes, equivalentes a la desigualdad anterior, son inmediatas:

(a) Al considerar ¢l evento complementario se obtiene:
PlX—cl< €]2> 1——-%1:2 E(X —¢)2

(b) Al elegir ¢ = u se obtiene

Var(X)

PlX-pl<c e]> —7 -

{c) Alelegir c=py € =ko, donde &% = Var(X) > 0, se obtiene

PlX—ci>ke] >k 2.

Esta iltima forma indica especialmente ¢cémo la varianza mide el * grado de la concentracién”

~ de la probabilidad préxima a B(X) = p.

14



VL.MATEMATICA DE LAS DISTRIBUCIONES DE PROBABILIDAD

A.Distribuciones discretas:

1) Distribucién binomial :

Se define :
P(r) = (?) pr gt
como la probabilidad de que sucedan r éxitos en n pruebas donde :
re {0,1,2, ... ,n}: variable aleatoria que representa el nimero de aciertos ;
‘n & N : tamafio de la muestra o nimero de lanzamientos 3

p €{0,1) : probabilidad de un acierto ;
q=1-p € (0,1) : probabilidad de un fracaso ;

, 1 , . .
parametros : n , p ; T) =" : nlimero combinatorio .
‘ I/ 71l (n—1)!

Verifique que se tienen las siguientes relaciones :
(i} P determina una distribucién de probabilidad pues :
I1
> P(r)=1 (Utilice el binomio de Newton) .
r=9{
(ii) La media aritmética , esperanza o momento de orden 1 estd dada por :

E= }Il:rP(r)mnp.

r=9_
(i) El momento de orden 2 esté dado por :

n

ZOrZP(r)=np(q+np)-

(iv) La varianza estd dada por :
n n

Z (r~E)?P(r) = Z ? P(x) —B*=npgq

=0 r=10

'y la desviacién esténdar por . /npq .

(v) Si se considera que np=m € R™ (fijo) se obtiene el siquiente limite :
\
; . Bm  P(r)=Me ™ (vye(2).

I
It—t~+oo I
np=m



2) Distribucién de Poisson :

Se define

P (.\) e my

como la probabilidad de que sucedan x eventos por unidad de medida donde :

x € NU {0}: variable aleatoria que representa el nfimero de ocurrencias por unidad de medida;
m € N : mimero promedio de ocurrencias por unidad de medida ;

parametro : m .

Verifique que se tienen las siguientes relaciones :

(i) P determina una distribucién de probabilidad pues :

o0 “+co n : .
Z P(k)=1 (Utilice la serie de potencias b= Z ;—, con radio de convergencia +co ).
k = 8 n— 0 ) .

(ii) La media aritmética , esperanza o momento de orden 1 estd dada por :

-+ oo
E= ) kP(k)=m.
k=0

(iii) El momento de orden 2 esta dado por :

“+oo
S KPP(k)=m?4m.
k=0

(iv) La varianza estd dada por :

“+o0 400
> (k-EXP(k)= Y KP(k)-E=m
k=0 k=0

¥ la desviacidn estdndar por /m.
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~  -B.Distribuciones continuas.

— - 3) Distribucidén normal:

~La funcién de densidad de probabilidad est4 dada por :

S Tl
o - ‘ ‘ fix) = L_ o 27 (Normal N(p, o))

. donde ‘
x € R : variable aleatoria continua :

- - | parametros: p € R, ¢ > 0.

Verifique que se tienen las siguientes relaciones :

i

()t genera una distribucién de probabilidad pués :

| : 00 +00

2 —
J fix) dx = \/i; J e Hdt =1 ( Utilice la sustitucién t = 5—7;) .
—oo " ¢

. (ii) La media aritmética, esperanza o momento de primer orden ests dada por
I +00

—_ - : EEfo(x)dxz;L.

—o0
Y - | (iii) El momento de orden 2 est4 dado por :

_~ . +00
BN - J x*f(x) dx = p? + o2 .
C . ‘

— (iv) La varianza estd dada por

+oo +oo
a | [ -t ac= [ erge—w =0,
ot e W

. ¥ la desviacién estandar por o.

" (v) El cambio de variable z= - - £ transforma la funcién £ = {(x) (Normal N{g,c)) en | g=g(z)
{ Normal N(0,1)).

(vi) La gréfica de la funcién f=f(x) es una campana {campana de Gauss) que tiene las siguientes

b caracterlstlcas (pasar de la variable x a la variable z 6 t cuando sea convemente) :

L @R e = Mg W= = (=0, < 0

. | (b) Mediana : Md = f(u) = —:— pues

- . , ‘ 17



H +oo
f £(x) dx = I f(x) dx= 1
(c) f es concava en (—o,0), es convexa en (—oo0,—) U (7,400) y tiene puntos de inflexién en-
x=pto ({"(g+eo)=0).

. |
{d) Se tienen las siguientes probabilidades de que la variable aleatoria pertenezca a ciertos

intervalos importantes :

1 72
Plix| € ¢)=P(1z) £ 1) = %} Je 2 4z = 0,6827 ;
..-7%’—1
. 1,645z
— = 1 7T gy . !
Plix; < 1,6450) =P(iz| < 1,645) = —— J e dz = 0,90 ;
(Ixt < o) (iz1 < ) \/2_’.':‘
— 1,645
1,96 42
- — 1 Iy - .
P < 19%c)=Pliz] < 1,98) = —see J e dz = 0,95 ;
(Ixl < o) ( = ) \/2—71_
- 1,96
. 2 g2
Plix{i € 2¢0)=P(lz1 < 2) = ——-E J e 2 dz = 0,9545 ;
-2
2,568 42
1 Y
P < 2580 =P(1z] < 258} = —— j e < dz=10,99;
‘ (1xi < o) ‘(1 | < ) NG z
- 2,58
| 30
P(ix| < 30) = P(1z] < 3) = _\/1? J e 2 dr=0,9973.

-3

e) Calcule el primer cuartil Q, , el tercer cuartil Qs ¥ la desviacibén cuartilica.
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4)Distribucién exponencial :

La funcion de densidad de probabilidad esta dada por :

f(t)y = A&t

I ~donde :

t > 0: variable aleatoria que representa el tiempo entre llegadas sucesivas ;

A > 0: es la tasa promedio de llegadas (similar al parametro m de Poisson) ;
1 . .

5 es el tiempo promedio entre llegadas

parametro : A .

Se puede extender la definicién de la funcién f a todo el conjunto de niimeros reales R de la
siguiente manera :
2 et st t>0,
f(t) =

Verifique que se tienen las siguientes relaciones :

(i) f genera una distribucién de probabilidad pues :

+00 =00
J () dt = J e Udy =1
0 O

(i) La media aritmética, esperanza o momento de orden 1 est4 dada por :

OO +oo +00
E = th(t)dt:%{ue_udum% (utilice Jue_udutl).
[s] 0

(iif) El momento de orden 2 estd dado por

‘oo +00 +oo
J- t2£(t) dt = % J' u?e ™" du = )% (utilice J we ™l du=2).
o o o

(iv) La varianza ests dada por

+oo +c0
§ [(e-mrwa=| eqya-m=1

o} 0
1

1

y la desviacién estindar por 3

(v) Las probabilidades acumuladas *mas que” estan dadas por :
' 19



+oo
P(t>a) = J f(t) dt =T A2 , Yax0.
a

{vi) Calcule el primer, segundo y tercer cuartil, y la desviacién cuartilica. : b

(vi} La distribucién de probabilidad exponencial es del tipo J invertida {grafique la funcién f=£(t)) .

(vii) La distribucién de probabilidad exponencial no tiene memoria pues se tiene la siguiente relacién °

para la probabilidad condicional :

P(t>b) _

P(i>b/t>a) = Freat =

P(t>(b—a)).

«(
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Actividad N° 13:
Probabilidad condicionada y
- lablas de contingencia :

" Material
. No es necesario.

‘Tablas de contingencia
' Comenzamos por dos problemas en los que se introduce un modo de presentar los
datos de gran interés pdra el cilculo de probabilidades:

Problema 1. Diagnésticos

Una revista médica publica que .
para diagnosticar las lesiones de iy
~ higado existen dos procedimientos: | g gﬁg
el histolégico" y el "grifico". El % )
‘segundo procedimiento no es tan

" preciso como’ el primero, pero
. conlleva menor riesgo.

Para verificar la bondad del
procedimiento gréafico se estudiaron -
- con €l 1.160 lesiones de higado,

comprobindose maés tarde si el
diagnédstico fue correcto o no.

Los datos obtenidos fueron distintos segln que la lesién fuera maligna o benigna.
He aqui la tabla:

_TABLA 1 Diagnostico Diagnostico | TOTALES
correcto incorrecto
Lesiones malignas 418 38 456
. Lesiones benignas ] 608 96 704
TOTALES T_ 1.026 134 1.160

2) Interpreta el significado de cada uno de los némeros de 14 tabla.
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b) Para juzgar la precision del procedimiento es importante conocer la proporcién de
cada caso respecto al total de 1.160 lesiones. Expresa la tabla anterior en frecuencias
relativas y en porcentajes; es decir, completa las dos tablas de la pagina siguiente:

TABLA2 | C | I | TOTAL TABLA3 || C | 1 | TOTAL
M o6 | | M 36
B 4 B
TOTAL TOTAL

;C6mo son los sucesos C e I entre si? ;Y los M y B?

c) Se va a diagnosticar a un paciente por el procedimiento grafico. ;Qué probabilidades

asignaras a los siguientes sucesos aleatorios

CyM;CyB;1yM;1yB; C, I?

d) ;Qué probabilidad asignas al suceso "lesién mali gna diagnosticada correctamente"?

(Y al suceso "lesién benigna diagnosticada correctamente”?
¢{Son independientes tos sucesos C y M?

Para responder a estas preguntas recuerda que segln vimos en la actividad nimero

10, si dos sucesos son independientes Se verificaba que:
P(S1y §2) = P(S1) - P(S2)
- Mientras que si son dependientes se verifica que:
- P(S1y 82) =P(S1) - P(S2/81) .
de donde se tiene:
P(S2/51) = P(S1 y S2) / P(S1)

Problema 2. Accidentes de_tféﬁco

Con objeto de que disminuya el nimero de accidentes de circulacién es preciso
tomar diversos tipos de medidas: campafias de informacién en prensa, radio y televi-
sion; mejora de la seguridad pasiva de los vehiculos; mejora de] trazado y sefializacién
de las vias (calles y carreteras); vigilancia por parte de los agentes de trafico, etc.

Para ello es necesario disponer de informacién, disponer de datos. El Instituto Na-

cional de Estadistica (INE), en su Anuario de 1975 publicé para el afio 1973 los -

siguientes datos: _ '
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TAB LA 4 ]l: En carretera En zonsa urbana TOTALES
Con victimas b 34.092 32.295 66.387
Solo dafos materiales 11.712 20.791 32.503
TOTALES 45.804 53.086 98.890

a) ‘Completa la siguiente tabla de porcéntaj es, obtenida a partir de la anterior:

‘TABLA 5 A no A TOTALES
‘ B '_ 34 - 67
| no B | | 33
TOTALES 46 54 100

b} Como sabes que:

) P (B/A) =W

" calcula en este probiema,,P(B/A) y P(B/no A) y decide si Ay B son independientes.
(Es P(B/A) = P(B)?.

- Las tablas 1, 2, 3 del problema del diagndstico, y las 4 y 5 del de los accidentes
de tréfico reciben el nombre de tablas de contingencia, pues en ellas figuran todas las

posibilidades, o contingencia, de los sucesos compuestos que son interseccién de otros
sucesos, esto es:

Ay B=2aNB; 4y noB = aNs; noAyB=2MNB; noAyno B =ANE

'El esquema de dichas tablas es el siguiente:

TABLA 6‘ A y.| Totales

B P (ANB) P(ANB) P(B)

B P (ANB) P(ANE) P(E)
Totales P(A) P(3&) 1

y pueden figurar en ellas, en lugar de probabilidades, frecuencias relativas o
porcentajes.
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Estas tablas ademas de darnos probabil _
calculo de probabilidades de sucesos condicionados; por ejemplo P(B/A) y P(B/no A).

Existen tablas de contingencia mis complicadas. Si consideramos que los

accidentes pueden ser leves, graves o mortales; en carretera 0 en zona urbana,’ el

diagrama de contingencia sera:

At [0 G v foraies |
. c _ L
U ' - - B TR T

TOTALES - ;

Lo fundamental de estas tablas es que los sucesos L, G y M sean incompatibles

dos a dos y su unién sea el espacio muestral, y que los sucesos C y U también lo sean
+ y compongan el espacio muestral.

- Relacién entre los diagramas de contingencia y los de arbol

B
B .
A /M

R

Wﬁos

La tabla 6 se puede poner en
forma de diagrama de 4rbol de la
forma siguiente:

oA

Multiplicando las probabilidades de las distintas ramas que van hasta un punto

dado, por ejemplo B, se obtiene la probabilidad de la interseccién de los sucesos que
se encuentran por el camino:

P(A y B) = P(A) - P(B/A)
P(A y no B) = P(A) - P(no B/A)

elc.
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- Los diagramas de contingencia y los de arbol estan intimamente relacionados: dado
uno de ellos podemos construir el otro. Esto es muy importante, ya que unas veces los
datos del problema permiten construir rdpidamente uno de ellos y a partir de €]
podemos construir el otro diagrama, que nos dari la respuesta.

Teniendo en cuenta que:
P(B/A) = P(A y B) / P(A) [1]

y dado el diagrama de contingencia:

A . no A - Totales
B l P(A v B)=1/9 P(no A y B)=3/9 P(B)=4/9
no B P(A y no B)=4/9 P(no A y no B)=17_9 ' P(no B)=5/9
Totales P(A)=5/9 P(no A)=4/9 1
B
A @

P(B/A)-4/5 ~ 10 B

\ - B
06 A ?{BIK)*-SM
P{B/A)=1/6~ no B

*Sin mds que hacer en cada caso el cociente indicado en la expresion [1].

I
B
B

P{B/A)=0.9

f)ﬁedes construir el de arbol:

* Reciprocamente, dado el diagrama de
arbol, puedes construir el diagrama de
. contingencia: '

B
s

- =0).4
A &
PERN~0E~ B
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Obtenemos, multiplicando los nimeros de una misma rama, las probabilidades P(A
y B), P(A'y no B), P(no A’y B), P(no A y no B), es decir, el diagrama' de contingen-

Cla.

A A - Totales .
5 I p{aNRB) = p(ANB) = P(B) =
0703 028 0731
- P(aNB) = P(ENB) = . p(B) -
027 0742 069
Totales P(a) = P(Z) = 1
‘ ' 0730 ‘ 0770

Problemas a resolver

Ahora que ya conocemos los diagramas de contingencia y las relaciones con los

diagramas de 4rbol te vamos a proponer varios problemas que resolveras aplicando lo
- que has aprendido en esta actividad.

19
a) Dado el siguiente diagrama de contingencia

A R ne-A | Totales
B | 04 0,10 0,51
no B 10,30 0,19 0,49
Totales 0,71 0,29 1
.
A
X

construye el diagrama en arbol.
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- . b) - Dado e] siguiente diagrama en
arbol

construye el diagrama de contingencia:

1
B
3/4
. A
o ' ‘ AT B
- 2° Completa el siguiente diagrama de
probabilidades: B
A
173 B

Comnstruye con-é] una tabla de contingencia y a partir de ella un nuevo diagrama
de arbol poniendo el suceso B en primer lugar.

3 Disponemos de dos cajas, M y N, la caja M contiene 7 bolas negras y 3 blancas,
vy laN 5 negras y'3 blancas. Se saca una bola al azar de una de las dos cajas,

también al azar, y resulta ser blanca. Caleular la probabilidad de que proceda de
la caja M. '
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4* Se han observado 50 enfermos de piel tratados con un nueve antibi6tico y otros

70 enfermos no tratados. Anotamos las curaciones al cabo de 2 semanas, los
resultados han sido:

Tratados H No tratados
Curados 40 ]f 20
No Curados 10 H 50

Si se emplean estos datos para asignar probabilidades,

-a) {Qué probabilidad existe de que un enfermo curado haya sido tratado?
b) ;Qué probabilidad existe de que un enfermo curado no haya sido tratado?

§* Una determinada empresa se dedica a la fabricacién de cubiertas para las ruedas

de los automéviles. Por los controles de calidad que esta empresa lleva a cabo se
‘puede concluir diciendo que el 5% de las cubiertas producidas son defectuosas. En
el laboratorio de control de calidad hay instalado un dispositivo que detecta el 90%
de las cubiertas defectuosas, pero también califica como defectuosas el 2% de las
correctas. El empresario estd interesado en conocer las siguientes probabilidades: | .

* Probabilidad de que sea correcta una cubierta calificada como defectuosa por
el dispositivo. '

* Probabilidad de que sea defectuosa una cubierta calificada por el dispositivo
COmo correcta. '
;Puedes ayudarle ti?
Nota: Consideremos los sucesos:
A = "Ser correcta”
. B = "Ser calificada como correcta"

no A = "Ser defectuosa”
no B = "Ser calificada defectuosa"

. - i . '
El problema pregunta: P(A/no B) y P(no A/B). Para resolver el problema puedes
construir primero el diagrama de 4rbol, el diagrama de contingencia y finalmeﬁté
responder a las probabilidades pedidas a través del diagrama de contingencia.
P(A/no B) = P (A y no B) / P(no B)

P(nd A/B) = P (B y no A) / P(B)
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6 En un municipio hay tres partidos politicos: Progresista, Liberal y Moderado. Se
-efectlia un referéndum para decidir si un cierto dia se declara fiesta local. He aqui

los resultados en %, en funcién del partido al que votd cada ciudadano en las
~ ultimas elecciones:

- ' ULTIMAS ELECCIONES =~ -

R | Pr Lib Mod Abs

~ Si 15 % 25 % 12 % 8 %

o NO 25 % 5% 8 % 2%

- a) ;{Qué porcentaje voté a cada partido en las (ltimas elecciones?

- . b @Qté probabilidad hay de que una persona tomada al azar haya votado Si en el
-~ ) referéndum, P(S{)?

—_ I. c) Calcular las siguientes probabilidades:

. P@US)  P(Si/Pr) P(Lib/ST) P(Si/Lib)

: - P(Mod/ST)  P(Si/Mod) P(Abs/Si) P(Si/Abs)

- d) Los sucesos "votar moderado en la tltima votacién” y "votar S en el referén-
- - dum” son dependientes o independientes?

~  Contenidos implicitos en esta actividad
I.,,\_ - - Tablas de contingencia.

~ .. ' - Probabilidad condicionada.

"' -Relacién entre los diagramas de contingencia y diagramas de 4rbol.

Ean |
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Actividad Ne 16:
Probabilidad geométrica

Reglas del Jjuego

~ Este juego consiste en experimentar al fenémeno aleatorjo
cien pesetas sobre una cuadricula de 60 x 60 mm".

Cada alumno realizaré el expe-
rimento cien veces. |

Materiales necesarios

Cada alumno necesita:

- Una moneda de 100 pesetas.

- Una cuadricula de 60 x 60 mm, que obten-
dras uniendo cuatro hojas DIN A4, como

muestra la figura, y después haciendo el L
cuadriculado:

- Unos folios para ir anotando los resultados,
conclusiones o conjeturas.

Desarrollo del juego

1%~ ;Puedes formular alguna conjetura sobre
qué es lo que ocurrird al lanzar una moneda de
cien pesetas sobre una cuadricula de 60 x 60 mm?.

2°- Sobre una cuadricula lanzas la moneda cien veces

Y anotas el nimero de veces
que la moneda toca alguna de las lineas de la cuadricula. '

i
Llamamos al suceso "la moneda toca alguna de las lineas de la cuadricula"

, Suceso
S. Con los datos de la experiencia, rellena la siguiente tabla: '

f(S) £(S)

SUCESO "S"

o o 106?Lahz'amientos

3% Recogemos los datos obtenidos

por todos los alumnos de la clase.y los
colocamos en la siguiente tabla:
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f(S) £(S)
Frecuencias absolutas de los Alumnos Frecuencia

. : ) relativa total
Is

£, () = suma de las friggirlz\fmas absolutas; N = nimero de Alumnos

A la vista de los resultados obtenidos en la ultima tabla, ;qué probabilidad
asignards al suceso S? Razénalo.

4% Recuerda la ley de Laplace, que utilizamos para el caiculo de probabilidades cuando
‘los sucesos elementales son equiprobables:

_casos favorables
P(s) = -
casos posibles

Con esta ley también calcularemos probabilidades geométricas, como vas a ver
a continuacién. : ‘

- Si tomamos un cuadrado de la cuadricula, la moneda pisard alguna linea de Ja
cuadricula si su centro cae dentro del 4rea rayada:

1 = 60 mm.
R = radio de la moneda.
++ ¢ = didmetro de la moneda = 24,5 mm.

Segfmlla ley de Laplace la probabilidad de que al lanzar la moneda pise alguna
linea de la cuadricula sera:
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P(s) = drea de la zona rayada . 1%-(1-2R)® -
drea del cuadrado e

2 — 2 -
12 (1-2R)? . (1-2R

- 221 -(1- %2
iE E _ T i=1-(1 7!

2475.2_ .
P(S) =1-(1- = 0765
(5) ( o)

5% Compara el resultado anterior con el que se obtuvo, de forma experimental, en
el punto 3 y coménta la primera ley de los grandes nimeros. -

6% Con el fin de que veas cémo se hacen los calculos de probabilidades
geométricas te resolveremos varios problemas. ‘

Problema 1: En el interior de un circulo se
selecciona un punto al azar. Hallar la pro-
babilidad de que el punto quede mas cercano
al centro que a la circunferencia.

Denotamos por S el conjunto de los puntos
interiores al circulo de radio r y denotamos
por A el conjunto de puntos interiores al cir-
culo concéntrico de 1adio.1/2 de . Asi A esta
formado por aquellos puntos de D que estan

mAas cercanos a su centro que a su circunferen- -
cia. o B

La probabilidad pedida vale:.

drea de A
Aa) = =
Pa) drea de § = g r2

n{—%—r)z

X
a

Problema 2: Sobre una linea recta se seleccionan al azar los puntos a y b tales que

' “—zsbso Vv 0zas3

.como se muestra en la figura siguiente:

Hallar-1a probabilidad de qué la distancia d entre a y b sea mayor que 3.
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‘Los puntos (a,b) posibles son los que se
- muestran en el diagrama siguiente: T S

Problema 3: Se tiene una cuadricula de 1 x 1 cm. "

2l azar. Hallar la probabilidad de que el disco cubra

e incluidos en el rectangulo.

El conjunto de puntos favorables (a,b) serdn aquellos paraloscualesd=a-b » 3

'y son los puntos de S que caen por debajo de la linea x - y = 3y forman por tanto la

superficie sombreada.

- P
4+ n
L]

¥

o]
—.
—

. En consecuencia:-

p(a) =.drea deA_“z“'“i

Se lanza un disco sobre ella de 1/2 cm de didmetro

un punto de interseccién de la cuadricula.

140 - © NARCEA - MEC
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Tomamos un cuadrado de la cuadricula

a este cuadrado.

y sea S el conjunto de los puntos interiores

Denotamos por A el conjunto de puntos de S de distancia a las esquinas 1/4 cm.

Asi si el centro del disco cae en S cubrird un
si y sélo si su centro cae en un punto de A.

Segin esto:

punto de interseccién de la cuadricula

A= sombreada‘

. l 2
p(a) =drea deA-=x~(z) T
drea de § 12 16
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Problema 4: Tres puntos a, b, ¢ de una
circunferencia se escogen al azar. Hallar

la probabilidad de que los puntos cai gan
sobre el mismo semicirculo.

i

Supongamos que la longitud de la .

circunferencia sea 2s»Denotamos por x
la Jongitud del arco ab en el sentido del

movimiento de las agujas del reloj y de-

notamos por y la longitud del arco ac en
el mismo sentido. Se debe cumplir:

0 < x < 2s

0 <y < 2s

L

K,\,\

(o



G

)

PEND N E T W S N N

Sea S el conjunto de los puntos de R para los cuales se cumplen las condiciones
anteriores: Sea A el subconjunto de S para los cuales se cumplen las condiciones -

- sigujentes:

) xy<s
iy xy>s
i) x<s,y-x>s

iv) y<s,x-y>s .

2s Ji:{“f[f ”

)’ | ﬂ

i A
el ! .

Entonces. A consta de aquellos puntos para los cuales se cumple que a, b, ¢ caen

_ sobre el semicirculo. Asi

p(a) =2rea de A _ 357

=3
drea de § 452 4

Problema 5: Dado un segmento cualquiera, hallar la probabilidad de obtener,. por
triseccidn, los tres lados de un tridngulo.

Entendemos por triseccién la eleccién de dos puntos al azar del interior del
segmento. Es evidente que no supone restriccién alguna identificar al segmento con el .
intervalo [0,1]. La eleccién de dos puntos en el segmento es entonces la eleccién de
dos niimeros tales que

x ¢ (0,1)
y £ (0.1)
X Fy.
La condicién necesaria y suficiente para que con tres segmentos
| | - —
0 p.4 Y 1
142 | © NARCEA - MEC |
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se pueda formar un tridngulo es
menor que I1a suma de 1os otros

y obtenemos:

Interpretando geométricamente estas condici

plano, resulta que los
de la figura:

1 1 1
x<y; 0<x<=; —X<{=; =<yl
<Y Tz YT 5y

1 1 1
X; 0Ky x~y<= —<{x<1
Y<x; Y 5 hd 31 3

ones, identificando (x,y) con un punto del
puntos que verifican la condicién pertenecen a la parte rayada

la probabilidad es por tanto:

© NARCEA - MEC
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b

que la longitud de cada uno de los segmentos sea
dos. Refiriendo estas condiciones a los nimeros x e .

C ¢

(



1.4///- y

u ' Problema 6: En una circunferencia se escogen al azar

tres puntos A, ByC. .

& Calcular Ja probabilidad de que los tres estén situados
en un mismo arco de 902

8 l ® IR 2R
: 2

* Supuesto elegido el punto A tomémoslo como origen

Y de medida de longitudes de arco en una circunferencia
“V que podemos suponer de radio 1.

2 s t El punto B se puede escoger de forma que la longi-

tud x del arco AB esté comprendida en

to, 21 (2%, 2n)

Elegido el punto B, la medida del arco AC verificara:

a) Si Osxs—g— entonces (}sys-;£ o bien X-mjzl +2Ws2 7

3n

by si ———2——SXSZTE se verificaré -—z_syszn: o bien Osys:ﬁ-5 2R

En consecuencia (%,y) ha de ser un punto de la parte rayada de la figura, cuyo 4rea es

L L
w2 2, 372
2 (T B ) 4
La probabilidad buscada es
32
4 _ 3
aw? 16

- Problema 7: Un tren llega a una estacién en un instante al azar del intervalo (0,T), -
- parando a minutos. A la misma estacién acude un autobiis al azar e independientemen-

te en el mismo intervalo y parando b mmutos ay b <T.

1) Calcular la probabilidad de que el tren llegue antes que el autobiis.
2) Determinar la probabilidad de que se encuentren.
3) Suponiendo que se encuentren enlae estacmn determmar 1a probabilidad de que el

tren llegue antes que el autobis.

- Interpretaremos el problema geométricamente.
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Sean x el instante de llegada del tren e y
el de llegada del autobiis.

1) Es la probabilidad del suceso x <y:

lav)

i

H
tof e

i

2) Es la probabilidad de 1a suma de 105

Sucesos:
, X. <y < xX+a
X Yy < X < y+b
luego
27 -2(r-a)2 Lre-lip_pyz (gip 7-1I (a?+p2)
pe_2 2 L2 2 - 2
T2 T2 T2
3)Es
Lol (pogy2 ar- L 52
po__ 2 2 _ 2

(a+b}T-%(a2+b2) (a+b)T——:2L-(a2+b2)

Contenidos implicitos de esta actividad

- Probabilidades geométricas

U}E %;[!\\dhk*h ]
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Actividad N° 18
Probabilidad dinamica

. Reglas del juego
Utilizando fichas, simular situaciones de problemas de probabilidad.

Materiales necesarios
Un gran ndmero de fichas.

" Etapas del desarrollo del juego

Embudos

é Si dejamos caer un gran nimero
de bolitas, perdigones, fichas, etc, en
los embudos A y B que aparecen ‘!V
A dibujados observaremos que ocurre lo
siguiente: ' ‘

Las posibilidades que tiene un ob-
/\ . Jjeto de ir por un camino u otro es
S igual en cada bifurcacién; como en
‘o | cada bifurcacién aparecen dos ramas, _
la probabilidad de que un objeto pase
por cada una de ellas es 1/2 en cada
cruce; expresado en porcentaje, el
50%. L2 3

1 5 Asi, si lanzamos 100 objetos por

‘el embudo A, esperamos que aproxi-

‘ _ madamente sean 50 los que salen por
¢l canal 1y otros 50 por el canal 2. Si los 100 lanzamientos los realizamos en el

embudo B, esperamos que aproximadamente 50 cajgan por el canal 1 y 25 por los
canales 2 y 3.

Supdn que ahora dejamos caer un montén de perdigones en cada uno de los em-

~ budos C, D y F. En estos casos, {qué proporcidn de perdigones esperas que salga por
cada canal?
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1234 56 78

Embudo C Embudo D

Laberintos

Se pone un robol en un laberinto y empieza a -

explorarlo. En cada bifurcacién es igual de proba-
ble que el robot continde por un camino que por
otro (excepto que no puede retroceder por el
mismo camino por el que ha llegado). Hay tram-
pas al final de los caminos. jEn cudl de las tram-
pas es mas probable que acabe el robot, 0 son
todas igualmente probables?

Imagina que repetimos la experiencia muchas
veces ;En qué proporcién de ocasiones caerd en
cada trampa? Resuelve, para cada uno de los labe-
rintos dibujados.

150 HD

Embudo E
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. gato, es comido por éste.
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Ratones

A).~ Se introducen doce ra- .
‘tones por la entrada del laberinto =N
de la’ figura, que tiene dos sa- "
lidas, una en la que hay un gato
y otra en la que se encuentra un
queso. Si el ratén llega a donde
esta el queso, se lo come y sale
libre, pero si va a parar a la
salida donde .se encuentra el

(Cudntos ratones se salva-

ran? ; Cuéntos serdn comidos por

el gato? ;¥ si hay 24 6 36 ratones? ;Cudl es la probabilidad de que el ratén se coma

“el queso? ;Cudl la de que sea comido por el gato?

B).- Un ratén se mueve entre dos
“habitaciones A y B. Si sale de A es
e e _L_ atrapado por el gato, mientras que
Gato ____ — L Trampa  si sale de B cae en una trampa,
como se ve en el diagrama. Inicial-
A B mente parte de la habitacién A y su
movimiento se realiza de la si-
guiente forma: de A a B con pro-

‘babilidad 3/4, de B a A con probabilidad 7/8. Hallar la probabilidad de que: a) lo coja
el gato, b) lo coja la trampa. ' -

C).- Un ratén puede estar en 6 posiciones |
(como se indica en la figura) de forma 1 2 3 4 3 6
que si estd en la posicién i, luego se

mueve a las posiciones i+1 o i-1 con probabilidades 2/3 y 1/3 1espectivamente, pero
si llega a las posiciones 1 o 6 queda atrapado en sendas trampas. En este paseo aleato-

1o, si el ratén parte de la posicion 3 determinar las probabilidades de ser atrapado en

las trampas 1y 6.

Estrategias

D}.- Un jugador necesita cinco millones de pesetas para pagai una deuda, pero solo

tiene un millén y su Banco no estd dispuesto a prestarle; decidé intentar conseguir la
canudad total jugando a cara o cruz con una estrategia audaz: en cada jugada se
apuesta una cantidad de dinero tal que si gana llegue de Ia forma mas répida posible

a su objetivo. Estudiar la estrategia a seguir por el jugador y calcular la probabilidad
que tiene de conseguirlo.



Vil. PROBLEMAS CON PROBABILIDADES

1) Ir_a dos fibricas. Un ingeniero trabaja en dos fabricas A ¥y B. Los dmnibus que lo Hevan a las

fabricas parten del mismo lugar. A las horas exactas sale el que o lleva a la fabrica A, y a las horas y

cuarto el que lo lleva a la fabrica B. Si sale de su casa sin preocuparse de la lora y toma el primer

dmnibus que llega, ;Cué! es la probabilidad de que llegue a cada una de las fabricas?
2) Nueva sociedad. Un grupo financiero estudia el lanzamiento de una nueva sociedad con una
+ inversién de § 500.000. De acuerdo a sus expertos, tres casos solamente pueden ocurrir:

e La sociedad se desarrolla rdpidamente obteniendo el 30% del mercado. Se tiene una ganancia de
$800.000 con una probabilidad del 10 %5

e La sociedad comienza normalmente obteniendo el 10% del mercade. Se tiene una ganancia de

$200.000 con una probabilidad del 70 %

e La sociedad clerra después de una tentativa infructuosa. Los expertos estiman al 20% la -

probabilidad de esta eventualidad.

i Cual es la ganancia esperada 7

Observacién. La ganancia esperada no corresponde a la ganancia de ninguna de las tres posibilidades.

Ella indica solamente la ganancia media que se obtendria con la hipétesis irreal que se podria ejecutar .

la Inversién un némero grande de veces. Esta medida permite tomar en cuenta la ganancia de cada
posibilidad futura teniendo en cuenta como peso la probabilidad de dicha realizacién. En otras

palabras, la ganancia esperada es la media aritmética (esperanza) de las ganancias de cada posibilidad,

ponderadas por su probabilidad respeciiva.

3) Oscar y sus dos tias. Oscar tiene dos tias a quienes visita cada viernes por la noche. Cada una de

ellas vive sobre la ruta de la linea de émnibus B, una en direccién sar v la otra en direccién norte.
Cada viernes, alrededor de las 7 de la tarde, Oscar camina hacia la parada y toma el primer émnibus’
que pasa, en una direccion o en la opuesta. En ambas direcciones la frecuencia es de 10 minutos. Al

cabo de algiin tiempo, una de las tias lama a Oscar reclamando que sélo habia ido una vez, mientra

que ha visitado 9 veces a su hermana. ;Cémo se explica esta?

4) Gracia de un condenado a muerte. En el lejano reino de Juegolandia, a los condenados a muerte se

les concedia la gracia de que su vida dependiera de que sacaran una bola blanca de una bolsa que

contenia 50 bolas blancas v 50 negras. "Pero en cierta ocacién, un reo pidié la gracia de que ge le deJara

distribuir las bolas de otro modo antes de hacer el sorteo. Tras algunas discusiones, se le concedid la

gracia y preparé dos bolsas: en una colocé una sola bola blanca; en otra bolsa colocd 49 blancas ¥ 30

negras. [ Cual resulté de este modo la probabilidad de sacar blanca?

5) Azar en el circulo. En el interior de un circulo se selecciona un punto al azar. Halle la probabilidad

de que el punto quede més cercano al centro que a la circunferencia.

6) Azar de un disco en una cuadricula. Se tiene una hoja cuadriculada con cuadrados de Lem x lem, Se

lanza sobre ella, al azar, un disco de 1/4 e¢m de radio. Halle la probabilidad de que el dise_o cubra un
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punto de interseccién de la cuadricula.

7} Un jugador arriesgado. Un jugador necesita cinco millones para pagar una deuda, pero solo tiene un

millén ¥ su Banco no esté dispuesto a prestarle; decide intentar conseguir la cantidad total jugando a
cara o cruz con una estrategia audaz: en cada jugada se apuesta una cantidad de dinero tal que si gana
llegue de la forma mas répida posible a su objetivo. Estudie la estrategia a seguir por el jugador y

calcule la probabilidad que tiere de conseguirlo.

8) Azar en una recta. Sobre una linea recta se seleccionan al azar los puntos a y b tales que:

2<b<0 y 0<a<3 .

Halle la probabilidad de que la distancia entre a ¥ b sea mayor que 3,

Definicién.— Dados dos niimeros positivos a y b, se definen la media aritmética MA y la

media geoméirica MG de la siguiente manera :

MA =2F0 ; MG = +/ab

9} (i) Demuestre que :

(2) MG < MA ; (b)) MG=MA @ a=h; @x(=) <%, v=xely.
(it) ;Cudl es el rectangulo de drea méxima que tiene por perimetro p?

(iif) La poblacién de la Argentina est4 dada en la siguiente tabla:

afio poblacién (en millones de habitantes)
1960 20
1970 23
1980 - 28
1990 33

" (a) Calcule las medias aritiética v geométrica de la poblacién de los afios 1960 y 1980. Compare los
valores hallados con los que nos brinda la tabla para el afio 1970.
{b) Idem (a) para los afios 1970 y 1990.
(c) Estime el nimero de habitantes que tendria la Argentina en el afio 2000, utilizando solamente los

datos de la tabla.

+ Observacién.— Los resultados obtenidos con la MA y la MG no son muy diferentes. En general, para
problemas referentes al crecimiento o decrecimiento de poblaciones la MG da resultados mas
|
aproximados a la realidad. Naturalmente que éstos son valores estimados, es decir, aproximados, pues

pueden ocurrir fendémenos (catastrofes, gran inmigracién o emigracién) que los haga variar.
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Viil. TRABAJOS PRACTICOS Y CASOS.

TRABAJO PRACTICO 1: Estrategias con urnas y bolas.

Una urna contiene « bolas blancas y 8 bolas negras; se sabe que o+ 8 > 3. Los jugadores AyB

Juegan un juego con la urna y las bolas. Se consideran dos estrategias:

(I) El jugador A toma al azar una bola de la urna. Si es blanca entonces él gana, en caso contrario

pierde;

(II) El jugador A toma al agzar una bola y la tira afuera de la urna sin mirarla. E! jugador B toma

entonces una bola negra. Luego, A toma otra boja de la urna. Si esta segunda bola es blanca entonces
A gana. En caso contrario, pierde.
(1) Calcule Ja probabilidad de ganar que tiene el jugador A en las estrategias Iy I1.

(i) ; Cu4l de las dos estrategias es preferible para el primer jugador A7

TRABAJO PRACTICO 2: El tren y el émnibus. Un tren llega a una estacién en un instante del

intervale (0,T) al azar, parando « minuvtos. A la misma estacién acude un émmuibus al azar,

independientemente del tren, en el mismo intervalo de tiempo (0, T) parando 8 minutos (con < Ty

B <T).
{i) Calcule la probabilidad de que el tren legue antes que el dmribus;
(ii) Determine la probabilidad de que se encuentren;

(ii) Suponiendo que se encuentren en la estacién, determine la probabilidad de que el tren llegue antes

que el omnibus;

{iv) Analice los resultados anteriores dando diferentes valores a o v a .

TRABAJO PRACTICO 3: E] duelo triangular. Tres politicos A, B y C deciden resolver sus diferencias

mediante un duelo a pistola bajo las siguientes reglas. Luego de sortear quien dispara en primer,

segundo y tercer lugar, los tres se ubican en cada uno de los vértices de un tridngulo equildtero. Se .

conviene que cada uno disparara un tiro por turno, continuando en el orden sorteado hasta que dos de
ellos queden fuera de combate. Cada uno puede disparar en la direccién que desee. Ademds, conocen

que las precisiones de tiro de A, B y C son de 100%, 80% y 50% respectivamente.

Suponiendo que cada uno adopta la estrategia mas favorable y que nadie muere a causa de una
bala perdida que no habia sido disparada contra él,
(1) ;Quién tiene mas chances de sobrevivir?

(i) ;Cuales son las probabilidades de cada uno? Demuestre que se tiene que:

i
-3

3 . B . -

L
Ll

(1ii} Suponiendo que C no dispara al aire, calcule las probabilidades de cada uno de sobrevivir.

(iv} Si la precision de C es del x% ;Cudl es el minimo valor de x que garantice la victoria a C?

Observacidn: dado que A ¥ B son los mejores tiradores, ambos trataran de eliminarsese €l uno contra el

otro, luego, la mejor estrategia para C es disparar al aire hasta uno A 6 B caiga. De este modo, C tiene

el primer disparo contra el sobreviviente con una chance del 50 % de vencer.
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TRABAJO PRACTICQ 4. La compafila X estd tratando de decidir sobre la compra de una maquina

nueva, la cual se utilizaréd exclusivamente en la fabricacién de cierto producto. Actualmente existen dos

miaquinas que pueden ser satisfactorias para el fin perseguido.

Si se compra la maquina A, se invertirdn $ 10.000 y se ahorraré $1 por unidad, en relacién con
el proceso de produccién que se utiliza en la actualidad. Si se compra la méquina B, se invertirdn
$60.000 y se ahorrardn 83 por unidad producida. Ambas méquinas tienen una vida 4til de 5 afios. Las
condiciones futuras del mercado son algo inciertas y se han resumido en las siguientes estimaciones

sobre la probabilidad correspondiente a un volumen total de ventas dado, para los préximos 5 aﬁos':

Ventas Tolales Probabilidad
(en unidades)
10000 ... .L. 0,10
20000 ... .. - 0,30
30000 ..., 0,40

40000 ... .. 0,20

Sin tomar en cuenta el problema de la actualizacién financiera de los ingresos futuros, ; cual es
la maquina que deberia comprar la empresa X7 ;Cudles son los ahorros es erados correspondientes a
q &

cada una de esas acciones alternativas?

CASO 1: Produccién Sptima de productos por semana. Se supone que la demanda D, por semana, de

« clerto producto es una variable aleatoria con determinada distribucién de probabilidades,
P(D=n)=p(n), n=0, 1, 2, .. . Supéngase que el costo para el proveedor es § C; por articulo,
mientras que él lo vende a § C,. Cualquier articulo que no se venda al término de la semana, debe
élmaceparse con un costo de § Cg por articulo. Si el fabricante decide producir N articulos al comienzo
‘de la semana, entonces:

(i} i Cuél es su utilidad esperada por semana?

! (if) ; Para qué valor de N es méxima la ganancia esperada?

(iii}) Se supone ademés que para la demanda aleatoria D es apropiada la siguiente distribucién de

' p!robabilidadeé:

' P(D:n}:%,nm,z,:a,zi,s.

Entonces calcule, en este caso, la expresion de la utilidad esperada por semana. Calcule el N optimo

para ¢l caso concreto de C; =3, C, =9, Cy=1
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CASO 2: Postres preparados. Un fabricante de postres planifica el lanzamiento de un nuevo tipo de
plan. Le ofrecen dos posibilidades:
o venderlo a un precio elevado para hacer un producto de prestigio;

e venderlo a un precio accesible (barato) para realizar una venta masiva y obtener una importante

ganancia por cantidad.

Su competidor principal tiene también un proyecto de este tipo, pero al presente no se conoce

todavia cudl sera su decision. Tres posibilidades del futuro pueden ser consideradas, y sus consecuencias

estan descriptas en el cuadro 1 siguiente:

Unidad: $10.000 precio bajo ($) precio elevado (&) | probabilidad del evento

No competencia (NC) 20 -2 0,50
Competencia con buena 5 25 0,20

reaccion del mercado (CBR)

Competencia con débil — 10 10 0,30
reaccidén del mercado (CDR)

(1} Represente el arbol de decisién correspondiente al problema del fabricante;

(ii) ; Cuél es la mejor decisién a tomar, y cuénto es su esperanza de ganancia (o ganancia esperada) ?;
(i) ;1Qué permite conbcer;con certeza, cual de las tres posibilidades del futuro ocurriri? En otras
palabras, cudl es el monto a pagar por la encuesta que nos permita pasar de informacién imperfecta

" (dada por el cuadro anterior) a informacion perfecta.

(iv) Un asesor externo, de quién se conoce la seguridad de sus estudios, propone sus servicios -para

prever la reaccién de la competencia y del mercado; las previsiones del experto estdn dadas en el -

siguiente cuadro 2:

RR RP| NC CBR CDR
RR: Reaccion real NG 0,50 0,10 0,10
RP: Reaccién prevista
CBR 0,10 0,70 0,20
CDR | 0,10 0,30 0,60

Observacién. Cuando hay competencia y se tiene una débil reacién del mercado (caso CDRY), el experto
preve:

NC en el 10% de los casos (probabilidad 0,10)

CBR en el 30 % de los casos (probabilidad 0,30)

CDR en el 60 % de los casos {probabilidad 0,60).

Si el analisis del experto cuesta $15.000 ; Conviene contratarlo?
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"CASQO 3: Curso de idioma. Una empresa lanza un curso de idioma por CD (discos compactos). La
demanda puede ser de 1000, 2000, 3000, 4000 6 5000 unidades. La creacién del curso costé $100.000. El

~ juego de CD) cuesta 8200 y se vende a $400. Como todos los CD & producir deben ser realizados en el

mismo momento, la sociedad debe decidir el niunero de cursos a producir. Por razones de prestigio, los

cursos ¢que no se pudieron vender, no pueden venderse en liquidacién.

I) Formulacién del problema. Fl problema puede ser representado por una matriz, en la cual cada fila
corresponde a una decision de la empresa, y cada columna corresponde a una posibilidad futura de
demanda. De acuerdo a los datos anteriores cologue en la interseccién de cada fila y cada columna el

beneficio (o pérdida} correspondiente {en unidades de §1.000 para facilitar las operaciones).

P Dy 1000 2000 3000 4000 5000

1000

2000

3000

4000

5000

D: Demanda de CD ~ P: Produccién de CD

II) A conlinuacidn se estudiaran varios criterios que permitirdn elegir la solucién adecuada:
1 ‘

(&) El criteric maximin. Su interés principal, ademéas de su simplicidad, reside en su éptica

conservadora: se elige la estrategia para la cual la ganancia minime es la mas grande posibie. Este
criterio tlene por objetivo principal dar una garantia: "se va a ganar al menos tanto”, o "se va a perder

a lo sumo tanto”.

Sea g(p;, dj) la ganancia obtenida para un nivel de produccién de p; unidades (i=1,...,5) y una

demanda de dj unidades (j = 1, ..., 5). Entonces
i
serd la ganancia més pequefia posible para la produccién p; dada {i =1, ..., 5).

' La estrategla maximin es la que maximiza estos minimos, es decir halla el nivel de produccién

pi de manera tal que se fenga

Max Min g(p;, ;) = Min g(p;, d;) -
1 J 3

Calcule la estrategia del criterio maximin, es decir ;Cuél es el nivel de produccién p; (i=1, .,

5) a elegir y la ganancia a obtener?
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(b) EI criterio maximax. Este criterio es, por el contrario, exiremadamente optimista. Se elige la

estrategia que aporta la mayor ganancia, en el mejor de los casos posibles. La estrategia p; a elegir es la

dada por
Max Max g(p;, d;) = Max g(p;, d;) -
1 J J

Calcule la estrategia del criterio maximax.

Observacidn: Este criterio es de un uso poco frecuente.

{¢) Criterio de Laplace. Se utiliza cuando la probabilidad de cada posibilidad futura parecé ser la

misma (constante) o que se ignoran sus probalidades. Este criterio consiste en elegir Ja estrategia que

maximiza la ganancia esperada, dando la misma probabilidad a cada posibilidad futura. La estrategia |

p; (i=1, ..., 5) a elegir es la dada por
G(pp = Ml?k G{p)

donde G(pi) es la ganancia esperada de la estrategia p; (con n posibilidades futuras con probabilidad

1/n cada una; en nuestro caso se tiene que n = 5), es decir:

Gp) = ) ey dy) -
=1

Calcule la estrategia del criterio de Laplace.

(d) Criterio del minimax (conocido también como del lamento o costo de oportunidad minimo, es decir

que sea minimo lo que se deja de ganar). o '

i

Se supone que se conoce a priori la demanda. Se busca hallar la estrategia qﬁe permita obtener
la mejor ganancia para esta demapda. En la columna correspondiente a esta dem_anda se reemplaza
cada ganancia por la diferencia entre dicha ganancia y la ganancia correspondiente a la'producciéﬁ
optimal para la demanda. Se obtiene de esta manera una tabla identificando, para la demanda dada, el

lamento o lo que se deja de ganar, correspondiente a una produceién no éptima para esta demanda.

Calcule la estrategia del criterio minimax.

Observacion: Ningin criterio es en si mismo, mejor que otro. Todo depende de la situacién en la que se

encuentre la empresa. El solo criterio que se puede, mas o menos, eliminar es el maximax.

IIT) Arboles de decisidn.

La empresa que lo edita tiene 6 posibilidades de accién:

no lanzar el producto (nunca debe olvidarse esta posibilidad nula);

producir 1.000 juegos de CDy

producir 2.000 juegos de CD;
producir 3.006 juegos de CD;
producir 4.000 juegos de CD;
producir 5.000 juegos de CD.

»
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Se distinguiran 5 estados posibles de demanda: 1000, 2000, 3000, 4000, 5000 juegos de CD.

Se supone que se ha realizado un estudio del mercado a fin de predecir mejor la demanda. La

encuesta ha producido los resultados signientes:

Demanda Probabilidad
1.000 0,10
2.000 0,30
3.000 0,40
4.000 0,15
5.000 0,05

{i) Represente el problema bajo la forma de un arbol de decisién ¥ distinga las 26 sitwaciones finales
posibles.

. (i1} Calcule, para cada decisién de produccién, la ganancia esperada:

Produceion (anancia Esperada
1.000
2.000
3.600
4.000
5.000

(iii) Reduzca el 4rbol reemplazande las ramas relativas a las diversas posibilidades de demanda por la
ganancia esperada que le corresponde. Por lo tanto, el problema fue Hevado a una eleccién entre las §
acciones posibles, cada una de las cuales tiene una ganancia esperada, con lo cual se puede eligir la

alternativa cuya ganancia esperada sea la mas elevada. ;Cudl es dicha alternativa?

(iv) Valor de la informacién.

En general, es muy interesante poder determinar cuanto més se podria obtener de ganancia

teniendo una mejor informacién sobre el futuro; de alli la necesidad de informacién adicional.

Se supone que se puede hacer una cierta publicidad del curso de idioma ¥ que se lo puede
vender por subscripcién, con lo cual se podrs producir conociendo la demanda por anticipado. Por lo

tanto, ; cunto se podria invertir en publicidad y en organizacién para que este estrategia sea rentable?

Se supone, para simplificar, que esto no modifica la demanda, pero permite solamente

predecirla. Bajo subscripcién, se producird exactamente la demanda.

(i) Calcule la ganancia esperada si se produce de acuerdo a la demanda obtenida (es el célculo de la

ganancia esperada con informacién perfecta).

Observacién. Por ende, considerando sblo la tabla de probabilidades para cada demanda se pudo

calcular anteriormente la ganancia esperada méxima (dada por $ 350.000 para una produccién de 3.000
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. CD). Por otro lado, con informacién perfecta, se pudo obtener una ganancia esperada de § 450.000. Por  *

lo tanto, Ja informacién extra para conocer la demanda exacta vale $100.000, es decir, es el monto

méximo que se podré pagar para el conjunto de gastos relativos a la venta por subscripcidn.
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“La importancia del

presentemodelora-
dica en el hecho de
conocercomo varia
el mercado perfodo
aperjodoycomose
estabiliza..."

‘Un modelo simple de fidelidad
de marca y sus consecuencias

o3 analistas de mercado se interesan

en la preferencia de un cliente hacia

una determinada marca, y en ! efecto

que tiene esa [idelidad o lealtad en la
participacidn de cada marca en el mercado de
un determinado producto.

En este trabajo se presenta un modelo sim-
ple de lealtad a la marca que corresponde aun
preducto dado P para el cual existen sdlo dos
marcas «M;» y «M,». Se realizan las siguientes
suposiciones (una probabilidad del 85% se ex-
presard mateméaticamente a través del nimerc
real 0,35%):

(S1)Uncliente gue compralamarca«M»en
un periodo determinado t tiene una probabili-
dada(con0<a<l)decomprarnuevamente «M,»
¥ una prebabilidad I - a de comprar la marca
«M,» (es decir, de cambiar de marca) en el

" perfodo siguiente t+1;

(82) Un clienteque compralamarca«M,» en
un pericdo determinado t tiene una probabili-
dad b (con 0<b<l) de comprar nuevamente
«M,» v una probabilidad 1 - b de comprar la
marca «M » (es decir, de cambiar de marca) en
el penodo siguiente t+1;

(33) Las probabilidades dadas anteriormen-
te en (31) ¥ en (52) no varian de pericdo en
periodo;

(54) El comportamiento del comprador de
una marcadepende sélo dela comprainmedia-
ta anterior y es estadisticamente independien-
te de las otras compras anteriores;

(55) En un determinado momento t {condi-
cién Iniqial del presente estudio) la marca «M»

tiene una porcién o (con 0 S o £ 1) del
mercado del producto P (en el sentido de las

Y

1 )
" |Marca comprada en el perfodo L+ 1

Marca comprada P P o

en el pariodo t ;
Marca «M » Marga «M»
Marca «M;» a ‘ 1-a
M «M_» 1-b b

\_ arca «M, )

probabilidades) y por ende la marca «M» tiene

_laporcidnrestante 1 -adel mercado del produc-
to P.

Observacion 1: De las hipotesis (51) v (52)
se desprende que los clientes de la marca «M,»
son mis leales que los de la marca «M» siy s6lo
si el porcentaje de los que compran la marca
«Mp en el periodo t y vuelven a comprar la

. marca«M,» en el siguiente periodot+ 1 es mayor

gue el porcentaje de los que compran la marca
«M» en el perfodo t y vuelven a comprar la’
marca «M;» en el siguiente periodo t + 1, lo cual
se e*ipresa matematicamente perla 51gu1ente
desigualdad: b » a.

Esta propiedad es también validareciproca-
mente, es decir, quelos clientes delamarca «M»
son més leales que los de lamarca«M,» siy sélo
sia>b.

Las dos hipétesis (S1) y (52) se pueden
resumir en la siguiente tabla:

Luego de presentar el modelo v sus hipbte-
sis, serd de mucho interés que se puedan res-
ponder las siguientes preguntas:

{1} ;Qué porcentaje del mercado del produc--
to P tendréan la marca «M» y lamarca «M,» en los
periodos de tiempo t+ 1, t+ 2, t+ 3, etc.?

{2) ;El mercado del producto P tiende a
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estabilizarse asintoticamente (es de-
cir, cudndo se deja eveolucionar el siste-
ma)?

(33 Silarespuesta a (2) es alirmati-
va, jcomo serd la convergencia: lenta o
rapida?

(4) ¢Las respuestas a las preguntas
anteriores (1) a (3} dependeran (y de

qué forma) o serdn independientes de o

la posici6n inicial del mercado del pro-
ducto P?

Observacién 2: Si el mercado del
producto P se estabiliza en la posicién
de equllibrio se tendrad que el ndmero
declientes que dejanlamarca «M1» por
lamarca «M2» quedara balanceado con
aguellos que cambian de la marca «M2»
hacia la marca «M1». ‘

Observacidn 3: La raspuesta alas

- preguntas anteriores es de suma im-

portancia para las empresas que pro-
ducen las dos marcas «MI» Y uMzn del
producto P, apesar de que en el mode-
losesupone que las empresas no reac-
cionan ante cambios del mercado (o
cual obviamente, no es cierto en la
realidad). Pero, el presente modelg le
brindard a las empresas la necesidad
de hacer algo ante un cambio de leal-
tad a su marca, pues si no reaccionan
(norealizannadaen el tiempo) sabran
lo quelessuceders, es decirel porcen-
taje del mercado que perderanl.
Se cbtiene el siguiente resultado:

Teorema: Si x_ representa el por-
centaje del mercado que tiene la marca
«M» al instante t_= t+n (por lo tanto,
y,=l-x representael porcentaje del mer-
cado que tienelamarca «M_» alinstante
t,) entonces se tienen los siguientes
resultades:

R} Se tiene la siguiente relacién queda
lavariaciéndex +1 (porcentaje del mer-
cado quetiene la marea «M,»alinstante
t.+1) en funcién de X

¢)) X, =l-b+@+b-Dx ,Ynxl,

con la condicidn inicial X, = a;

R2) El porcentaje x,,, de lamarca «M»

-+ SIGLO XXI-

del mercado del p-roducto Palinstante
t,., viene dado en funcién de los coeli-
cientes o, ay b de la siguiente manera:

@ _ oy
tp4r=(1-0) TR by

‘RI)EL porcentajex delamarca«M »del
mercado_del producto P al instante t,
converge al namero x € (0,1} cuando
n—+ce el cualno depende del coeficiente

¢ y viene dado en funcién de los coefi-

clentes ay b de la siguiente manera:

—-'a-
1=

Demostracién: La prueba de estos re-
sultados matematicos (que no se expli-
cftardn aqul) surgen de la utilizacién de
la teorfa de drboles de probabilidades,
serie geométrica y su suma, principio
deinduccién matemitica, Y. sucesiény
su limite.

Observacién 4: La relacién (2} da la
expresion de la sucesién (x), ., en
funcién delos parametros a, b y @ Sise
tiene el caso particular a+b-1=0 (b=1-a),
entonces se deduce que:

@
"n':h:‘g—_‘l(f:%)-:a » Ymnoz1,
que no depende del coeficiente o v del
namero de pericdos 0. Este hecho es
‘légicopuesalsera«b=1elmercadoests
dividido en dos porciones que no vari-
an: una porcién del mercado con por-
centaje «a» que compra la marca sMpny
la otra porcién del mercado con por-
centaje «l-a» que comprala marca M.

Observacién 5: Sise tiene e caso limite
en que a=b=1 (es decir, los clientes de
ambas marcas son leales al 180%) en-
tonces se deduce que:

&)

43 =Xp r Yo=Yy , Vo 21,

que indica que el mercado no varia y
permanece constante en la condicién

‘ﬁmmﬁnw

inicial, es decirx = o, y =l-o,Vn 2 1.

Observacion 6: Si se tiene el caso par-

ticular asb (ambas marcas tienen la. -

misma fidelidad) entonces se deduce
quex=0.50, es decir quelas dos marcas

«Mp y «M» compartiran el mercado en

partesiguales (el 50% paracadaunade
las dos marcas).

Observacion 7: St se supone que la _
sucesion (X»)n . lenelimite x, enton-,

ces éste puede calcularse de una ma-
neramas simple a través de la relacién
(1) pues al pasar al limite cuando
N+ +oe setiene que

®

x:l—b+(a-§-b—1) x

dedonde surge (3), perotiene elincon-

veniente de no poder dar una expre-
siéndex enfuncién denydelosotros
parametros del sistema: a, by e

Consecuencias del modelo:

I} El mercado siempre se estabiliza ¥
la convergencia es, en general, répi-
da (serd tanto més ripida como més
pequeiio sea el niimero la+b-1f); ‘
2) El resultado final, al estabilizarse
el mercado, no depende del coefi:
clente ¢ que indica cémo estaba com-
puesto inicialmente el mercado del
producto P con las dos marcas «Mpny
«M,n; L
J) Sia>D (la fidelidad de la marca

- «M,» es mayor que la de «¥,») enton-

ces el mercado evolucionaré al limite
x, dado por la férmula (3), siendo x
8.50; ‘

4) 3i a=b=1 (ambas marcas tenen el
100% de fidelidad) entonces el merca-

do no evoluciona y permanece slern-

pre constante con X, =o, y =I-0, Vn .1;
5) Si a=b (ambas marcas tiene igual
fidelidad) entences ! mercado evolu-
cionara al limte x=0.50 que indica que
cada marca tendrd ¢! 50% del merca-

do.

6) St a+b=1 (b=1-a) entonces el merca-
do sélo evoluciona en el primer perio-
do al pasar de x=u a x=a ¥y luego

O e e B O O O e O Y
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permanece siempre constante con
X,.,=3,y,= l-asbh,V¥ nz1:

‘Observacién 8: De las consecuencias 2
¥ 3 anteriores se deduce que la marca

que tenga mayor fidelidad obtendra
mas del 50% del mercado indepen-
dientemente de lo que poseia inicial-

mente

Ejemplo: Para tener un ejemplo de co-

- mo varia el porcentaje %, de la marca

«M» del mercado del producto P(ypor

'ende el porcentaje y =1-x_de la marca

«M,» del mercado del producto P) se
con siderard el siguiernite caso:

= 0,50 (el wercado esta dividide en
partes iguales entre las dos marcas)

~a = 0,80 (un 80% de los clientes de Ia

marca «Mon vuelven a comprar «M )
= 0,50 (un 50% de los clientes de la

m«;rca «M_» vuelven a comprar aM,»).

ra distintos periodos de tiempo, se de-
duce que:

x,=0,50 . %,=0,65,
%,=0,695 . x,=0,7085,
x,=0,7126 . x,=0,7138,.......
X=§ == 0,7143

7

(la marca «M» poseera el 71,43% del
mercado), conlocuala partir deitercer
perfodo {n=3) el mercado se encuentra
cercadel valor de estabilizacién con un
error menor al 1%, al ser xx, = 0,0058.

Allinal del trabajo, se presenta una
tabla con numerosos casos ¥ en cada
uno de ellos se explicitan: a=x,, a, b, x,,
Xy Ky X, X Xy X, ¥ X= hrioo Kyy

El ejemplo anterior se presenta co-
mo el primer caso.

Conclusion final:
La importancia del presente mo-

como varia el mercado periodo a peri-
odo y como se estabiliza (sl no se efec-

" tia ningln cambio o ninguna reaccion

por parte de las empresas que produ-
cen las marcas «M» y «M - Un estudio ‘
analogo paran marcas dana conclusio-
nes mas realistas, pero que no cambian
Ia filosolia de lo realizado.

Observaciones y consejos finales:

D El liderazgo en un mercado
puede durar poco si ingresa al merca-
do un nuevo competidor con mayor
lidelidad de marca;

Z) Debemos preguntarnos: ;Cual
¢$ la rotacién de nuestra cartera de
clientes?

3) Tal vez debamos preocuparnos
nmenos por aumentar nuestra partici-
pacién en el mercado. y mas por au-
mentarla fidelidad de nuestros clien-

Eaitonces, aplicando la f6rmula (2, pa- delo radica en el hecho de conocer tes actuales. [FEXTTR

- } ‘ TN

Xx1= alpha a b x2 x3 - x4 x5 X6 x7 x8 x=[im xn
0.5 0.8 0.5 0.65 0.695 0.7085 | 0.71255 0.?1:3765 0.71413 | 0.714239 0_‘71 4288
0.5 0.2 0.5 0.35 0.385 0.3815 | 0.38555 | 0.384335¢. 0.3847 | 0.38459 0.384615
0.5 . 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5 0.5
0.2 0.8 0.5 0.56 0.668 0.7004 0.71012 | 0.713036 | 0.713911 | 0.714173 | 0.71 4286
0.1 ‘0.8 0.5 0.53 l 0.65% -| 0.8977 | 0.70931 | 0.712793 0.713838 | 0.714151 | 0.714285
0.5 0.5 0.8 0.35 0.308 0.2915 0.28745 | 0.286235 | 0.285871 O.é857781 0.28:57'14
0.5 0.1 0.8 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 0.1 -
0.5 - 0.1 0.5 :" 0.3 0.38 0.348 0.3608 | 0.35568 | 0.357728 | 0.356909 '0.3571 43

' -.0.4 - 0.9 .9 0.42 0.436 _0.4488 0.45964 0.467232 § 0.473786 | 0.479028 0.5 -
6.3 ° 0.9 0.9 0.34 0.372 0.3976 | 0.41808 | 0.434464 0.447571 | 0.458057 05 -
0.2 . 0.9 0.9 0.26 - 0.308 0.3464 | 0.37712 | 0.401696 [ 0.421357 | 0.437085 05 -

. E?.OI1 0:9 0.8 0.1c8 0.1864 0.24912 [ 0.299296 | 0.339437 | 0.371549 | 0.39724 0.5 P

b3

@ - SIGLO XXI



-~ BIBLIOGRAFIA

o [CLGGLM] M.C. DE LA CRUZ LOPEZ - C. GONZALEZ GARCIA - J. LLORENTE

MEDRANO, ”Actividades sobre el azar y la probabilidad”, Narcea — MEC, Madrid (1993).
* [K1} 5.G. KRANTZ, "Techniques of problem solving”, American Math. Soc., Providence (1997).
s [Me] P.L. MEYER, ’Probabilidad y aplicaciones estadisticas”, Addison-Wesley Iberoaméric'ana,

Wilmington (1992).

o [Mi] R. MIATELLO, "Actividades investigativas en la ensefianza”, Revista de Educacion

Matematica, 12 (1997), 19 — 33.

* {SpBo] W.A. SPURR - C.H. .BONINI, "Toma de decisiones en administracidn mediante métodos
estadisticos”, Editorial Limusa, Mexico (1980). |

e [Ta] D.A. TARZIA, "Un simple modelo de fidelidad de marca y sus consecuencias”, Revista Sigllo
XXI, (1994), 3 No. 4 (1994), 23 — 25. |

o [Th} H. THIRIEZ, "Initiation an calcul économique”, Dunod, Paris (1987).

LY





