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SOBRE UNA NUEVA VARIANTE PARA EL
CALCULO SIMULTANEO DE COEFICIENTES
TERMICOS DE UN MATERIAL SEMI-INFINITO
A TRAVES DE UN PROBLEMA DIRECTO
O INVERSO DE STEFAN A DOS FASES

Domingo Alberto TARZIA

RESUMEN. — Se considera un cucrpo semi-infinito inicialmente en su fase solida a una temperatura
uniforme — C < 0 y al cual se lc inponc una temperatura constante B > 0 cn el borde fijo x = 0
para t > 0. Sec considera, sin pérdida de generalidad, que la temperatura de cambio de fasc 0°C y se
supone ademas, que las densidadcs de masa de las fases solida y liquida son iguales. Cuando el
coeficiente de conduccion térmica k, de la fase liquida ( y en forma analoga, el cocficiente de
conduccion termica de la fase solida k; ) cs desconocido, pucede plantcarse una nucva variante (de la
dada en Stampella—Tarzia, Int. J. Engincering Science, 27 (1989), 1407—1419) para el calculo
simultaneo de k, y un segundo cocficiente térmico desconocido correspondiente a la fase liquida, solida

o coeficiente que caracteriza la frontera libre que separa ambas fascs.

Esta determinacion es obtlcnida a través de un problema de frontera movil o libre del tipo de
Stefan a dos fases ( problema de [usion, cuando k, cs desconocido ) con una sobre-condicion sobre el
borde fijo x = 0 del malcrial de cambio de fasc de la forma 0, (0,t) = — H, t.l/’ yt >0, con
Hy > 0, donde 0, representa la teinperatura de la fase liquida. En la sobre-condicion no aparcce el
coeficiente k; y por ende la medicion cxperimental del flujo de calor es sustituida por la de la pendiente
de la temperatura en x = 0 caracterizada por el cocficiente H; , el cual debe ser calculado
experimentalmente a través de un proceso de cambio de fase con las condiciones iniciales y de contorno

dadas anteriormente. En los seis posibles casos ( de fusion ) con k, desconocido, se obtienen :

) i) Formulas analiticas para la determinacion simultanca de los correspondicnics dos

coeficientes térmicos desconocidos.

ii) Desigualdades universales, que relacionan los diversos parametros del material y de los datos

fisicos del problema en cuestion.
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En la segunda parte del trabajo y para el caso. en que k; (en lugar de k; ) sca el coeficiente
desconocido se estudia un problema de solidificacién teniendo presenle ademas la conveccion inducida
por el cambio de densidad de masa cn la transicion de fase solido-liquida ( es decir, p, # p, ). Se
explicitan los resultados correspondicntes a la delerminacion simultanca de k, y p, ( densidad de masa

de la fase liquida ).

ABSTRACT.— When the thermnal coefficient of a semi-infinite material is unknown, a new variant
(with respect to the one given in Stampella—Tarzia, Int. J. Engineering Science, 27 (1989),
1407—1419) for the simultaneous dctermination of some of its thermal coefficients can be stated. This
statement is attained by means of an inverse or direct two-phase Stefan problern with an over-

condition on the fixed face of the phasc change material.

Key words : Stefan problem, Frce boundary problein, Moving boundary problem, Unknown thermal

coefficients, Explicit solutions, Neumann solution.

AMS Subiect Clasgification : 35R35, 35C05, 35R30, 80A22, 80A23.

I.— INTRODUCCION.

Se considera un cuerpo semi-infinito, representado por x > 0, que inicialmente se encuentra en
su fase solida a una temperatura uniforme — C < 0 y al cual se le impone una temperatura
constante B > 0 en el borde fijo x = 0 para t > 0. Si se considera, sin perdida de generalidad, que la
temperature de cambio de fase es 0°C entonces se tiene un problema de conduccion del calor con
cambio de fase (conocido en la litcratura como problema de Stefan). En §II. y §III. se supondra que
la densidad de masa es constantc cn ambas fases, en cambio en §IV. se considerara el caso de

dcnsidades desiguales.

Cuando el coeficiente de conduccion térmica, por ejemplo, de la fase liquida k, es desconocido,
puede plantearse una nueva variante de la dada en [4] para el calculo simultaneo de k; y un scgundo
coeficiente térmico desconocido correspondiente a la fase liquida, solida o coeficiente que caracteriza la
frontera libre que separa ambas fases. El objetivo del presente trabajo s el de gencralizar lo realizado
en [7] cuando se consideran dos fascs del material. Esta detcrminacion es obtenida a traves de un
problema de frontera movil o libre del tipo de Stefan a dos fases (en nuestro caso, un problema de
fusién) con una sobre-condicion sobre ¢l borde fijo x = 0 del matcrial de cambio de fase de la forma
[6}:
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8 0,00 = — & >0

con Hy > 0 el coeficicnte que caracteriza el gradiente de temperatura en ¢l borde fijo x=0. En la
condicion (1) no aparece cl cocflicicnle ky y por ende, la medicion del flujo de calor es sustituida por la
de la pendiente de la temperatura en x = 0. Fl cocficiente I, debe ser calculado experitmentalmente a
través de un proceso de cambio dc fasc con las condiciones iniciales y de contorno mencionadas
anteriormentc. Esta variante resulta util desde el punto de vista practico. Numerosas relerencias sobre

la dcterminacion de coeficientes pucden encontrarse en (4, 8].

Se supone que la temperatura @ = 0(x,t) dcl matcrial esta definida de la siguiente manera :

0,(x,t) > 0 si 0<x<sft) , t>0,
(2) 0(x,t) = 0 8i x=s(t) ,t >0,
0,(x,tl) <0 8i x>st) ,t>0,

donde x = s(t) representa la interfase solida-liquida que scpara ambas fases.
Las condiciones, que se dchen satisfacer, cstan dadas por :

02_0202u=0» 0<x<st), t>0,

t
olt—a101“=0, X>8(t),t>0,

8(0) =0 ,

3) 0,(s(t)t) = O,(s(),t) =0, t>0 ,
Ky 0, (5(t)t) — ky 0, (8()4) = phs(t) , ¢>0 ,
0,(x,0) = 0,(+ool) = ~-C<0 , x>0, t>0 ,

0,(0,t)=B>0 » t>0 ’

I,

0,,(0,t) = — >0

donde el significado de los coeficicntes termicos ulilizados esta cxplicitado en la Nomenclatura. La
ultima ‘condicion es la sobre-condicion sobre el borde fijo x = 0 y las restantes son las clasicas de un

problema de Stefan.

Se pueden formular los siguicntes dos problemas segin la funcion x = s(t) sea, a priori,

desconocida (frontera libre) o conocida (frontera movil) :
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Problcma P, : Dados los datos experimentales B, C, l1; > 0 y los cocficientes térmicos k, , h,

Py €1y € > 0, e quierc hallar {0,(x,t), 05(x,t), s(t), k,} de mancra que se satisfagan las condiciones

(3).

Problema P, : Dados los datos experimentales B, C, Hg > 0 y la frontera de cambio dc fase
8(t) =20t con o > 0 (cocficiente conocido, que debe ser determinado experimentalinente) se
quiere hallar {Ul(x,t), 05(x,t), ko, } } donde j es un cocficiente termico tomado entre k; , h, p, ¢, , c,
(y por ende los otros cuatro coeficicntes scran considerados como dalos del problema) de mancra que se

satisfagan las condiciones (3).

En los seis posibles casos ( uno en el problema P, y cinco en cl problema P; ) se obticnen :

i) formulas analiticas para la determinacion simultinea de las incognitas en funcion de los
datos del problema, de funciones realcs conocidas y de uno o dos parametros que resultan ser la inica

solucion de ciertas ecuaciones (scgin sca el caso en estudio).

ii) desigualdades unive7alcs que relacionan los diversos parametros del material y dec los datos

del problema en cuestion.

iii) en algunos casos s¢ dctcrmina, adeinas, que el problema cs mal planteado al no existir

solucion cualesquiera scan los datos.

Parte de estos resultados fueron prcsentados cen el ‘Lercer Congreso Latinoamcricano de

Transferencia de Calor y Matcria, Guanajuato (Meéxico, 4—7 julio 1988).

1I.— SOLUCION DEL PROBLEMA P, .

Se obticne el siguiente resultado :

Teotema 1 .— Cualesquicra scan los datos experimentales B, C, Il > 0 y los cocficicntes

térmicos k,, h, p, c;, c; > 0 , el problema P, ticne una unica solucion dada por

) 66xt) = T—57ey (Re/o) — /20 $1) )

4 ii) 03(x,0) = B (1 - -&’5{—(2&—‘/‘3——”) ,

i) s(t) = 2 o 1,
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donde los cocficientes k, y o cstan dados por :

B?c
5 ka = 4 2 1 ,
( ) ? L "ui la(fz)

' B 1
(©) =Ty vr Ol

siendo £, > 0 la unica solucion de la ecuacion

(M Fx)=x, x>0,

'

f(x) = erf(x) = 2 I exp(—n?) du (funcion de error) , G(x) = I-‘(-;—) ,
0

®  Re=SREL | R =)

S() =17 ahy+ FO = B Fal) — b ) Fi(500)
Demostracion .— Substituycndo (4) en (3) y definiendo

®) =& =& ,ong=(5E)"(1=12),

21

se obtiene que los coeficientes k; y o deben satisfacer cl siguiente sistcmna de ecuaciones :

)2 exp(—67) - Spotgr RE) =1,

(10)

i) (€a) = g

Despejando a, de (10ii) y tenicndo presente que ky = p ¢, aj  se deduce (5). De (10ii) y (9)

se obtiene

(11) & = S(¢3)
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y por ende, de (9), se deduce (6). ‘I'enicndo cn cuenta (11), la ccuacion (10i) on incongnita ¢, ,

equivalente a la ecuacion (7) que tienc unica solucion debido a las siguicntes propicdades :

Fi0Y)y=1, ¥ (+o) =400 , F/(x)>0 ,¥Vx>0,
F,001) = 400 , Fy(+00) =0 , F,/(x) <0 ,Vx>0,

12 6eH=2% , GHoo)=0 , G'W<0 Vx>0,

SO07) =332 Stheo) =40, @ >0, Vx>0,

CF(OY) = +00 , F(+oo)= -0 , F(x)<0,Vx>0.

con lo cual se deduce la tesis. Adcinas, la unicidad de solucion se ticne por la unicidad de la solucion de
Neumann para el problema de Stcfan a dos fases con datos de temperatura inicial y de borde
constantes [3].

Ill.— SOLUCION DEL PROBLEMA P, .

En el problema P, pueden presentarse cinco diferentes casos, pues el segundo coeficiente
térmico desconocido (ademas de k, ) puede scr uno cualquiera elegido entre los cinco coeficicntes
siguientes : k, , h, p, ¢, , c5 . Se obticne el siguicnte resultado :

Teorema 2 .— (Determinacion simultanea de k, y k, ) : La condicion nesesaria para que el
problema P, con coeficientes desconocidos k, y k, tenga una unica solucion cs que los datos B, C, o,
Hg > 0 y los coeficientes termicos h, p, ¢, , ¢3 > 0 verifiquen kas desigualdades

B 2
(13) G(Ul) < W < -T;_- ’

donde w, = w,(C, 0, Hy, h, ¢, ,c;) > 0 esla Gnica solucion de la ecuacion

(14) W,(x) =0 , x>0,

con W, la funcion definida por la expresion siguiente :

Ccl+h x:
o llgcy

(15) Wy(x) = exp(—x?) ~
En tal caso, la temperatura csta dada por (4i,ii) y los cocficientes termicos desconocidos estan
expresados de la siguiente manera :
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(16) k, = ?

(17) k, -

donde €5 > 0 es la unica solucion de la ecnacion :
(18) (x) = i L x>0,

o Mg ix

y &, > 0 es la unica solucion de )a ccuacion :

o lljc,y

(19) a%;-)‘ = 'Chc, (—h—a— exp(—€3) — 1) , x>0,

con Q la funcion definida por la expresion siguicnte :

(20) | Q(x) = ¥F x exp(x’) (1 — (x))

Demostracion .- Si se sustituye (4) en (3) y se define €, y €, por (9) se obtiene (10i,ii). De
(9) se deducen (16) y (17). De (9) y (10ii) se obticne que £, satisface la ecuacion (18), la cual tiene

Unica solucion si y solo si los dalos satisfacen la desigualdad

(21) —i-v—“m—<1'.

De (9) y (16) se deduce que €, satisface la ecuacion (19), la cual, debido a las propicdades

(22) QoY) =0, QHxo) =1, Qx>0 ,Vx>0,

tendra unica solucion si y solo si cl scgundo miembro de (19) es mayor que 1, lo cual es equivalente a

que £, verifique la desigualdad

(23) {2 <w

donde w, es la unica solucion dc (14). Utilizando el hecho de que la funcién G es estrictamente

decreciente se deduce que existe un inico ¢, > 0, solucion de (19) si y solo si
(24) G(w,) < G(£3) = -ajl:—ﬁ'
La condicion (13) se obticne de (21) y (24).
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Para los cuatro restantes casos del problema P, , se cnunciaran los resultados due sc obtienen y

sc demostrara solo el caso de la deteriminacion simultanea de los cocficientes térmicos k, y h .

Teorema 3 .— (i) (Determinacion siinultanea de ky y ¢, ) : La condicion nescsaria y suficiente
para que el problema P, con coeficicntes desconocidos k; y ¢4 tenga una Gnica solucion es que los datos

B, C, o, Hy > 0 y los coeficicntes termicos h, p, ¢, , k; > 0 verifiquen la designaldad

(25) —.z—al—;-“;‘ <1

En tal caso, la temperatura csta dada por (4i,ii) y los cocficientes termicos desconocidos cstan

expresados de la siguiente manera :

@®  h=LpT (14t F(&)) aned |

(27) °:=7!ﬁ-o- (l+‘;,—|,—2:ﬁ;— F.(i’;)) &3 exp(€3)

donde £5 > 0 es la unica solucion de (18).

(ii) (Determinacion simultanesa de k; y b ): La condicion nesesaria y suficiente para quec el
problema P, con coefjcientes desconocidos ky y h tenga una unica solucion es que los datos B, C, o,
Hy > 0 y los coeficientes térmicos p, ¢, , ¢y, k, > 0 verifiquen las desigualdades

(28) Gw) < gy < ¥+

donde wy = wy(C, 0, Hy, p, k; , ¢, ,€3) > 0 es la tnica solucion de la ecuacion
(29) w?(x) =0 y X2 0 ’
con W, la funcion definida por la cxpresiéq siguiente :

Ck,
p“oCzUzaIG

Wi(x) = exp(—x?) - F(E) =
(30)

Wy0t) =1 , Wy(+0) = =0 , W,'(x) <0 . Vx>0.

En tal caso, la temperatura csta dada por (4i,ii) y los cocficicntes térmicos desconocidos cstan
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expresados de la siguiente mancra :

(31) k, = L‘—?;‘-’i i
13
(32) h=oll,c, —2ka)

&

. donde €3 > 0 cs la unica solucion dc la ecuacion (18).

(iii) (Determinacion simultanea de k, y ¢, ): La condicion ncsesaria y suliciente para que el
problema P, con coeficientes desconocidos k, y ¢, tenga una Unica solucion es que los datos B, C, o,

Hy, > 0 y los coeficientes térmicos p, h, c3 , k; > 0 verifliquen las desigualdades :

(33) G(w,y) < a—ul:—r? <%

donde w3 = wy(o, Hy, h,c;) > 0 cs la dnica solucion de la ccuacion

(34) Wix) =0 , x>0,

con Wy la funcion definida por la cxpresion siguiente :

Wa(n) = exp(—x) = o &,
(35)

W3(0+) =1 , Wy(Hoo) = —00 , Wy/(x) <0, Vx>0.

En tal caso, la temperatura csta dada por (4i,ii) y los cocficientes térmicos desconocidos cstan

expresados de la siguiente mancra :

. 2

(36) k=227,
&
.

(37) G = p ;2 f? [}

donde £, > 0 es la Gnica solucion de la ecuacion (18) y £, es la unica solucion de la ecuacion
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. ‘73 -
(38) V(x) = ”"°(";2§| AL w}(;e,) ,

x>0

con V la funcion definida por la cxpresion siguiente :
V(x) = x Fy(x)
(39)

vet)y =0 , VHo) =40 , Vix)>0 , Vx> 0.

(iv) (Determinacion simmltanca de ky y p ) : La condicion nescsaria y suficiente para que el
problema P, con coeficientes desconocidos k, y p tenga una Gnica solucion cs que los datos B3, C, o,
Hy> 0 y los coeficientes termicos h, ¢, , ¢, , k; > 0 verifiquen las desigualdades (13). En tal caso, la
temperatura estda dada por (4i,ii) y los coeflicicntes termicos desconocidos estan expresados de la

siguiente mancra :

k, &
40 k, = =21 SL
(40) 2 a@ ¢
k
(41) p=—— €&
g° ¢,

donde £, > 0 y &, > 0 son respectivamente la solucion de las ecuaciones (18) y (19).

Demostracign .— (ii) Si sc sustituye (4) en (3) y. sc define €, y &, por (9) sé obticne
(10i, ii). De (9) y (10ii) se deduce (31) donde £; > 0 cs la Unica solucion de la ecuacion (18) bajo la
hipotesis (21) (es decir, la segunda desigualdad de (28) ). De (10i) se deduce la expresion (32) donde la
funcion W, esta definida por (30). T'enicndo en cuenta que el cocficiente h debe ser positivo, sc ticne
la siguiente equivalencia :

h>0 o Wy(&)>0 & £ < wy &
(42)

¢ g = Galéa) > Glwa) .

por ser G, una funcion estrictamente decreciente, donde w, es la unica solucion de la ecuacion (18).

De (21) y (42) se deduce (28).

Observacign 1 .— Si el cocficiente k, es conocido entonces la idea de este trabajo (definido con

la constante Hy ) para la determinacion simultanca de coeficientcs térmicos de un material a través de
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un proceso de cambio de fase coincide con Ia dada cn [4] (definido con la constante hy ) a traves de la
relacion

(43) ' hog = ky Hg .

Qbeervacion 2 -— En el caso en que todos los coclicientes termicos del material semi-infinito
sean conocidos, entonces la condicion (1) (ultima condicion de (3) ) es superflua con lo cual la solucion
de Neumann para datos B y C vicne dada por (4), donde ¢l cocficiente ¢ > 0 , que caractcriza la

frontera libre s(t) , es la unica solucion de la ecuacion

(44) ‘ Ux)=x ,x>0 ,

donde U es la funcion definida por la expresion siguicnte :
_ B kz " C kl ) ¢
V) =~ F(&) - Sha o Rl
(45)

U(©0t) = 400 , U(+oo) = —00 , U(x) <0 , Vx> 0.

En este caso, el coeficiente 11, viene dado por :

(46) 0 2x’r %ﬁf(x;) >0
Reemplasando (46) en las dcsigualdades, previamente halladas y que dcben ser cicrtas para
cualquier material, se obtienen propiedades adicionales (en forma de desigualdades) que sonm. siempre

verdaderas y que pueden interprctarse como desigualdades para el coefliciente o (ver, por ejemplo,

[4,86)).

Observacion 3 .— Este trabajo simplifica, desde el punto de vista practico, los datos
experimentales requeridos para la aplicacion del metodo al reemplazar la medicion del flujo de calor

por la de la pendiente de la temperatura en el borde fijox = 0.

Observacion 4 .— Si la temperatura inicial es igual a la del cambio de fase, es decir C = 0,
entonces los resultados obtenidos aqui coinciden con los obtenidos en [7). Mas aln, para el caso (iv) del
Teorema 3 se obtiene : Si los datos B, o, Hy > 0 verifican la desigualdad (21), entonces existe un

unico elemento § > 0 solucion de la ccuacion (18). Si ademas, se satisface la condicion adicional :
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oy

(47) € exp(€?) = i

entonces existen infinitas soluciones k, y p , las cuales vienen dadas por la siguiente relacion (en caso

contrario, no cxiste solucion) :

(48) LI =2 02

lo cual resulta ser un complemento a la Observacion 7 de [7].

Si ¢l cocficiente desconocido es k; , en lugar de k, , entonces la variante explicitada
anteriormente puede tambien aplicarse cambiando ¢l proceso de fusion por el de solidificacion. A
continuacion se analizara este caso considerando adeinas la conveccion inducida por el cambio de

densidad de masa en la transicion de fase solido-liquido (es decir, p, # p; ).

IV.— SOBRE LA DETERMINACION DE COEFICIENTES TERMICOS CONSIDERANDO
EL CAMBIO DE DENSIDAD DE MASA.

Se considera cl problema de Stefan a dos fascs para un cucrpo semi-infinito que sc cncucntra
inicialmente en la fa.se‘liquida a una tempcratura D > 0 y quc en el borde fijo x = 0 esta sometido a

una temperatura — E < 0.

Si se tiene cn cuenta el salto de densidad en la interfase solido—liquida x = s(t) , sc supone

que la temperatura 0 = 0(x,t) decl natcrial csta definida por :

0,(xt) <0 si 0<x<st) ,t>0,
(49) o(x,t) = 0 si x=s() ,t>0,
0.,(x,t) >0 8i x>s8t) ,t>0,
y sc impone cn x = 0 una sobre-condicion del tipo (1), entonces la formulacion matematica del

problema vicne dada por :

a0, =0 0<x<st), t>0,

l'- '

(50) a3 Ogpy + Do P2 30, =0, x>, t>0,

0, ((U) = O,(:() =0 , >0,
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Ky 0y ((O8) — Ky 05 (5()8) = py hs(t) , t>0 ,

5(0) = 0

(50)  Oy(+oot) = 0,(x,0) =D >0, x>0, t>0 ,
0,08) = —E<0 , t>0 ,
mgmq:{% >0

Si el coeficiente k, es desconocido y teniendo en cuenta todo lo realizado anteriormente (para

no repetir calculos similares) se pucde planicar el siguicnte

Problema Py .— Dados los datos experimentales D, E, Il > 0 y la frontera movil s(t) =
2¢ yt con o > 0 se quiere hallar { 0,(x,t) , 04(x,t) , ky , py © p, } de manera que se satisfagan las

condiciones (50).

La temperatura viene dada por [1, 2, 3, 5] :

ﬂ@q=—m(|—ﬂ%%¥l),
, 1

(81) ’:(X,t)=-l—;—%€j‘(l(f;|¢|+—2ﬁ)—f(ﬁ))

P — P2

a k  \1/72 :
o=ty c=EHET L a=(Fg ) =4 (=12,

y los dos coeficientes termicos desconocidos k, y p, 6 p, deben satisfacer el siguiente sistema de dos

ecuaciones no-lineales :

i)_kﬁ":;l;q‘“l’( —'f?) __W%i%_ Fi(§) =0 ,
(52)
i) f{¢,) = "Q;TIE;TE—
donde
(63) fo=xaag £.=£;, f,:g;.



A continuvacion, se dara ¢l resultado correspondiente a la determinacion simultanca de los
coclicientes térmicon ky y p,y con la particularidad de que p, > py , es decir que se incluye a todos los

materiales exceplo al agua (la determinacion de k, y p, es similar a la anterior).

Tcoremna 4 .— La condicion necesaria y suficiente para que ¢l problemna P; con cocficicntes
desconocidos ky y py (con p, > p,) tenga una winica solucion es que los datos D, E, o, I > 0y los

cocficientes termicos h, py, ¢, , ¢, , ky vetifiquen las desigualdades

(54) Glws) < —a—“—';ﬁ < G(wg)

donde wg = wg(o, D, Hy, ¢, €3, h) > 0 cs la Gnica solucion de la ecuacion :

(65) Wi(x) =0 , x>0 ,

y wg = wg(o, D, Hy, ¢;, 5, b, p;, k) > 0 es la iinica solucion de la ccuacion :

(56) We(x) =0 , x>0 ,
con Wy y W, las funciones definidas por las cxpresiones siguientes :

h + D Cz x:

Wg(x) = exp(—x?) — oc 1,

(67)

We(X):cxp(—x')‘Tr_Cﬁ:ﬂ;_ (l'+ Q(aD:—:;—”') )

En tal caso, la temperature viene dada por (51) y los cocficientes térmicos desconocidos estan

expresados de la siguiente manera :

2

(58) k=0,
€

(59) P2 = "il"s"’"“;'z— ’
ki &o

donde £, > 0 es la unica solucion de la ecuacion :

(60) G(X)———' —;—ﬂl;';—ﬁ- ’ x>0 ’

y &, > 0 cs la Gnica solucion de la ccuacion :
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cHyc :
= w ’ ’
(61) Q-‘(lxj De, E%" 4(&1) x> 0‘
con W, la funcion definida por la expresion siguiente :

(62) Wo(x) = exp(—x') — gt &

Demostracion .— Teniendo en cuenta (51) y (53), la ecuacion (52ii) es equivalente a (60), la

cual tiene Unica solucion si y solo si el segundo miembro de (60) es menor que %_ , es decir

E
63 <1
(63) T H
Mediante diversos calculos elementales se deducen (58), (59) y

P2

(64) §2=3{6 » }=ape b

con lo cual la ecuacién (52i), con incognita £, , es equivalente a la ecuacion (61), la cual tiene nica

solucion &, > 0 siy solo si (ver (22))

gc, Hy

(65) Dec, §

Wié) >1 & § <ws
pues la funcion Wy verifica las siguientes propiedades
(66) W,0F) =1 , Wy+0)= -0 , W,'(x) <0, Vx>0.

Utilisando (60) y el hecho de que la funcion G es estrictamente decreciente (ver (12)), la
condicion (65) es equivalente a

(67) Gws) < gy

Por otra parte, utilizando (61) y el hecho de que la funcién Q es estrictamente creciente (ver
(22)), se tiene la siguiente equivalencia

(68) PL> P2 & &> v,l% & Q&) > Qe ,Iihﬂ-) &
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® W (&) < ,Dc‘cﬁ;' @ We(§) <0 & {>w @

&
o )
& _tr_HET < G(ws)

Como la condicién (68) implica la (63), debido a (22), las condiciones necesarias y suficientes
se reducen a (67) y (68), es decir (54).

Qbeervacion § .— Utilisando las definiciones de Wy , Ws y Q , se deduce que se tiene
We(ws) < Wg(wg)=0, es decir que

(69) wg < wg

con lo cual, la doble desigualdad (54) resulta ser coherente.

Qbservacion 6 .— El §IV. resulta ser una nueva variante de la dada en [5] para la
determinacion de coeficientes térmicos considerando el cambio de densidad de masa ( p, # p; ).
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NOMENCLATURA
a=al= —}t : difusividad termica, ¢ : calor especifico,
H, : coeficiente que caracterisa el gradiente de temperatura en el borde fijox = 0,
k : conductividad térmica, p : densidad de masa,
h : calor latente de fusion por unidad de masa,
s(t) : posicion de la interfase solido-liquida al instante t ,
t : variable temporal, x : variable espacial,
o : coeficiente que caracteriza la frontera movil o libre s(t) ,

0 : temperatura, ¢ = g : parametro adimensional,
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B>0,—-E<0: tefnperntnmen el borde fijox = 0,
— C < 0,D > 0: temperatura inicial .

Sub-indices : i =1 : fasesolida, i =2 : fasc liquida,
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