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por
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RESUMEN .

Se realiza una revisifn de una extensa bibliograffa scbre problemas de fronteramd
vil y libre para la ecuacibn del calor, y en particular sobre el problema de Stefan.
Se la analiza y se la clasifica en trabajos tefricos, numéricos, experimentales y de
posibles aplicaciones.

MUNE BIBLIOGRAPHIE SUR DES PROBLEMES A FRONTIERE MOBILE ET LIBRE POUR L'EQUATION DE
LA CHALEUR. LE PROBLEME DE STEFAN'. | ’

RESUME.

On fait une bibliographie d'une longue collection de travaux sur des probldmes 2
frontidre mobile et libre pour 1'équation de la chaleur, et en particulier sur lepro
bléme de Stefan. On en fait une analyse et une classification en travaux théoriques,
numériques, expeérimentaux et de posibles applications.,

“A REVIEW ON MOVING AND FREE BOUNDARY PROBLEMS FOR THE HEAT EQUATION. THE STEFAN PRO
BLEM".

ABSTRACT, : _

A review of a long bibliography on moving and free boundary problems for the heat
equation is done, particularly regarding the Stefan problem. It is analysed and clas
sified into theoretical, humerical and experimental papers and also those concerning
possible applications.

(*) Trabajo realizado en homenaje a los pioneros Lamé, Clapeyron, Neumann, Stefan
y demis investigadores en el 150° aniversario del nacimiento del problema del cambio
de fase [344].
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INTRODUCCION,

El problema del cambio de fase, conocido en la literatura como pro
blema de Stefan, nace con el trabajo de LAME-CLAPEYRON [344] al es
tudiarse la solidificacidn de un cuerpo semi-infinito que se encuen
tra inicialmente a su temperatura de fusi6én. Fue continuado con los
trabajos de NEUMANN [60, 99, 614] (no publicado) y de STEFAN [555,
: 556] , iniciidndose de este modo una 1linea de investigacidén que, por
sus diferentes aplicaciones y dificultades ya sea desde el puntode
vista tedrico o numérico, atraeri la atencidn de numerosos cienti-
ficos provenientes de diversas ramas, como ser la matemidtica, fisi
ca, quimica e ingenieria.

La recopilacién de los articulos que figuran en este trabajo tu
vo su origen con [572] en marzo de 1979 durante mi estadfa en el
Institut de Mécanique Théorique de 1'Université Pierre-et-Marie-Cu
rie (Paris) y parte en el IRIA (Le Chesnay) , y continuada enel Ins
tituto de Matemdtica '"Beppo Levi'' de la Universidad Nacional de Ro
sario (Rosario) con ediciones complementarias en agosto de 1979 y de
1980, las cuales han'pemitido la realizacidn de lapresente en 1981,
La bibliografia de este trabajo no es completa en el tema y puede
ser completada con las dos recientes [456 ,623]. En [456] se reali
za una revisidn sobre problemas de frontera libre para la ecuacidn
del calor teniendo como base unas 305 referencias. El presente tra
bajo puede considerarse como un complemento del realizado por PRI-
MICERIO [456], el cual es altamente recomendado para la bfisqueda de
las formulaciones matemiticas de los problemas tratados. Encambio,
en [623] se da solo una recopilacién de una extensabibliograffade
unas 800 referencias, la cual fue clasificada por computadora me —
diante el uso de palabras claves. Una bibliografia sobre problemas
de frontera libre (caso estacionario) muy general puede encontrarse
en [140] y lo relativo a problemas de conducciéndelcalor en [140,
§ 1.6] con wna discusién en [141].

Antes de comenzar con la revisidn y clasificacidn propiamente di
cha es preciso destacar los siguientes items:
i) Trabajos que presentan una bibliografia del orden o superiora
las 45 referencias: [21,48,148,153,195,208,246,327, 358,386,417,
420,455,456,479,505,517,572,623] .



ii)

iii)

iv)
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Libros dedicados exclusivamente al problema de Stefan: [148,488].

Simposios sobre problemas de frontera libre para la ecuacién
del calor y publicados en libros: [429 ,627].

Libros que tratan, en algunos de sus capitulos, el problema de
Stefan: [Q(p. 158-162), 99 (cap. 11), 130(cap. 7), 171 (cap. 5)
212(p. 61-62), 222(cap. 8), 313(p. 69-75), 330(cap. 8), 343 (p.
496-503), 367(p. 196-204), 372(p. 70-81), 383(cap. 11), 396(p .
91-96 , p. 121-125), 585(p. 283-288), 614(p. 118-122)].

Articulos de revisidn con sus correspondientes temarios:
1 [2] : E1 principio variacional de Biot y su ap11caC1on al pro
blema de Stefan unidimensional a una fase.

2) [5]: El método de los elementos finitos en el problema de Ste

fan bidimensional a través de la formulacidn en entalpia.

3)[14] : E1 método de las diferencias finitas para hallar laso

lucidn débil (formulacidn en entalpia) del problema de Ste-
fan unidimensional a dos fases.

4) [21] : Problemas de frontera libre para la ecuacién delcalor.

Presenta una revisidén de 157 trabajos.
5)[34] : E1 problema de Stefan en metalurgia.

6)[47] : La técnica de la formulacién con cuerpos ficticios en
el problema de Stefan unidimensional a dos fases. Compara -
cibén entre soluciones,

7) [48] : Comportamiento mecdnico durante el cambio de fase. Pro

piedades de ‘los materiales y comparacidn entre soluciones.

8) [79] : Los problemas de Muskat, de reacciones quimicas y de
Stefan unidimensional a dos fases.

9) [99,222,419]: Sobre el problema de Stefan unidimensional a
wa y dos fases.

10) [130:]: Diversos problemas de frontera libre para laecuacidn

del calor unidimensional.

11) [132]; Problemas quimicos y biolégicos (difusidén del oxige-

no en un tejido absorbente).

\
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12) [133] : Métodos basados en las diferencias finitas para elpro
blema de Stefan unidimensional a una fase. E1 problema de la
difusi6én del oxfgeno en un medio absorbente.

13) [148] : Sobre el problema de Stefan uni y multidimensional a
una y dos fases. Libro con 48 referencias.

14)[156] : E1 método de las diferencias finitas y su aplicacién
al problema de Stefan unidimensional a una fase.

15) [166] : Difusién del oxigeno en un tejido absorbente. E1 pro
blema de Stefan multidimensional a dos fases.

16) [198,201,202,203] : Problemas de frontera libre aunay dos fa
ses de un tipo general para la ecuacifn del calor unidimen-
sional. . ‘

17) [206] : Problemas de frontera libre unidimensional a una fa-
se para la ecuacién del calor no lineal: equivalencias entre
problemas de tipo implicito y explicito (del tipo de Stefan).

18) [211]: E1 método de las diferencias finitas en la difusién
del oxigeno en un medio absorbente a través de la inmovili-
zacidén de la frontera libre. |

19) [213]: Métodos numéricos para problemas de aleaciones (aco-
plamiento de la concentracidn y temperatura).

20) [216) : Diferentes métodos numéricos y analiticos para 1a re
solucién del problema de Stefan unidimensional a unay dos fa
ses: método de las diferencias finitas, métodos integrales e
integro-diferenciales, etc..

21) [225]: Problemas de frontera libre unidimensionales para la
ecuacién del calor. El problema de Stefanmltidimensional a
dos fases (formulacidn débil).

22) [229]: Sobre el problema de Stefan uni y multidimensionala
una fase,

23) EZ43 R 548:|: Métodos aproximados en el problema de Stefanuni
dimensional a una fase.,

24) [246] : E1 método del balance integral y el método variacio-
nal en el problema de Stefan unidimensional a una fase.



25) [300-_|: El método de los elementos finitos en espacio-tiempo
~en la resolucién del problema de Stefan unidimensional a una
fase,

26) [305) : Resumen sobre métodos numéricos conservativos (utili- |
zando el método de los elementos finitos en espacio-tiémpo)
para la resolucién del problema de Stefan unidimensional a mul
tifases que tienen apariciories y desapariciones de fases.

27)[313] : Problemas de difusi6n en sistemas con mis de una fase.
28)[327] : Sobre el problema de Stefan a una fase.

29)[329] : Regularidad de la frontera libre en el problema de Ste
fan multidimensional a una fase.

30) [330] : Sobre el problema de Stefan multidimensional a una fase.
31) [331, 625] : Solidificacién del acero.

32)[332] : Algunos métodos muméricos en la resolucién del proble
‘ma de Stefan,

33)[333) : Formacién de gotas por condensacién.

34) [334] : Problemas de frontera libre para la ecuacién del calor
Yy sus aplicaciones a: problemas con una interfase liquido-va
por, evaporacién o condensacién de una gota liquida, disolu-
cién de una burbuja de gas en un liquido, problema de Stefan .

35)[350] : La naturaleza de la regién del cambio de fase en el
problema de Stefan.

36) [358) : Problemas de frontera libre con la presencia de las fa
ses liquida y gaseosa. |

37)[372} : Sobre el problema de Stefan multidimensional a una y
dos fases.

38) [386] : Sobre el problema de Stefan unidimensional auna fase,
difusién del oxigeno en un tejido absorbente, filtracién de
un 1fquido en un medio poroso. |

39) [399] : E1 método de las lineas, su convergencia y su aplica-
cién a numerosos problemas de frontera libre para laecuacidn
del calor.
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40) [402]: M&todos numéricos de resolucién del problema de Stefan
uni y multidimensional.

41) [417] : Sobre el problema de Stefan unidimensional a unaydos
fases. Presenta una revisi6n de 146 trabajos.

42) [422]: Aproximacién del problema de Stefan unidimensional a
una fase y de la difusidn del oxfgeno en un tejido absorbente
mediante el método de los elementos finitos.

43)[423]: E1 método del balance integral en problemas de fusién.

44) [427] : E1 problema de Stefan a dos fases (formulaciones atra
v€s de ecuaciones integrales).

45) [428]: Problemas de aleaciones (acoplamiento de la concentra
cién y temperatura), problema de electroquimica.

46) [430:\: Aproximacién de la inecuacidén variacional correspon-
diente al problema de Stefan a una fase mediante el método de
los elementos finitos.

47)[455] : Problemas de frontera libre para la ecuacién del calor
unidimensional. Presenta una revisi6n de 115 trabajos.

48) [456] : Problemas de frontera libre para la ecuacién del calor.
Presenta una revisidn de 305 referencias.

49) 465 , 505] : Estabilidad de la interfase sélida-liquida.

50) [488]: E1 problema de Stefan uni y multidimensional aunay dos
fases. Aplicacidn a numerosos problemas fisicos.Libro con 201
referencias,

51) [489] : E1 problema de Stefan multidimensional: la formulacién
débil y el problema inverso.

52) [497] : Problemas de control éptimo en el problema de Stefan a
una y dos fases. Aplicacidn al problema de la colada continua.

53)[502] : Presentacién de dos problemas de frontera libre parala
ecuacién del calor y sus equivalencias con un problema de Ste
fan unidimensional a una fase.

54) [517]: E1 problema de Stefan uni y multidimensional aunay dos
fases. Presenta una revisién de 67 ti'abajos.
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55) [520] : E1 problema.de Stefan unidimensional a dos fases..Pre-
‘senta una revisién de 30 trabajos. ’

56) [521) : An&lisis del proceso iterativo en el problema de Ste-
fan unidimensional a una fase.

57) [524] : Comparacién de métodos numéricos en el problema de Ste
fan multidimensional a dos fases.

58) [577) : Formulacién matemitica del problema de Stefan unidimen
sional a una y dos fases.

OBSERVACION,
En la presente revisidn es preciso tener en cuenta:
i) Un trabajo puede estar citado numerosas veces.

ii) Si un método y/o resultado utilizado para el problema de dos fa
ses es vilido también para el de una fase, el trabajonoserici
tado en la clasificacién Correspondienté al de una fase si el
autor no lo expresa explicitamente.

iii) Los trabajos de revisién estan solo citados como tales, excep-
to [99,166,419,497,502] . Se recomienda, para el estudiode unte
ma especifico, tener presente los articulos de revisidn corres
pondientes,

iv) En general, los trabajos experimentales, estan solamente cita-
dos en ese item,

v) La bibliografia fue realizada por orden alfabético, excepto los
trabajos [62,63,104,183,210,643,644], lo cual es debido a un
error del autor.

ANALISIS Y CLASIFICACION,

El plan a desarrollar es el siguiente:

|. PROBLEMAS DE FRONTERA MOVIL PARA LA ECUACION DEL CALOR.
l.1. CASO UNIDIMENSIONAL,

1.2, CASO MULTIDIMENS IONAL.

. APLICACIONES FISICAS.

4. APLICACIONES A PROBLEMAS DE FRONTERA LIBRE.

.
W -

11, PROBLEMAS DE.  FRONTERA LIBRE PARA LA ECUACION DEL CALOR.
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i1.1. PROBLEMAS DE FRONTERA LIBRE DEL TIPO DE STEFAN.
II1.1.1. Caso unidimensional. - \
IT.1.1.1, A una fase (Métodos tedricos, numéricos y aplicaciones).
IT.1.1.2, Ados fases (Métodos tedricos, numéricos y aplicaciones).

I1.1.2, Caso multidimensional,
IT1.1.2.1. A una fase (Métodos tefricos, numéricos y aplicaciones).
I1.1.2.2, Ados fases (Métodos tedricos, numéricos y aplicaciones).

I1.1.3. Otras generalidades.

IT.1.3.1. Problemas de frontera libre con la presencia del estado
gaseoso,

I11.1.3.2, Trabajos experimentales.
I1.1.3.3. Interfase s6lida-1iquida.
I1.1.3.4. Otras aplicaciones.

i1.2, PROBLEMAS DE FRONTERA LIBRE NO DEL TIPO DE STEFAN.

I1.2.1, Difusi6n del oxigeno en un tejido absorbente.

II1.2.2., Flujo de dos liquidos immiscibles en un medio poroso.
I1.2.3, Filtracidon de un liquido compresible en un medio poroso.

I1.2.4. Impacto de una barra viscopldstica sobre un obstéculo ri-
: gido. : ,

I1.2.5. Reacciones quimicas entre dos substancias.

I1.2.6. Otros problemas de frontera libre para la ecuacidndel calor.
11.2.6.1. De tipo implicito.

11.2.6.2. De tipo explicito.

A continuacidn se realizard la clasificacidn y el andlisis de los
trabajos citados.

I) PROBLEMAS DE FRONTERA MOVIL PARA LA ECUACION DEL CALOR.

Los problemas de frontera mbévil son aquellos en los cuales el do
minio espacial de la/las funciones incégnitas es variable con el
tiempo mediante una ley de movimiento conccida a priori.

Se pueden dar las siguientes generalidades:

I.1. CASO UNIDIMENSIONAL.

Se pueden destacar los siguientes items: .
1) Soluciones exactas en (s(t) , +o) :[265,468,469,470] .
2) Soluciones exactas en '(sl‘(t) »S,(1)) [263] .
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3)- Soluciones exactas en (0,s(t)) para wa frontera mévil con’
ley de movimiento de la forma:
i) s(t) = A/t : [468,470] .
ii) s(t) = At : [279,348,468,469]

ii1) s(t) = AtT : [468] .
iv) s(t) = A+Bt: [242,563]
v)' s(t) = At2 +Bt: [265] .

vi) s(t) (At2+Bt+C)-"1r : [264,563]
vii) s(t)s'(t) = Cte : [349] . |
viii) otras leyes: [264,391,563]
4) Ecuacibn integral para la solucién exacta: [78,194,242,279,315,
317,588] . |
5) Método de inmovilizacitn del dominio: [150 ,391 562{]
6) Utilizacidn de transformaciones integrales:
i) Riemann-Mellin: [468,470] . ii) Laplace: [279] .
7) Resultados de unicidad: [194,196,204,373-376,391,454,593,629] .
8) Resultados de existencia: [194,196,204,315-317,373-376,391,454,
593] . |
9) Resultados de regularidad: [315- 317] |
10) Dependencia continua de la solucién respecto de los datos: [196].
11) Dependencia monStona de la solucidn respectode los datos: [44
191,195,196,629] . |
12) Utilizacién de teoremas de punto fijo: [194, 19@
- 13) Problemas con coeficientes témmicos: variables [373,376] , discon
tinuos sobre un ntmero finito de curvas [315-317].

14) Estimaciones: a priori sobre la solucidn [191] ,» para lacontinua
ci6én de soluciones [78].

15) Métodos aproximados para hallar la solucién: [391,593].

16) Método de las aproximaciones sucesivas: [196,316,588] .

17) Aproximacibn numérica: estudio de la convergencia [:196,303,592’3 R

 de la ecuacidn integral [78].

18) MEtodo de separaci6n de variables: [264]. o

19) Método de desarrollo en serie: [263,265,348,349].

20) Método de los elementos finitos en espacio-tiempo: [53,54 , 301-
303] . | |

21) M8todo de las diferencias finitas: [150,155,593].
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1.2, CASO MULTIDIMENSIONAL.
Se pueden destacar los siguientes items:

1.2.1, COORDENADAS ESFERICAS,
1) Soluciones exactas en (0,s(t)) para una frontera mbévil con ley

de movimiento de la forma:
i) s(t) = AVt : [643] ,  1i) s(t) = At : [346,348,643]

iii) s(t) (At2+Bt+C)i' : [264] , iv) s(t)s'(t) =cte : [349]
v) otras leyes: [266]
2) Solucién exacta en (s,(t),s,(t)) : [263] .
3) Método de separacién de variables: [264]
4) Método del desarrollo en serie: [263,348,34@ .

1.2.2, COORDENADAS CILINDRICAS.
1) Soluciones exactas en (0,s(t)) para una frontera mbvil con ley
de movimiento de la forma:

i) s(t) = AVt : [643) , ii) s(t) = At : [348]

iii) s(t) = (At2+Bt+C)% : [264] , iv) otras leyes: [265,266].
2) Solucién exacta en (s, (t),s,(t) : [263].
3) Método de separacién de variables: [264].
4) Método del desarrollo en serie: [263,265,266,348,349__] .

1.2.3. OTROS CASOS.
1) Solucién exacta: [265,266] .
2) Método de separacién de variables: [265].

I.3. APLICACIONES FISICAS.
Se pueden destacar las siguientes:

1) Formacién de una esfera o cilindro medlante la generac16n de un
calor interno: [643].

2) Problema con evaporacién: [391].

3) Problema con oxidacién: [15].

4) Distribucién de soluto durante una transformacién de fase: (279,
586 (se incluyen efectos de un campo eléctrico)].

5) Calentamiento de una pared conductora mediante una compresidn md
vil: {588]. |

6) Flujo de un liquido en un medio poroso: [204] .

7) Trabajos experimentales: [15].
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.4, APLICACIONES A PROBLEMAS DE FRONTERA LIBRE.

En numerosos problemas de frontera libre, segfn la metodologia

utilizada, es necesario emplear todos los conocimientos que se ten

gan sobre problemas de frontera mbévil. Estos son utilizados en los

. siguientes problemas de frontera libre y con el fin de obtener:

A)

1)

2)

3)

4)

5)
6)
7)

B)

)

APLICACIONES AL PROBLEMA DE STEFAN A UNA FASE,

Se pueden destacar las siguientes:

Soluciones exactas en coordenadas unidimensionales, esféricas y
cilindricas mediante leyes de movimiento de la frontera de la fo_1_~_
ma: s(t) = A+Bt [348], s(t)s'(t) = cte [349].

Estimaciones sobre la solucidn: independientemente de la fronte
ra libre [191], con flujo no lineal en el borde fijo [195].
Existencia de soluciones en el caso unidimensional con: tempera
tura o flujo variable con el tiempo en el borde fijo [55 y 197
(convergencia del método de las lineas), 535|, flujo constante
en el borde fijo [593 (convergencia del método de 1las diferen-
cias finitas)], coeficientes térmicos dependientes de la tempe-
ratura, tiempo y variable espacial |__37'ﬂ , calor latente depen-
diente de la temperatura y temperatura critica dependiente de la
posicién [519].

Unicidad de la solucifn en el caso unidimensional con flujo cons
tante en el borde fijo y coeficientes térmicos dependientes de
la temperatura: [155].

Frontera libre infinitamente derivable: [83].

Resoluciones numéricas: [24 (proceso iterativo), 53,479].
Existencia y unicidad de la inecuacidn variacional de un proble
ma relacionado al de Stefan unidimensional a una fase con calor
latente variable: [234].

APLICACIONES AL PROBLEMA DE STEFAN A DOS FASES.
Se pueden destacar las siguientes:
Existencia de soluciones en el caso unidimensional finito: solu

- cién clisica [88], flujo en ambos bordes [516],temperaturay flu

2)

3)

jo en uno de los bordes correspondientes [512].

Existencia de soluciones: [:374,375,376 (con una ecuacién mis ge
neral)] . |

Existencia de soluciones en coordenadas esféricas o cilfndricas
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con flujo en ambos bordes: [518].

4) Resoluciones numéricas: [54].-

5) Existencia y unicidad en un problema de frontera libre anflogo
al de Stefan: [282,283]. E

6) Una de las dos fases desaparece: [454].

C) APLICACIONES A OTROS PROBLEMAS DE FRONTERA LIBRE.
Se pueden destacar las siguientes:

1) Existencia y unicidad en el problema de Muskat: [186,187,235].

2) Estudio numérico en el problema de Muskat: [114]. |

3) Existencia en la determinacifn de nficleos esféricos en un esta
do 1fquido super-enfriado o bajo-enfriado: [425] .

4) Determinacidn de las tensiones térmicas en un cuerpo eldstico
semi-infinito en fusi6n: [561].

5) Propiedades en problemas de frontera libre para la ecuaciéndel
calor de tipo implicito: [204].

1I. PROBLEMAS DE FRONTERA LIBRE PARA LA ECUACION DEL CALOR,

Los problemas de frontera libre son aquellos en los cuales el
dominio espacial de la/las funciones incégnitas es variable conel
tiempo mediante una ley de movimiento desconocida a priori. Porsu
puesto, el desconocimiento de la frontera induce la necesidad ma-
temidtica de imponer nuevas condiciones a las funciones -incégnitas
las cuales dependerian del problema fisico en estudio. En general, la
nueva condicién a imponer se deduce del principio de conservacién de
la energia a través de la frontera. Dicha frontera resulta ser, en
consecuencia, una incbgnita suplementaria del problema.

La diferencia esencial entre los problemas de frontera mbvil y
libre radica en el hecho de la existencia de una frontera cuya ley
de movimiento es conocida en el primero y desconocida en el segun .
do, siendo en este caso una incbgnita mds del problema.

Los mnnérosos problemas de frontera libre para la ecuacidn del
calor pueden dividirse en dos grandes grupos, asaber: aquellos que
son del tipo de Stefan es decir, sobre la frontera libre existe una
condicién del tipo de Stefan (por ejemplo, para el problema unidi
mensional a dos fases esti dada por: klelx(é(t) yt) - kzezx(s(t) ,t)=



=Ls'(t),t>0) y aquellos que no son del tipo de Stefan.

.1. PROBLEMAS DE FRONTERA LIBRE DEL TiPO DE STEFAN.. -
El estudio de los problemas de frontera libre del tipo de Stefan

se dividirén, por motivos de conveniencia, en unidimensionales y mul

tidimensionales, y éstos a su vez en los de una y dos fases. Los pro

blemas con simetria cilindrica y esférica fueron incluidos en el ca
so multidimensional,

A)

1)
2)
3)

4)

.1.1, CASO UNIDIMENSIONAL,
«1.1.1. A UNA FASE.

Se darfin los métodos tebricos y numéricos utilizados, como asimis
las aplicaciones realizadas, a saber:

METO0D0S TEORICOS.
Se pueden destacar los siguientes items:
Planteo del problema para un cuerpo semi-infinito: [344].

Solucién exacta de Lamé -Clapeyron: [168,337,344,383,491,585,587] .

Propiedades de la frontera libre:
i) Expresifn aproximada del coeficiente que caracteriza la fron
tera libre: [99,383]. Cdlculo aproximado: [176].
ii) Comportamiento de la frontera libre cuando el calor latente
tiende a cero: [533].
iii) Desigualdad para el coeficiente que caracteriza la frontera
libre: [576].
iv) Estimaciones: [323,481].
v) Encuadramiento: [274,322,535].
vi) Comportamiento en t=0 : [89].

Coeficientes variables:

i) El calor latente depende de: la temperatura [519], la posi-
cién [453], el tiempo [139,532,534], la posicién y tiempo
[227,234].

ii) La conductividad térmica y el calor especifico dependen de
la temperatura: [383,440].

iii) La conductividad térmica depende de: la temperatura [37,408],

| la posicifn y tiempo [608], 1a posicién, tiempo y temperatu
ra [341,373].



iv)

V)

vi)
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La capacidad calorifica.y la densidad de masa dependen de la
posicién, tiempo y temperatura: [43,341,373,608].

Los coeficientes t&rminos dependen de la temperatura: [25,
46,120,121,155,587,606] . -

La temperatura critica o del cambio de fase depende de: la
posicién [519], el tiempo [532,534].

5) Condiciones de contorno:

6)

7)

8)

" 9)

i)

ii)
iii)
iv)

V)
vi)
vii)

viii)

ix)

La temperatua del borde fijo es constante: [8,168,337,344,
351,383,491,558,585,587] .

La temperatura del borde fijo es variable conel tiempo: [1,
53,89-91,93,197,208,218,228,244,250,274,322-324 , 393 , 412,
413,424,450,490,533-535] .

El flujo de calor en el borde fijo es constante: [42, 99,
155,157,184,185,249,274,337,405,420,421, 479,486,507 , 529,
541,558,593] .

El flujo de calor en el borde fijo es variable con el fiem
po: [24,43,83,94,101,185,197,221,227,234,274,342 , 373,407,

453,481,490,502,519,530-535,605,606 608]

Ley de Newton en el borde fijo: [42,99,314,325,337,393,507,
557-559,567,619] .

El flujo de calor es no lineal con respecto a la temperatu
ra en el borde fijo: [195,197,208,341,484] .

Ley de Newton sobre la frontera libre: [113,176 , 268 , 325,
500] .

Fuente de energia sobre la frontera libre: [1,8,26 , 43,46,
101,119-121,176,227,234,249,345,352,359,382,393 , 405 , 529-
532,534,605,606] .

La condicién de Stefan es no lineal: [560].

Problema eh un intervalo finito: [6,42,43,46,119,121,168 , 207,
345,360,449,507] . |

Problema con velocidad constante de la frontera libre: solucidn
exacta [193,337,481,587].

Método de la immovilizacifn del dominio: [1,9,24,26,40,119,121,
153,174,176 ,228,250,274,314,345,382,420,421,450,501,509] .

Método de semejanza o similitud: [40,168,250,337,344 , 383 , 408,
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440,481,491,576,585,587] .
10) Formulacién entdlpica (a través de la funcién de entalpia):
i) Planteo del problema: [481] . |
ii) Tiempo de fusién: [25].
iii) El calor latente depende del tiempo: [139].
iv) Los coeficientes térmicos dependen de la temperatura: |:2_5:| .

11) Formulacifn débil: aplicacién a la resolucién numérica por ele-
mentos finitos espacio-tiempo [53].

12) Método de las ecuaciones integrales: |
i) Ecuacidn integral equivalente: [218,322,341,484 ,490 , 530-
532,534,605] . Estudio de su estabilidad: [484].

ii) Para la frontera libre, teniendo en el borde fijo condicio
nes de: temperatura [89-91,93,197,218,274,323,393,533-535],
flujo de calor [42,43,55,83,94,101,155,184,197,274,342,373,
407,453,519,529-535,541,593,605,606] , flujo de calor no 1i
neal respecto de la temperatura [195], conveccién [42,393].

iii) Para la frontera libre y funcién incégnita: [1,113,509,510,
541] .

iv) Para la funcidn incdgnita (temperatura): [101,297 ,541:] .

v) Con conductividad térmica dependiente de la temperatura:
[408] . |

vi) A través de la: funcién de Green [113], transformada de La
place {139].

vii) Aplicaciones.al problema de: '"dos temperaturas" [29] , tiem
po final 6ptimo [602-604], 1a solidificacién de un liquido
en un canal o cavidad [385].

13) Convergencia de diferentes métodos muméricos:
i) Diferencias finitas: [157,208,227,323,324,382,424,509,593,
605,606,608] . A través del método de penalizacién [323 ,
324].
ii) Elementos finitos: [413,420,421]. Estudio de la estabili-
dad [413]. -
iii) Lineas: [55,197,240,393,608] .
iv) Argumento retardado para el caso s(0) =b>0 : [84,89,94,
195] . Convergencia de las soluciones aproximadas, para el
caso s(0) =0 , a través del caso s(0) =b>0.  [89,90,



vi)
vii)
viii)
ix)

X)
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93,94,221,322,407,535] .

Discretizacién de inecuaciones variacionales: [496] .
Aproximaciones sucesivas: [184,342,453,484,608] .
Truncacién: [479]. |

Desarrollo en serie: [250,567] .

A través de: soluciones aproximadas [557], un algoritmo de
semejanza [405] . : |
Utilizacidn de teoremas de punto fijo: [496] .

14) Utilizacidn de transformaciones integrales:
i) Laplace: [139,185,321,450,482,490] .
ii) Otras: [507]. .

15) Problema inverso:

i)

ii)

1ii)

iv)

V)

vi)

vii)

Solucifn exacta con frontera libre del tipo: s(t) =s o
s, t [348,587], s(t)s'(t) = cte [349].
Cilculo de la solucidn a través de: un desarrollo en serie

[244,281,483], una ecuacién integral de Volterra [463], una

representacién integral [281].

Unicidad de la solucién a través de: teoria de grupo [40],
una ecuacién integral de Volterra [463].

Existencia de una solucién a través de: teoria.de grupo [40],
convergencia de métodos numéricos [82,281,312] . Condicién
necesaria y suficiente para la existencia de unasolucidna
través de la minimizacién de un funcional [69].

Obtencién de resultados numéricos: [40,244,312,483] .
Frontera libre con velocidad constante: expresidn para pe-
quefios y grandes tiempos [405]. Ver también A-7).

Aplicaciones: a problemas de economia (de control ptimo) -

[192,464], al problema de Stefan a dos fases [98].

16) Resultados de unicidad:

i)

ii)
iii)

iv)

Por absurdo: [43,46,155,605,606] .

Por teoremas de punto fijo: [218,490,519,529,530,532 , 534,

5601 . :

Por:| ecuacidon integral equivalente: [218,322,341 , 484 , 490,
530,532,534,605] .

Por ecuacién integral: [155,184,509,510].

Por desarrollo en serie y ecuacién integral:[250].
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_ vi) Por estabilidad y dependencia continua y mon6tona de los
datos: [89 90,93,94,195,373,535] . |
v11) Por inecuaciones variacionales: para el problema de ""des
~ temperaturas' [29], para problemas de tiempo final 6pti-
mo [226].
viii} Por inecuaciones cuasi-variacionales:[227,234] .
ix) Por un problema equivalente de frontera libre para laecua:
cién del calor: [502].

17) Resultados de existencia: |
i) Por teoremas de punto fijo: [218,373,407,490,519,529,530,
532,534,560 .

ii) Por ecuaci6n integral equivalente: [218,322,341,484,490,
530,532,534] .

iii) Por ecuacibén integral: [184,250,342,407,408,486‘,509,510‘].

iv)' Por convergencia de diferentes métodos numéricos: [55,84,
89,90,93,94,157,184,195,197,208,221,227,240,250,322,323,
324,342,382,393,405,407,413,420,421,424,453,479,484,496,
509,535,557,567,593,605,606 60@ Para mayores detalles
ver A-13, '

v) Por métodos probabilisticos: [602-604] .

vi) Por inecuaciones variacionales: [29 (para el problema de
‘"dos temperaturas'),226 (para problemas de tiempo final
6ptimo), 496,497 . ‘

vii) Por inecuaciones cuasi-variacionales: [227,234].

viii) Por un problema equivalente de frontera libre para laecua
cién del calor: [507].

ix) Comportamienta y ejemplificacifn del miximo valor del tiem

po para el cual existe solucidn: [534] . |

18) Dependencia de la solucibn con respecto de los datos iniciales
y de contorno: 7 |
i) Dependencia montona para datos, en el borde fijo, de:
temperatura [89,90,322,535], flu;;o de calor [43, 46,94,
373,535 .
ii) Dependencia monftona para datos de fuente de energia SO-
bre la frontera libre: [46] .
iii) Dependencia continua para datos, en el borde fijo, de: tem
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23) Teoria de grupo: aplicaéién al problema inverso [40].

24) Otras
i)

ii)

caracteristicas:

Solucién exacta con fuente de energia sobre la frontera
libre: [530]. |
Generalizaciones en las ecuaciones y condiciones de con-
torno: [168,205,397,490,541] .

iii) Problema con: area seccional variable [364] , calor laten

iv)
v)

vi)

vii)

viii)

te nulo [345,534] . |

Clasificacién de puntos singulares: [207].

Cdlculo de la temperatura antes y después del cambio de
fase: [559] .

Problema con "'dos temperaturas'': planteo, resultados de
existencia, unicidad y comportamiento asintético [29] .
Condicibn que asegura la no refusidn de lo ya SOlldlflca
do: [G64 .

Determinacién de coeficientes. térmicos desconocidos: 576 .

ix) Encuadramiento de la temperatura: [250].

X)
xi)
xii}

xiii)
xiv)

Cédlculo de las tensiones témmicas en un: modelo elfstico
[583], modelo viscopléstico [471]. -
Cilculo del comienzo de la: fusi6n [42,43,46,119-121,345],
solidificacién [382].

Cdlculo del tiempo de: fusién [25,549] , solidificacién [557].
Formulacién conun: cuerpo ficticio [42] ,tercer cuerpo [486] .
Problema equivalente por transformacin de variable:[250) .

xv) Equivalencia con otros problemas de frontera.libre parala _

xvi)
xvii)

xviii)

ecuacién del calor: [502] .

Parfmetros independientes por andlisis dimensional:[337] .
Solucién con un criterio de control &ptimo: minimizacién
de la temperatura en el borde fijo [192,464] , la tempera
tura y la frontera libre son deseadas a un dado tiempo [314] .
Simulacién [557] y analogfa [337] el8ctricadel procesode
solidificacién.

B) METODOS NUMERICOS.

- Se pueden destacar los siguientes items:

1) Soluciones aproximadas: [26,359,360,507,549].

2) Método de las diferencias finitas:[6,25,26,123,139,157,208,249,
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276, 280 314,323,324,345 424 ,452,495,509,510,558 , 559 , 593, 605,
600] .

3) Método de los elementos finitos: en espacio [153 412,413 , 420,
421,495,497:] , en espacio-tiempo [53,30{] .

4) Método de las lfneas: [113,240,393,397,608] .

5) Método variacional: [37,38,244,351-353,457] .

6) Método de} balance integral: [1,8,119,174,176,212,245,249,268,

1269,295,449] .
7) Método del desarrollo en serie: [42,121,185,244,250 , 274 , 297,
' 321,345,359,360,383,440,449,,450,481,490,507,567,619] .

8) Método de perturbacién: [471].

9) Método de relajacién: [6]. |

10) M8todo de las inecuaciones variacionales. [29,153,226,237,294,
420,421,495-497,631] . | |

11) Método cuasi-estacionario: (99,120,481 549]

12) Obtenc16n de resultados mediante diversos métodos numéricos: so
luciones aproximadas [43,325,360,549,557], diferencias finitas
[6,25,26,123,139,157,208,249,276,280,323,345,42_4,452 , 509,510,
558,559] , elementos finitos en espacio [153,412,413,497], ele-
mentos finitos en espacio-tiempo [53], 1ineas [113,240,393] ,va
riacional [37,38,244,-351_-353,451] , balance integral [1 8,119,
174,245,249,268,269,295,449] , desarrollo en serie [121,360,440,
449,481,619 , perturbacién [471], relajacién [6], inecuaciones

- variacionales [294.495-493 , proceso iterativo [24 , 119,385,
500], solucién exacta [168], algoritmo de semejanza [405], trans-
formaci6n integral [507], ecuacién integral [385], funcién de
Green [113], funcién de entalpia [25,139,481], otros [583].

13) Comparacién de resultados tebricos o numéricos mediante diferen
tes métodos: [6,24-26,37,38,43,121,123,174,176,208,240,244,249,
268,276 ,294,325,352,353,360,412,449,451,452,481,500 , 507 , 557,
619,639] .

14) Comparacidn con resultados experimentales: [168,262{[ . Ver tem-
bién II-1.3.2 (Trabajos experimentales).

C) APLICACIONES.
1) Acumulacién de energia solar mediante materiales de cambio de

fase: [549] .
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2) Solidificacién de: metales [123], un 1liquido en un canal o ca-
vidad [181,385], un 1fquido super-enfriado [207,237], un flui-
do sobre una pared enfriada [26,557] .

3) Fusibn: de metales [113], mediante un flujo laminar sobre una
superficie plana [180]..

4) Derretimiento de un témpano de hielo: [638,639].

5) Interruptores témmicos: [269] .

6) Formaci6én de un s6lido sobre una superficie vertical: [352].

7) Volatilizacién mediante el incendio de polvos (explosivos): [560].

8) Con fuente de energia sobre la frontera libre: determinacién de
la corriente en un superconductor [509,510], problema de control
6ptimo [496,497] .

9) A problemas de control 6ptimo: con tiempo final ptimo [226,306,
602-604] , con minimizacién de la temperatura en el borde fijo
[192,46{] , con temperatura deseada [153,314,495] , con frontera
libre deseada [314,495] . |

10) A problemas: de estadistica (con calor latente de fusién nulo)
[534] , con calor latente de fusién pequefio [533) .

1) A problerﬁas con: sublimacidn [165_] , crecimiento rdpido y evapo
racidn ]:'541] , revestimiento por capas fluidicadas [1,26@ .

i1.1.1.2. A DOS FASES. : )
Se daran los métodos tebricos y numéricos utilizados, como asi-
mismo las aplicaciones realizadas, a saber:

A) METODOS TEORICOS. , _

En general se trabaja con un cuerpo semi-infinito, salvo mencién
contraria, como en A-6 (Caso finito). Se puedendestacar los siguien
tes items: '

1) Planteo del problema:
i) Para un cuerpo semi-infinito: [60,99,491,555,556] .
ii) Como caso particular de un cuerpo infinito: [60, 55{_5]
iii) Con acoplamiento de temperatura y concentrac16n (49,149,
569,594] . |
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2) Solucibén exacta de Neumann y algunas generalizaciones:

3)

4)_

5)

i) Solucién exacta para un cuerpo semi-infinito: [42,60,99,
115,292,362 (obtencidn de la solucién por un método equi-
valente al de la funcién de error), 383,491,547,561, 566,
570,574,585,587,614] . Solucidn exacta con desigualdad pa-
ra el flujo de calor [57{] .

ii) Solucién exacta con coeficientes térmicos iguales: [291 ,
362] . ,

iii) Solucibn exacta con el calor latente de fusidn incluidoen
el calor especifico de la fase liquida: [299] ..

iv) Solucién exacta con acoplamiento de la ecuacién de Navier-
Stokes: [261] .

v) Solucién exacta con acoplamiento de la temperatura y con-

centracién: [149,594] . |
vi) Solucién exacta en problemas de aleaciones: [569,581,582,
584,594] . |
vii) Generalizaciones al caso infinito: [60,99,292,298,299,362,
384) . |
viii) Generalizaciones a casos multifases: [64,68,84,99,106,109
(con fuente de energia interna), 431,432,599,615] .
ix) Problema equivalerite al de Neumann: [547,574_-].

x) Densidades de masa diferentes de las fases sélida y 1liqui

da: Ver A-23,

Propiedades de la frontera libre:
i) Estudio de la ecuacidn trascendente que define al coeficien
te que caracteriza la frontera libre: [60,383,574].

ii) Expresi6n aproximada [149,171,261,550] y cdlculo numérico
[115,149,292,299,528,547) del coeficiente que caracteriza
la frontera libre.

iii) Desigualdad para el coeficiente que caracteriza la fronte-
ra libre: [574] .

Coeficientes variables:

i) Los coeficientes térmicos son variables: [25,248,290,377,587]

ii) La temperatura critica o del cambio de fase depende de lapo
sicién: [457,458] .

Condiciones de contorno:
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i) La temperatura del borde fijo es constante: [271,458,564,
647} . Ver también A-2 (Solucién exacta de Neumanny algunas
generalizaciones). | | |

ii) La temperatura inicial y/o la temperatura del bofde fijoson
variables: [185,377,378,450,485,528,566,570] .
iii) E1 flujo de calor en el borde fijo es: constante [271,457,
487,641] , variable con el tiempo [42,185,374,375,377,574].
iv) Ley de Newton en el borde fijo: [289,290,377,457,567].
v) La temperatura es periddica en el borde fijo: [377,378].
vi) Fuente de energia sobre la frontera libre: [377].
vii) La condicién de Stefan es no lineal: [437].

6) Caso finito:
i) Aplicabilidad de la solucién de Neumann: [109,362,550].
ii) Solucidn exaéta del: caso de evolucién (362}, caso estacio
~ nario [12,573].

iii) Los coeficientes témmicos dependen de: la temperatura [45,
52,67,460,461,516,607,609| , la temperatura y posicién[628,
629], la temperatura, posiciény tiempo [17,44,64,68], 1la
posicién y tiempo [431], el tiempo [17].

iv) La temperatura del cambio de fase depende de la posicidn:
[459,467] .

v) Fuente de: energia sobre la frontera libre [44,394,607,628,
629], energia mévil [298]. |

vi) Condiciones de contorno de: temperatura en ambos extremos
[12,13,49,52,87,88,95,97,98,188,209,218,224,228,292,362 ,
376,394,414,426,459,460,462,617:] , flujo de calor en ambos
extremos [44,49,67,96,97,172,247,284,416,516,562,609,610,
629] , temperatura en un extremo y flujo de calorenelotro
[45,49,52,102,109,172,247,512,,514,515,629:] , flujo de calor
no lineal respecto de la temperatura en ambos extremos [17],
conveccién en ambos extremos [394,404], conveccién en un
extremo y flujo de calor en el otro [45], radiacién y con
veccidén en un extremo y flujo de calor en el otro [634].

vii) Encuadramiento de la: frontera libre[284] , temperatura[414].

viii) Equivalencia con un problema de Stefan sobre un cuerpo fic
ticio: [45].
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ix) Ecuacién integral para la: frontera librey temperatura [45,
404] , frontera libre [44,95,102,172,188,209,218 , 224 , 284,
394,426,512,516] . |

x) Ecuacién integral equivalente: [218,610] . N
x1) Presencia de multifases con condiciones de.contorno de: tem
 peratura en ambos extremos [68,228,431,432 ,599] , temperatu
ra en un extremo y flujo de calor en el otro [109] ,flujo de
~ calor en ambos extremos [64,416,607,628] .
xii) Otras caracteristicas: ecuaciones de un tipo mds general
[376,431], presencia de un tercer cuerpo [562], estabilidad
de la solidificacién [12].

7) Problema con velocidad constante de la frontera libre: [12,99,
292,437,482,555,556] . Estabilidad de la solidificacién [12] .

8) M&todo de la inmovilizacién del dominio: [284,375,377,37§] .

9) Método de semejanza o similitud: [42,60,63,64,68,34,99,106,109,

149,261,291,292,298,299,362,383,384,431,432,491,547,561,566,569,
570,574,581,582,584,585,587,594,599,614,615] .

10) Formulacidn entilpica:
i) Existencia y unicidad de 1la solucibfn de semejanza mediante

~ ecuaciones integrales: [63,547) .
ii) Resolucién numérica por el método de las: dif_efencias fini-
tas [25,52,67,480,547] , isotermas [106] .

“\

11) Formulacibn débil: ,
i) Resultados de existencia: [13,209,223,224,384,43]] .
ii) Resultados de unicidad: [209,223,224,384,431) .
iii) Dependencia continua y mondtona de los datos: [209] .
iv) Resultados de regularidad: la frontera libre es continua
[224] , es infinitamente derivable [209] . |
v) Comportamiento asintStico: [223,224,384] .
vi) Comparacién de soluciones: [223,224] .
vii) Resoluci6n numérica por el mEtodo de: 10s elementos finitos
[617] .

vili) Casos multifases: [224,437] .

12) Método de las ecuaciones integrales:
i) Ecuacifn integral equivalente: [485,587,589) .



—17 -

ii) Para la frontera libre, teniendo en el borde fijo ct;ndicig_
nes de: flujo de calor [374].

iii) Para la frontera libre con temperatura del cambio de fase
'dependiente de la posicién, teniendo en el borde fijo con
diciones de: temperatura [458], flujo de calor [457], ley
de Newton [457].

iv) A través del método de semejanza: [63,547].
v) Para la frontera libre en casos multifases: [84] .
Para el caso finito,ver A-6.

13) Convergencia de diferentes métodos numéricos:
i) Diferencias finitas: [13,64,68 426 ,599,607,609,610] .
ii) Elementos finitos: [414].
iii) Lineas: [17,394]. |
iv) Argumento retardado para el caso s(0) =b>0 :[95,96].
Convergencia de las soluciones aproximadas, para el caso
s(0) =0 , a través del caso s(0) = b>0 98] .
v) Aproxmacmnes sucesivas: [374,512,516 59§]
vi) Desarrollo en serie: [564,566-570] .

14) Utilizacién de transformaciones integrales: Laplace [149,528].
15) Problema inverso: solucién aproximada [52§ .

16) Resultados de unicidad:
i) Por absurdo: [17,44,459,51’2,514-516,607,609;610,628 ,629] .
ii) Por teoremas de punto fijo: [218,485] .
iii) Por ecuacién integral equivalente: [218,485].
iv) Por ecuacién integral: [458,547| .
v) Por desarrollo en serie: [569] .
vi) Por estabilidad y dependencia continua y monftona de los
datos: [84,95,96,98,102] .
vii) Por formulacién débil: [209,223,224,431].
viii) Por método de semejanza: [63].
ix) Para problemas con: intervalo infinito [221], densidades
~ de masa diferentes en las fases s6lida y 1iquidamediante
una transformacién en un problema con densidad c:onstante

[460] .

17) Resultados de existencia: \ :
i) Por teoremas de punto fijo: [218, 284 375,376 485]
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ii) Por ecuacién integral: [218,458,485,547].

iii) Por convergencia de diferentes métodos numéricos: [13,17,
95,96,98,374,394,414,426,512,516, 564, 566-570 599,607,609,
610] .

iv) A través de métodos de: semejanza [63 594, éntalpfia [547],
formulaci6n débil [13,88,209,223,224,431].
v) Para problemas con intervalo infinito: [221].

18) Dependencia de la solucidn con respecto de los datos iniciales
y de contorno: \
i) Dependencia monStona de la: temperatura [44,628,629], fron
tera libre [102,628,629] .
ii) Dependencia mondtona y continua: [95,96,98,209] .
1ii) Dependencia monftona para problemas con multifases: [84:] .

19) Resultados de regularidad:
i) La frontera libre es: mondtona [374], continua [224], con
tinuamente derivable [374} , infinitamente derivable (97,209,
376} , analftica [228,570].
ii) La solucidn débil es continua: [224] .
iii) La solucién es clisica: [87,88].
iv) La temperatura @ y la frontera libre s verifican las

estimaciones || ”L Q=< G || e ”L ) y |Is’ ”Loo <cq:

[18g] .

20) Comportamiento asintético:
i) Convergencia uniforme en la variable espacial mediante la
formulacién débil: [224] .
ii) Para el caéo_ finito con datos en ambos extremos de: flujo
de calor [96] , temperatura [95] .

iii) Para el caso semi-infinito con temperatura del cambio de fa
se dependiente de la posicidn y con datos en el borde fi-
jo de: temperatura [458], flujo de calor [457], ley de New
ton [457) .

iv) Para el caso infinito: [221,384] .

21) Acoplamiento de la temperatura con la concentracidén: [49,149,
569,594].

22) Utilizacidn de la ecuacién hiperbdlica del calor:
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i) Planteo del problema y solucién: [494].
ii) Comparacién con la solucién de Neumann: [494].

23) Densidades de masa diferentes de las fases s6lida y liquida:
i) Solucién exacta: [99,100,111,147,149,171;287;299,579,584,'
594] .
ii) Expresién aproximada del coeficiente que caracteriza la
frontera libre: [149,171].
iii) Solucién aproximada mediante: método grafico [380] , méto
do de perturbacién [377], desarrollo en serie [564,568].
iv) Realizaci6n de cdlculos numéricos: [287,299,579,594] . Com
paracién numérica del efecto de las densidades desiguales
[280,584] .
v) Acoplamiento de la: temperatura y concentracidn E49:] , con
duccién del calor con ecuacibén de Navier-Stokes [287] .
vi) Utilizacién del método de semejanza:[9] .Ver también (23i)
(Solucidn exacta).

vii) Aplicabilidad de la solucién de Neumann: [299,579,594) .

viii) Aplicacién a problemas con: aleaciones [584], multifases
[628].

ix) Coeficientes témmicos variables: [111,460-462] .

x) El efecto del calor latente de fusidn estd incluidoenel
calor especifico de la fase liquida: [299].

xi) Estabilidad de la interfase sdlida-liquida: [596] .

xii) Transformacién del problema con densidades desiguales en
otro con densidades iguales: [460-462]. Resultados de uni
cidad para el caso finito [460) .

xiii) Si la temperatura del cambio de fase es constante y si
ko/c es constante en las dos fases, el problema puede trans
formarse en otro que tiene todos los coeficientes térmi-
cos iguales en las dos fases: [462]. |

Xxiv) Si kp es constante en las dos fases, el problema puede
tratarse como si fuese con temperatura del cambio de fa-
se constante: [462].

24) Problemas con multifases:
i) Solucién exacta: [99,109,615 .
ii) Método de la inmovilizaci6n del dominio: [64,68,228,599].
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iv)

i

Resultados de unicidad: [68,84,224,431,432,628].
Resultados de .existencia: [64,68,84,224,431,432,599].
Formulacién débil: [224,431,432].

vi) Ecuacibn integral para las fronteras libres: [224].
‘ vii) Comportamiento asint6tico: [224].
viii) Resultados de regularidad: las fronteras libres son conti

ix)
X)

xi)

xii)

nuas [224] y analiticas [228].

Dependencia mon6tona de los datos: [84,628].

Convergencia delmétodo de diferencias finitas: [64,68,599].
Utilizacién del método: del argumento retardado [84], de iso
termas [106], de entalpfa [106].

C4lculos numéricos: [106].

- 25) Problemas anflogos al de Stefan unidimensional a dos fases sinla
continuidad de la funcién incdgnita sobre la frontera libre:

i) Dos fases conductor‘as de una substancia que no estén enper
fecto contacto témmico: [282,283:].
ii) Difusién de la humedaden unmaterial poroso: [282,542,543;_] .
iiji) Resultados y técnica utilizadas: resultados de existenciay
unicidad [282,283,392,542], sistema de ecuaciones integra-
les equivalente [542], teoremas de punto fijo [542], siste
| ma de ecuaciones parabdlicas cuasi-lineales [392], método de
semejanza [392]. |

26) Otras caracteristicas:

i)
ii)
iii)

iv)

Vi)

Presencia de un tercer cuerpo: [485,487].

Modelo matemitico de la ablacién del teflén: [122].
Problemas con fuente de energfia mévil: [298].
Desaparicién de una fase: [96].

Resultados de comparacién basados en propiedades del mate
rial: [62]. -
Estabilidad de la solidificacién a través del nimero deMa

. rangoni: [1Z].

Célculo del tiempo de comienzo de la: fusién [44,45], so-
lidificacién [42,49].

Célculo: del tiempo [25 y de 1a velocidad [388] de.fusién.
Presencia de las tres fases con solucién exacta: [589].
Diversos problemas con la presencia de las fases liquiday
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gaéeosa con soluciones exactas: |: 147] .

xi) Aplicabilidad de la solucién de Neumann mediante el ané-
lisis de la importancia de la conducci6n de calor sobre
la conveccién en la fase 1liquida: [579].

B)  METODOS NUMERICOS.
Se pueden destacar los'siguientes items:

1) Soluciones aproximadas: B4,45,267,383,528,550] . Aproximacién de
un problema con coeficientes variables mediante unprocesode m
capas [290].

2) Método de las diferencias finitas: [13,25,52,64,67,68,122,172,
217,236,248,280,284,326,354,378,388,419,426,480,528,547,599,607,
609,610] .

3) Método de los elementos finitos: en espacio [:125,41{] , €n espa-
cio-tiempo [617]. Discontinuidad en la temperatura [617], esta-
bilidad [414:] .

4) Método de las lineas: [17,292,394].
5) Método variacional: [267,634].

6) Método del balance integral: [109,247,289,290,416,552 , 564,579,
647]. Aplicaciones a aleaciones [416,581,582,584], a casos mul-
tifases [109]. | '

7) Método del desarrollo en.serie: (42,45 ,49,185,241 ,450,564,566 -
570] .

8) Método de perturbacién: [377,378,562] .

9) Método de las isotermas: [106].

10) Método de Monte Carlo: [271].

11) Método grafico: [380].

12) Obtencidn de resultados mediante diversos métodos numéricos: so
luciones aproximadas [267,528,550] , diferencias finitas [13,25,

. 52,122,172,217,236,248,280,284, 326,354,378, 388,419,426 ,480,528,
547) , elementos finitos [125,414 ,617] , variacional [267,634],ba
lance integral [247,289,290,416,564,579,581,582,584,641], desa-
rrollo en serie [49], perturbacién[377,378,562],isotermas[106],
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Monte Carlo [271], gréfico [380], soluciones exactas [42,111,115,
149,287, 298,299,362,582,584,594,615] , funcién de entalpfa [25,
52,67,102,480,547]. Cilculo del tiempo [25] y de la velocidad
[388] de fusién.

13) Comparacién de resultados teSricos o numéricos mediante diferen.
tes métodos: [25,52,125,172,248,271,289,290,354,362 , 377 , 378,
380,419,528,547,562,582,594,615,617,634,641] .

14) Comparacién de resultados con densidades de masa de las fases
s6lida y 1fiquida iguales y desiguales: [111,280,380,584].

15) Comparacibén con resultados experimentales: del propio trabajo
[122,416,562], de otros trabajos [564,594] . Ver también II.1.3.
2 (Trabajos experimentales). |

C) APLICACIONES. |
1) Acumulacién de energia solar mediante materiales de cambio de fa
se: [550].

2) Formacién de cristales de hielo: [564].

3) Fusidn de una pared conductora mediante una compresifn mévils
[589 (solucién exacta)]. |

4) Problema de la soldadura: [13].

5) Determinacién de las tensiones témmicas en un: cuerpo eldstico
en fusién [561], cuerpo elasto-pldstico en solidificacién [42].
6) Procesos de transporte de masa: [241].

7) Problema en un medio poroso conun proceso de evaporacién: [267].

8) Problemas con la presencia de aleaciones: [416,569,581,582,584 ,
594,615].

11.1.2, CASO MULTIDIMENSIONAL.
I.1,2,1, A UNA FASE.

Se darin los métodos tebricos y numéricos utilizados, como asi-
mismo las aplicaciones realizadas, a saber:

A) "METODOS TEORI COS.
Se pueden destacar los siguientes items:
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1) Problemas con simetria ¢ilfndrica:
i) Soluciones exactas: [99,565].
ii) No linealidad del problema: (447},
iii) Fuente de energia sobre la frontera libre: [114,270].
iv) Ecuacién integral para la temperatura con conveccién sobre
la frontera libre: [114].
V) Se tiene en cuenta la conveccién natural en la fase 1iqui-
da: [553]. |
vi) Utilizacitn de: transformaciones ihtegrales [508] , funcidn
de Green [114], funcién de entalpfa [25,137].
vii} Cdlculo del tiempo de fusibn: [25].
viii) Soluciones aproximadas: [383,442,503,508,549]. |
ix) Utilizaci6n del método: cuasi-estacionario [511,621}, ite-
rativo [337, 508, 525, 537], del desarrollo en serie [337,
442,508,525] , -de perturbacién [379,473], del balance inte-
gral [249,270,449,522), de diferencias finitas [7,25,27,249,
498,503,553,558,565) , de relajacién [7,627], de la funcién
de Green [114].
x) Obtencién de resultados numéricos:[7,25,27,114,137,249,270,
337,379,442,449,473,498,503,508,511,525,537,553 , 558 , 565,
621].
xi) Comparacién de resultados tebricos o muméricos mediante di
ferentes métodos: [7,27,137,249,449,498,508,511,537,565] .

2) Problemas con simetrfa esférica:
i) Soluciones exactas: [99,346,347,565].
ii) Generalizacibn de ecuaciones y condiciones de contorno: [397].
iii) Resultados de existencia y unicidad: [21§].
iv) Acoplamiento con la ecuacibn de Navier-Stokes: [288].
v) La frontera libre es monStona: [218].
vi) Fuente de energia sobre la frontera libre: [173,267].
vii) Cdlculo del tiempo de comienzo de la fusi6n: [26Z].
viii) Utilizaci6n de: transformaciones integrales [508,644], fun-
ci6n de Green [173], ecuaciones integrales [173,262(para la
frontera libre)] . | |

ix) Frontera libre a velocidad constante: solidificacién [346],
fusi6n [348].
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Xx) Problema inverso con frontera libre del tipo: s(t) =s ot si t
[346,348] , s(t)s'(t) =cte [348], otras leyes [347]. So-
lucién por serie [348,349,483],

xi) Soluciones aproximadas: [383,508,549].
xii) Utilizacién del método: iterativo[262,538], del desarrolloen
serie[262,297,337,508,538,630] ,de perturbacisn[438,439,473],
de ortogonalizacifn [288], del balance integral [249,449] ,
de diferencias finitas [249,558,565] , de 1fneas [240,397] .
xiii) Obtencién de resultados numéricos: [173,240,262,249,288,337,
449,473,508,538,558,565,630,644] ,
xiv) Comparacién de resultados tebricos o numéricos mediante di
ferentes mStodos: [173,240,249,449,508,538,565] .
xv) Comparacifn con resultados experimentales: [498,644] .
xvi) Correlacién con datos experimentales: [347].

3) Fornulacién entflpica: [25,137].

4) Formulacidn débil:
i) Resultados de existencia y umicidad: [223].
. ii) Monotonfa de la fase liquida: [223].

5) Inecuaciones variacionales parabdlicas:
i) Primer cambio de funcién incégnita: [161,162].
ii) Resultados de existencia y wmicidad: [59,161,162,233,371,
476,477) . | |
iii) Resultados de regularidad: [233,476,477).
iv) Equivalencia con el-problema clasico: equivalencia formal
[368,369] , condiciones necesarias y suficientes [237], equi
valencia completa [477].
v) Aplicacianes a 1a homogenizacién del problema [370,371].
vi) Fuente de energia sobre la frontera libre: [496] .
vii) Encuadramiento de la frontera libre: [476,477).
viii) Dependencia de 1a frontera libre de los datos: [411].
. ix) Utilizacién del método de penalizacién: [161,162,233,371,
| 497) .
x) Propiedades de comparacién: [59,477].
xi) Comportamiento asintdtico: [477). Convergencia asintética
de la frontera libre [477].
xii) Caso estacionario: [59,477].




xiii) Aplicaciones a: problemas de control &ptimo con la observa
ci6én de l1a temperatura y/o frontera libre [497:] , la solidi
ficacién de un metal fundido (problema de la colada conti-
nua) [59,476,477,497] ,

6) Inecuaciones variacionales pseudo-parabdlicas:
i) Planteo del problema: [152].
ii) Resultados de existencia y umicidad: [15Z].

7) Equivalencias de formulaciones:
i) Inecuac¢iones variacionales con formulacién débil: [233].
ii) A través de la formulacidn conun cuerpo ficticio: [50,51,262,
630] . |

8) Resultados de existencia y unicidad:
i) En coordenadas esféricas: [218].
ii) A través de: inecuaciones variacionales parabdlicas [59,161 ,

162,233,371,476,477] , inecuaciones variacionales pseudo-para
b6licas [15Z], formulacién débil [223].

9) Resultados de regularidad:
i) Monotonfa respecto de los datos: [233].
ii) Solucién clésica: [72,476,477].
iii) La temperatura es continua en: dimensién dos [74], cualquier
dimensi6n [75,77] . M6dulo de continuidad [77].
iv) La frontera libre: es continua en coordenadas polares [233] ,
esti representada por una funcién Lipschitz [72,74,233], es
de clase C! [73], es analftica [476,477].
v) La temperatura y la frontera libre son analiticas con respec
to a las variables de espacio y de segunda clase de Grevey
respecto del tiempo: [328].

10) Homogeneizaci6n: [370,371].
11) Utilizacién de transformaciones integrales: Laplace [71,551].
12) Método de las ecuaciones integralés: para la frontera libre [50,
262] .
13) Problema con calor especifico nulo:
i) Planteo del problema: [175].

ii) Inecuacién variacional eliptica: existenciay unicidad [175].
iii) Aproximacién numérica a través del método de los elementos
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finitos: [175].
iv) Obtencidn de resultados numéricos: [138,175].
v) Solucibn exacta en coordenadas cilindricas y esféricas:[565].

Otras caracteristicas:
i) Acoplamiento con la ecuacién de Navier-Stokes: [288].
ii) Se tiene en cuenta la conveccibn natural en la fase liqui
da: [553]. ,
iii) Fuente de energia sobre la frontera libre: [50,51,630].
iv) Problema con velocidad constante de la frontera libre: [71].
v) Caso estacionario: [71].
vi) No linealidad del problema: [286,442].
vii) Tiempo de comienzo de la fusién: [50,51,262,630].
viii) Cidlculo de la frontera libre sin previadeterminacién de la
temperatura: [286].
ix) Aplicacibn a la resolucién numérica en cualquier geome-
tria: [498].

B) METODOS NUMERICOS.

1)
2)

3)
4)

S).

6)

7)
8)
9)

Se pueden destacar los siguientes items: |

Soluciones aproximadas: [50,286,383,503,508,551] .

Método de las diferencias finitas: [136,138,551]. En coordenadas
cilindricas [7,25,27,137,249,498,503,553,558,565],esféricas]:249,
558,565] .

Métodos de los elementos finitos: [175,294,497).

Método de las lineas: [400]. En coordenadas cilindricas [114] ,es
féricas [240,397].

Método del balance integral: [126]. En coordenadas cilindricas
[249,270,449,552), esféricas [249,449].En cuerpos que tienenuna
forma geométrica de elipse [158], elipsoide [158], cubo [472],
prisma rectangular [158,448].

Método del desarrollo en serie: [50,51,262,297,337,379,442,508,
525,537,538,630] .

Método de perturbacién: [438,439,473,551]. J
Método de ortogonalizacién: [288].
Método de relajacién: [7,621].
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10) Método de las inecuaciones variacionales: |'_'59 ,152,161,162 , 233,
237,294,368-371,411 ,476,477,496,497] .

11) Método de migraci6n isotémmica: [136].
12) Método de integracibn en direcciones alternadas: [398].
13) Método cuasi-estacionario: {511,621].

14) Obtencibn de resultados mediante diversos métodos numéricos: so
luciones aproximadas [286,503], diferencias finitas [7,25,27,136-
138,249,498,503,551,553,558,565] , elementos finitos [175,497],11
neas [114,240,397,400] , balance integral [126,249,270,448 , 449,
472,52.‘:2] , desarrollo en serie [50,262,337,442,525,630] , pertur-
bacién [438,439,473,551], relajacién [7,621], inecuaciones varia
cionales [294,411,497], ortogonalizacién [288],migracién isotér
mica [136] , direcciones alternadas [398] , cuasi-estacionario [511,
621], transformaciones integrales [71,508|, funcién de Green [114,
173] , funci6n de entalpfa [25,137]. En coordenadas cilfndricas
[7,27,114,137,249,262,270,337,379,442,449 498,503,507 , 511,525,
537,553,558,565,621] , esféricas [173,240,249,288,337,397,449,508,‘
538,558,565] . Cdlculo del tiempo de fusién [25].

15) Comparacién de resultados teSricos o numéricos mediante diferen
tes métodos: [7,25,27,126,137,138,173,240,249,286 , 398,438,439,
448 ,449,472,473,498,508,511,537,538,565] .

C) APLICACIONES.
1) Almacenamiento de energia térmica mediante un cambio de fase:

(525].

2) Crecimiento de un nficleo de niquel: [288].

3) Solidificacién de un liquido: en un canal [503], sobre un cuer-
po sélido que se mueve a velocidad constante [71].

4) Fusién de un sblido, a su temperatura de fusibn, mediante un va
por condensado: [126].

5) Condensacifn de una gota en un vapor satura > de su propia subs
tancia: [223].

6) A problemas con reacciones quimicas veloces: [644].

7) A problemas de tiempo final 6ptimo: [233,260,368,369] .
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8) A problemas de control Sptimo con la observacién de la tempera-
tura y/o frontera libre: [497].

9) A problemas de electroquimica: [138,175].

10) Célculo de la zona congelada: [511].

11) Fusi6n de metales: [173].

12) Solidificacién de un metal fundido (problema de la colada conti

nua)

: [59,314,476,477,496,497,522] ,

13) Contraccidn de un lingote cilindrico solidificado y aumento del
tiempo de solidificacién: [27].

1.1.2,2. A DOS FASES.
Se darin los métodos tebricos y numéricos utilizados, como asimis

mo las aplicaciones realizadas, a saber:

A) METODOS TEORICOS.
Se pueden destacar los siguientes items:

1) Problemas con simetria cilindrica:

i)

ii)

iii)

iv)

vi)
vii)
viii)

ix)

Soluciones exactas: caso de evolucién [99,100,287,296,437],
con calor latente de fusién y calor especfificonulos [580],

- caso estacionario [273,573], caso de la presenciade las tres

fases [437].

Método de la inmovilizacién del dominio: [159,554].
Densidades de masa diferentes de las fases s6lida y liqui-
da: [100,287,309,380].

Problema con un tercer cuerpo sdlido: [309].

Utilizacibén de: transformaciones integrales de Hankel y La
place [434], funcién de entalpia [106].

Acoplamiento con la ecuaci6én de Navier-Stokes: [287].
Ecuacidén integral para 1a frontera libre: [513,518:] .
Resultados de existencia y unicidad para .el caso finito:
[513 (condiciones de temperatura en un extremo y flujo de
calor en el otro), 518 (condiciones de flujo de calor enam
bos extremos y los coeficientes témmicos dependientes de la
temperatura) ] .

Soluciones aproximadas: [99,355 (para valores del tiempope
quefios)] .
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Utilizacién del método: iterativo [513,518], del desarro-
110 en serie [311,355,434,536], de perturbacién [309,311],
de diferencias finitas [159,499,554,580], de isotermas [106],
variacional [36], grifico [380].

Obtencidn de resultados mméricos: [36,159,287,309,311,355,

380,434,499,536,580] .

Comparacién de resultados tebricos o numéricos mediante di
ferentes métodos: [36,311,355,380,434,499] .

Comparacién de resultados con los correspondientes a coor
denadas planas: [554].

2) Problemas con simetria esférica:

i)

ii)

iii)

iv)

vii)

viii)

Soluciones exactas: caso de evolucién [100,287,437], caso
estacionario [573]. Planteo del problema sin el cdlculode
la solucién [60].

Densidades de masa diferentes de las fases s6lida y liqui
da: [100,287,380]. |

Acoplamiento con la ecuacién de Navier-Stokes: [287].

Ecuaci6n integral para la frontera libre: [513,518] . Ecua
cibn integrodiferencial [57§].

Resultados de existencia y unicidad para el caso finito:
[513 (condiciones de temperatura en un extremoy flujo de
calor en el otro), 518 (condiciones de flujo de calor en am
bos extremos y los coeficientes térmicos dependientes de
la temperatura)] .

Problema inverso: [387).
Fenfmenos mecénicos: [597].

Utilizaci6n: del método de semejanza [70], de la funciénde
entalpfa [106].

Soluciones aproximadas: [110,383].

Utilizacién del método: iterativo [513,518,578], del desa
rrollo en serie [387], de diferencias finitas [110], de las
1fneas [394], de isotermas [106], de superposicién de. solu
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ciones [70], grifico [380].
xi) Obtencién de resultados numéricos: [70,110,287,380,394,
578] .
xii) Comparacifn de resultados tebricos o numéricos mediante di
ferentes métodos [70,380,578] .
3) Soluc1ones exactas:
i) Caso estacionario: [214]..
ii) Para ensayos numSricos enla regién [0,1] x [0,1] : [116,117].
iii) En coordenadas: cilfndricas[99,100,273,287,296,437,573,580] ,
esféricas [100,287,437,573] .
4) Formulacifn entflpica:
i) Resultados de: existencia[67,142,143,146,307,308], unicidad
[67,138,142,143,146] , comparacibn [143].
ii) Comportamiento asintStico: [390].
iii) Homogenizacién del problema: [145].
iv) Utilizaci6n del m8todo de regularizacién: [143].
v) Problemas con multifases: [67,106] .
vi) Deduccibn de las condiciones sobre la frontera libre: [526].
vii) Generalizaciones: [33,144,146,307,308,479].

‘viii) Obtencibn de resultados numEricos mediante la utilizacibn
de los m&todos de: diferencias finitas[67,395,499,526,527] ,
elementos finitos [125], las 1fneas [395], isotermas [106],
semi-grupos [33], truncacién [479].

5) Diversas formulaciones débiles:
i) Resultados de: existencia [58,142,143,146,151,223,343,367] ,
unicidad [58,142,143,223,343,367].
~ii) Comportamiento asintStico: [223].
iii) Estabilidad y comparaci6n de soluciones: [223].
iv) Obtencibn de resultados mméricos mediante la utilizacidn
~ del mEtodo de los elementos finitos en: espacio [116,117],
espacio-tiempo [54].

6) Inecuaciones variacionales parabblicas:
i) Primer cambio de funcién incbgnita: [3,163-166,217]. Cambio
similar de funcibn incbgnita [495].
ii) Resultados de existenciay unicidad: (3,154,163,217,495,572,
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575) . En problemas de control Sptimo [495,497] .
iii) Comportamiento asint6tico: [572].
iv) Comportamiento cuando el calor latente tiende acero: [572].
v) Problema con calores especificos dependientes de la tempe-
ratura: [164-166] .
vi) Utilizacién del m&todo de: regularizacién [3,217,495,497],
penalizacién [3,217].
vii) Resolucién numérica: [3,57,326,495,497] .
viii) Modelo para procesos termodini&micos deno-equilibrio concam
bio de fase: [154].
ix) Aplicaciones: en medios porosos [3,217] , al problema de la
colada continua [497), a la fusién de una aleacibn binaria

[154] .

7) Ecuaciones no lineales: :
i) Resultados de existencia y umicidad: [35].
ii) Convergencia de un método de aproximacibén a través de lateo
rfa de semi-grupos: [33].
iii) Problema con conveccién en la fase lfquida: [35,497).

8) Ecuaciones integrales: [467,539] . De forma equivalente al proble-
ma [65,66] . Estabilidad de la solucién [65]. '

9) Equivalencias de formulaciones:
i) Inecuaciones variacionales con formulacidn débil a través de
la funcién de entalpfa: [142].
ii) A través de la formulacin con un cuerpo ficticio: [355,436] .

10) Resultados de unicidad:
| i) En coordenadas cilindricas y esféricas: [513,518].

ii) A través de la formulacién: en inecuaciones variacionales [3,
154,217,495,572,575], en entalpfa [67,138,142,143], dbil[5s,
142,143,223,343], en ecuaciones no lineales [35], en ecuacio
nes integrales [65,66].

11) Resultados de existencia:
i) En coordenadas cilindricas y esféricas: [513,518].
ii) A través de la fornulacién: en inecuaciones variacionales [3,
154,217,495,572,575], en entalpia [33,67,142,143,146,307,308,
395], débil [58,142,143,146,151,223,343), en ecuaciones né 1i



12)

13)

14)

15)
16)
17)

18)

19)

20)

21)
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neales [33,35], en ecuaciones integrales [65,66] .

Resultados de regularidad: la temperatura es continua en cual-
quier dimensibén a través de ecuaciones parabdlicas singulares
[151], de la formulacién en entalpfa [76].

Comportamiento asintético: a través de la formulacién débil [223] ,
entdlpica [390], de inecuaciones variacionales [572].

Caso estacionario:
i) Soluciones exactas con desigualdades para el flujo de ca
lor: [573]. |
1i) Ecuacidén variacional: resultados de existencia y umicidad
[571,572] .
iii) Acoplamiento con la ecuacidn de Stokes para la fase liqui-
da: resultados de existencia de la formulacién variacional
[81].

iv) Utilizacién del método de perturbacién: [214,215,309,475] .
Acoplamiento con la ecuacién de Navier-Stokes: [256,287,475;_] .
Homogenizacién: [145].

Convergencia de diferentes métodos numéricos:
i) Diferencias finitas: [67].

ii) Lineas: [395].

iii) Semi-grupos: [33].

Densidades de masa diferentes de las fases s6lida y liquida:
i) En coordenadas: cilindricas [100,287,309], esféricas [100,
287] .
ii) Acoplamiento con la ecuacidn de Navier-Stokes: [287,475ﬂ .
iii) Estabilidad de la interfase s6lida-1iquida: [596] .
iv) Variaci6n del parametro de solidificacién: [287].
v) Efecto del cambio de densidades y comparaciones numéricas
a través de la formulacién en entalpfa: [527].

Problema con calor latente nulo: resultados de existencia y uni
cidad de la ecuacidn variacional parabblica [572].

Utilizaci6n de transformaciones: integrales de Hankel y Laplace
[434],, conformes [338].

Utilizacién de teoremas de punto fijo: [65,66,81,512,512’3 .
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22) Problemas de cambio de fase en medios porosos: [3,217].

23) Particularidades de 1la frontera libre:

i) Condiciones sobre la frontera libre: [435 467,526] . La con
dici6n de Stefan es no lineal [286,435,437]. Deduccién de
las ecuaciones y condiciones. sobre la frontera libre por
métodos de conservacién de energfa [526].

ii) Fuente de energfa sobre la frontera libre: [539].
iii) Cdlculo de la frontera libre sin previa determinacién de
la temperatura: [286].

24) Otras caracteristicas:
i) Se tiene en cuenta la convgccidn natural en la fase liqui
da: [338}.
ii) Formulacién como si fuese un problema de conduccién delca
lor con una fuente de calor mbvil: [433,467].
iii) Problema anflogo al de Neumann del caso unidimensional: [467] .
iv) Cdlculo del tiempo: del comienzo de la fusién [355,539], de
fusi6n total [355].
v) Fusifn con la presencia de aire caliente sin llegar a la
evaporacién: [475]. ‘

B) METODOS NUMERICOS
Se pueden destacar los siguientes items:
1) Soluciones aproximadas: [99,215,286,354,355,383,436] .

2) MEtodo de las diferencias finitas: [67,338,354,394,395,526,527] .
En coordenadas cilfndricas [499,536,554,580] .

3) h@todo de los elementos finitos en: espécio [4,57,116,117,125,
326,497] , espacio-tiempo [54].

4) Método de las 1fneas: [395]. En coordenadas esféricas [394].
5) Método variacional: en coordenadas cilindricas [36] .

6) Método del balance integral: [256].

7) Método del desarrollo en serie: ]:70,355,387 ,434,436,536,539] .
8) Mstodo de perturbacién: [215,300,311,475].

9) Método de truncacién: [479].

10) MEtodo iterativo '(de aproxiilmciones sucesivas): [578] .
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11) M8todo de las inecuaciones variacionales: [3,57,154,163-166,217,
326,495,497,572,575) .

12) Método de las isotermas: [106].
13) M8todo de los semi-grupos: [33].
14) MEtodo de la superposicidn de soluciones: [4_67] .

15) Obtencidn de resultados mediante diversos métodos numéricos: so
luciones aproximadas[286), diferencias finitas [236,338,394,395,
495,497,499,526,527,536,554,580] , elementos finitos [4,54,116,
117 125] lineas [394 39§:| variacional [36] balance integral
[256] , desarrolloen serie [70,355,434,436,539] , perturbacién (308,
311,475], truncacién [479], iterativo [578], inecuaciones varia-
cionales [3,57,326,495,497], semi-grupos [33], superposicién de
soluciones [467], modelo de particulas discretas [251], solucién
exacta [287].

16) Comparacibén de resultados tebricos o numéricos mediante diferen
tes métodos: [36,70,116,117,125,286,311,326,338,355,434,467,475,
499,578] . |

C) APLICACIONES

1) Solidificacién de un metal fundido (problema de la colada conti-
nua): [35,338,497].

2) Formacibén de hielo: ]:296:[ .

3) Fusi6n de una aleacibén binaria: [154).

4) Solidificaci6n del pavimento: [3,4,217].

5) Flujo de un 1fquido dentro de wn tubo circular: [434,536] .

6) A problemas de: control §ptimo |'_495:| ’ medios poOTrosos LZ’: 4 217:[

substancias impuras (con coeficientes térmicos dependientes de la
temperatura y con calor espec1f1co teniendo picos) [200] .

11.1.3. OTRAS GENERALI!DADES

t1.1.3.1.PROBLEMAS DE FRONTERA L1BRE CON LA PRESENCIA DEL ESTADO GASE0SO
Se dan las siguientes caracteristicas:

A) METODOS TEORICOS, NUMERICOS Y EXPERIMENTALES:
Se pueden destacar los siguientes items:



1)

2)

3)
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5)
6)

7)
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9)
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14)

15)

16)
17)

18)
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Utilizaci6én de coordenadas: esféricas [170,182,219,220,444-447],
cilindricas {2,10,170,444] , unidimensionales[10,103,160,252,272,
363,633 .

Existencia de una fuente de energia sobre la frontera libre: [10,
103,170,252,361,363] .

Condiciones sobre lainterfase 1iquida-gaseosa: [103,124,126,252,
272,335,363,403,410,444,598] .

Solucién exacta: [103,147,160,168,253,363,403,444,589,632,633] .
Solucién cuasi-estacionaria: [169,170].

Solucién aproximada: [361 (paravalores de tiempo pequefios y gran
des), 447 (para valores grandes de la coordenada radial)] .

Utilizacién de ecuaciones integrales: [219,220,253,255].
Utilizacién de la transformada de Laplace: [10,253,446,633].
Existencia y unicidad: [219,220].

Comportamiento asintdtico de la solucién: [219].
Analiticidad de la solucién respecto de parimetros: [219].

Coeficiente que caracteriza la frontera libre que separa las fa
ses 1fquida y gaseosa: [103,160,363,633].

Coeficiente que caracteriza el crecimiento de una burbuja de gas
en un 1liquido: [444,632].

Ecuacifn que rige el movimiento del crecimiento y/o ruptura de
una burbuja de gas en un liquido: burbuja de forma esférica [220,
259,403,444-447,632] , burbuja de forma cualquiera [403].

Ecuacién que rige el movimiento de burbujas de gas en una solu-
cidén liquida-gaseosa a través de la concentracién: [182,219].

Presencia de las tres fases con solucidn exacta: [589] .

Diversos problemas con la presencia de las fases liquiday gaseo
sa con soluciones exactas: [147].

Utilizacién del método: de punto fijo [219,220], iterativo [169,
170], del balance integral [126,245,252,361] ,de perturbacién[10,
160,219,446_] , variacional [26"7] , de las integrales primeras atra
vés de ecuaciones a derivadas parciales de primer orden [253,254] .



19)
20)

21)

22)

23)
24)

25)
26)
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28)

29)

30)
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Realizaci6én de aproximaciones: [108,179,182,335,363,445].

Realizacién de c#lculos numéricos: [10,61,103,108,124,126,160,
168-170,179,252,255,259,267,272,335,361,363,409,410,444 ,445,447,
632,633] . |

Cdlculo de la velocidad de: condensacién [107], fusién [107,177].

Cdlculo de la frontera libre en un proceso de evaporaciénmedian
te calentamiento por laser o haces de electrones: [10] .

Formacién de liquido por condensacién y fusién: [108,179].

Influencia del efecto de la radiacién térmica en procesos de eva
poracién: [103,252,363].

Sistema 1fquido-gaseoso de uno o varios componentes: [633].
Trabajos experimentales: [30,255,444,445,447,523,60@ .

Comparacibén de resultados experimentales con los de otros traba
jos: [363,600] .

Comparacién de resultados tedricos y experimentales del mismo
trabajo: [30,255,444,445,447] .

Comparaci6én de resultados tedricos con resultados experimentales

de otros trabajos: [124,168,598].

Comparacifén de resultados tebricos y numéricos mediante diferen
tes métodos: [103,108,126,179,255,259,361,598,632,633] .

B) APLICACIONES

Se pueden destacar las siguientes:

1) Accidente en reactores nucleares: [177].

2)

3)
4)
5)

6)

Formacién de una corteza s6lida mediante un flujo de gas sobreuna
superficie fria: [367].

Proceso de sublimacién enun cuerpode longitud finita: [168-170].
Burbuja de vapor enun liquido: [182,219,220,259,403,444-447,632] .

Inyeccién de gas de helio en oxigeno liquido (en coheterfia espa-
cial): [632].

Ciclo periddico de evaporacidén y condensacién de una burbuja bi-
fasica liquida-vapor desplazindose por gravedad: [409] .



7)

8)

9)

10)
1)

12)
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Determinacién del radio de una burbuja de gas separindose de un
plano de solidificacién: [124].

Crecimiento o disolucién de una superficie plana de un fluido en
una fase liquida de composicién binaria: [160].

Movimiento de una superficie en evaporacion mediante un alto ca
lentamiento por laser o haces de electrones: [10].

Problema en un medio poroso conun proceso de evaporacién: [267].

Fusi6n de un s6lido, a su temperatura de fusidn, mediante un va
por condensado: {126].

Otros problemas con evaporacién o condensacién: [61,252,272,335,
523,598] .

1i.1.3.2. TRABAJOS EXPERIMENTALES,

Se pueden destacar los siguientes items (nose incluyen aquellos

trabajos en los cuales se presenta el estado gaseoso):

1
2)
3)
4)

3)
6)

7)
8)

9)

10)
11)

Aplicacién a aleaciones: [357,416].
Fusién por fenSmenos eléctricos: [39].
Ablacién del teflon: [12Z]. |

Fusién y solidificacién peribdica del agua mediante una tempera
tura sinusoidal en el borde fijo: [514].

Formacién de un criter por descarga eléctrica: [59Z].

Excavacién en una base, por fusidn, mediante un chorro de agua:

[640] .

Solidificacién de una substancia hfmeda: [277].

Penetracidn de un liquido, a su temperatura de fusidén, en un tu
bo frio: [181 (utilizacién de una ecuacién integraly resolucidn
nunérica de la penetracién del liquido mediante aproximaciones
sucesivas), 183].

Estudio de la velocidad de propagacién de la interfase s6lida-1i
quida considerando diferentes densidades de masa: [356,357,635].

Estabilidad de la interfase s6lida-liquida: [105].

Estabilidad de una corteza solidificada entre dos liquidos sien-
do uno de ellos su fase 1liquida: [178].



12)

13)
14)
15)

16)

17)

18)

19)

20)

21)
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Diferencias en las velocidades de difusi6n enaleaciones, condis
tintos tratamientos preliminares, enun considerable rango de tem
peratura: [56].

Solidificacién de metales: [123,624,626,627].
Solidificacién del pavimento en regiones frias: [4].

Acumulacién de energfa solar por intermedio de materiales de cam
bio de fase: [415].

Simulacién del cambio de fase agua-hieloen unrecipiente: [636].
Trabajos con la presencia de: fusién [41,601,635,637 ] , crista-
lizacién [104], solidificacién [41,310,418,642], otros [23, 28,
210,466] .

Comparacién de resultados tebricos y experimentales realizados

en el mismo trabajo: [39,104,122,123,178,183,273,277,356 , 357 ,
378,416,592,642] .

Comparacidn de resultados experimentales realizados con resulta
dos tebricos de otros trabajos: [41,273,310,418,504,635,637].

Comparacién de resultados experimentales realizados con resulta
dos experimentales de otros trabajos: [357].

Comparacifn con la solucifn exacta del tipo de Neumann : (273,
277,310,356,357,378,635] .

I1.1.3.3. INTERFASE SOLIDA-LIQUIDA

1
2)

3)

Se pueden destacar los siguientes items:

Estabilidad: [128,129,506,596] .

Expresién analitica de la velocidad lenta de la interfase sdéli-
da-1iquida en un proceso de solidificacidtn de un cuerpo finito
con ley de Newton en ambos extremos y despreciindose lo relati-
vo al calor latente: [474].

Cdlculo de la concentracidn: despreciando lo correspondiente a
la conduccién del calor [611], despreciando la velocidad de lain
terfase [545] y haciendo asimismo un estudio de la validez dela
aproximacién, despreciando la difusidn en la fase s6lida y con
una velocidad constante de la interfase: [546].
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4) Célculo de la velocidad: [360] . |
5) Cédlculo de la temperatura y concentracién: [293].

6) Realizacién de cdlculos numéricos: [128,129,293,474,506,545,546,
611].
7) Utilizacién del método de perturbacién: [293].

8) Utilizaci6n de la transformada de Laplace: [546].
9) Trabajos experimentales: [105].

10) Comparacién con resultados experimentales de otros trabajos:[128,
360,506
11) Aplicacién a aleaciones: [128,129].

11.1.3.4, OTRAS APLICACIONES

Ademds de las aplicaciones ya enunciadas en los pdrrafos anterio
res, se pueden destacar los siguientes:
1) A problemas en reactores nucleares: [389].

2) A problemas en biologfa: [127,365,482,540].
3) A problemas en geofisica: [595].

4) A problemas en la industria siderfirgica: algunos problemas de fron
tera libre [441], fusién de la chatarra [443), fusién o solidi-
ficacién en hornos eléctricos [285], solidificacién de aleacio-
nes [278].

5) A problemas en la industria del vidrio: fusi6ndel 'batch" [239],
uso de ciertos cristales conductores de la electricidad como in
terruptores [239].

6) Acumulacién de energfa solar por medio de materiales de cambiode
fase: [415].

7) Al conducto trans-Alaska: [620].

8) Formacién de cavidades en una superficie: [11].

9) Determinacidn de la temperatura en los alrededores de una solda
dura: [381]. -
10) Fusién de un glacial de hielo enun mar caliente: [257,258,613].

11) Impacto de una barravisco-pléstica sobre un obstéculo rigido: [199].
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I1.2, PROBLEMAS DE FRONTERA LIBRE NO DEL TIPO DE STEFAN

Entre los problemas de frontera libre para la ecuacidén delca
lor, que no sean del tipo de Stefan, se analizarin los siguientes:

11.2.1. DIFUSION DEL OXIGENO EN UN TEJIDO ABSORBENTE
A) CASO UNID!MENSIONAL:
Se pueden destacar los siguientes items:
1) Planteo del problema: [134].
2) Estudio de mStodos aproximados y su convergencia: [19,3Z].
3) Inecuacién variacional: [18,19,31].
4) Formulacién integral: [134,275].
5) Formulacién en un dominio fijo: [32,478].
6) Concavidad de la frontera libre: [207].
7) Expresién asintftica para tiempos pequefios: [134,275].
8) Problema generalizado: [478].
9) Realizacién de cdlculos numéricos: [31,32,134,135,275,406].

B) CASO MULTIDIMENSIONAL
Se pueden destacar los siguientes items:
1) Inecuacidn variacional: [166,167] .
2) Resultados de existencia y unicidad: [166,167] .
3) Comportamiento asint6tico: [166,167].
4) Problema generalizado: [47§].
5) Problema en coordenadas cilindricas: [190].
6) Realizacién de cdlculos numéricos: [190].

i1.2.2, FLUJO DE DOS LIQUIDOS INMISCIBLES EN UN MEDIO POROSO (PRO-
BLEMA DE MUSKAT O VERIGIN)
Se pueden destacar los siguientes items:

1) Planteo del problema: [186].

2) Ecuacién integral equivalente: [235,318-320].

3) Estudio de métodos aproximados y su convergencia: [86,118].

4) Resultados de unicidad: [20,189,235].,

5) Resultados de existencia: [186y 187 (exiStencia local a través de un

problema de frontera movil), 188 (existencia global) ,235,318-320] .

6) Resultados de regularidad: [188,189].

7) Analiticidad de la frontera libre: [20].

8) Formulacifn débil y su existencia y unicidad: [86].



I1.2.3. FILTRACION DE UN LIQUIDO COMPRESIBLE EN UN MEDIO POROSO
A) CASO UNIDIMENSIONAL
Se pueden destacar los siguientes items:
1) Planteo del problema: [230,590].
2) Estudio de métodos aproximados y su convergencia: [230,238,590] .
3) Inecuacidén variacional y su existencia y unicidad: [590].
4) Inecuacién cuasi-variacional y su existencia y umicidad: [230].
5) Resultados de regularidad: [590].
6) Analiticidad de la frontera libre: [228].
7) Comportamiento asintético: [230].

B) CASO MULTIDIMENSIONAL
Se pueden destacar los siguientes items:
1) Inecuacién cuasi-variacional y su existencia y unicidad: [231].
2) Inecuacién variacional y su existencia y unicidad: [591].
3) Aproximacién numérica: [231].

I1.2.4, IMPACTO DE UNA BARRA VISCOPLASTICA SOBRE UN OBSTACULO RIGIDO
Se pueden destacar los siguientes items:

1) Planteo del problema: [22,199,544].

2) Resultados de unicidad: [339,340].

3) Inecuacién cuasi-variacional y su existencia y unicidad: [234].

4) Reformulacidn del problema mediante un cambio de funcién incég-
nita: [199].

5) Soluciones aproximadas: [22,199 (estudio de convergenciaﬂ .

6) Ecuacién integral para la frontera libre: [339,340].

7) Comportamiento de la frontera libre para tiempos pequefios: [339, 340] .

8) Generalizaci6n del problema: ecuacién integral [339,340], unici
dad [339,340], comportamiento de la frontera libre para tiempos

pequefios [339].

11.2.5. REACCIONES QUIMICAS ENTRE DOS SUBSTANCIAS
Se pueden destacar los siguientes items:
1) Planteo del problema: [0Z].
2) Formulacidén débil y su existencia y unicidad: [:80,85,92] .
3) Dependencia de la soluci6én de los datos: [85,92].
4) Estudio de métodos aproximados y su convergencia: [85,92].



5) Reacciones quimicas veloces: [612 (desarrollo en serie), 644].

i1.2.6. OTROS PROBLEMAS DE FRONTERA LIBRE PARA LAECUACION DEL CALOR
Se clasifican, los demds problemas de frontera libre para la ecua
cién del calor, en dos tipos: implfcito y explicito: °

11,2,6.1. DE TiPO IMPLICITO
Son aquellos en los cuales s'(t) no aparece explicitamente en
las condiciones sobre la frontera libre.

Se pueden destacar los siguientes items:

1) Soluciones exactas: [492].

2) Solucién fundamental: [281]

3) Método de inmovilizacién del dominio: [204].

4) Resultados de existenciay unicidad: [29,204,227,234,336,492,502,
618]. |

5) Dependencia continua de los datos: [204].

6) No dependencia continua de los datos: [193].

7) Comportamiento asintético: [336].

8) Resultados de regularidad: [29,336].

9) Problemas con solucidn indeterminada o no existencia de solucio
nes: [193]. |

10) Utilizacién de inecuaciones: variacionales [29], cuasi-variacio
nales [234]. |

11) Utilizacién del método: de las diferencias finitas [227], del de
sarrollo en serie [493].

12) Estimaciones sobre la solucién y aproximaci6n numérica: [82].

13) Realizacién de cdlculos numéricos: [492,493,642] .

14) Equivalencia con el problema de Stefan unidimensional a una fa-
se: [193,502].

15) Aplicaciones: solidificacién de un liquido en un tubo circular
[642] , a problemas de estadistica [493], aproblemas de tiempo fi
nal 6ptimo [29,336], a la distribucién de corrientes en unsuper
conductor [509,510], al problema de Stefan unidimensional a una
fase [82 ,227 y 234(con calor latente de fusién variable), 502].

11.2.6.2, DE TIPO EXPLICITO
Son aquellos en los cuales s'(t) aparece explicitamente en las
condiciones sobre la frontera libre. El ejemplo tipico es el proble
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ma de Stefan, el cual no seri analizado aqui (ver II.1).

Se pueden destacar los siguientes items:

1) De un tipo singular: [16].

2) Solucibn para tiempos pequefios: [366] .

3) Resultados de existencia y unicidad: [205,425].

4) Dependencia de la solucién de los datos en forma: continua [205] ’
monStona [425] .

5) Ecuacién integral para la solucidny frontera libre:{112,425(ecua
ci6n integral equivalente)]. '

6) Comportamiento asintético: [425].

7) Encuadramiento de la frontera libre: [425].

8) Obtencién de un modelo termodindmico: [425].

9) Problemas del tipo de dos fases: [131,366].

10) Utilizacién de coordenadas esféricas: [112,425].

11) Obtencién de resultados mméricos: [16,112,131,366,401,425] .

12) Realizacién de comparaciones de resultados: [112].

13) Utilizacién del método de: semejanza [16,131], las diferencias fi
nitas [131,366,425(estudiode 1a convergencia)| , perturbacisén[16] ,
las 1ineas [401].

14) Aplicaciones: nfcleos esféricos en unestado liquidosuper-enfria
do o bajo-enfriado [425], transferencia de calor en una varilla
en expansién [401). -

NOTA:
Ademis, se demuestra una cierta equivalencia entre los problemas
de frontera libre de tipo implicito y explicito [193,204,502]. g

NOTA FINAL:

Es mi intencidn continuar con este trabajo, ya sea realizandouna
revisién mucho mis completa de la efectuada aqui asi como también
agregar los numerosos articulos que aln no han sido incluidos en las
referencias por motivos de bGsqueda bibliogrdfica. Me gustaria reci
bir todas las criticas y observaciones que los lectores quieran ha-
cerme llegar con el objeto de que un préximo trabajo sobre el tema
puedz'a ser de una mayor utilidad para toda la comumnidad cientifica.
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Desde ya, les agradezco vuestra colaboracibn.

Es también mi intencifn agregar otras referenci‘asrque, si bien
no tratan sobre problemas de frontera m6vil o libre, han sido uti-
lizadas como base para el desarrollo de métodos que si fueron apli
cados a dichos problemas, como ser: ecuacidn parabdlica o hiperbd-
lica del calor, métodos e inecuaciones variacionales, problemas in
versos, determinacidn de coeficientes desconocidos, principio demi
ximo, diversos métodos numé€ricos y aproximados (diferencias finitas,
elementos finitos, balance integral, etc.), método de semejanza,
ecuaciones integrales, teoremas del anilisis funcional (punto fijo,
etc.), diversos problemas té€cnicos, etc..

Para finalizar, el autor se disculpa por todas las omisiones que
se pudieron haber realizado en la lectura de todos los trabajos.

NOTA AGREGADA A LAS PRUEBAS DE |MPRENTA,

Otras referencias adicionales podran encontrarse en los numero-
sos trabajos presentados en el muy reciente Simposio Internacional
""Free boundary problems: Theory and applications'',A. FASANO - M. PRT
MICERIO (Ed.) realizado en Montecatini (Italia) del 18 al 26 de
junio de 1981, pOT aparecer.

Ademds, cabe destacarse, que la bibliografia que tengo actualmen
te en mi posesidn supera las 1100 referencias y que serin publica-
das en el futuro conjuntamente con su correspondiente andlisis ycla
sificacién.
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