MATHEMATICAE NOTAE — ANO XXVIII

SOBRE EL CASO ESTACIONARIO DEL
PROBLEMA DE STEFAN A DOS FASES

por
Domingo Alberto TARZIA

RESUMEN. Se presentan algunos ejemplos con solucidn exacta de una familia de proble
mas Pu (a>0) , definida en [S] » la cual converge hacia el caso estacionario
del problema de Stefan a dos fases cuando a — + @

ABSTRACT. We give some examples with exact solution of a family of problems Pa (a>0),
defined in [5], which converges to the steady-state of the two-phase Stefan pro
blemas o —» + .

| . INTRODUCCION,

En [5;6] se definis wna familia de problemas P, , auxiliares
del caso estacionario del problema de Stefan a dos fases [2;3;4],
dependiente de un parimetro real a > 0

La formulacidn variacional correspondiente, para cada o >0 ,
estd dada por: (*) '

(*) En todo este trabajo se utilizan las mismas notaciones que en [4;5;6]:
+ -
V = HY{(Q) , K=lvev/ v/rl-bo=kzb-klb‘ ’
a(u;v) = In-ﬁu . Wvdx . aa(u;v) = a(u;v) + a '[I‘ uvdy ,
1
Cfsvd=Cgivy - hvdy , ¢f3vy = fivd +a b vd
g j;z Y, £V jg oV dv
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PROBLEMA (P,) :
aa(ua;v) =< fa;v > , ¥veV

Q)]
con uaveV
+ -
(2) ua=k26a-k19a sy

donde 6, representa la temperatura del material Q (dominio aco
tado de R?® ) que puede presentar sus dos fases s6lida y liquida,
bajo ciertas condiciones de contorno, definidas en [5].

En [5], se demostrd la existencia y unicidad de la solucién u,
de (1). Ademas, se estudid el comportamiento de u, cuando oa—p +o,

obteniéndose:

o+ +00

donde u es la (mica solucidn del:

PROBLEMA (P) :

a(u;v-u) = < fyv-ud> , ¥vek
(4)
uek
con
+ -
(5) u=k, 06 -k o ’

donde © es la temperatura estacionaria del problema de Stefan a
®

dos fases [4] ™ '

OBSERVACION 1:

La frontera libre para los problemas en 6 y en ea estan da-
das respectivamente por: |

(6) z £ =|xea/ex)=0}=1{xeq/ux =0}
£€a=zxeﬂlea(x)=0}={er/ua(x)=0: .
Ademas, conocidos u, ¥y u , las funciones ea‘y 6 son cal

culadas a través de (2) y (5) respectivamente. |

(*) La formulacién fuerte de los problemas (P) y (Pa) estd dada respectiva-
mente por:
-Au=g en Q -Aua=g en Q
‘ du
(P ufp, = b (P,) i ?n‘m'/rl

. du = h -
T, an [T,

a(ua - bo)

h



En II se analizaran ciertos ejemplos, con solucidn exacta, co-
rrespondientes a los problemas- (P) y ().

11 ALGUNOS EJEMPLOS DE SOLUCION EXACTA.

PARTE PRIMERA.

A continuacidn se daran tres ejemplos para los cuales la solu-
cion u de (4) y la solucidn u, de (1) pueden calcularse expli
citamente bajo las siguientes hipotesis (*) :

g=0 en Q
(N r=r, (T, =9)

la temperatura b dada sobre T, toma valores
positivos y negativos (**).

i) EJEMPLO 1:

Sean
bQ=(0;a) , con a>0
B>0 si x=0
R
1 -C<0 si x=a
La solucidon u de (4) esta dada por:
k,B+ Kk C
u(x)=-——a——— x+k,B
o
9 & ={s},s=-n—-a
k, B ©
®© Tk C° no=l * %

La solucidn u, de (1) esta dada por:

ua(x) = Clax + Cza
ou_
(10) - 5= (0) = a(u, (0) - b_(0))
ou
tonde - == (a) = a(u,(a) - b ()
CI(! = C!(Czcx - k; B)
n { -C1u=u,(cl(xa+c2 +k1C)

a

(*) Por las notaciones y la significacién fisica correspondiente ver [5] .

(**) Con esta hipdtesis uno estd seguro que el problema P) es siempre a
dos fases.
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cuya solucidn es: «
c - k, C+k,B
1a - 2 +aa
(1) k,B(1 + a0) - k C
Cza ) 2+ ao .

La frontera libre .20‘ = zs a: esta dada por:
(13) S =5+ —— .

Ademds, se tienen las siguientes equivalencias:

1 - eo
s >0 <~ Q> ——
o ae,
4) e - 1
SG < a D o > oa
obteniéndose el:
LEMA 1:
®
El problema (Pu) es a dos fases (0 < Sy < a) ™ siy
solo si
e -1 1 -e€
“ (o] . 0
(15) a > max( 2 5 Ze, ) .1

Para el caso particular e o= | (k, B = k,C) se tienen los si-
guientes resultados:

k. Ba
ua(x) =-2—+-;-a(a - 2X) ’
(16)
s =s=2 Ya>0
a 2 -

El comportamiento de S, » €N funcién de o , para los tresca

sos posibles (0 <e, <1 , e =1 ,e >1 ) estd dadopor las

siguientes representaciones graficas (Figura 1):

(*) Se sabe por (3), que para o suficientemente grande el problema (Pa) es
a dos fases. Por lo tanto, es interesante el cidlculo del a a partir del cual el
problema (Pa) es realmente a dos fases, siendo la frontera libre Jea inte-
rior a Q



|
\
\\ b) e, > 1
\
A Y
A Y ) .
s
- (),
Asu eo-l
a
L a ~
g O
'll-e
’ 0
¢ -a) 0<e_ <1
‘su p ae o
!
!/
.1 ,I ---- ex?ste una sola fase (:eu c R, :eaq: Q)
—— . existen dos fases (£€u =Q)
s=% ﬁ
N A
c) eo=1
ii) EJEMPLO 2:
Sean Q= ;(r;w) /r, <r< rzt ®
a7 . _YyB>0 si r=rm
: b(r,w)/rl "]-C<0 si r=r
La solucién u de (4) estd dada por:
(*) Corona circular de radios r, y r, ,comn 0<r <r, ; (riw) repre

sentan las coordenadas polares en el plano.



k, B log r, + k C log T,
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u(r) = -
(18)
£ = {r-=
o Tk C
La solucidn u,

(19)

donde H y M debe
a a

(20)

cuya solucién es:

QZ

(21

La frontera libre

(22)

Adem3ds, se tienen

HlQZ"HIQZ

T T
. 2 2
log r—l- log -r—l-
Lo
n
st , con s = (rz) °. (rl) 0o
’ n, = 1 + e, < B

de (1) estd dada por:

ua(r) = Ha + Ma logr

au
a—n% (r,) = o(u(r,) - b, (r,))
au
# (r,) = a(ua(rz) - bo(rz))

n satisfacer el sistema:

= a(Ha + Ma log r, + k C)

a(Ha + Ma log r, - k,B)

k1 Cnoa

1 T,
?—+0Llog—1

c ang log s + C0

-k
1 T
1o 2

* 8 T,

L
o

las siguientes equivalencias:



a) C_>0:

o C0
Sg STy, & >0, , 0, = T,
1 ——
e, ogrl
2){ b)cCc <0:
o -Co
s,>T, =>a>0 , q = T,
log —
T
c) C_ =0 T2
0 N\NTIT
sa=s=rl(-1-,l— 1 "2, ¥a>0

obteniéndose el:

LEMA 2.
El problema (Pa) es a dos fases (r, < Sy < r,) siy solosi

(24) a>m§.x(cxl;a2) . 1
E1l comportamiento de S, » ©n funcién de o , para los tres ca

sos posibles (Co >0, C0 <0, C0 = 0) estad dado por las siguien
tes graficas (Figura 2):

S
* o ﬁsa
\
\
\ y -
\
\ r
\ ' _-
\ P
T, -~ o
_F ——
S " b
) Co <0
rl E N
- O
A # Figura 2
a) C, >0 . __Sa
2
---: existe una sola fase S I€
(L, =R, £ &) r, 1
—: existen dos fases ~
-
(L <=2 )
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iii) EJEMPLO 3:

Sean A
2=|;e50) /T, <T<T,] M
B>0 si r=r
(23) b(r;05¢) [} '{ :
1 -C<0 si r=r, .
La solucion u de (4) es:
(26) u(r) =H- 2
donde H y M satisfacen el sistema:
u(r,) =H - rl.: k, B
(27) 2
u(r,) =H - -ri=-le
cuya solucién es: " '
T, teT,
H =k, C T,
nrr
- 01 2
(28) M k, C T, - T,
k, B
eo=m ’ no=1+eo -

La temperatura 6(r) , correspondiente a u(r) a través de
(5), y 1a frontera libre &= {r = s} estén dadas por:

=)
- = 1 < <
Brz_s(l T S SSTZLT,
8(r) =
C i S 1) i <T<
- — - 1
(29) s-rl 'r S rl—r—s
r. rn
1 2
r +e.r 1 2
1 0 2

La representacion grafica de 6(r) es (Figura 3); con lo cual
se observa que 6 € C° pero 6 ¢ C! , resultado ya conocido pa-
ra los ejemplos 1y 2, vistos en [4].

(*) Corona esférica de radios r, y r, ,con 0<r, <r, ; (r;8;¢) re-
presentan las coordenadas esféricas en el espacio R® .
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j o)
B
h
s T
-C
Figura 3
La solucidn u, de (1) esta dada por:
Ma
ua(r) = Ha T
Bua .
(30) =2 (r,) =a(y (1) - k, B)
au ’
a2 () =l ) K ©)
donde M, v H, deben satisfacer el sistema:
Ma Ma
--;2-=0.(Ha‘r—2-‘k B)
(31) :
M M
% - oh, - 2+ K, C)
1
cuya solucidn es:
. k;Cn
M = s
o 1. l.(.L.+.J_
T, a Tf T§
C, ng
(32) _—+ —
H =k C 3
o 1 _L.+.L<_L.+_L.
12 1 2
e
1 1 1 1
C =_9.-._ —_==—-__>0
' rf rg ’ r12 rl r2



sn_a

=9 o
(33) Sa 'Cls+noa *)

cuyo comportamiento esta dado por:

a) C, > 0:
S, > a>a, ., a, =C, 1,
(34) b) C, <0: | C 1y,
0<s <r, <=<>a>0, , 0, = -
o 2 3 3 e
o
c) € =0 r? + r? ,
sa—s_rl_._rz [ 0 ] cl

OBSERVACION 2.
Para el caso C, <0 , la frontera libre Sy DO existe (afn
como solucién matemitica en R® ) para los valores 0 < o L P

con ) "
C, s T] - eor2

= +
n T T, (r, e, T,

(35) ' Op = -

pues para dichos valores de o el correspondiente s, toma va-
lores negativos ( s, representa un radio) ‘- . Sin embargo , para
0<agoay ,elproblema (P) es auna fase, que resulta ser
en este caso la fase sb6lida.

OBSERVACION 3.

El valor o4 estad caracterizado por las siguientes condicio-
nes: H =0 |,
O
(36) Ha >0 y ¥a>a,
Ha <0 y ¥a <o, .1
Se obtiene el:
LEMA 3.
El problema (Pa) es a dos fases (r1 < sa<r2) si y solo si

(37) a > mz’:x(m3 ;a,.) o1
El comportamiento de S, » €N funcién de o , para los tres ca

(*) Ver observacidn 2.
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sos posibles (C, >0 , C, < 0, C, = 0) estdadado por las siguien-
tes representaciones graficas (Figura 4):

S
ﬁsa f= |
\
r, | .+ \\
\
S S '
T, > 1 I
//
_F 2
%y Olg o
i
a) C, >0 \ a,
?sa \\
r] \.\ ) € <0

Figura 4

c) C1=0

----: existe una sola fase (,‘eac R3, £, &2)

——: existen dos fases (,fea =Q)

-.-.: No tiene sentido fisico-matemiatico (existe una sola tase)
OBSERVACION L.

En los tres ejemplos tratados hasta el presente,se mostrod la exis-
tencia de una funcidn fo , que depende del problema (geometria del
material, temperaturas impuestas, coeficientes térmicos, etc.), que
divide el estudio del problema (Pa) en tres casos, segin dicha fun
cidén sea positiva, negativa o cero. Es decir:

k2 B
Ejemplo 1: fo=eo-1=kTC_1
i . — - 1 - sz
(38) Ejemplo 2: £, =C, = ol e i
k, B
Ejemplo 3: £ =C = —2-__ 1

o 1 k1 C rf r§
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En general, este resultado serid cierto para otros casos de pro-
blema (Pa) 2.1

OBSERVACION 5,

En el tercer ejemplo se vid la existencia de a, (caso C <0)
que tiene la propiedad que s, TNo existe, ni como solucion matemd
tica, para 0 < a < ay, , aunque el problema tenga sentido; mis atm,
el material se encuentra en una sola fase.

Existirdn otros ejemplos de problemas (P,) donde éstosuceda?.
Mis aln, existen otros problemas de frontera libre donde estaobser
vacién ocurra?. g

PARTE SEGUNDA.

A continuacidn se daran tres ejemplos para los cuales la solu-
cién u de (4) y u, de (1) pueden calcularse explicitamente ba-
jo las siguientes hipbtesis:
g=0 en Q
r=r,Ur, (r, #o , medida (T,) > 0)

b : temperatura dada sobre r
h : flujo de calor dado sobre T,

(39)

OBSERVACION 6.
Si b toma sobre I‘l valores positivos y negativos, entonces el
problema (P) es siempre a dos fases (ver parte la. y [1;2;3;4:]).

En el caso en que b tome valores de signo constante sobre [
(positivo o negativo) el problema (P) no siempre es ados fases ;
para ello, el flujo de calor h sobre T, deberd satisfacer cier
tas condiciones, en general verificar una dada desigualdad. j

iv) EJEMPLO &,
Sean

Q (0;a) , con a>0

r,={01} , r, ={a}

b/I‘l =B>0 , h/r,2 >0

La solucion u de (4) estia dada por:

u(x)
£

(40)

-hx+k2B
k, B
s} s =5—

(41)
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LEMA 4.
El problema (P) es a dos fases (0 < s < a) siy solo si
k2 B
(42) h > |

La correspondiente solucidn u, es:

u (x) = - hx +(k2B - %
(43) \
Jea:’sa( ’ Sa=s-'&'
LEMA 5.
Bajo la hipétesis (42), el problema (Pa) es a dos fases si y
solo si
(44) a>a , O = RQF .1
2
v) EJEMPLO 5.
Sean = _’(r;w) / r <r< rzi , con O<r <r,
(45) r, = "r = rzi' , T, = ’r = rli
b/I.l=B>0 R h/r.z‘>0 .
La solucién u de (4) esta dada por:
r2
u(r) = k, B - hr log—
r k B
(46) g _ 2
g:{r=s} , S=r2e1;rl
LEMA 6.
El problema (P) es a dos fases (r1 <s<r,) siysolosi
k,B
(47) h > ——— -
2
T, logg

La solucidon del correspondiente problema (Pa) es:

hr T
ua(r) = sz - ar: - hrl log?2
(48) 1
LEMA 7. ga =¥r=sat ’ Sa=sear2
Bajo la hipdtesis (47), el problema (Pa)- esva dos fasessiy
solo si
hr1
(49) a > ag R U = T B A |



vi) EJEMPLO 6.
Sean

{(r;8;9)/ r <r<r,} , con O<r1 <r
(50) r={r=r} , I, ={r-= r,}

b B>0 h >0

[t » B,

La solucién u de (4) estda dada por:
= -hr2(Ll- 1
u(r) = k,B hrl (r rz)
(1) | hrir,

2

1

L ={r=s} , s-=
hrl + x,Br,
LEMA 8.
El problema (P) es a dos fases (r, <s <r,) siy solosi
k,Br,
52 h > .
(52) | INCAEN] '
El correspondiente problema (Pa) tiene por solucidn:
hr] 2f1 1
ua(r) = sz - -—rarz - hrl(; - ?2-)
= = ' - 1
(53) ga = gr = Satz ’ Sa = :I-_-T—_l—(a # (1**)
) hr S ar?
e hrir, + k, Br2
LEMA 9.
Bajo la hipdtesis (52), el problema (Pa) es a dos fases siy
solo si
hr}
(54) o> a, , o, = szrg - 1

La representacidn grafica de s, »en funcién de o , estid
dada por (Figura 5).(Ver al dorso).

OBSERVACION 7.
Para este ejemplo 6, sucede lo ya dicho en la observacidn 5.§

OBSERVACION 8.

Los cdlculos a efectuar para la obtencion de la solucidn exac
ta bajo las hipdtesis (39) son, en general, para los ejemplos vis
tos, mas sencillos de aquellos con hipdtesis (7), si bien no han
sido expuestos en este trabajo.
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I\ \
Sy, \
\\ Figura 5
\
\
\
\
N
s »
T 4
Oy o
p— —
KN a,
\I
\. ---- : existe una sola fase
\_ —— : existen dos fases
\ .-.- : no tiene sentido fisico-mate-
\ miatico (existe una sola fase)
vii) EJEMPLO 5 BIS.
Sean los datos (45) con: .

(55) T, zr=rlt , I‘2=zr=r2:

Las func10nes u 'y u estan dadas respectivamente por:

- - I
u(r) = k,B - hr, log T, kB
(56) T
§€=3r=s( =r1ehr2
u(r) -kB——-—hr 1og—
T 1
(57) e
a 3 ut S = S € “h
LEMA 10.
i) E1 problema (P) es a dos fases si y solo si
k, B
(58) h >
T,
r, log —

1

En dicho caso, la temperatura 6 viene dada por:
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log %
B si r <r<s
S ] == ==
(59) o(r) = log 7~
hr, r
- % logg s1i sLrsr,

ii) Bajo la hipdtesis (58), el problema (Pa) es a dos fases si y so
lo si

(60) a > a, R o, =

hr,

En dicho caso, la tehlfperatura 64 viene dada por:
T S
Ti log —:— si 1, <r<s,
2
6 (r) = :
a( ) hr, 1 T .
- -E;- og % S1 SG

A
-
A
p‘

OBSERVACION 9.

Para el Ejemplo 5bis, la grdfica de s en funcidn de h es del
tipo de la Figura 2a y la grafica de s, en funcion de o es del
tipo de la Figura 2b.

viii) EJEMPLO 6 BIS.
Sean los datos (50) con:
(62) P1=’r=r1‘ R P2=’r=r2i B

Las funciones u vy u, estan dadas respectivamente por: -

u(r) = k,B - hrg(-f‘-l- - -:7\)
63
(63) £€=1r=s: - hrir,

hr% 2 1 1
) - g (e 3)
(64) ,
G = ’r—sa‘ » Se T T, 1
LEMA 11. S ar]
i) El1 problema (P) es a dos fases si y solo si
k,Br,
(65) h >

T,(r, - rl)
En dicho caso, la temperatura 6 viene dada por:

Bsr, (1 1) . <
(663 o(r) ={ STTa\F S '

hr (1 _ 1 .
-—E—l(g-?) S1 sr<r,
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ii) Bajo 1la hipdtesis (65), el problema (Pa) es a dos fases siyso
lo si

67) a>a,

o _ hr
9 .szIg

En dicho caso, la temperatura 6, Viene dada por:

BSI‘I (1 1 .
= S -r, \r S 1 =" = gy
(68) ea(r) hr2 11 1 o
"ET(E;"?)’ St Sq2Tir -

OBSERVACION 10.

Para el Ejemplo 6 bis, la grafica de s en funcién de h es
del tipo de la Figura 4b y la grafica de s, en funcién de o es
del tipo de la Figura 4a. |

OBSERVACION FINAL.

Las demostraciones realizadas en [4;5] siguensiendo vdlidas ain
en el caso en que la temperatura b tome sobre T, valores de
signo constante pero con la condicidén que el flujo de calor h ,
dado sobre I‘2 , verifique una adecuada desigualdad para que el
problema (P) sea a dos fases. |
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