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UNA FAMILIA DE PROBLEMAS QUE
CONVERGE HACIA EL CASO ESTACIONARIO
DEL PROBLEMA DE STEFAN A DOS FASES

por
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ABSTRACT.

A family of problems Pa (¢>0) for the steady-state of the two-phase Stefan pro
blem is proposed, and it is solved by a variational equality. The behavior of the so
lution of Pa is studied as o goes to infinity.

1. INTRODUCCION.

Se presenta una familia de problemas Pa , auxiliares del caso
estacionario del problema de Stefan a dos fases, dependiente de un
parametro real o > 0

Para cada o >0 , se demuestra la existencia y la unicidad de
la temperatura 6  utilizando la correspondiente formulacidn varia
cional. A continuacién, se estudia el comportamiento de N cuando
o —> +® , y se demuestra que 6 —> 6 en 12(Q) fuerte, don-
de 6 es la temperatura estacionaria del problema de Stefan a dos
fases, definida en Tarzia [Z2].

2. DEFINICION DEL PROBLEMA Po:.

Para cada real o > 0 , se estudia la temperatura ea(x) , de
finida para x e Q , donde Q es un dominio acotado de R?® con
frontera T = 30 regular. Q representa el espacio de un medio
material que puede presentarse en sus dos fases: s6lida y liquida,
por ejemplo hielo y agua.

Se supone que:

(1) 6, = 0 (0 grado 'centigrado)

es la temperatura del cambio de fase entre la fase sdlida y la fa-
se liquida.

El conjunto Q se expresa por:
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(2) Q =QlaU°‘€aU .,
donde:
Q, ={xeq/6,(x) <0}
o
(3) Qza ={xeq/e6,(x) >0}
£ =1{xen/e,x) =0}
Q R
§€: n : vector normal a éea

La temperatura 6, puede representarse en  de la siguiente ma-

" nera:

8, x) <0 ¥xeQ
a a
@ 0,0 = { 0 ¥xe L
eza(x) >0 ¥xe Qza

Entonces, el problema Pa se define por las siguientes ecuaciones:

-k. A9, (xX) = g(x) ¥xeQ.
(5) S i
i=1;2
8, (0 =90, () =0
o o .
(6) 381, 362, ¥xed
k, Y (x) - kz_"a»n (x) =0

a6
-k, 5522 (%) /r1 a(k, 0, (9 -b,(0) si 8,09/p >0
(7) ael ¥xe Pl
o .
-k, -BT(X)/FI o:(k1 elu(x) -bo(x)) si eo‘(x)/r.1 <0

30,

-k, — a'(x)/rz = h(x) si em(x)/r.2 > 0
(8) 26, ¥xerT,
-k, 3n—ﬁ(x)/r2 = h(x) si 000 [ < 0

donde:
g: es un aporte de energia definido en

b, (X) = Kb’ (x) - kb (%)

9) b: es una temperatura, que toma valores positivos y ne-
gativos, sobre T,

h: es un flujo de calor definido sobre T,
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ki: es la conductividad térmica en Qi
o
= 1: fase s6lida, i = 2: fase liquida

) : |
r=r, Ur, ,con mdida(T) >0

T,AT, =¢

3. CAMBIO DE FUNCION INCOGNITA. FORMULACION VARIACIONAL, EXISTENCIA
Y UNICIDAD DE u, .

Sea el cambio de funcidn incdgnita, definido por:
+ -
(10) ua(x) = kzea(x) - klea(x) ¥xeQ

OBSERVACION 1.
Conocido u, se podrda conocer 6_  mediante las relaciones si-

a
guientes: + +
o ua(x) = kzea(x) ¥xeQ
u&(x) = kleé(x) ¥xeQ
N B POV
(12) ea(x) K, ua(x) K ua(x) ¥xeQn

Entonces, se tiene el siguiente:

LEMA 1.
El problema Pa , en funcion de u, esti dado por las ecua-
ciones siguientes*

i) -hu, =g en D' (Q) &)
3u
(13) ii) -ﬁ/rz = h
‘. .. Bua
iii) syl a(ua - bo)

DEMOSTRACION.
Las dos condiciones (131i) y (13ii) se demuestran utilizando un
método similar al empleado en [2] (en particular los Lemas 17y 2).

Solo queda por verificar la condicién sobre T

(*) D'(Q) : representa el espacio de las distribuciones sobre
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¥xeTl, , se tiene:

+ -

Z)uOL 86 86 (*) 96,
—2(x) = kzan ) - k55 S(x) = kzan 2 () H(o, () +
a9
+ k, an‘“(x) H(-6,(x) = -a(kzeza(x) - b, (x)) H(8 () -
- a(k,8, () - by(x)) H(- 6,00) = -alk, 8, CIH(8 (X)) +

+

ky 8, (0 H(- 0,(0) - bo(x) (H(8, () + H(-8,(0))]

- alk, 8,00 - k, 8.(x) - b () = -alu (x) - b (x)

de donde se obtiene (131iii).
Sean las notaciones siguientes:

V = HY(Q)

K ={veV/ vv/r1

v, = {v e V/ v/l,1

b
0 §

V' : dual de V cuando se identifica 12(9)
con su dual

a(u;v) = fg§u(x) . _V'v(x)d.x

(14) ¢ .3.>: dualidad entre V' y V

Cfyvy=<gyv > - r h(x) v(x)dy
2
<fa;v> = < f;v>+afrlbo(x)v(x)d.x

aa(u sv)=alu;v) + o frlu(x) v(x)dx

(usv) = fQ u(x) v(x)dx

(*) Sea H la funcién de Heaviside, entonces se tienen las expresiones siguientes:
—(x) = 20 HEw)
(X) —-—(X) H(- 8(x))
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LEMA 2,

La formulacién variacional del problema P esta dada por la
ecuacioén variacional:
aa(ua;v) = < fa;v S ¥veV

(15)

u €V
a
DEMOSTRACION.
Si se multiplica la ecuacién (131i) por v eV , y luego se in

tegra sobre Q , se obtiene:

aua
3 X v(x)dy =

N\

giv > = - (Aua;v)‘ = a(ua;v) -L

a(u;v) + Ir a(u (x) - b (x)) v(x)dy + frzh(X) v(x)dy =

1

aa(ua;v) + f h(x) v(x)dy - af bo(x) v(x)dy

L, Ty

de donde se obtiene (15).

OBSERVACION 2.
Existe una constante A > 0 /

(16) a(vyv) + J’ vZ(x)dy > >\1”V||\2, ¥veV
r
1

donde ||.|};, representa la norma de V , dada por:

(17) ||v||\2, = a(v;v) + (v;V)

Ademas " aa(.;_.) es una norma equivalente a la de V ., con lapro

piedad:

a (v;v) > A _||v||2 ¥veVv
- (18) o oV
>‘a = >\1 . min(1;0)
LEMA 3.
Bajo las hipotesis
i) feV
(19) 1

ii) b eH2(r))
existe una tnica solucidn de (15).
DEMOSTRACION.
Teniendo en cuenta la observacidn 2 y el hecho que (19) implica

f, eV’ ¥a>0 , la existencia y la unicidad de u, » paraca
da o >0 , estan dadas por el Lema de Lax-Milgram.
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4. CONVERGENCIA DEL PROBLEMA P~ CUANDO o —>+o ,

Segln [2], sean 6 1la temperatura del caso estacionario del pro
blema de Stefan a dos fases y u la funcidn definida por:

(20) ux) = k, 8°(x) - k, 07 (x) ¥xeoQ

tnica solucidn de la ecuacidn variacional

a(u;v-u) = ¢ f;v-u> ¥vek
(21)

uek .

A continuacién se vera que la solucidn u, de (15) tiene un 1i-
mite cuando o —> +o ., Para ello, se estableceran estimaciones a
priori sobre u, Y luego se hara el pasaje al limite.

TEOREMA 1.
Bajo Las hipbtesis del Lema 3, se tiene que:

(22) u, —u en V débik

cuando o —> +o , donde u es La dnica solucibn de (21).

DEMOSTRACION.
i) Estimaciones a priori.

Por definicidn de u, » se tiene:

a(ua;v) + q J’ (ua(x) - bo(x)) vix)dy = <f;v> ¥veV
(23) g

u €V
o

Por lo tanto, si se elige v = u, - ue V en (23), se obtiene:
2
(24) a(ua;ua—u) + OLJI‘ (ua(x) - bo(x)) dy = < £ u,-u >

1
Si se suma a los dos miembros de la igualdad (24) el término:

- a(u; ua-u)
se deduce:
(25) a(g ;&) *+a Ir g2(x)dy =<f;g, > - a(u;g)
donde: !
(26) £a=ua—ueV

Como o tendera a +o , se puede suponer que o > 1 ; enton-
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ces, si se tiene en cuenta (16), se cbtiene:

en gl @en | gmarselgly
1
De (27), se deduce:
IIEaHV;Cz
(28) (**)

- 2

(a I)IP g (¥dy<c; .
1

De las estimaciones precedentes, se tiene que:

u_ € acotado de V
(29) ¢

(a-l)Jr (uy (%) - b (0)*dv < e,
1

ii) Pasaje al limite.
De las estimaciones (29), se deduce que cuando o —>» +o , al
menos por una sub-sucesidn:

(30) u, — w en V débil
y ademas
(31) (@ - 1) frl (u,(0) - b (x))%dy < c,

Entonces, se tienen las siguientes consecuencias:
a) weK:

De (31), se obtiene:

(32) Lin [ (4,09 - by0)*dy = 0
n

o> +00

Utilizando la semi-continuidad inferior en V débil de la
aplicaciodn:
(33) vV —> J v2 (x)dy
se deduce: I
(8 0s [ 000 b0 dy < Lim [, 00 ~Bo00* ay=0
Tl T

o>+

es decir, que:

(*) ¢, es una constante independiente de a

c . .
(*) c, =3 y ¢, =c,c, sondos constantes independientes de a



(35) w/l,l = b,
de donde se obtiene que
(36) weKk

b) w=u (u definido por (21))
Si en (23) se toma v € V0 , Se tiene:

(BN etV rof @00 - b)) v dr= C£3v>
r, ——
%8) %a(ua;v)=<f;v> -\‘-v«-:V0
u, € \'

Entonces, cuando o —> +® , se obtiene:

aw;v) =<f;v> ¥veV,
(39)
wek
0 su equivalente:
aw;v-w) =<f;v-w> ¥vek
(40)
weKk
De (40) y (21), se deduce que:
41 w=u

Para la temperatura Ba , Solucidén del problema Pa , Y la tem
peratura 6 , del problema estacionario del problema de Stefan
a dos fases, se tiene la siguiente convergencia, dada por el:

LEMA &4,
(42) lim |lo - ol =0
o> +o00 L2 (Q)
DEMOSTRACION.
De (30), se obtiene que:
(43) u —> u en L?(Q) fuerte

o
Por lo tanto:

(48) lluy
+ 4+ 2 - -n2 + + - -
= ”ua - u ”LZ Q) + “ua - u ”LZ(Q) -Z(Ua -u ;ua -u )

- ullf2 gy = IHuy - w") - (v - W2
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lu’ - u'|l3 + lu, -
o) L% (Q) )

-2 + - oo
(44) u ||Lz () + 2(ua;u) + z(ua;u) >

v

+ +,,2 - -2
Hua - u ”LZ(Q) + ”ua -u ||L2(Q)

de donde se deduce: ” + +
1im u -u =0
am W = wliz oy

) lu - u
lim u -u =0
st O L2 (9)

De (45), (20) y (12) se obtiene (42).

OBSERVACION 3.
Con (42), se ha demostrado que cuando o —> +o la temperatura

ea converge, en L2(Q) fuerte, hacia 6 , que es la temperatura

solucidn del caso estacionario del problema de Stefan a dos fases.

Se ha demostrado también que para o (suficientemente grande)
el problema Pa representa un problema de Stefan a dos fases.

LEMA 5.

La convergencia obtenida en el Teorema 1 es fuerte.

DEMOSTRACION,

Sea o>1 , entonces utilizando (18) se tiene:
2
)\1||u0L-u||V <a(u-usu-u) = <f; u,-u> - a(ujug-u)
y con (22) se obtiene:

(46) ~u, —>u en V fuerte cuando a-— +o
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