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APLICACION DE METODOS VARIACIONALES
EN EL CASO ESTACIONARIO DEL
PROBLEMA DE STEFAN A DOS FASES

por
DOMINGO ALBERTO TARZIA

ABSTRACT.
We study the steady-state of the two-phase Stefan problem by a
variational equality.

1. INTRODUCCION,

El problema de Stefan tiene por objeto el estudio de la tempera
tura en el espacio ocupado por dos fases de un cuerpo, generalmen-
te una fase sdlida y una fase liquida, por ejemplo hielo y agua.

Las funciones que representan las temperaturas de las dos fases
satisfacen las correspondientes ecuaciones del calor. Lasuperficie
de separacidn de las fases, que se encuentra a temperatura constan
te, es una incognita suplementaria del problema sobre la cual exis
te otra condicién que surge del principio de conservacidnde laener
gia.

El interés y la dificultad del problema de Stefan a dos fases se
debe a la presencia de dicha superficie de separacidon de las dos fa
ses, a la cual también se la llama la frontera libre del problema.

El trabajo consistird en presentar y generalizar el efectuadoen
Tarzia [4] al considerar la existencia de un aporte de energia g
en el cuerpo y un flujo de calor no nulo sobre una parte de la fron
tera del cuerpo.

El método a seguir consistird en escribir las ecuaciones del pro
blema en el sentido de las distribuciones en © , y luego hacerun
cambio de funcién incdgnita, como en Baiocchi [1], Duvaut [2], pa-
1a obtener una ecuacidn variacional del problema. A continuacién,
se demostrara la existencia y la unicidad de la soluciény se daran
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dos ejemplos simples en los cuales la solucién exacta puede calcu-
larse.

2. PRESENTACION MATEMATICA DEL PROBLEMA FISICO,

Se estudia la temperatura 6(x) , definida para xef , donde
Q es un dominio acotado de IR® con frontera T = 3Q regular.

Se supone que:

M

<D
]

0 (0 grado centigrado)

es la temperatura del cambio de fase entre la fase sélida y la fa-
se liquida.
El conjunto  esta dividido en dos regiones ocupadas por:

Q, = {x e Q/6(x) < 0} la fase sdlida

(2)

Q, = {x e /8(x) > 0} la fase liquida

Se designa con ¥ 1la frontera libre que las separa,definida por:

(3) ;€={xe9/e(x)=o}
La temperatura 6 puede representarse en Q de la siguiente ma
nera:
8,(x) <0 ¥xe Q,
(4) 8(x) = {0 ¥xe ¥
8,(x) >0 ¥xeQ,
Q=0Q,U&UQ,
(5)

->
n vector normal a &

La ecuacidon del calor en Qi (i=1,2) esta dada por:

() -k, 88, (x) = g(x) ¥xeaq
i=1;2
donde:
ki: es la conductividad térmica en Qi (i=1;2)
@)
g : representa un aporte de energia

Sobre la frontera libre &£ , se tienen las condiciones siguien-
tes:
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8,(x) = 8,(x) =0
(8) 1) ?(X) +xe ¥

k —a-e—l(x)-k — (x) =0
13N

Las condiciones limites estan dadas por:

9) e(x)/r = b(x) ¥xerT
1

-k —2—(x)/r h(x) si  o(x)/p >0
2 2

(10) ! ¥xerl,

1 - .
-k, 3h (x)/r.2 = h(x) si e(x)/r.2 <0
donde:
r=r,ur, , con medida (T,) > 0
an
rnr, =o

b : es una temperatura dada sobre T,
(12)

h : es un flujo de calor dado sobre T,

OBSERVACION 1.

Para que el problema estacionario dado sea realmente a dos fa-
ses es necesario que la funcién b tome sobre T, valores posi-
tivos y negativos. Con esta condicién, la frontera libre &£ exis
te fisicamente.

OBSERVACION 2,

El calor latente de fusidn de la fase sdlida no interviene en
el caso estacionario del problema de Stefan a dos fases, pues el
cuerpo @ estd formado de dos partes invariantes en el transcur-
so del tiempo, la fase solida y la fase liquida. Por lo tanto, se
puede considerar que se tiene un problema de transmisidn del calor
con la presencia de una frontera libre (que separa las dos partes)
caracterizada por las tres condiciones (8).

3. CALCULO EN EL SENTIDO DE LAS DISTRIBUCIONES EN & . CAMBIO DE
FUNCION INCOGNITA,

Se van a transformar las ecuaciones precedentes de manera aes-
cribirlas en el sentido de las distribuciones en @

Sea:
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8. (x) si X e Q.
Ti(x) = 1 1
(13) 0 si x € (0 - Q.l)
i=1;2
es decir:
+
an T2 = 6 en f *
T, = -8 en

Los conjuntos Qi (i=1;2) estan dados, en término de Ti , por:

(15)

Q1

Q, xea/T,x >0}
‘ xea /T () <0} .

Ademas, la frontera de Qi (i=1;2) tiene la expresidn siguiente:

a(e,) =3,0U &
(16) (*%)
3R,) = 93,0 U (-£)
donde:
3.0 =030 N7%0,
a7 ' _
3,2 =3 N0,
319 ('o(é) 32Q

) £ y f representan respectivamente, la parte positiva y la parte nega-
tiva de la funcién f , definidas por:

£ (x) = max (0 ; £(x))
f(x) = max (0; - £(x))

(**) Se toma la expresién (-&) , pues se tiene en cuenta que sobre la fronte-
ra libre & se utiliza siempre, para el vector normal, la direccidnde Q, hacia Q,.
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Sea:
D(R) = lv: @ —> R/y es indefinidamente diferenciable
y a soporte compacto en

(18) D'(R) : el espacio de las distribuciones sobre
{.3.> ¢ la dualidad entre D'(R) y D(Q)

Entonces, se tienen los siguientes lemas:

LEMA 1.,
¥ ve D(Q) , se tiene:

30,
(19) i) <-k, AT, ;9> = IQ g(x) v(x) dx - k, L’ST (x) e(x)dy

2

26
(20) [i1) <-k AT, ;¢> = J’ g(x) w(x) dx + k, f aTl (x) v(x)dy
| Y 2
DEMOSTRAC | ON

i) ¥ ve D(R) , se tiene:
< -szT2 s> =-k, (T, ;8¢ > = - k, jg T,(x) Av(x)dx =

-k, JQ 8,(x) Ap(x)dx = - kz[JQA 8, (x) p(x)dx +

2 2

+

20
5 (o, (X) (X) - =2 (x) *P(X))dY}

3(Q,)
= _[g(X) p(x)dx - sz [6 (X) (X) - n (X)*P(X)}dy -
QZ o

(o]
kzj [9 (X)— x) - _a_ (x) \p(X)}dY =

9 \._\,./
2 " ]

(o] 96 (o]
I () v(0dx - k, | & (x) v(x)dx
Q, &
ii) ¥ ¢ € D(Q) , se tiene:

< -klAT1 s> = - k1 < T1 s A > = -k1 [ Tl(x)A¢(x)dx=
“Q

- k, fg 8,(x) Av(x)dx = - kl[fQA 8, (e(x)dx +

1

96
+. 8,(x) 2 (0 - ==+ (%) ¥(x) dv} =
J; (91)( an E )
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Inlg(X)qa(X)dx - k, L’ [ﬁ) an X " 3h (X)np(X)]dY -

o
Kk, {elcx) -t @]dY -
319 S I

]
o

(o]
a6
dx + k —l d
Iglg(X)v(X) 1";6’ =0 (x) e(x)dy

DEFINICION,

Sea la nueva funcidén incoégnita u , definida por:
21 u(x) =k, T,(x) + k, T, (x) ¥xe
Teniendo en cuenta (14), también se tiene para u la siguiente ex
presion:
(22) u(x) = k,0°(x) - k,67(x) ¥xeq
OBSERVACION 3.

Conocido u se podra también conocer 6 mediante las relacio-
nes siguientes:

u(X) =k,0'(0 =k, T,x) ¥xeQ

(23) - -

ux) =k (x) =-kK,T,(x) ¥xeQ

o _1 o+ 1 -
(24) e(x)—l-(-—u(x)-l-(-—u(x) ¥xe
2 1
LEMA 2.
La nueva funcidén incégnita u satisface las siguientes relacio

nes: i) - Au=g en D'(Q)
(25) ' ii) u/l,1 =b

‘s ou _
iii) an/r.2 = h

donde b o ©S una funcidn definida sobre T por:
(26) b () =k,b'(x) - kb (x) ¥xerT,
DEMOSTRACION.
i) ¥ ¢ € D(Q) , se tiene:
C-Bujze>=-<ube>=-k, <T ;8¢ >-k (T ;8¢ > =

='k2 <AT2;&P>‘1(1<AT1;‘P>=
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I g(x)e(x)dx - k Lz %?]—z(x)%’fx)dY * L g(x)e(x)dx +

1

J s (e dy = f g(x)e(x) dx +

36
+ Le (kl anl x) -k, an (X))tp(x)dY = <g;e>
\M—/

1]
(¢}

de donde se obtiene (251i).
ii) ¥ x e I, , se tiene:
u(x) = k0 () - ko ) fp = k,b"(x) - kb (x) = b (x)
de donde se obtiene (25ii). 1 ‘
iii) ¥ xeT, , se tiene

du 36 (f) 39,
- (O = - K, an (x) + k == (X)) = -k, == (x) H(6(x))-

- 1 :[e]l (X) H(- 8(x)) = h(x) H(e(x)) + h(x) H(- 8(x)) = h(x)

de donde se obtiene (251iii).

3. ECUACION VARIACIONAL. TEOREMA DE EXISTENCIA Y UNICIDAD PARA u ,

Sean las notaciones siguientes:

V = H (@)
K={veV/ V/I.1 =bo}
- vo={v v/ vl - o}

a(u;v) = Q§u(x) . §v(x)dx
Cf;vy>=<g;v> -J h(x) v(x)dy
(u;v) = u(x) v(x)dx

(» Sea H 1la funcién de Heaviside, entonces se tienen las expresiones siguien-
tes:

gg 0 = an () H(6())

ﬁ-()--ﬁ(x)ﬂ( 8(x))



- 152 -

Entonces, se tiene el:

LEMA 3.
Si u es una solucidon regular de (25), entonces u es también
solucién de la ecuacidn variacional

a(uy;v-u) = <Cf;v-u) ¥vek
(28)

uek
DEMOSTRACION.

Si se toma veK ysisemltiplica la ecuacién (251) por
(v-u) , y luego se integra sobre Q , se obtiene:

<gsi;vud =- (Auj;v-u) = a(u;v-u) - Jr %% (x) (v-u) (x)dy

a(u; v-u) - frl 34 (0 (v-w (0 dy +fr2- 35 (9 (v-u) Iy

o =h(x)
a(u;v-u) + J’r h(x) (v-u) (x)dy

2
de donde se obtiene (28).

TEOREMA 1.
Bajo Las hipdtesis:
i) feV (%)
(29) .
ii) b eHZ(r) (*%)

existe una nica solucidn de (28).

DEMOSTRACION.
De (29 ii) surge la existencia de:

(30) BeV  tal que
B =b
(31) /1“1 ® I 1
3 una constante B8 > 0/ |[|Bl|y, < Bl|b
) | “V S " ”HT(PI)
Ademas:
(32) veK e v -Be Vo

*) V& representa el dual de V0 cuando se identifica L12(Q) con su dual.

(*) (29ii) => K # 2



Por lo tanto, se tienen las equivalencias siguientes:

a(u;v-u) =< f;v-ud> ¥vek
(33) { =
a(u;v) =<f;v> 'V-veVo
(34) { >
u-B € V
a(U;v) =<F;v> -V-veVo
(35)
Uey,
donde:
U=u-Be Vo
(36)
CFyvy>=<Ef;v> - aB;v) 'V-veV
con
a: forma bilineal, simétrica, V -eliptica y continua
sobre V,
(37
]
Fe Vb

Por 1o tanto, la existencia y la unicidad de U eV, , solucidn de
(35) (0 la existencia y la unicidad de u e K , solucién de (28)),
estan dadas por el Lema de Lax-Milgram.

4. EJEMPLOS,

Se tendran en cuenta las hipGtesis:

g=0 en Q
(38)

i) EJEMPLO 1.
Se considera:

Q=(0;a) con a>o0

B>0 j =
(39) b(x) = >0 st x=0
-C<0 si X =a

Entonces, la funcién u estid dada por:
sz + le

- ——— x+k,B

(40) u() -

La frontera libre }§€ y la temperatura 6 estan dadas por:

& = {s}
(41) s-_o
1 + e
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k,B
e = e—
o k1C
B
(41) < (s-x) si 0<x<s
8(x) =
= (x-s) si s<x<a
a-s =" =
Ae(x)
B
a
— i X
S )
I-C
'
]

Se observa que la temperatura 6 es una funcidn continua en  ,

pero su derivada no lo es (6'(x) es discontinua sobre la fronte-
ra libre).

ii) EJEMPLO 2.

Se considera:

*) _ |
N = {(r;w)/rl <1< rz} corona circular de radios r

1
y r, ,con 0<r <r,

B>0 si T=rT,

b(r;w) =

-C<0 si r=rv

1
Como las condiciones limites son independientes de la variable an-
gular w , es natural que la solucidn dependa de la sola varia-
ble r

(®» (r;w) representan las coordenadas polares en el plano X, X,
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Entonces, la funcion u estid dada por:

(43) u(r) =hy + my log r
donde:
nde k,B + k,C
Ino = ———1‘—2——
log (—-)
rl
(44)
N kB log (rl) + k,C log (r,)
(o} T,
La frontera libre & y la temperatura 6 estan dadas por:
& = circunferencia de radio s
1 not
n n
s = (rz) o, (rl) 0
n, =1+e,
k,B
e = e——
(45) ° KC s
log (Z)
-C. S si r, <r<s
log ('IT-)
1
e(r) =
log (g) .
B 5 si s T,
log ()
‘ 8(r)

Se observa también en este ejemplo que la temperatura 6 es una
funcidén continua en Q , pero su derivadano loes (8'(r) es
discontinua sobre la frontera libre).
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