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RESUMEN.

Se explicitan las metodologias para la resolucion de problemas y para la realizacion de
demostraciones en Matematica a traves de un aprendizaje con todo el cerebro con la participacion
activa de los hemisferios cerebrales izquierdo (I6gico) y derecho (intuitivo).

NOTA:

El presente texto ha servido de apoyo para la realizacion de cursos y/o seminarios en diferentes
ciudades argentinas, a saber: Bariloche (curso REM-UMA en 1998; circuito E en 1997), Coérdoba
(1996; conferencia REM-UMA en 1997), Cruz Alta (1995), La Plata (curso REM-UMA en 1999),
Posadas (1998), Rafaela (1995), Rio Gallegos (1999), Rosario (1995; 1999), Rufino (1995). Por
otro lado, durante el desarrollo de los mismos, numerosos ejemplos y problemas complementarios
ampliaron y justificaron los métodos y conceptos vertidos aqui.

El autor agradece a H. Alder, E. De Bono, M. De Guzman, S.G. Krantz, R.B. Nelsen, G. Polya,
D. Solow y L.V. Williams quienes a traves de sus escritos le han ensefiado muchisimas cosas, y
muy especialmente a Polya y Solow por la transmision del pensamiento matematico.

El manuscrito fue recibido y aceptado en febrero de 2000.
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. DIVERSOS CONCEPTOS DE INTERES EN LA MATEMATICA.

Del Diccionario Enciclopédico Larousse (1992) se pueden extraer el significado de los
siguientes conceptos que son de gran utilidad en la Matematica, a saber:

« Cifra: (Ar. sifr, nombre del cero aplicado luego a los deméas niimeros) Signo con que se representa
a un digito. Cada uno de los caracteres que sirven para representar 10os nimeros.

* Creacion: Accion y efecto de crear.

* Crear (lat. creare): Componer artistica o intelectualmente.

» Componer (lat. componere, arreglar): Formar o constituir un todo juntando o disponiendo
elementos diversos.

» Corolario (lat. corollarium): Es la proposicién que se deduce por si sola de lo demostrado
anteriormente.

» Deduccion (lat. deductionem): Accion y efecto de deducir. Razonamiento que, partiendo de
hipotesis, conduce a la verdad de una proposicion usando reglas de inferencia.

» Deducir (lat. deducere): Sacar consecuencias de un principio, proposicion o supuesto y, en
general, llegar a un resultado por el razonamiento: de esto deduzco que...

» Demostracién: Accion y efecto de demostrar. Razonamiento que deduce la verdad de una
proposicion partiendo de axiomas que se han enunciado.

» Demostrar: Probar de forma inequivoca.

* Digito (lat. digitus): Numero digito. Nimero que en el sistema de numeracion decimal se expresa
con una sola cifra.

» Entender (lat. intendere): Percibir por medio de la inteligencia el sentido o significado de algo:
entender un problema. Percibir las causas o motivos de algo: entender el porque de un hecho.

» Entendimiento: Aptitud para comprender.

» Comprender (lat. comprehendere): Entender, percibir: comprender un texto.

* Hipdtesis (gr. hypothesis, suposicién): Conjunto de datos a partir del cual se intenta demostrar en
forma l6gica una nueva proposicion.

* Lema (lat. lemma): Proposicion preliminar cuya demostracion facilita la de un teorema
subsiguiente.

* NUmero (lat. numerus): Expresion de la cantidad computada con relacion a una unidad. Nocion
fundamental en matematicas que permite contar, clasificar los objetos o medir magnitudes.

* NUmero abstracto: EI que no se refiere a unidad de especie determinada.

* NUmero cardinal: Cada uno de los nimeros naturales en abstracto, como diez, mil.

» Namero compuesto: El que se expresa con dos 0 mas guarismos o caracteres.

* NUmero concreto: El que expresa cantidad de especie determinada.

* NUumero digito: El que puede expresarse con un solo guarismo o caracter; en la numeracion
decimal lo son los comprendidos desde el cero al nueve, ambos inclusive.

» Namero natural: Cada uno de los elementos de la sucesion 1, 2, 3, 4,...

* Numero ordinal: El que expresa ideas de orden o sucesion, como segundo, tercero.

» Pensamiento: Facultad de pensar: el pensamiento es atributo del hombre. Idea principal, manera
de opinar de un individuo o de un determinado ambiente.

» Pensar: Formar y ordenar en la conciencia ideas y conceptos. Meditar, reflexionar. Hacer
proyectos para poner en practica alguna cosa.

* Principio (lat. principium): Concepto, idea fundamental que sirve de base a un orden determinado
de conocimientos o sobre la que se apoya un razonamiento. Proposicion que sirve de fundamento a
una deduccion. Nociones primeras de una ciencia o arte.

* Probar (lat. probare): Demostrar, evidenciar la verdad de cierta cosa.
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* Problema (lat. problemam): Cuestion en que hay algo que averiguar. Proposicion dirigida a
averiguar un resultado cuando ciertos datos son conocidos.

* Proposicion: Enunciado susceptible de ser verdadero o falso.

» Razonamiento: Accion y efecto de razonar. Serie de conceptos encaminados a demostrar algo.

» Razonar: Pensar, ordenando ideas en la mente, para llegar a deducir una consecuencia o
conclusion.

» Teorema (gr. theorema): Proposicion cientifica que puede demostrarse.

* Tesis (gr. thesis): Proposicion que se enuncia y se mantiene con argumentos.

En Matemadtica existen cuatro términos que se encontraran frecuentemente siempre que se trate
con demostraciones. Estos son proposicion, lema, teorema y corolario. Una proposicion o
propiedad es un enunciado de interés del cual se esta tratando de demostrar su veracidad. Algunas
proposiciones son consideradas (subjetivamente) extremadamente importantes y se las llama
teoremas.

La demostracion de un teorema puede ser muy larga, por lo que resulta mas facil realizar la
demostracién por "partes” o por etapas. Por ejemplo, para demostrar "P implica Q", puede ser
necesario demostrar primero que "P implica A", luego, que "A implica B" y finalmente, que "B
implica Q". Cada una de las proposiciones obtenidas como pasos preliminares o auxiliares podria
presentarse por separado, y éstas se llaman lemas. En otras palabras, un lema es una proposicion
preliminar, cuyos resultados se utilizaran en la demostracién de un teorema. Una vez que un
teorema ha sido probado ciertas proposiciones surgen casi inmediatamente como resultado de la
veracidad del teorema. A estas proposiciones se las denomina corolarios.

Asi como existen ciertos conceptos matematicos que se aceptan sin una definicion formal,
también existen ciertas proposiciones que se aceptan sin una demostracion formal, son los axiomas.

Un ejemplo es un caso particular o concreto de una propiedad o proposicién verdadera. Es
muy util para el aprendizaje tener presente un ejemplo de cada proposicion verdadera. En cambio,
un contraejemplo es un caso particular o concreto que indica que una determinada propiedad o
proposicion es falsa. El contragjemplo tiene la fuerza de una demostracion aunque sea de una
propiedad negativa. Mas detalles pueden verse en el parrafo VII referente a I6gica-matematica.

En resumen, una proposicion es un enunciado del cual se trata de demostrar que es verdadero.
Un teorema es una proposicion importante. Un lema es una proposicion preliminar que va a
utilizarse en la demostracion de un teorema, y un corolario es una proposicién que surge como
resultado inmediato de un teorema.

Un aporte importante al crecimiento intelectual y a la iniciacion a la creatividad es el poder
particionar una demostracion larga en la concatenacion de lemas cortos de manera que sean unos
independientes de los otros, es decir, que los lemas o resultados intermedios, representan
implicancias verdaderas que, por reiteracion, ayudan a demostrar el resultado o teorema
fundamental.
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IIl. INTRODUCCION AL PENSAMIENTO MATEMATICO

La finalidad de este curso, basado en parte en ideas desarrolladas en Courant-Robbins (1996),
De Bono (1996), De Guzman (1995), Fernandez (1994), Gardiner (1998), Hunt (1997), Krantz
(1997), Nelsen (1993), Pokras (1992), Polya (1962, 1994), Solow (1993) y Tarzia (1995/1996) es el
andlisis de las etapas fundamentales en la resolucion de problemas y en las reglas fundamentales
que rigen el aprendizaje y razonamiento matematico. Una vez conocidas y asimiladas, la mente
podré enfocarse hacia los aspectos creativos de la Matematica. Estas reglas no son substitutos para
la creatividad, y tampoco tienen como finalidad ensefiar cdmo ser creativo; sin embargo, pueden
proporcionar las herramientas necesarias para expresar la propia creatividad. Del mismo modo,
estas herramientas permitiran entender y apreciar la creatividad de otros, y por ende, de este modo,
se aprenderd un aspecto clave del proceso de razonamiento matematico.

Por otro lado, se analizara el cerebro humano y las funciones de sus hemisferios cerebrales
izquierdo y derecho, los cuales justifican los estilos de aprendizajes del ser humano (Alder (1995),
Williams (1986)) que lo deja perplejo por tanta maravilla.

El objetivo de la Matematica es descubrir y comunicar ciertas verdades. La Matematica es el
lenguaje de los matematicos, y una demostracion es un método para comunicar una verdad
matematica a otra persona que también "habla" el mismo idioma. Una propiedad del lenguaje de la
Matematica es su precision. Una demostracion propiamente presentada no deberd contener
ambigiedades para que no haya dudas de que es correcta. Para entender y para hacer una
demostracién se debera aprender un idioma y un método nuevo de razonamiento. En este curso, se
explicara gran parte de la "gramatica" basica necesaria, pero como sucede en cualquier aprendizaje
sera necesaria mucha practica para llegar a tener fluidez.

La incapacidad para comunicar demostraciones de una manera comprensible ha sido
perjudicial para estudiantes y profesores en todas las ramas de la Matemética. Entender una
demostracién matematica es una traba para la mayoria de los estudiantes. Muchos de ellos tratan de
salvar este obstaculo evadiéndolo, confiando en la indulgencia del profesor para que no incluya
demostraciones en los exdamenes. Esta confabulacion entre estudiante y profesor evita algunas de las
consecuencias desagradables, tanto para el alumno como para el profesor, producidas por la falta de
dominio del tema por parte del estudiante, pero esto no modifica el hecho de que un elemento clave
de la Matemaética, probablemente su caracteristica mas notable, no ha entrado en el repertorio del
estudiante (Solow, 1993).

Es posible ensefiar a entender la naturaleza de las demostraciones sistematizandolas. Una de las
metas principales del docente es ensefiar al estudiante a leer demostraciones como las que se
encuentran en los libros de texto. Seguramente, estas demostraciones, no se presentan en forma
sistematica. Por lo tanto, se debe ensefiar a reconocer los elementos tipicos de un argumento
matematico en una presentacion informal de una demostracion. Se debe analizar y entender su
estructura, con lo cual se podré leer y entender las versiones mas informales que se encuentran en
los libros de texto y finalmente, se estard en condiciones de crear sus propias demostraciones. Se
sugiere que todos tendriamos una mejor oportunidad de ensefiar a comprender las
demostraciones sistematizandolas en lugar de presentar los procedimientos tradicionales con la
esperanza de que los estudiantes puedan aprender este dificil arte por 6smosis.
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Uno podra concluir que la mayoria de los estudiantes no pueden entender matematica, pero la
experiencia indica todo lo contrario, simplemente hay que saber guiarlos. Lo que falta es una
metodologia apropiada para explicar matematica. En estas charlas se desarrollardn métodos para
comunicar demostraciones. Se tratard de clasificar las diversas técnicas que se usan en forma
repetitiva para practicamente todas las demostraciones. Una vez que se entiendan estas técnicas, se
estara en condiciones de explicar cualquier demostracion mediante la aplicacion sucesiva de las
mismas.

Entonces el objetivo fundamental del curso sera clasificar y explicar las diversas técnicas que
se utilizan en las demostraciones. En general, esto se logra a través de tres objetivos, a saber:
(i) EI primer objetivo es ensefiar a leer y entender una demostracion escrita mediante la
identificacion de las técnicas que se han utilizado.
(i) EI segundo objetivo es ensefiar a desarrollar y comunicar sus propias demostraciones de
verdades matematicas conocidas. Para lograrlo se necesita que se aplique una cierta cantidad de
ingenio, creatividad, intuicion y experiencia. Asi como hay maneras diferentes para expresar la
misma idea en cualquier idioma, asi también hay diferentes demostraciones para la misma verdad
matematica. Cuando se trata de hacer una demostracion, es importante seleccionar conscientemente
la técnica de demostracion, en vez de desperdiciar horas tratando de ver que hacer.Tanto mejor sera
cuanto mas consciente se esté del proceso de razonamiento.
(iii) El objetivo final es que se utilicen las nuevas habilidades adquiridas para descubrir y
comunicar verdades matematicas anteriormente desconocidas. Esta meta es muy loable aunque no
trivial de lograr. El primer paso no trivial, en este sentido, es alcanzar un nivel en el que uno sea
capaz de leer y desarrollar demostraciones propias de las verdades ya conocidas (parte (ii)). Los dos
primeros objetivos estan entrelazados entre si, en cambio el tercero dista mucho de los anteriores
pues es parte de la etapa creativa.

Explicar una demostracién en términos de las técnicas que la componen no es dificil. Una vez
que se conocen las técnicas para hacer demostraciones, las mentes tenderan a cuestionar los
aspectos mas importantes de la matematica como por qué una demostracion se realiza de una forma
particular no de otra y por qué esa parte de la matematica es importante. No se pretende ensefiar
cémo ser creativo, pero se describirdn muchas de las aptitudes basicas cuya adquisicion hara posible
que su mente se concentre en los aspectos creativos. Entender una demostracion matematica
resultara mas sencillo cuando se conozcan las diferentes técnicas para hacer demostraciones.
Entre ellas, se destacan los métodos: regresivo, progresivo, progresivo-regresivo, por contradiccion,
contrarreciproco, bifurcacién, por induccion, por construccion, por seleccion, por particularizacion,
de unicidad, de la o exclusiva y max-min. (Solow 1993, Tarzia 1996).

La Matematica ha ocupado y ocupa un lugar de privilegio en los programas escolares y ha
influido explicitamente e implicitamente en la formacidn e informacion del estudiante, con distinto
énfasis a lo largo del tiempo. Hoy, a estas dimensiones formativa e informativa, mas dirigidas hacia
el sujeto, se suma lo social, por cuanto la Matematica, desde su lenguaje y desde su método, se ha
constituido en un medio de comprension y mejoramiento del mundo cientifico, industrial y
tecnoldgico en que se vive. Es desde esta potencialidad que la Matematica puede contribuir en
forma privilegiada a la consecucién de los objetivos que la Ley Federal de Educacién puntualiza
para la Educacion General Basica (EGB) y el Nivel Polimodal, pues colabora con el desarrollo
individual y social de los alumnos propiciando en ellos la busqueda de la verdad y en relacion con
ella, el juicio critico, el rigor en el método de trabajo, la presentacion honesta de los resultados, la
simplicidad y exactitud en el lenguaje, la valorizacion de las ideas ajenas y del trabajo compartido.
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I11. CEREBRO HUMANO
I11.1. PARTES DEL CEREBRO HUMANO

El cerebro consta de tres partes, a saber (ver mas detalles en Alder (1995), Fernandez (1994) y

Reader’s Digest (1992)):

e cerebro reptil: obra por instinto, empleando el conocimiento acumulado en el pasado. Es el
jefe de maquina. Conjuntamente con el cerebro medio estan vinculados con las emociones y
todo lo referente a las actividades biologicas.

e cerebro medio: reacciona ante las situaciones presentes.

e la corteza o cerebro humano propiamente dicho es muy flexible y adaptable a los cambios y

circunstancias. Es capaz de planificar lo venidero, el futuro. El cerebelo (o cerebro pequefio) es el

piloto automatico del ser humano. La corteza es el capitan y posee dos hemisferios: el hemisferio
izquierdo y el hemisferio derecho. Estos tienen particularmente las siguientes funciones:

HEMISFERIO IZQUIERDO

HEMISFERIO DERECHO

Verbal: Este lado controla el habla, y es
capaz de leer y escribir. Recuerda hechos,
cita nombres y sabe como escribir.
Analitico: Este es el lado l6gico, analitico.
Evalla el material objetivo de un modo
racional.

Literal: Este lado sélo comprende las
palabras en su sentido mas literal.

Lineal: La informacion se procesa de
modo secuencial, un paso cada vez.
(Temporal).

Matematico: Se comprenden los numeros
y los simbolos, lo que permite que se
lleven a cabo los céalculos matematicos
avanzados.

* Controla el movimiento del lado derecho
del cuerpo.

* Analiza los elementos de un conjunto.

* Es racional.

* Es rigido, tendencia hacia lo seguro.

No Verbal: Este lado trabaja mas las imagenes que
las palabras.

Holistico (o no lineal): Este lado es capaz de procesar
muchos tipos de informacion al mismo tiempo, ve los
problemas de manera holistica, y es capaz de
progresar intuitivamente. Puede evaluar la totalidad
del problema de una vez. Recuerda caras, viendo los
rasgos “como un todo”.

Espacial: El lado derecho es el que maneja las
percepciones del espacio y el emplazamiento. Permite
la resolucion de rompecabezas e impide que se pierda
en una ciudad, e incluso en su propio hogar.

Musical: El talento musical innato, y la capacidad de
responder a la mdsica, es una especializacion del
cerebro derecho ... aunque gran parte del trabajo duro
de la formacion musical tiene lugar en el hemisferio
izquierdo.

Imaginativo: Este lado puede fantasear, inventar
historias y sabe como jugar. Es capaz de formular la
pregunta: ;Qué pasaria si ...?

Espiritual: Este es el lado de la adoracion, la oracién
y el misticismo.

Sofiar: Los suefios son principalmente una funcion
del cerebro derecho.

* Controla el movimiento del lado izquierdo del
cuerpo.

* Analiza el conjunto como un todo

* Es intuitivo.

* Es flexible, propenso al riesgo.
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De Bono (1996) habla de pensamiento vertical y de pensamiento lateral, y sus diferencias son
basicas. No es importante decidir cual es el mas eficaz, ya que ambos son necesarios y se
complementan mutuamente. Lo que importa es una perfecta conciencia de sus diferencias para
facilitar la aplicacion de ambos. Ver en Harshman (1997) la utilizacion del pensamiento lateral en la
busqueda de soluciones creativas en problemas que no parecen tener solucion.

A modo de resumen se presenta:

12345 Funciones del Funciones del
12345 hemisferio hemisferio H
12345 cerebral izquierdo cerebral derecho ‘ .j H
Habilidad Percepeian
nurnérica FPerspicacia tridimensional

Sentido
artistico

e

Imaginacidn

Lenguaje hablado

UekslsAd-Ad i"'.n.n.l.-.-"l d ]a
lIuztracion de Microsoft lerecha
I

Control de 1a
mano izquierda || Sentido musical

Funciones de los hemisferios cerebrales izquierdo y derecho (Encarta 1998, Microsoft):

Aunque los hemisferios cerebrales tienen una estructura simétrica, con los dos lébulos que emergen
desde el tronco cerebral y con zonas sensoriales y motoras en ambos, ciertas funciones intelectuales
son desempefiadas por un tnico hemisferio. ElI hemisferio dominante de una persona, se suele ocupar
del lenguaje y de las operaciones légicas, mientras que el otro hemisferio controla las emociones y las
capacidades artisticas y espaciales. En casi todas las personas diestras y en muchas personas zurdas,
el hemisferio dominante es el izquierdo.

A continuacion, se analiza la actividad eléctrica del cerebro que indica que, a menor frecuencia
cerebral, tanto mayor es la relajacion, sincronizacion entre los hemisferios cerebrales y la
creatividad, y por lo tanto el aprendizaje. Luego se analizara el estilo de aprendizaje de los nifios en
matematica (ver trabajo de P. Davidson citado en Williams, 1986) que se encuentra intimamente
ligado a los dos hemisferios cerebrales, y es de gran importancia que los docentes lo tengan en
cuenta a los efectos de lograr una mayor efectividad en su proceso de ensefianza-aprendizaje
tratando de que sus alumnos realicen actividades especiales para lograr creatividad y una adecuada
toma de decision.

I11. 2. ACTIVIDAD ELECTRICA DEL CEREBRO

Con el fin de entender las fluctuaciones del cerebro y las experiencias resultantes que las
fluctuaciones reflejan, se ha incluido una breve descripcion de las diferencias en las cuatro
mediciones de onda cerebrales, a saber:



10 D.A. Tarzia, Como pensar, entender, razonar, demostrar y crear en Matematica, MAT, Serie B, # 1 (2000).

BETA: 14-30 ciclos/segundo

- Percepcion externa.

- Atencion y actividad externas.

- Estados normales de conciencia.

ALFA: 7-14 ciclos/segundo

- Comienza la reaccion de relajacion.

- Mayor creatividad.

Comienza la sincronizacion entre los
hemisferios cerebrales en las frecuencias
mas bajas.

THETA: 3-7 ciclos/segundo

- Sincronizacién hemisférica

- Integracion sensorial cerebral elevada.

- Experiencia de campo unificado; sensacion
de “experiencia cumbre”.

- Capacidad para el aprendizaje éptico muy
alta.

- Receptividad a las visiones interiores muy
alta.

Capacidad de recuerdo nitido y de
generacion de ideas intuitivas muy elevada.
Estado intensificado para procesar y
almacenar informacion.

DELTA: 1-3 ciclos/segundo

- Estado de suefio profundo.

- Como vemos, el objetivo obvio para el
aprendizaje rédpido es el estado de ondas
cerebrales theta. En esta frecuencia no solo
logramos la  sincronizacion de los
hemisferios cerebrales sino también mayor
agudeza mental, percepcion intuitiva y
creatividad, ademéas de mayor capacidad de
recordar con nitidez. Otros estudios revelan
que este estado relajado conduce a un mayor
rendimiento en todos los aspectos. En
general, la frecuencia de ondas theta es la
que ofrece una mayor capacidad tanto en los
jévenes como en los viejos.

I11.3. ESTILOS DE APRENDIZAJE DE LOS NINOS EN EL AREA

MATEMATICA

ESTILO1

ESTILO 2

Prefieren una “férmula” de aproximacion a
las matemaéticas en la que sigan una secuencia
paso a paso de operaciones, avanzando hacia
una solucion. Rara vez evallan, tienden a
recordar partes mejor que conjuntos, y sienten
una imperiosa necesidad de convencerse a si
mismos a través de las operaciones a
menudo son muy exactos en desarrollar (la
férmula), pero si bien pueden llegar al
resultado correcto, cabe que permanezcan
totalmente al margen de la I6gica que confiere
sentido a lo que estan haciendo.

Muestran impaciencia ante los procedimientos
paso a paso y es probable que cometan errores
mientras los efectian. Estos nifios son validos
para la estimacion, pueden dar espontdneamente
una respuesta correcta sin saber como se ha
llegado a ella, y son superiores en el
reconocimiento de pautas a gran escala.

(Preponderancia del hemisferio izquierdo).

(Preponderancia del hemisferio derecho).

Una manera de incentivar el uso del hemisferio derecho es a través del dibujo (Edwards
(1999), Desana (1999)). A titulo de ejemplo dibuje las siguientes imagenes que se encuentran al
reves (rotadas 180 grados) a los efectos de desbloquear al hemisferio izquierdo (al no tener logica el
dibujo) y de manera que trabaje casi exclusivamente con el hemisferio derecho a traves de figuras
(este es un ejercicio inicial con el objetivo de dibujar imagenes en lugar de caras, animales, etc. el
cual se logra con un alto porcentaje de éxito, pruébelo):
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Dibujo de lgor Stravinsky (1920) por Picasso.
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El pensar adecuadamente, y en especial en forma positiva, es fundamental tal como lo indica
Virasoro (1983), en el cual puede apreciarse el siguiente grafico que expresa el crecimiento de
la experiencia (aprendizaje adquirido por la practica) en funcion de la edad de una persona; se
resalta que las caidas suceden cuando se deja de pensar, se piensa menos o se vuelve pesimista.

.

| EXPERIENCIA

Observacion 1.

El hemisferio derecho juega un papel preponderante para estudiar mejor en el método Badra
(ver Badra, 2000) en el cual se reemplaza el método secuencial memoristico tradicional por el de
dindmica de anticipacién mental; a través de este método la lectura o aprendizaje debe comenzar
de lo general a lo particular, de lo facil a lo dificil realizando un mapa de ruta de todo el contenido
del texto.

Observacion 2.

La actividad eléctrica del cerebro juega un papel preponderante para estudiar mejor en el
método Silva de control mental (ver Silva-Miele, 1984) en el cual se debe posicionar al cerebro
en frecuencias alfas en primera instancia para luego comenzar con el proceso de aprendizaje. Se
destaca que cuando la frecuencia del cerebro se encuentra entre 7 a 14 ciclos por segundo (en
término medio, 10 ciclos por segundos) comienza la relajacion en el ser humano, con la
consiguiente Optima sincronizacion entre los dos hemisferios cerebrales izquierdo y derecho,
generando una mayor creatividad.

IV. PROBLEMAS POR RESOLVER Y POR DEMOSTRAR

En Matematica existen dos tipos de problemas fundamentales, a saber: los problemas por
resolver y los problemas por demostrar (ver Courant-Robbins (1996), Krantz (1997), Pokras (1992)
Polya (1962 ,1994)). A continuacion se analizaran las caracteristicas de cada uno de ellos.
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IV.1. PROBLEMAS POR RESOLVER

El proposito de un problema por resolver es descubrir cierto objeto que resulta ser la incégnita
del problema. La incognita es lo que se busca o lo que se pide. Estos problemas pueden ser tedricos
0 préacticos, abstractos o concretos, son problemas serios o simples acertijos. Los principales
elementos del problema por resolver son: la incognita, los datos y la condicion .

Para encontrar la solucidn a estos problemas hay que conocer, de modo preciso, sus elementos
principales. A continuacion se detallan algunas preguntas y sugerencias concernientes a dichos
elementos que, para la mayoria de los problemas, resultan ser de gran utilidad (mas detalles pueden
verse mas abajo en las etapas de resolucion de problemas):

* ;Cudl es la incognita?. ¢ Cuales son los datos?. ¢Cual es la condicién?.

» Distinga las diversas partes de la condicién.

* Encuentre la relacion entre los datos y la incognita.

 Trate de pensar en algun problema que le sea familiar y que tenga la misma incognita o una
similar.

* No conserve mas que una parte de la condicion, descarte la otra. ;En qué medida la incognita
queda entonces determinada?. ;Como puede variar?. ;Puede deducir de los datos algin elemento
atil?.

* ;Podria pensar en otros datos que le permitiesen determinar la incognita?. ;Podria cambiar la
incAgnita, o los datos, o los dos si es necesario, de tal manera que la nueva incdgnita y los nuevos
datos estuviesen mas relacionados entre si ?.

» ;Ha empleado todos los datos?. ;Ha utilizado la condicion por completo?.

IV.2. PROBLEMAS POR DEMOSTRAR

El propdsito de un problema por demostrar consiste en mostrar de modo concluyente la
exactitud o falsedad de una afirmacion claramente enunciada. Los elementos de estos problemas
son (si es un problema matematico usual) la hipotesis y la conclusion o tesis del teorema que hay
que probar.

Para resolverlos deben conocerse exactamente sus partes principales (hipotesis y conclusion).
A continuacion se detallan preguntas y sugerencias concernientes a dichos elementos que, para la
mayoria de los problemas, resultan ser de gran utilidad (mas detalles pueden verse en el parrafo VI):

* ;Cuél es la hipétesis?. ;Cual es la conclusion?.

» Distinga las diversas partes de la hipétesis.

* Encuentre la relacidn entre la hip6tesis y la conclusion.

* Trate de pensar en algun teorema que le sea familiar y que tenga la misma conclusién o similar;

» No conserve mas que una parte de la hipotesis, descarte la otra parte. ¢Sigue siendo valida la
conclusion?.

* ;Podria deducir de la hipétesis algun elemento Util?. ;Podria pensar en otra hip6tesis de la cual se
pudiera deducir facilmente la conclusion?. ;Podria cambiar la hipétesis o la conclusion o las dos si
es necesario, de modo que la nueva hipoétesis y la nueva conclusién estuviesen mas relacionadas
entre si?.

* ;Ha empleado la hipdtesis completa?.
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Observacion 3. Por regla general, los problemas por resolver tienen mayor importancia en la
matematica elemental mientras que los problemas por demostrar son mas importantes en la
matematica superior. Hay que tener en cuenta que el pasar del uno al otro implica un pasaje de la
etapa de lo concreto ala etapa de lo abstracto que comienza a partir de los 13 afos.

IV.3. RAZONAMIENTO HEURISTICO

El razonamiento heuristico es un razonamiento que se considera no como definitivo y
riguroso, sino simplemente como provisional y plausible, y cuyo objeto es descubrir la solucién del
problema propuesto. El razonamiento heuristico es de empleo frecuente y es generalmente
manejado por el hemisferio derecho. No se llega a una certeza plena sino después de haber obtenido
la solucion completa, pero hasta ahi uno se contenta con frecuencia con una hipdtesis mas o menos
plausible. Se puede necesitar lo provisorio antes de lograr lo definitivo. En la construccién de una
demostracién rigurosa (hemisferio izquierdo del cerebro) el razonamiento heuristico (hemisferio
derecho del cerebro) juega el mismo papel que el andamiaje en la construccion de un edificio.

Este tipo de razonamiento es bueno por si mismo con un alto desempefio de la intuicién; lo que
es malo es asociarlo y presentarlo como una demostracién rigurosa.

IV.4. FASES EN LA RESOLUCION DE PROBLEMAS

De acuerdo a la experiencia acumulada de investigadores y tecn6logos en el mundo se puede
decir que la resolucion de problemas tiene cuatro fases, a saber (Schoenfeld, 1987):

1) Saturacion: trabaje sobre su problema hasta que haya realizado todo lo que podia hacer. Pruebe
con todos los métodos e ideas que se le presenten en su mente.

2) Incubacién: ponga el problema fuera de su mente consciente y deje que su inconsciente lo tome
y trabaje.

3) Inspiracion: la respuesta al problema le viene o le aparece en un flash (en un momento). Tenga
en cuenta que generalmente llega en el momento menos propicio (generalmente a través de un
suefio, en estado de somnolencia o haciendo otra actividad que lo motivo). Preparese a anotar 0 a
ejecutar inmediatamente la idea o solucion recibida bajo pena de olvidarla a muy corto plazo.

4) Verificacion: constate la respuesta para estar seguro de la solucion hallada.

Se resalta que para poder pasar a la segunda etapa de la incubacion uno realmente debe estar
saturado del problema.

IV.5. ETAPAS EN LA RESOLUCION DE PROBLEMAS

A continuacion se indica una metodologia a seguir para resolver un problema que en la
mayoria de las ocasiones cumple un papel preponderante. Se distinguen cuatro etapas, seguin Polya
(1994), resaltandose que en las dos primeras etapas tiene mayor preponderancia el hemisferio
derecho, y en las dos ultimas el hemisferio izquierdo, a saber:

1) Comprension del problema:

e (Cudl es la incognita?. ;Cudles son los datos?.
e ;Cual es la condicion?. ¢Es la condicién suficiente para determinar la incognita?. (Es
insuficiente?. ¢Es redundante?. ;Es contradictoria?.
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2) Concepcidén de un plan:

¢Conoce un problema relacionado con éste?. ;Conoce algin teorema que le pueda ser Util?.

Mire atentamente la incognita y trate de recordar un problema que le sea familiar y que tenga la

misma incdgnita o una incognita similar.

e ;Se ha encontrado con un problema semejante?. ;O ha visto el mismo problema planteado en
forma ligeramente diferente?.

e He aqui un problema relacionado al suyo y que se ha resuelto ya. ¢Podria usted utilizarlo?.
¢Podria utilizar su resultado?. ¢Podria emplear su método?. ;Le haria falta introducir algin
elemento auxiliar a fin de poder utilizarlo?.

e ;Podria enunciar el problema en otra forma?. ;Podria plantearlo en forma diferente
nuevamente?. Refiérase a las definiciones.

e Si no puede resolver el problema propuesto, trate de resolver primero algin problema similar.
¢Podria imaginarse un problema analogo un tanto mas accesible?. ;Un problema méas general?.
¢uUn problema mas particular?. ;Un problema anédlogo?. ;Puede resolver una parte del pro-
blema?. Considere s6lo una parte de la condicion; descarte la otra parte; ¢en qué medida la
incégnita queda ahora determinada?. ¢En qué forma puede variar?. ;Puede usted deducir algun
elemento atil de los datos?. ¢Puede pensar en algunos otros datos apropiados para determinar la
incgnita?. ;Puede cambiar la incognita o los datos 0 ambos si es necesario, de tal forma que la
nueva incognita y los nuevos datos estén mas cercanos entre si?. ;Puede cambiar la incognita o
los datos 0 ambos si es necesario?.

e ;Ha empleado todos los datos?; ;Ha empleado toda la condicién?; ¢Ha considerado usted todas

las nociones esenciales concernientes al problema?

3) Ejecucion del plan:

e Al ejecutar su plan, compruebe cada uno de los pasos.
e ;Puede ver claramente que el paso es correcto?. ;Puede usted demostrarlo?

4) Verificacion de la solucion obtenida (vision retrospectiva):

e Puede verificar el resultado?. ;Puede verificar el razonamiento?
e  ;Puede obtener el resultado en forma diferente?. ;Puede verlo de golpe?. ;Puede emplear el
resultado o el método en algun otro problema?.

V. DEMOSTRACIONES VISUALES
V.1. PRUEBA SIN PALABRAS

A continuacion se presentan demostraciones sin palabras segiin Nelsen (1993); el objetivo es
utilizar el hemisferio derecho para interpretar los dibujos y luego a través de la ldgica del
hemisferio izquierdo se pueda justificar tanto el grafico como las conclusiones que surgen del
mismo. Hay que tener presente que parte de las informaciones que surgen del grafico o dibujo no
son triviales y por ende deben también ser justificadas. Este es uno de los puntos de vista (por no
decir el Unico o el mas importante) para aprender y estudiar matematica: se recuerdan graficos a
través de la visualizacion del hemisferio derecho y se justifican y se deducen proposiciones a través
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de la légica del hemisferio izquierdo; es una manera de estudiar con todo el cerebro segun Adler
(1995), Hundt (1997) y Williams (1986).
Se presentan tres ejemplos de demostraciones visuales:
1. Entodo triangulo, la suma de los angulos interiores es igual a 180°, es decir

o+ p+y=180°

siendo a, By y los angulos interiores del triangulo ABC (r || AB):

C

oA

ot p

/ AN

2. Regla de los NUmeros Medios:

a,b,c,d >0; E<£:>E<ﬂ<£
b d b b+d d
c
d
a a
b d

Problema. Demuestre la proposicion anterior utilizando el concepto de area de figuras planas. Use
como base de las figuras la unidad y encuentre un caso Gtil para demostracion visual (ver problema
67).
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3. La suma de un numero positivo mayor a 1 y su reciproco es al menos dos, es decir:
X+1l/x 22, Vx>1.

De este resultado se indican cuatro demostraciones visuales, a saber:

L 11,

y
A

‘— |- —— M ———

F ¥
Sy
L

Iv.

‘| ——

b e - -

A
b4
A

La hipotesis x > 1 es fundamental por la forma de la demostracion (geométrica) que se realiza.
Mas aln, demuestre que

X>0 = x +1/x >2

utilizando el algebra elemental.
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V.2. ERRORES EN LAS DEMOSTRACIONES GEOMETRICAS

De Dubnov (1973) se extrae el siguiente:
Problema (i) ¢Un cuadrado Q de lado 21 tiene la misma area de un rectangulo R cuyos lados son
34y 13?
(ii) El cuadrado Q se divide en cuatro regiones, designadas 1, 2, 3 y 4, segun la Figura A. Dichas
cuatro partes se reacomodan para formar el rectangulo R segun la Figura B. ;De donde proviene la
unidad de &rea extra en el rectangulo R?

13 8

8

I AV

13
21
13 I 8 11!
13 8
Figura A: Cuadrado Q de lado 21, Area Q = 21 x 21 = 441
21 13
AV
8 ] 13
13 I 8
1l
13 21

Figura B: Rectangulo R de dimensiones 13 x 34; Area R = 13 x 34 = 442

ObservaciOn 4. El ejemplo anterior no indica que no debe utilizarse la geometria sino simplemente
lo que se debe tener en cuenta es que el ojo humano no es perfecto. La geometria y el dibujo son
fuentes de muchas inspiraciones (hemisferio derecho) en contraste con el algebra que esta
relacionada con la légica (hemisferio izquierdo).
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V.3. LABERINTOS

A continuacion se presentan dos laberintos siendo el primero tridimensional y el segundo
bidimensional segun Allen (1996). El objetivo es obtener la solucion del problema planteado en la
forma mas rapida posible.

1) Determine cudles de las tres entradas A, B y C permiten salir por D pasando por el primer piso.




R WA

NN\ [r7 \\/
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VI. PROBLEMA FUNDAMENTAL EN LA MATEMATICA: P IMPLICA Q

Dadas dos proposiciones P y Q, un problema fundamental en matematica es el de demostrar
que si P es verdadera, entonces Q es verdadera. Una demostracion es un método formal para
realizar esta tarea. En general, la forma particular de P y Q pueden indicar el camino a seguir.

Para poder hacer una demostracion, se debe saber exactamente que significa demostrar que "si
P es verdadera entonces Q es verdadera”. La proposicion P se llama hipoétesis y la proposicion Q
tesis. Para abreviar, la proposicion "si P es verdadera entonces Q es verdadera”, se reduce a "si P
entonces Q", o simplemente "P implica Q" (que se nota mateméaticamente de la siguiente manera

P=0Q).

Es intuitivo que las condiciones bajo las cuales "P implica Q" es verdadera dependeran de si P y
Q son verdaderas o falsas. Por ende se deberan considerar cuatro posibles casos, a saber :
v' P esverdaderay Q es verdadera;
v' Pesverdaderay Q es falsa;
v' Pesfalsay Q es verdadera;
v’ Pesfalsay Q es falsa.

Una tabla de verdad (ver el parrafo VII sobre légica) es un método para determinar cuando
una proposicion (Por ejemplo: "P implica Q") es verdadera, debiendo examinarse todos los posibles
valores de la verdad de las proposiciones individuales P y Q.

Cuando se trata de demostrar que "P implica Q" es verdadera, se puede suponer que la
proposicion de la izquierda de la palabra "implica" es verdadera. La meta es concluir que el
postulado de la derecha es verdadera. Se debe tener en cuenta que una demostracion de la
proposicion "P implica Q" no es un intento de verificar si P y Q son verdaderas, sino demostrar que
Q es una consecuencia légica de haber supuesto que P es verdadera. En general, la habilidad para
demostrar que Q es verdadera dependerda mucho del hecho de que se haya supuesto que P es
verdadera. Para realizar esto se requiere una cierta creatividad la cual en los comienzos, por ejemplo
EGB3, no es mas que la basqueda de una simple relacién entre dos variables que podemos llamar P
(el dato) y Q (la incognita). Las técnicas para hacer demostraciones, que se presentaran mas abajo,
estan disefiadas para la iniciacién y para la guia a lo largo del camino de la demostracion.

Por otro lado, existen muchas maneras de decir que "P implica Q", a saber:
Cuando P es verdadera, Q debe ser también verdadera;
Q se deduce de P;
Q es una consecuencia necesaria de P;
P es condicion suficiente para Q;
P solo si Q.

ANANENENRN

Otras tres proposiciones relacionadas con "P implica Q" (Ilamada Proposicion directa) son las
siguientes:

v' "Q implica P" (Ilamada Proposicion reciproca);
v" "NO P implica NO Q" (llamada Proposicion inversa);
v" "NO Q implica NO P" (llamada Proposicion contrarreciproca),
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donde NO P representa la negacion de P.

En lo sucesivo, P y Q seran proposiciones cualesquiera que pueden ser, en si mismas,
verdaderas o falsas. Por lo tanto, el problema de interés serd demostrar que "'P implica Q™.

Las proposiciones directa y contrarreciproca estan relacionadas entre si segin la siguiente
equivalencia:

Teorema. Si P y Q son dos proposiciones cualesquiera entonces se tiene la siguiente equivalencia:
(P=>Q) < (NOQ=NOP).

Demostracion.

(=) Se tiene que (NO Q) es verdadera y se quiere probar que (NO P) es verdadera, es decir que P
no es verdadera. Si se supone, por el método por contradiccion, que P es verdadera entonces Q es
también verdadera, por hipotesis, lo cual resulta ser un absurdo. Por lo tanto, (NO P) es verdadera
como se queria demostrar.

(«<=) Se prueba de una manera analoga a la anterior. También se puede demostrar la parte (<)
utilizando la parte (=), ya demostrada, teniendo en cuenta la igualdad elemental de l6gica dada por
NO (NOP) =P.

Observacion 5. La equivalencia anterior es muy Gtil en Matematica (ver mas abajo el método
contrarreciproco). Un ejemplo de uso frecuente es el de hallar una proposicion equivalente a la
definicion clésica de funcidn inyectiva que no es muy operativa al momento de realizar
demostraciones y/o verificaciones pero si es muy simple desde el punto de vista geométrico. Dados
dos conjuntos cualesquiera A y B se define que

f: A — B es una funcion inyectiva < (X1 X2 en A= f(x1) = f(x2) en B).
Por el teorema anterior, la equivalencia buscada es la dada de la siguiente manera:
f: A>Besinyectivac (f (x1) =f(x2) enB=x; = X2 en A),

la cual se utilizara en la practica para probar que una dada funcion sea inyectiva por la simple razén
que es mas facil trabajar con el "=" que con el "« "; en cambio desde el punto de vista visual o
grafico es mejor utilizar o interpretar la definicion con el " " ya que una funcién es inyectiva
cuando toda recta paralela al eje x corta a la grafica de la funcion en a lo sumo un punto.

Por otro lado, se puede destacar que una vez que se tenga la definicion de un concepto a traves
de una proposicién P; y ésta, a su vez, resulta ser equivalente a la proposicion P, entonces no habria
ningun problema en que un autor defina el concepto utilizando la P, y en cambio otro autor lo
defina usando la P».

A continuacion se resumiran los conceptos fundamentales de l6gica-matematica a los efectos
de poder justificar y entender algunos de los métodos para realizar demostraciones en Matematica.
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VII. LOGICA

En este parrafo se presentaran las nociones mas importantes en la logica matematica
(Rabuffetti,1989) que se deberdn tener muy en cuenta en la resolucion de problemas y en la
realizacion de demostraciones.

VI1I1.1. PROPOSICIONES Y CUANTIFICADORES

Definicion. Una proposicion es toda expresion del lenguaje para la que tiene sentido afirmar que es
Verdadera (V) o que es Falsa (F).

Ejemplos.

1) Buenos Aires es la capital de Argentina. (Proposicion V)
2) 1 esun numero real negativo. (Proposicion F).

3) X es un numero racional. (No es una proposicion).

4) ¢Quién soy yo? (No es una proposicion).

En los ejemplos 3) y 4) nada puede decirse sobre la verdad o falsedad de la expresion.
Definicidon. P(x) es un esquema proposicional en la variable x si y solo si existe, al menos, una

sustitucion de x por una constante (0 elemento de un conjunto numérico) que la transforma en
proposicion, es decir 3 x de manera que P:{x}— {V, F} sea una funcion.

Ejemplo.
Si P(x) es el esquema “x es un namero racional” (es el ejemplo 3) anterior) entonces P(1), P(2/3)
son verdaderas y P(\/E ) P(\/§) son falsas.

A continuacion se explicitaran dos cuantificadores que tienen un uso muy importante en
matematica.

Cuantificacion: Es un método para transformar esquemas proposicionales en proposiciones.
Cuantificador Universal: V (para todo, para cada).
Cuantificador Existencial: 3 (existe al menos uno, existe alguno).

Se pueden considerar las siguientes proposiciones. Sea P(x) un esquema proposicional con un
dominio dado, entonces:

(1) Vx: P(x) significa Todos los elementos tienen la propiedad P;
(2) 3 x: P(x) significa Algun elemento tiene la propiedad P;

(3) V x: NO P(x) significa Ningun elemento tiene la propiedad P;

(4) 3 x: NO P(x) significa Algun elemento no tiene la propiedad P.

(5) 3 x, Vy: P(x,y) significa Existe un elemento x de manera que para cualquier valor de y (el
elemento x es el mismo para todo y) se tiene la propiedad P.
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Esta estructura se utiliza para definir el elemento neutro x en un conjunto A:
IXxeA VyeAl X+y=y+x=y,

(6) Vy, 3 x: P(x,y) significa Para todo elemento y existe un elemento x (el elemento x puede
ser distinto para cada y) de manera que se tenga la propiedad P.

Esta estructura se utiliza para definir el elemento simétrico (opuesto para la suma, inverso
para el producto) en un conjunto A

Vye A I xeA: x+y=y+x=0 (esdecir Vy,3Ix= -y)
De acuerdo con el lenguaje usual se tienen las siguientes equivalencias:
(1) (4) es la negacién de (1), es decir:
NO (V x: P(X)) < 3 x: NOP(x)
(i) (3) es la negacion de (2), es decir:
NO (3 x: P(X)) < V x: NO P(x).
Ejemplos.
1) NO(Vx:x>l) < dJIx:x<1l; 2) NO(Ix:x<£l) < Vx:ix>1.
Observacion 6. Como se ha expresado en el parrafo | el contraejemplo tiene la fuerza de una
demostracién. Es decir, que un ejemplo simple tiene la misma potencia, para negar una propiedad,
que un Teorema para probarla.
Por ejemplo, para negar que todos los elementos de un conjunto tengan una propiedad, basta
exhibir un elemento del conjunto que no la tenga.
VIl1.2. TABLAS DE VERDAD

A continuacion se resumen las tablas de verdad de las proposiciones l6gicas mas importantes
que justifican los métodos por contradiccion y contrarreciproco que se veran mas adelante

P Q NO P NOQ |[P=Q |NOQ PAQ PvQ PAQ
=NOP
Vv Vv F F Vv \V V \Y/ F
Vv F F \V F F F Vv \V
F Vv \V F Vv Vv F V Vv
F F \V \V \V \V F F F
donde:

A > conjuncion (y) ; v : o inclusivo (incluyente); A: 0 exclusivo (excluyente).
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VIIl. LOS TRES METODOS MAS IMPORTANTES PARA DEMOSTRAR

A continuacion se analizara un teorema cuyo conocimiento resulta ser de fundamental
importancia en el desarrollo de la vida de un matemético o de un docente de matematica; en otras
palabras es preguntarse ¢como se crea en Matematica o como ser creativo en Matematica®?.

Teorema de Pepe (para algunos es conocido como el Teorema de Tales ). Bajo tales condiciones
(Hipotesis) se obtienen tales propiedades (Tesis o0 Conclusion).

La consecuencia inmediata de este teorema, sin demostracion, esta dada por la siguiente
pregunta del millén:

¢ Como se le ocurri6 a Pepe que bajo tales condiciones se obtengan tales propiedades?
0 en su defecto
¢ Qué hizo Pepe para que, bajo tales condiciones, se obtengan tales propiedades?

Las preguntas anteriores tratan de indagar los origenes de la creacién “de” y “en” Pepe. En la
mayoria de los casos, cuando uno vislumbra el resultado final llega a decir algunas de las siguientes
expresiones "jqué facil era!"; "jcomo no me di cuenta antes!" ; "jcdmo no lo vi antes!" ; "jera
trivial!. El problema importante reside en tratar de pensar como un creador, haciendo las cosas que
hacen los creadores (investigadores). El conocimiento del método regresivo (el método creativo
por excelencia), que se analizara en la proxima seccién, y de otros métodos complementarios
ayudaran a resolver este conflicto y que, de no resolverlo en forma adecuada, pondra en riesgo el
propio crecimiento personal.

A continuacion se analizaran los tres métodos mas importantes para realizar demostraciones en
Matematica, a saber: métodos progresivo-regresivo (método regresivo, método progresivo), por
contradiccion y contrarreciproco. Puede considerarse metaféricamente que el método progresivo-
regresivo es el método madre, los otros dos son sus hermanos y los demas métodos, que se
analizaran més adelante, sus hijos, algunos de los cuales son mayores y otros menores de edad, pero
todos colaboran de una manera u otra a que el pensamiento matematico se haga lo més efectivo y/o
creativo posible.

VIIl.1. METODO PROGRESIVO-REGRESIVO

Para dar el primer paso en cualquier demostracion se necesita indefectiblemente identificar las
proposiciones P y Q. En general, todo lo que sigue a la palabra "SI" y antes de la palabra
"ENTONCES", constituye la proposicion P, es decir todo lo que se supone que es verdadero. Lo
que se esta tratando de demostrar es la proposicion Q.

Es importante recordar que al demostrar "P implica Q" se puede suponer que P es verdadera y,
de alguna forma, se debe usar esta informacion para lograr la conclusion de que Q es también
verdadera. Al tratar de determinar como se llega a la conclusion de que Q sea verdadera, se esta
realizando el proceso regresivo. Por otro lado, cuando se haga uso especifico de la informacion
contenida en P, se estara realizando el proceso progresivo.

El proceso regresivo se inicia realizando la simple pregunta:
concluir que la proposicién Q es verdadera?".

¢Como o cuando se puede
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La manera en la cual se formule esta pregunta es critica puesto que uno debe ser capaz de
contestarla. La pregunta debe formularse de un modo abstracto, conocida como pregunta de
abstraccion. Una pregunta de abstraccién formulada adecuadamente no debera contener ni los
simbolos, ni la notacién del problema especifico bajo consideracion; la clave de muchas
demostraciones simples es formularla correctamente. ElI proceso para formular la pregunta de
abstraccion, contestarla abstractamente y aplicarla a la situacion especifica se denomina proceso de
abstraccion.

El proceso de abstraccion proporciona una nueva proposicion Qi, con la propiedad de que si se
pudiese demostrar que Q; es verdadera, entonces Q seria también verdadera.

Una vez que se tenga la proposicién Qs, todos los esfuerzos deberan dirigirse ahora a llegar a la
conclusion de que Q; es verdadera y como consecuencia Q también lo sera. En otras palabras, es
como empezar de nuevo siendo Q; la proposicion que juega el papel de Q en el proceso anterior.
Por ende, se formula la siguiente nueva pregunta de abstraccion: ¢ Como se podra demostrar que Q;
es verdadera?

Una de las dificultades que puede surgir en el proceso de abstraccion es la posibilidad de que
haya méas de una pregunta de abstraccion. La seleccion de la pregunta correcta es mas un arte que
una ciencia. En circunstancias afortunadas habra sélo una. En otros casos, se tendra que proceder
por ensayo Yy error. Aqui es donde la intuicion, ingenio, experiencia, creatividad, diagramas y
gréaficas pueden jugar un papel importante. Como regla general, se debe permitir que la informacion
contenida en P (la cual se supone que es verdadera), ayude a seleccionar la pregunta adecuada.
Independientemente de la pregunta que se seleccione, el siguiente paso seréa contestarla, primero en
lo abstracto y después en la situacion especifica.

Una vez mas, el proceso de abstraccion habra proporcionado una nueva proposicion Q, con la
propiedad de que si se pudiera demostrar que Q- es verdadera, entonces Q; sera verdadera y por lo
tanto Q lo seria también. Ahora todos los esfuerzos deberan dirigirse a la conclusion de que Q. es
verdadera. Se debe hacer uso en alguna parte de la demostracion de la informacion en P, pero por el
momento, se continda una vez mas con el proceso de abstraccion aplicandolo al nuevo postulado Q;
y asi sucesivamente. Si en este “regresar” se obtiene P entonces la demostracion esta concluida. En
el caso en que no se consiga llegar a P entonces se comienza con el otro proceso. El proceso
progresivo se inicia con la proposicion P, que se supone que es verdadera y se obtiene a partir de
ella otra proposicion Py, la cual ya se sabe que es verdadera como resultado de que P es verdadera.
Se debe enfatizar que las proposiciones derivadas de P no se deben al azar. Por el contrario, deben
estar dirigidas hacia la obtencion de la Gltima proposicion derivada en el proceso regresivo. Esta
ultima proposicion debe actuar como una guia en el proceso progresivo.

Es comln usar definiciones para contestar ciertas preguntas de abstraccion durante el proceso
progresivo-regresivo. Mientras mas proposiciones equivalentes a la definicion se puedan demostrar,
mas recursos disponibles se tendran para usar en el proceso progresivo-regresivo. Sin embargo, un
gran numero de proposiciones equivalentes pueden complicar también el proceso, debido a que se
tendria que determinar cual de todas las proposiciones se podria llegar a utilizar.

En la misma forma que se hace uso de una definicién durante los procesos progresivo y
regresivo, asi también puede utilizarse una proposicion previamente demostrada.
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A continuacion se presenta un cuadro sobre el método progresivo-regresivo en su forma mas
general posible con la intencion de poder demostrar que P = Q. A traves del proceso regresivo se
tienen las proposiciones Q; de manera tal que Qi = Q, Vi =1, ..., n. Las proposiciones Q;, para
cada i =1, ..., n, surgen de las posibles respuestas a la pregunta de abstraccion "cémo puedo obtener
Q". Luego, repitiendo el proceso, se obtienen proposiciones Q j que verifican que Q ; = Qi, Vj=1,
.., Ni, Vi=1, ..., n, y asi sucesivamente.

Por otro lado, a través del proceso progresivo, se deducen que P = Py, Vk=1, ..., m son
consecuencias ldgicas de P y por ende el proceso se va bifurcando. Luego, nuevamente se deducen
que Py =Py , VI=L, ..., m¢ , Vk=1, ..., m, y asi sucesivamente.

Por lo tanto, para que la implicancia P = Q sea verdadera es suficiente demostrar que se tiene
la siguiente implicancia:

Pu = Qj,
para algunos valores de los sub-indices i, j, k y | en sus respectivos dominios de definiciones, es
decir que al menos una de las ramas de las bifurcaciones que nacen en P se debe conectar
I6gicamente con una de las ramas regresivas de Q. Por ende, el objetivo central del método

progresivo-regresivo pasa a ser el de demostrar que Py = Q i para k, I, iy j fijos pero a ser
determinados.

Método Progresivo-Regresivo para el problemaP = Q

Proceso Progresivo Proceso Regresivo

P1 . . Q1

P Qi1

. . OBJETIVO \
\ P km) CENTRAL Qingi /

A 4

L
O
O

Pm . . Qn

Objetivo: Py = Qj es verdadera para algunos i,j,k,l, donde:

e los Q; (i =1,..., n) surgen de las posibles respuestas a la pregunta de abstraccion: “;Cdémo puedo
obtener Q ?” y asi sucesivamente.

e los Py ( k =1,..., m) surgen realizando progresiones y/o bifurcaciones a la proposicion P.
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VI11.2. METODO POR CONTRADICCION

En el método por contradiccion se comienza suponiendo que P es verdadera, tal como en el
método progresivo-regresivo. Sin embargo, para obtener la conclusion deseada de que Q es
verdadera, se procede haciéndose una pregunta muy sencilla: ¢(Porqué Q no puede ser falso?.
Después de todo, si se debe concluir que Q es verdadero, entonces debe haber alguna razén por la
cual Q no puede ser falso. El objetivo del método por contradiccion es descubrir esta razon. En
otras palabras, la idea de una demostracion por contradiccion es suponer que P es verdadera y que
Q es falsa, y analizar porqué esto no puede suceder.

Otra manera de ver el método por contradiccién es recordar que a través de su correspondiente
tabla de verdad la proposicion "P implica Q" es verdadera en todos los casos excepto cuando P es
verdadera y Q es falsa. En una demostracion por contradiccién se descarta este Unico caso
suponiendo que esto sucede y obteniendo, entonces, una contradiccion. En este punto aparecen
preguntas muy naturales como:

1. ¢Qué contradiccion se deberia buscar?;

2. ¢(Cémo se usa la suposicion de que P es verdadera y que Q es falsa para obtener la
contradiccion?;

3. ¢Cuéndo y porqué se debera usar este método en lugar del método progresivo-regresivo?

La pregunta 1 es la mas dificil de contestar, ya que no existen lineas de accion especificas para
hallar una contradiccidn sobre todo que, en general, uno no tiene ninguna idea adonde encontrar tal
contradiccion. Cada problema proporciona su propia contradiccién y, usualmente, se requiere de
creatividad, perspicacia, persistencia y suerte para generar una contradiccion.

Respecto a la pregunta 2, uno de los enfoques mas comunes para encontrar una contradiccion
es el de trabajar progresivamente a partir de la suposicion de que P y NO Q sean verdaderas.

En el método progresivo-regresivo, s6lo se supone que P es verdadera, mientras que en el
método por contradiccion se supone que tanto P como NO Q son verdaderas. Asi, en vez de sélo
una, se obtienen dos proposiciones a partir de las cuales se puede trabajar progresivamente. Cabe
destacar que no hay manera, a priori, de determinar de antemano donde va a surgir la contradiccion.

Una falencia importante del método por contradiccion es la de no poder utilizar el método
regresivo al no poseer la implicancia un segundo miembro, debiéndose s6lo encontrar una
contradiccion la cual es, a su vez, desconocida. En otras palabras, en el método por contradiccién
solo se puede utilizar el método progresivo.

Para utilizar el método por contradiccion conviene tener en cuenta la siguiente regla general:
"el método por contradiccion se utiliza cuando la proposicion (NO Q) da alguna informacién util™.
Por lo tanto, uno debe estar ampliamente capacitado para poder obtener la negaciéon de una dada
proposicion Q a los efectos de poder extraerle informaciones que se puedan usar en el proceso
progresivo.

Existe una diferencia sutil, pero significativa, entre una demostracion utilizando el método por
construccion y otra que utiliza el método por contradiccion. Si se tiene éxito con el método por
construccion, se habra generado el objeto deseado o por lo menos se habra indicado como se puede
producir, tal vez a través de algun algoritmo convergente que brinde la solucion aunque no se la
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conozca explicitamente. Por otro lado, si se estableciera el mismo resultado por contradiccion, se
sabra que el objeto existe sin haber tenido que construirlo fisicamente. Por esta razon, sucede a
menudo que las demostraciones hechas por contradiccion son, en general, mucho mas cortas y
faciles que aquellas hechas por construccién, debido a que no se tiene que crear el objeto deseado,
solo se tiene que mostrar que su inexistencia es imposible.

VII1.3. METODO CONTRARRECIPROCO

En el método por contradiccion se trabaja progresivamente a partir de dos postulados P y NO
Q para lograr algdn tipo de contradiccion. En general, la dificultad con este método es que no se
sabe de antemano qué contradiccion podra obtenerse. En el método contrarreciproco se tiene la
ventaja de que se dirige hacia un tipo especifico de contradiccion.

El método contrarreciproco es similar, pero no igual, al de contradiccion. Sin embargo, la
diferencia consiste en que en el método contrarreciproco no se trabaja progresivamente desde P y
NO Q como en el método por contradiccion. En vez de eso, se trabaja progresivamente solamente
desde NO Q. EIl objetivo de este método es el de lograr que la contradiccidn sea que P es falsa (por
ende que NO P sea verdadera). En otras palabras, se hallé una contradiccion que es lo que se queria
obtener. Ademas, se obtuvo la mejor contradiccion posible, es decir: ;Cdémo puede ser que P sea
falsa y verdadera al mismo tiempo?

Nuevamente, en el método contrarreciproco se supone que P y NO Q son verdaderas, y se
trabaja progresivamente partiendo solamente de la proposicion NO Q hasta lograr la contradiccion
de que P es falsa. Como tal, el método contrarreciproco puede verse como una forma pasiva del
método por contradiccion en el sentido de que la suposicion de que P es verdadera proporciona
pasivamente la contradiccién. Sin embargo, en el método por contradiccion, la suposicion de que P
es verdadera se utiliza activamente para lograr la contradiccion.

La desventaja del método contrarreciproco con respecto al por contradiccion es que se trabaja
progresivamente partiendo solamente desde una proposicion NO Q en vez de dos. Por otro lado, la
ventaja es que se sabe precisamente lo que se estd buscando NO P. Como tal, se debe aplicar el
proceso de abstraccion a la proposicion NO P intentando trabajar regresivamente. Al poder aplicar
el método regresivo lo transforma en una herramienta muy uatil. En muchos casos, sobre todo en
principiantes, cuando se intenta aplicar el método por contradiccion se llega al absurdo de tener Py
NO P verdaderos. Si la hipotesis P no fue utilizada en la demostracidn entonces lo que sucede es
que se pensoO usar el método por contradiccion pero en realidad se termind utilizando el método
contrarreciproco.

En otras palabras, se puede decir que para demostrar "P = Q", a través del método
contrarreciproco, se debe demostrar la proposicion equivalente ""NO Q = NO P".

Problema: Una de las definiciones elementales mas dificil de entender es la de funcion continua en
un punto X, ; tenga en cuenta que en dicha definicion aparecen dos cuantificadores (Ve >0,
36 >0) y una implicancia (si Xxe(X, -9, Xo + o) entonces Ki x) - f (xo)| <¢g) la cual tiene
implicitamente un cuantificador Vx € (Xo - J, Xo + 0) . Un interesante problema de logica es el de
expresar matematicamente que significa que una funcién no sea continua en el punto x,. Conviene
utilizar las reglas de la l6gica-matematica (ver parrafo VII) y también realizar un andlisis grafico de
la definicién de continuidad para comprobar el resultado analitico. Tenga en cuenta que saber negar
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una proposicion es fundamental para poder realizar una demostracion con los métodos por
contradiccion y contrarreciproco.

A continuacién se presentara un ejemplo de aplicacién del método regresivo, considerado
primordial en todas las areas del conocimiento, dado por Polya (1994).

Resolucion del problema (7ii):

Se consideran los recipientes A y B que pueden contener 9 y 4 litros respectivamente. Se
resalta que dichos recipientes no tienen ninguna marca intermedia siendo el objetivo del problema
indicar un procedimiento para obtener 6 litros en el recipiente A. Del planteo del problema se tienen
las dos situaciones inicial y final siguientes:

situacion inicial P: A esta vacio; B esta vacio.
situacion final a lograr Q: A contiene 6 litros; B esta vacio.

Realizando el proceso de abstraccion se deduce que una situacién Q; que implica Q es la dada
por:
Q1: A contiene 9 litros; B contiene 1 litro

pues con A se llenaria B extrayéndole 3 litros con lo cual pasaria a 6 litros que es lo deseado.
Se resalta que hay varias situaciones posibles que impliquen la situacion Q, por ejemplo: A con
8 litros y B con 2 litros, etc. El estudio se restringira al caso Q.
Luego se realiza la pregunta de abstraccion a Q; obteniendo como una posible respuesta:
Q.: A esta vacio; B contiene 1 litro de agua

lo cual es evidente al poder llenar el recipiente A de la fuente de agua.
Nuevamente se realiza la pregunta de abstraccion a Q, obteniendo como una posible respuesta
la trivial dada por:
Qs: A contiene 1 litro de agua; B esta vacio.

Y asi sucesivamente, respondiendo a las respectivas preguntas de abstraccion se obtienen las
siguientes situaciones:
Qa: A contiene 5 litros de agua; B esté vacio
Qs: A contiene 9 litros de agua; B esta vacio
Qs : A esta vacio; B esta vacio

con lo cual se obtuvo la situacion inicial P. Por lo tanto, se puede generar el siguiente
procedimiento: se llena el recipiente A con 9 litros de agua; desde A se llena al recipiente B con 4
litros el cual es luego vaciado permaneciendo A con 5 litros; desde A se llena nuevamente a B con 4
litros que es luego vaciado quedando ahora A con 1 litro; se pasa el contenido de A a B con lo cual
A estara vacio y B tendra 1 litro; finalmente se llena el recipiente A con 9 litros y entonces se
obtienen los 6 litros de agua en A llenando al recipiente B. De esta manera se produjo el proceso
progresivo siguiente:
P=>Q%=>Q%=>Q=Q=0Q=Qu=0Q

Se resalta que este algoritmo de solucion, trivial una vez conocido, se obtuvo realizando el
proceso creador dado por el método regresivo con sus respectivas preguntas de abstraccion.
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Observacion 7. Analice qué métodos pueden demostrar las siguientes proposiciones (neN) (ver
definiciones en problema 37):

1. Sines par entonces n? es par;

Si n es impar entonces n2 es impar;

Si nZ es par entonces n es par;

Si nZ es impar entonces n es impar;

J2 no es un nimero racional.

o pswn

Ayuda. Para intentar poder responder a la veracidad de las proposiciones anteriores es muy
importante tener primero en claro cuéles son los significados de:
1. un numero natural par o impar;
2. un namero racional;
3. laraiz cuadrada de un nimero natural.

Una vez que se haya logrado clarificar estos conceptos se puede intentar realizar las pruebas
con los tres metodos vistos anteriormente. También es importante poder discernir cuéles de dichos
métodos permiten lograr el objetivo planteado.

Ejemplo. Se realizara la demostracion de la parte 1) de la observacion anterior utilizando el método
progresivo- regresivo. Se tienen que (n € N):

P: n es un namero par,
Q : nZes un namero par.

Como se desea demostrar que n2 es un numero natural par entonces aplicando la pregunta de
abstraccion se tiene que Q; puede ser la siguiente proposicion:

Qi:dme N/n2=2m.

Como no se puede continuar con la parte regresiva se inicia entonces la parte progresiva
obteniendo la proposicion P, dada de la siguiente manera:

Pi:3ke N /n=2k

de la cual surge inmediatamente, teniendo en cuenta que para conectarse con Q; se debe calcular n?,
la proposicién P, dada por:

P, :n2 = (2K) 2 = 4k2 = 2 (2K2).

Para finalizar la demostracion basta observar que P, = Q, tomando simplemente m= 2k? .

IX. METODO DE BIFURCACION

Una de las mayores dificultades en la resolucion de problemas y en la realizacion de
demostraciones en Matematica es la de encarar la resolucién del problema o la demostracion de una
proposicion, es decir encontrar una metodologia de trabajo o concebir un plan tal que a través de su
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ejecucion se pueda lograr la solucion deseada. Dicha dificultad se acrecienta enormemente cuando
la solucion no es Unica con lo cual es de fundamental importancia encontrar una metodologia que
permita encontrarlas a todas.

El objetivo de este parrafo, siguiendo Tarzia (1996), es mostrar la importancia del método de
bifurcacién para resolver problemas y realizar demostraciones en Matematica. Es un valioso
complemento para la aplicacion del método progresivo, y por ende del método progresivo-
regresivo.

El método de bifurcacion consiste en el siguiente principio: "la resolucién de un problema
puede realizarse a través de la resolucion de n (n > 1) problemas mas simples que el
primero y asi sucesivamente".

El método de bifurcacion puede ser interpretado, en algun sentido, como la justificacion
I6gica-matematica del método de tanteo el cual se utiliza cuando no se conoce como resolver un
problema o cémo demostrar una proposicion. La aplicacion del método de bifurcacion permite
detectar si un problema tiene una o varias soluciones y, en consecuencia, da una metodologia para
hallar todas las soluciones de dicho problema. Dicha metodologia incentiva la creatividad en
Matematica, que se logra a través de la resolucion de problemas que tengan muchas soluciones.

El presente estudio se restringira a la resoluciéon de problemas, muchos de los cuales son muy
simples (para nivel primario), pero que permitiran apreciar la potencialidad del método de
bifurcacion.

Se presentan siete ejemplos, con diversas dificultades, que seran resueltos a través del método
de bifurcacion. Se los clasificaran de dos maneras: forma simple o forma condicionada. La
clasificacion se realiza de tal forma que la bifurcacion sea independiente (forma simple) o
dependiente (forma condicionada) de que una cierta condicién o restriccion se verifique. En algunos
de los casos, la demostracion detallada se omitira por ser trivial o muy larga; en ambos casos se deja
al lector completarla.

IX.1. FORMA SIMPLE DEL METODO DE BIFURCACION (BIFURCACION
SIMPLE).

A continuacion se enunciardn y se resolveran seis problemas, para los cuales (algunos tienen
varias soluciones) la aplicacion del método de bifurcacion sera decisivo.

I.1) Utilizando solamente una vez las cifras 2, 4, 5, 6 y 7, complete la siguiente operacién y
encuentre todas las soluciones (ver problema 32 ii):
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Resolucion. Se supone que la solucion, si existe, viene dada por:

6 a B 1

1 4 &£ 9 o

donde los coeficientes «, £, 7, ¢, & son incognitas que deben determinarse. Entonces de la
columna de las decenas se deduce que S=2. Debido a que ninguna otra incognita puede
determinarse, entonces se aplica el método de bifurcacion. Por ejemplo, para la incognita y (para
cualquier otra se realiza un procedimiento analogo) se tienen cuatro posibilidades:

(i) » =4, que implica & =5,y por ende, se deducen a =7, & =6, obteniéndose la solucion

6 7 2 1
+

7 9 7 4
1 4 6 9 5

(i) » =5, que implica 6 = 6, y por ende, los digitos restantes 4 y 7 no pueden satisfacer la
columna de las centenas con lo cual no existe solucion.

(iii) » =6, que implica 6 =7,y por ende, se deduce « =5y S =4, obteniéndose la solucion

6 5 2 1
+

7 9 7 6

1 4 4 9 7

(iv) ¥ =7 no es posible, pues no se puede satisfacer la columna de las unidades para valores de o

admisibles.
Conclusién: Existen 2 soluciones.

Definicidn . Un cuadrado se dice magico respecto de la operacién suma cuando la suma de las filas,
de las columnas, y de las dos diagonales es constante.

1.2) Complete el siguiente cuadrado méagico con los nimeros naturales, del 1 al 9, con constante 15.
¢La solucion es unica? (ver problema 41i)
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Resolucidn. Se supone que la solucion, si existe, viene dada por:

(@) En primer lugar se deduce que A 33=2.

(b) Debido a que ninguna otra incognita puede determinarse, entonces se aplica el método de
bifurcacion. Por ejemplo, para la incognita As; (para cualquier otra se realiza un procedimiento
analogo) se tienen seis posibilidades, a saber:

(M Ap=1 = No existe solucion
(i) A3=3 = No existe solucion
@iii)  Agp=4 = No existe solucién
(iv) Ax=6 = No existe solucion
(v) Agp=7 = 3 solucion
(vi) Ax=9 = 3 solucion

de las cuales se obtienen las conclusiones indicadas.

Conclusion: Existen 2 soluciones dadas de la siguiente manera:

8 3 4
1 5 9
6 7 2
8 1 6
3 5 7
4 9 2
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Observacion 8. Si en lugar de elegir el elemento que va en una determinada casilla (A3 en nuestro
caso) se elige las casillas a las que puede ir el nimero 9, entonces el problema se bifurca en dos, es
decir A3 =9, A3, =9, y se obtienen las dos soluciones obtenidas precedentemente.

I.3) Reemplace cada letra (A, D, M, N, O, R, S, U) por un nimero natural, del 1 al 9, de modo que
se verifique el resultado dado teniendo en cuenta que a una misma letra le corresponde siempre el
mismo ndmero.

S UMANDDO

S UMAR

9 8 3 1 5 0 7
Se solicita:
(i) Halle todas las posibles soluciones en el caso en que a letras diferentes correspondan nimeros
diferentes.
(ii) ¢Qué sucede si los nimeros correspondientes a letras diferentes pueden repetirse?

Resolucion. En primer lugar se resuelve la parte (ii) y luego la solucion de la parte (i) se obtiene
como caso paticular de la anteriormente hallada.

(i)  Por deduccidn se obtienen los siguientes resultados:
@ S=9; b)uUu=7; () M=3; (d N=1; () A=4.

(f) Luego resulta la siguiente ecuacion:

D O
+ 4 R
1 0 7

Aplicando bifurcacion para D se tienen dos casos con sus respectivas conclusiones, a saber :
1) D =5 que presenta dos subcasos, a saber:
1i) O0=9,R=8(3 solucién) ; Llii) O=8,R=9(3 solucion)
2) D = 6 que presenta seis subcasos, a saber:
2i) O=1,R=6(3 solucién) ; 2.ii) 0O=2,R=5(3 solucién) (*)
2.ii) O=3,R=4(3 solucién) ; 2.iv) O=4,R=3(3 solucion)
2V) 0=5,R=2(3 solucion) (*); 2.vi) O0=6,R=1(3 solucion)

Conclusion: Existen 8 soluciones.
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(i) Para este problema, utilizando una metodologia analoga a la realizada anteriormente, se tienen
dos soluciones de las obtenidas en (ii), las cuales estan marcadas con (*).

I.4) Reemplace cada letra (H, E, S) por un numero entero, del 0 al 9, de modo que se satisfaga la
ecuacion:

(HE)*= SHE
Resolucion.

La ecuacién E? = E (mod 10) es la propicia para plantear la bifurcacién obteniéndose
cuatro casos con sus respectivas conclusiones, a saber:

1 E=0 = No existe solucion
(i) E=1 = No existe solucion
(iii) E=5 = H=2,S=6 (3 solucion)
(iv) E=6 = No existe solucién

Conclusién: Existe una Unica solucién E=5, H=2, S=6. La verificacion es simple: 25 = 625.
I.5) La dltima linea del cuadro debe llenarse con cuatro de los nimeros que aparecen mas arriba.
En cada linea se indica cuantos niameros en comun tiene ese grupo con el que falta. La B de "bien"
significa que los numeros aparecen en la misma posicion, y la R de "regular", que estan en posicion
cambiada. Con nB y mR se indican, desde la columna de la derecha, que existen n nimeros en
posicion correcta y m nimeros en posicion regular. ¢Cudl es la combinacion correcta?

4 1 5 2 - 2B

5 1 3 2 1R 2B

5 1 2 6 2R 1B

?2 7?2 2?2 2 - 4B
Resolucion. Se supone que la solucién, si existe, estd dadapor: a 8 y &

La primera fila es propicia para aplicar bifurcacion obteniéndose seis casos con sus respectivas
conclusiones, a saber:

(i) =4, =1 = No existe solucién
(i) a =4,y =5 = No existe solucion

(i) a =4, 6 =2 = No existe solucién
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(iv) p=1,y=5 = No existe solucion
vy p=1,0=2 = 3 solucién
(vi) y =5, 0 =2 = No existe solucion

Conclusidn: Existe una unica solucién 31 6 2.
Observacion 9. El problema anterior (y tambiéen el posterior que es mas complicado) es conocido
con el nombre de nimero oculto en los juegos de ingenio. Por otro lado, cuando en lugar de
nameros se utilizan colores al juego se lo conoce con el nombre de mastermind.
1.6) La ultima linea del cuadro debe Ilenarse con cinco de los nimeros que aparecen més arriba. En
cada linea se indica cuantos nimeros en comun tiene ese grupo con el que falta. La B de "bien"
significa que los numeros aparecen en la misma posicién, y la R de "regular", que estan en
posicién cambiada. Con nB y mR se indican, desde la columna de la derecha, que existen n
nameros en posicion correcta y m nimeros en posicion regular. ¢ Cudl es la combinacion correcta?

1 2 3 4 5 3R -

3 6 2 7 1 3R -

3 2 8 1 9 3R -

2 1 4 6 8 1R 1B

5 1 9 2 7 3R -

2 3 5 9 6 2R -

20?2 2?2 2?2 2?2 - 5B

Resolucion. Se supone que la solucion si existe, viene dadapor: a Sy d ¢

La cuarta fila es propicia para aplicar bifurcacion obteniéndose cinco casos y sus respectivas
conclusiones, a saber:

1) a =2 = No existe solucion
2) p=1 = No existe solucion
3) y=4

Este caso puede aun bifurcarse en cuatro subcasos, a saber:
3.) el 2 estaregular = No existe solucion

3.ii) el 1 esta regular = No existe solucién



38 D.A. Tarzia, Cémo pensar, entender, razonar, demostrar y crear en Matematica, MAT, Serie B, # 1 (2000).

3.iii) el 6 esta regular = No existe solucion
3.iv) el 8 esta regular = No existe solucion
4) 6 =6 = un elemento del conjunto {2,1,4,8} esta regular con lo cual se

obtienen cuatro subcasos, a saber:

4.i) el 2 estaregular = No existe solucién
4.ii) el 1 esta regular = No existe solucion
4.iii) el 4 esté regular = No existe solucion
4.iv) el 8 esta regular = No existe solucién
5 £=8 = un elemento del conjunto {2,1,4,6} esta regular

con lo cual se obtienen cuatro subcasos, a saber:

5.i) el 2 estiregular = No existe solucion
5.if) el 1estaregular. = 3 solucidon

5.iii) el 4 esta regular = No existe solucion
5.iv) el 6 esta regular = No existe solucién

Conclusion: Existe una Unica solucion dada por 7513 8

IX.2. FORMA CONDICIONADA DEL METODO DE BIFURCACION
(BIFURCACION CONDICIONADA).

El método de bifurcacion en su forma condicionada aparece cuando la bifurcacion se debe
realizar siempre y cuando una cierta condicion o restriccion se verifique.

A continuacién se enunciard y se resolvera un problema para el cual la aplicacion del método
de bifurcacién, en su forma condicionada, es decisivo.

I1.7) Cada letra utilizada (A, C, E, I, M, N, T) representa a un digito entre 0 y 9. Halle los valores de
cada letra de manera de obtener la mayor MACANA posible, siendo:

M A T E

M A T I C A

M A C A N A
para los siguientes casos:
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(i) a letras diferentes deben corresponder nimeros diferentes;
(ii) a letras diferentes pueden corresponder nimeros iguales.

Resolucion. La mayor MACANA implica bifurcacion condicionada la cual se puede presentar de
la siguiente manera:

Si Si
M=9 > Existe Solucion — | FIN
B no
no| -
Si Si
M=8 > Existe Solucién
no ‘
no| <
v .
Si
M=7 »
no
\ 4

(ii) Para M = 9 existe una Unica solucion dada por MACANA = 999999,

(i) Se plantea bifurcacién para M comenzando desde el digito mayor 9. En caso de no obtener
solucién M toma una unidad menos y asi sucesivamente hasta obtener la solucion del problema. Se
consideran los siguientes casos y se deduce:

@ M=9 = No existe solucién

(b) M=8 = No existe solucién

(c) M=7 = No existe solucion

d M=6 = No existe solucién

(

e) M=5 = No existe solucién

(e)

(f) M=4 = 3 solucion  MACANA = 478717

Conclusion: Existe una Gnica solucion: 478717 para (i) y 999999 para (ii).
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X. OTROS METODOS PARA HACER DEMOSTRACIONES

Existen diversas técnicas para realizar demostraciones, ya sea para entender lo que un profesor
explica en clase, un autor escribe en su libro o para expresar la propia creatividad. Durante el curso
se explicitaran méas ejemplos que mostraran el uso del correspondiente método. Los métodos
presentados anteriormente como asimismo los resimenes de nuevos métodos que se presentaran
aqui constituyen un conjunto basico de gran importancia en matematica (Solow 1993). De todos
modos existen muchos detalles, variantes y trucos que se obtendran con la practica. A continuacion,
se proporcionara un resumen para saber como y cuando se deben usar las diversas técnicas para
demostrar la proposicion:

"PimplicaQ ".

Comenzando un repaso del método progresivo-regresivo (ya visto anteriormente) se puede
suponer que P es verdadera y el trabajo consiste en demostrar que Q es verdadera. A través del
proceso progresivo se deducira a partir de P, una secuencia de proposiciones Py, Py, ........... las
cuales son necesariamente verdaderas como resultado de que se ha supuesto que P es verdadera.
Esta secuencia no es aleatoria, sino que esta guiada por el proceso regresivo, segun el cual, a traves
de la formulacion y respuesta de la pregunta de abstraccion, se obtiene a partir de Q una adecuada
proposicion Ry, con la caracteristica de que si R; es verdadera, Q también lo sera. Este proceso de
abstraccion puede aplicarse a R; obteniendo una nueva proposicion R, y asi sucesivamente. El
objetivo es unir la secuencia progresiva con la secuencia regresiva, generando una proposicion
en la secuencia progresiva, la cual es precisamente igual a la Gltima proposicion obtenida en la
secuencia regresiva. Entonces, se puede hacer la demostracion progresivamente siguiendo la
secuencia desde P hasta Q. Cuando se esta tratando de obtener esta secuencia de proposiciones, se
debe ser cuidadoso con los cuantificadores que aparezcan, pues, entonces, los métodos por
construccién, eleccion, induccion y particularizacién pueden ser de gran utilidad para realizar la
demostracion. O

Por ejemplo, cuando el cuantificador 3" se origina en el proceso regresivo en la forma
usual:

existe un "objeto" con una "cierta propiedad" tal que "algo sucede",
se deberia considerar el uso del método por construccion para producir el objeto deseado.

Con el método por construccion, se trabaja progresivamente desde la suposicion de que P es
verdadera para generar (producir o disefiar) un algoritmo que produzca el objeto deseado. Siempre
se debe verificar que el objeto hallado satisface dicha "propiedad” y también que "algo sucede". Por
ejemplo, para la ecuacion de primer grado ax+b=0 (a=0), la solucion esta dada por x = —b/a con lo
cual la solucién ha sido exhibida o construida.

Por otro lado, cuando el cuantificador V" se origina en el proceso regresivo en la forma
usual :

para todos los "objetos” con una "cierta propiedad”, " algo sucede™,
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se debe considerar el uso del método por eleccion. Aqui el objetivo sera el de tomar cualquier
objeto con "cierta propiedad” y demostrar que "algo sucede". Para hacerlo, se elige o se escoge un
objeto, el cual tiene dicha cierta propiedad. Se debe concluir que, para dicho objeto, "algo sucede™.
Una vez que se ha elegido el objeto, lo mejor es proceder a trabajar progresivamente partiendo del
hecho de que el objeto escogido tiene "cierta propiedad™ (junto con la informacién que hay en P, si
fuese necesario) y, regresivamente, desde que "algo sucede". O

El método por induccion se deberd tomar en cuenta (aun antes que el método por eleccion)
cuando la proposicién Q tiene la forma:

Para todo entero n mayor o igual que algan entero inicial, la proposicion P(n) es verdadera.

El primer paso del método de induccion consiste en verificar que la proposicion es verdadera
para el primer valor posible de n, en general es 1. El segundo paso requiere demostrar que si P(n) es
verdadera entonces P(n+1) es verdadera.

Se debe recordar y tener presente que el éxito de una demostracién por induccién reside en la
habilidad para relacionar la proposicion P(n+1) con P(n), de modo que se pueda hacer uso de la
suposicion de que P(n) es verdadera. En otras palabras, para realizar el segundo paso de la
demostracién por induccién, se debe escribir la proposicion P(n), cambiar n en dicha proposicion
por (n+1) para obtener P(n+1) y, entonces ver si se puede expresar P(n+1) en funcién de P(n) (en
realidad, la clave de la demostracion reside en hallar esta expresion). Sélo entonces se podra usar la
suposicion de que P(n) es verdadera para llegar a la conclusion deseada de que P(n+1) es también
verdadera. O

Por otra parte, cuando el cuantificador V" surge en el proceso progresivo en la forma
usual:
para todos los "objetos” con una "cierta propiedad” " algo sucede™

se usara el método por particularizacion .

Para hacer esto, se identifica estos "objetos"” cuando aparezcan en el proceso regresivo, porque
entonces, con el método de particularizacion se puede concluir que "algo sucede™ para el "objeto
particular bajo consideracion”. Este hecho debera ser Gtil para llegar a la conclusion de que Q es
verdadero. Cuando se utilice la particularizacion, se debe verificar que el objeto especifico satisface
la "cierta propiedad", porque solamente en ese caso algo sucedera. O

Cuando la proposicién original Q contiene la palabra "no", o cuando falle el método
progresivo-regresivo, entonces se debe considerar el método contrarreciproco o el método por
contradiccion dando preferencia al primero. Para utilizar el método contrarreciproco, se deben
escribir inmediatamente las proposiciones NO Q y NO P, usando las técnicas correspondientes para
la obtencidn de la negacion de una proposicion. Entonces, empezando con la suposicion de que NO
Q es verdadera, el trabajo consiste en concluir que NO P es verdadera. Esto se realiza mejor
aplicando el método progresivo-regresivo, trabajando progresivamente a partir de la proposicion
NO Q'y, regresivamente a partir de la proposicién NO P. Una vez mas, se deben analizar y observar
los cuantificadores que pudieran aparecer en el proceso progresivo o en el regresivo, ya que,
entonces, los métodos por construccion, por eleccion, por induccién y particularizacién podran ser
también dtiles. O
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En el caso que fallara el método contrarreciproco, existe todavia una esperanza con el método
por contradiccién. En este método, se permite suponer no solamente que P es verdadera sino
también que Q es falsa. Esto proporciona dos suposiciones a partir de las cuales se debe deducir una
contradiccion a algo que se sabe que es verdadero. No es siempre obvio dénde surge tal
contradiccion, pero ésta se obtendra trabajando progresivamente las proposiciones Py NO Q.

En general al tratar de demostrar que "P implica Q" la forma que tenga Q debe guiar el
razonamiento tanto como sea posible. Especificamente, se deberia explorar la proposicion Q
buscando ciertas palabras claves, ya que éstas indicaran a menudo como proceder. Por ejemplo, si
se encuentra el cuantificador "existe”, considere el método por construccion, en tanto que el
cuantificador "para todo" sugiere el método por eleccion o el método por induccion. Cuando la
proposicion Q tenga la palabra "no" se podréa usar el método contrarreciproco o el método por
contradiccion. Otras palabras claves que se deben buscar son "Unico", "0", "maximo" y "minimo"
ya que al encontrarlas, se utilizaran los correspondientes métodos de unicidad, o exclusiva y
méax/min (que se encuentran detalladas en el resumen mas abajo). Si no se pudiera elegir un método

basandose en la forma de Q, entonces se debe proceder con el método progresivo-regresivo.

A partir de ahora ya se estd capacitado para "hablar" el lenguaje de la matematica pues se
conoce el "vocabulario™ y la "gramatica" basica. Se han aprendido los tres métodos de demostracion
mas importantes para probar proposiciones, lemas, teoremas y corolarios. Se conocen los diferentes
cuantificadores y los métodos correspondientes por construccion, eleccion, induccion y
particularizacion. Para situaciones especiales se tienen los métodos de unicidad, o exclusiva y
max/min. Si aun asi todas estas técnicas para hacer demostraciones fallaran, quedara la posibilidad
de crear una que se adapte al problema en cuestion lo que es en definitiva la ambicién de todo
matematico. Por ende, tirese a la pileta y tenga en cuenta que el que busca siempre algo encuentra.
Mucha suerte y manos a la obra.

A continuacion se da un resumen de los diferentes métodos (algunos de los cuales se han
explicitado con mas detalles) para hacer demostraciones (Solow (1993), Tarzia (1996)), a saber:
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METODOS PARA HACER DEMOSTRACIONES (P= Q)

Meétodo de Cuando usarla Queé Qué Coémo hacerlo
Demostracion suponer concluir
Como un primer Trabaje progresivamente
Progresivo- intento o cuando Q | P Q partiendo de Py aplique el
Regresivo no tiene una forma proceso de abstraccion a Q.
reconocible.
Trabaje progresivamente
Contrarreciproco |Cuando Q NO Q NO P partiendo de NO Qy
contiene la palabra regresivamente partiendo de
“no”. NO P.
Cuando Q
contiene la palabra [Py NO Q |Alguna Trabaje progresivamente
Contradiccion “no” o cuando los contra- partiendo de Py NO Q para
dos primeros diccién obtener una contradiccion.
métodos fallen.
Existe el Adivine, construya, etc., el
Construccién Cuando Q P objeto objeto que tiene cierta
contiene el deseado propiedad y muestre que algo
término “existe”. sucede.
Py Trabaje progresivamente
Cuando Q eleccion de partiendo de P y el hecho de
Eleccion contiene el un objeto Que algo | que el objeto tiene la cierta
término “para con cierta sucede propiedad. Trabaje
todo”, “para cada”, | propiedad regresivamente partiendo de
etc. lo que sucede.
Trabaje progresivamente
Cuando P contiene |P Q particularizando P a un objeto
Particularizacion |el término “para en especial, es decir, al
todo”, “para cada”, obtenido en el proceso
etc. regresivo.
Cuando Q es La
verdadero para La proposicion | (i) Verifique que la
cada entero proposicion | es proposicién es
Induccion empezando con es verdadera |verdadera verdadera para 1.
alguno en paran para n+1.
particular, por También (i) Recurra a la hipotesis
ejemplo 1. demuestre de induccion para
que es demostrar que es
verdadera verdadera para n+1.

para n=1.
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Método de Cuéando usarla Qué Qué Cdémo hacerlo
Demostracion suponer concluir
Trabaje progresivamente
utilizando Py las propiedades
Unicidad 1 Cuando Q P Los dos de los dos objetos. Tambieén,
contiene la palabra |y existen dos | objetos son |trabaje progresivamente para
“Unico”. objetos. iguales mostrar que los objetos son
iguales.
P Trabaje progresivamente
Cuando Q y existen dos | Alguna desde P, utilizando las
Unicidad 2 contiene la palabra | objetos contradic- | propiedades de los dos
“tnico”. diferentes. | cion. objetos y el hecho de que son
diferentes.

M PYNOR |(i) S (i) Trabaje
progresivamente
partiendo de Py NO
R, y regresivamente

O exclusiva Cuando Q tiene la partiendo de S.
(Prueba por forma“R 0 S”. (O exclusiva 1).
eliminacion)

(i) PyNOS|(ii) R [(ii) Trabaje
progresivamente de P
yNOS,y
regresivamente
partiendo de R.

(O exclusiva 2).
Py Trabaje progresivamente
Cuando Q tiene la |seleccione |s<x 6 desde P y el hecho de que s
Max/Min 1 forma “méax S< x” |un elemento |s>X estd en S. También trabaje
6 “min S>x". sensS. regresivamente.
Cuando Q tiene la Construya | Utilice P y el método por
Max/Min 2 forma “max S>x” |P sen Stal |construccion para producir la
0 “min S< x”. que s>X O |sdeseadaenS.
s< X
Caso 1: Trabaje progresivamente
Cuando P tiene la | A Q partiendo de Ay
Método de forma “A 6 B” regresivamente partiendo de
Bifurcacion (unién no Q.
(Prueba por necesariamente
casos) disjunta). Caso 2: Trabaje progresivamente
B Q partiendo de By

regresivamente partiendo de

Q.
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XI. EJERCICIOS, PROBLEMAS Y JUEGOQOS DE INGENIO.

A continuacion se describen problemas por resolver (utilice la metodologia de las cuatro etapas),
problemas por demostrar (utilice algunos de los métodos descriptos anteriormente, a saber:
progresivo-regresivo, por construccion, por eleccion, por induccion, por particularizacion, por
contradiccion, contrarreciproco, de unicidad, de la o exclusiva, max-min, bifurcacién) y juegos de
ingenio (utilice las metodologias de los problemas por resolver, por demostrar, I6gica-matematica y
mucho ingenio, intuicion y creatividad) extraidos y/o basados en Alvarez (1995), Anton (1994),
Becker-Pietrocola-Sanchez (1996), De Guzman-Colera (1993), De Guzman-Colera-Salvador
(1993), Fauring-Gutierrez (1993-1997), Fernandez-Gooransarab-Krantz (1997), Hinrichsen-
Buschiazzo-Filipputti-Hinrichsen (1994), Santaldo (1993, 1995), Seveso-Ferrarini (1994-1998),
Soifer (1995), Tarzia (1995, 2000), Tarzia-Gurruchaga (1996).

Se recomienda indicar en cada paso que se realice, el método utilizado como una manera de
afianzar los conocimientos previos.

1) (i) Si con NO P se indica la negacion de P explicite las siguientes expresiones :
(@ NO (Vx:x>2) ; (b) NO(3Ix:x<8).

(ii) Analice la siguiente proposicion:
V X (X2 > X)

y demuestre que es falsa si el dominio de la proposicion es el conjunto de los nimeros reales; en
cambio, es verdadera en el conjunto de los nimeros naturales y enteros.

2) Demuestre las siguientes propiedades que relacionan la union con la interseccién de conjuntos a
través de la complementacion de conjuntos ( Leyes de De Morgan ):

(1) (AUB)=ANB, (2) (AnB)=AUB
donde A representa el complemento del conjunto A respecto del conjunto universal.

3) Demuestre que:
() B-A=0 < BcA; (i) A—B=B - A;
(iii)(AnB)JuA=AUB.

4) ¢Cuantos primos puede tener Juan, de acuerdo al siguiente dialogo, si se sabe que uno solo de los
chicos dice la verdad?

e Joseé dice: Juan tiene por lo menos 6 primos;

e Alberto corrige: No, tiene menos de 6;

e Pablo agrega: Tal vez tengas razon, pero lo que yo sé, es que tiene méas de 1 primo.

5) Cinco corredores y dos mentirosos: Al finalizar una carrera escuchamos estas declaraciones de
los participantes:

e Antonio: "Yo no he llegado ultimo";

e Bernardo: "Carlos ha llegado tercero”;

e Carlos: "Antonio ha llegado inmediatamente detras de Ernesto”;
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e Daniel: "Ernesto ha llegado en segundo lugar”;
e Ernesto: "Daniel no ha ganado la carrera”.

Por alguna razén extrafia, los dos primeros clasificados han mentido y los otros tres no. ¢Cual
ha sido el orden de llegada de los cinco corredores?

6) El trio municipal: Los sefiores Pablo, Fernando y Carlos son los tres candidatos que obtuvieron
la mayor cantidad de votos en las ultimas elecciones municipales de Villalinda. El resultado fue
muy ajustado: el que quedd a la cabeza aventaja al segundo en un voto, éste aventaja al tercero en
un voto. Los tres practican deportes diferentes (atletismo, natacion y futbol) y tienen un vino
favorito (clarete, tinto y blanco).

Se tienen las siguientes informaciones:
(@) El sefior Carlos, gran aficionado al tinto, aventajé a Fernando por un sélo voto;
(b) El aficionado al blanco, que no soporta el futbol, obtuvo un voto mas que el bebedor de clarete;
(c) El sefior Pablo adora la natacion.

Se necesita saber para cada candidato su clasificacion, su deporte y su vino preferido.

7) Se tiene una fuente de agua y se dispone solo de dos recipientes, de a 'y b litros respectivamente.
Indique un procedimiento para que uno de los recipientes contenga c litros de agua en los siguientes
casos:

(a=3,b=5,c=4; (i)a=9,b=4,c=6; (ii)a=7,b=11,c=6.

8) Metegol logico: Tres amigos, Juan, Pedro y Carlos, jugaron un torneo triangular de metegol, es
decir que cada uno jugo dos partidos (todos contra todos) y hubo tres partidos en total. Se recuerda
que una ficha de metegol da siete bolas. Al final del torneo resulté que Juan y Pedro hicieron 5y 6
goles respectivamente. Entonces:

(i) ¢Cuéntos goles hizo Carlos?

(ii) ¢Cuantos goles recibid, en su arco, cada uno de los tres jugadores?

(iii) Si se sabe que Pedro perdié los dos partidos jugados, determine los resultados de los tres
partidos.

(iv) Si no se hubiese sabido que Pedro perdio los dos partidos (segun (iii)), ¢cuantas soluciones
posibles sobre los resultados de los tres partidos se tendria? Ademas, ¢Pedro hubiese ganado algun
partido?

9) Para cada una de las siguientes preguntas de abstraccion, indicar al menos tres respuestas:
(@) ¢Cbémo se puede demostrar que dos numeros reales son iguales?;

(b) ¢ Como se puede demostrar que dos rectas son paralelas?;

(c) ¢Cbémo se puede demostrar que un numero real es mayor que otro?

10) (i) Demuestre, mediante los métodos progresivo-regresivo, contradiccion y contrarreciproco,
que si X e Y son numeros reales tales que
X2>0, Y >0, X+Y=0,entonces X=0y Y=0.

(ii) Demuestre las siguientes proposiciones:
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X
(a)z xi=0,x; 0,Vi=l,..,nentoncesx;=0,Vvi=1,..,n;
i=1

(b) if(x)dx =0, f € C°([a,b]) con a<b entonces f=0 en [a,b].

11) Escriba nuevamente los siguientes enunciados utilizando los simbolos apropiados: V (para
todo), 3 (existe) y / (tal que):

(i) Alguna montafia es més alta que cualquier otra montafa;

(i) La raiz cuadrada del producto de dos numeros reales no negativos cualesquiera p y g es siempre
menor o igual que la suma de estos dos dividido por 2 ;

(iii) Si X e Y son dos numeros reales tales que X < Y entonces, existe un nimero racional r tal que
X<r<Y.

12) Sabiendo que dos patos mienten y uno dice la verdad, determine quién hizo la fechoria teniendo
en cuenta que dijeron lo siguiente:
e Dani: "Yo no fui";

e Delicado: "Fue Dani" ;
e Dunc: "Yono lo hice".

13) Demuestre por los métodos progresivo-regresivo, por contradiccion y contrarreciproco que si d,
ey f son enteros para los cuales dle y e|f entonces d|f.

14) Determine los valores reales de x de maneraque: 3!'ye R/ 2—y1= X.
y+

15) (i) Demuestre por los métodos contrarreciproco y por contradiccion la siguiente afirmacion:
Seana, b,c € R,cona>b. Entonces: ac< bc=c< 0.
Indique ademas la diferencia entre ambos métodos en este caso particular;
(ii) Demuestre la siguiente afirmacion:
Seana, b, c € R, Entonces: ac<bhcAa>b=c<0;
(iii) Indique ademas en que difieren las proposiciones dadas en (i) y en (ii).
16) (i) Demuestre que ¥ n e N el resto de dividir n?> por 4 es 06 1.

(ii) Para que nameros naturales de la parte (i) el resto es 1.

17) Demuestre que de la proporcion %:5 se deducen las siguientes igualdades:

; . .. d ¢, ....oa b.
(i) ad =bc; (i) PPt (iii) P

(iv) -5 v 28 ) 22l
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(Vii) a;b_c;d, (Viii) a-b c-d, (iX) a+b:c+d
a

’ S d a-b c-d’

18) Demuestre:

(YVy>03x>0/x*=y;

(i) La funcion real f: R* — R* definida por f(x) = x* es una funcién biyectiva;
(iii) ¢COomo se generaliza la parte (i) sisetomay > 0.

Observacion 10. Realice la demostracion de la unicidad de la parte (i) utilizando los dos métodos
de Unicidad 1y 2.

Definicidn.- Sea A un conjunto munido de una ley de composicién interna *, es decir una funcion
de AxA en A (se trata de una operacion que asigna a cada par ordenado de elementos de A un
unico elemento de A). Se dice que la dupla (A, *) es un grupo siy soélo si:

(@) Laley es asociativa, esdecir: (X *y)*z =x*(y*z), VX, Vy,zeA,

(b) La ley * posee un elemento neutroen A,esdecir:3ece A/x*e =e *x=X, VXeA,

(c) Todo elemento de A posee un elemento simétrico en A, es decir :
VXeA,IXx e Al x*X = X *x=e.

19) En un grupo (A, * ) se tienen las siguientes propiedades:
(i) el elemento neutro es Unico; (ii) el elemento simétrico es Unico.

20)Sean S={x e R/x*-3x+2<0}y T={x € R/ 1< x < 2} dos conjuntos de niimeros reales.
Entonces S=T.

21) Para cada uno de los siguientes enunciados, indique cuales métodos, para hacer demostraciones,
usaria (eleccion y/o construccién) y en qué orden. Ademas, explique cémo se aplicaria la técnica al
problema en particular, es decir, qué construiria, qué eligiria, etc.?

(i) Existe un nimero real M > 0 tal que, para todos los elementos x en el conjunto S de nimeros
reales, | x| <M ;

(ii) Para todos los numeros reales M > 0, existe un elemento x en el conjunto S de nimeros reales
tal que x| >M;

(iii) V nOmero real € > 0, 3 un ndmero real & > 0, de manera que para nameros reales X y Y con
| X — Y |<35,setiene que | f(X) — f(Y) | <&, (donde f es una funcion de una variable).

22) Demuestre que si R es un subconjunto de S y S es un subconjunto de T, entonces R es un
subconjunto de T.

23) Para cada una de las siguientes proposiciones, indique qué metodo utilizaria para hacer
demostraciones y en qué orden. Especificamente, establezca qué supondria y qué trataria de
concluir. (Sy T son conjuntos de nimeros reales y todas las variables se refieren a nimeros reales).
(i) VseS AteT talque s>t;

(ii) No existe un numero M > 0 tal que, paratodo x en S, x| <M,
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24) Si se va a utilizar el método contrarreciproco en las siguientes proposiciones, (A partir de
cudles trabajaria progresivamente y cuales proposiciones serian sus conclusiones?.

(i) Sinesun nimero entero para el cual n? es par, entonces n es par;

(if) Suponga que S es un subconjunto del conjunto T de numeros reales. Si S es no acotado,
entonces T es no acotado;

(iii) Si X y Y son numeros reales con X = Y, entonces f(X) = f(Y), donde f es una funcién de una
variable.

25) Sea f: R—R la funcion real definida por f(x) = mx+ h, con m = 0. Demuestre que f es inyectiva,
esdecir: x,y €e R, x=y = f(x) =f(y).

26) Si f es una funcién de una variable la cual, en el punto x, satisface la propiedad de que existen
nameros reales ¢ >0y d > 0 tal que, para todo y con |x — y | < d, resulta | f(x) — f(y) |<c|x - y
entonces f es continua en x.

27) Sea f es una funcién de una variable que satisface la propiedad
Jce[01] / | fx) - f(y) I<cIx -y, vx ye[01]

Demuestre que la solucidon de la ecuacion f(x) = x, supuesto que exista, es Unica.
28) Niegue la definicion de funcion continua en un punto.

29) Convierta los siguientes problemas de max/min en proposiciones que posean el cuantificador
adecuado (S es un conjunto de numeros reales y x es un nimero real dado).

@max{s:sestaenS}< x; (b)méx{s:s estd enS}> x.
En lo que resta de este problema a, b, ¢ y u son nimeros reales dados y x es una variable.

(©)min{cx:ax<by x>0}<u; (dméx{cx:ax>b yx>0}>u;
(e)min{ax:b<x<c}>u; (fyméx {bx:a<x<c}<u.

30) Sean X y Y dos conjuntos cualesquieray f: X—Y una funcién. A y B son dos subconjuntos
cualesquiera del conjunto X. Con f(A) se denota el conjunto f(A) ={f(x) / x € At < Y. Demuestre:

()AcB = f(A) c f(B); (ii) f(AUB) = f(A) U f(B);
(i) f(ANB) c f(A) N f(B) .

31) Complete los cuadrados en blanco con los cinco digitos 1, 2, 3, 4 y 5 de manera que no se
repitan en ninguna de las franjas horizontales, verticales y oblicuas.

(1)
X [X [4 |X [X
X |1 X
5
X X
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(i)

X X X X
X 13 2 X

4 5
X X
X X X X

32) En cada uno de los siguientes problemas encuentre todas las soluciones:

(i) Utilizando solamente una vez las cifras 4, 6, 7, 8 y 9, complete la siguiente operacion :

6 ... 1
+ 7 9 7 .
1 4 L. 9 ...

() (i) (iii)
2 3 4 7 3 18 7
+ 4 6 * + 46
8 9 8 2 7 8 4
2 8 4 5 5 5 8 9
(iv) V)
8 .. 3 .. 1 2 3 9
2 .. 1
3 4 6 5 7
+
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(vi)

(vii)

34) Cada letra utilizada (A, B) representa a un digito entre 0 y 9. Calcule el valor de las letras Ay
B de manera que se verifique

4 B A
A B 4
B 4 A
1 7 1 0

35) (i) Cada letra utilizada (A, P, R, S) representa a un digito entre 0 y 9. Halle los valores de cada
letra de manera que se obtenga la siguiente suma:
R A S

(i) Cada letra utilizada (A, B) representa a un digito entre 0 y 9. Halle los valores de cada letra de
manera que se obtenga la siguiente suma:
AB + BA =99

36) Escriba los nimeros del 1 al 9, en la tabla de 3 filas y 3 columnas siguiente:
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de manera que se satisfagan las sumas indicadas:

15
20 25 15 12

11 18 22

B

Definiciones.
(i) Los numeros pares son los siguientes: 2, 4, 6, 8, 10, 12, ..., que se pueden expresar, de manera
general, por la expresién

namero par =2n, conn=1,2,3,4,5,6, ....

(ii) Los numeros impares son los siguientes: 1, 3, 5, 7, 9, 11, 13, ..., que se pueden expresar, de
manera general, por la expresion

namero impar=2n 1, conn=0,1,2,3,4,5,6, ....

o0 en forma equivalente, por la expresion
namero impar=2n 1, conn=1,2,3,4,5,6, ...

37) Complete y justifique por "par" o "impar" cada una de las siguientes proposiciones
(entendiendo que en el caso de la diferencia hay que restar el nimero menor del mayor):

(i) La suma de dos nUmeros pares €s ........

(ii) La suma de dos nUmeros impares es ........

(iii) La suma de un nimero par y otro impar es ........
(iv) La suma de tres nUmeros pares €s ........

(v) La suma de tres nUmeros impares es ........

(vi) La suma de cuatro nimeros impares €s ........
(vii) La suma de cuatro nimeros pares es ........

(viii) La diferencia de dos nUmeros impares es ........
(ix) La diferencia de dos nimeros pares €s ........

(x) El producto de dos numeros pares es ........

(xi) El producto de un nimero par y otro impar es ........

38) Indique y justifique si las siguientes proposiciones son siempre ciertas:

(i) La suma de dos numeros naturales consecutivos no es divisible por 2;

(ii) La suma de tres nimeros naturales consecutivos es divisible por 3;

(iif) La suma de cuatro numeros naturales consecutivos no es divisible por 4;

(iv) La suma de cinco numeros naturales consecutivos es divisible por 5;

(v) Si n es un ntmero natural par, entonces n”—1 es el producto de dos niimeros naturales impares
consecutivos;

(vi) Si n es un ntimero natural impar, entonces n?—1 es maltiplo de 4; ;Sera también multiplo de 8?
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Definiciones.

(i) Los numeros triangulares son los dados por la sucesion de nimeros

T,=1+2+3+..... +n=
esdecir: 1, 3,6,10,.......

n(n2+l) conn=1,23, ...

(if) Los nameros cuadrangulares son los dados por la sucesion de niUmeros
Qn=n* conn=1,23, ..
esdecirl, 4,9, 16, ........

(iii) Los nameros perfectos son aquellos que son iguales a la suma de todos sus divisores, excepto
el nimero mismo.

(iv) Dos numeros son amigos cuando la suma de los divisores de uno de ellos, exceptuando el
namero mismo, es igual al otro y reciprocamente.

39) Verifique que :

(i) La sucesion de las diferencias entre nimeros cuadrangulares consecutivos es la sucesion de los
ndmeros impares;

(ii) Los numeros 36, 1225 y 41616 son nameros triangulares y cuadrangulares simultaneamente;
(iii) La suma de 2 nimeros triangulares consecutivos es un nimero cuadrangular;

(iv) Los nimeros 6, 28, 496 y 8128 son nameros perfectos;

(v) Los nimeros 220 y 284 son amigos. ldem con 1184 y 1210, y con 2620 y 2924,

Definicién. Se llama terna pitagorica a una terna de nimeros enteros positivos que cumplen con
la condicion:
ZZ + X2 - Y2

Observacion 11. Las ternas pitagdricas pueden ser los lados de triangulos rectangulos, siendo X e
Y los dos catetos y Z la hipotenusa.

40) (i) Verifigue que existen infinitas ternas pitagoricas dadas por:
X=2uv, Y=u? -V

con uy v numeros naturales cualesquiera con u > v, con Z a determinar .

(iii)  Para tener varias ternas pitagoricas, complete la siguiente tabla y compruebe que X, Y,y Z
son los lados de un triangulo rectangulo.

u \Y} X Y Z
2 1 4 3 5
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gl B B B W
R W N PN

10 24 26

Definicion: Se tiene un cuadradado magico respecto de la operacion suma (producto) cuando la
suma (producto) de las filas, de las columnas, y de las dos diagonales es constante.

41) Cuadrados magicos respecto de la suma :

(i) Complete los siguientes cuadrados magicos con los numeros del 1 al 9 con constante 15. La
solucién es unica ?

a)

b)

2

(ii) ¢Es posible construir un cuadrado méagico con los nueve nimeros siguientes: 1, 2, 3, 5, 7, 11,
13, 17,19?

42) Cuadrados mégicos respecto del producto :
(i) Complete el siguiente cuadrado magico.

1 12

44) Compare e indique cual de los siguientes nimeros es el mayor (sin utilizar calculadoras ni
tablas de raices):
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(i) Y11y +5; (i) ¥14 y V6; (iii) Y14 y +5;
(iv) 0,00001 vy (81)7 ; (v) 35 y V3-1; (vi) 47 y %20.

45) Se elige un nimero de dos cifras AB con A B. Se invierten sus cifras BA. Se resta el menor

del mayor y se suman las cifras del resultado. Demuestre que siempre se obtiene el mismo resultado
final. ;, Cual es?

46) ¢Los nimeros capicuas de cuatro cifras son divisibles por 11 ?

47) Demuestre que el producto de un numero de una cifra "a" por otro nimero formado por n cifras
"b" tiene el mismo resultado que el producto de un nimero formado por una cifra "b"™ por otro
namero formado por n cifras "a", es decir que: a x bbb...b =b x aaa...a.

48) Halle dos nimeros de tres digitos cuyo producto sea 555555.

49) Verifique que :
(M)p=3nconneN=p=3mconme N,;
(i)p=3n+1 conne N =>p’°=3m+1lconme N;
(liiyp=3n+2conne N = p’=3m+1conme N;
(iv) El nimero +/3 no es racional .

50) (i) Si a'y b son dos nimeros racionales distintos con a < b, entonces el nimero real, definido por

la expresion

1-Y2 la+ X,
2 2

verifica las siguientes condiciones:

@a<x<b; b)x e Q.

(ii) Entre dos numeros racionales cualesquiera existen infinitos nimeros irracionales distintos entre
Si.

51) Resuelva, en R, analitica y graficamente la siguiente inecuacion (represente graficamente el
conjunto de soluciones en la recta real):

2X < |x+2].

Definicion. Dados dos nimeros positivos a y b, se definen la media aritmética MA y la media
geométrica MG de la siguiente manera:

|\/|A:""_;b . MG=4ab .

52) (i) Demuestre que :
@MG<MA: (b)MG=MA < a=b: ()x(l-x)< % vx e [0,1].

(if) ¢ Cual es el rectangulo de area maxima que tiene por perimetro p?
(iii) La poblacion de la Argentina esta dada en la siguiente tabla:
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ARo Poblacion (en millones de habitantes)
1960 20
1970 23
1980 28
1990 33

(@) Calcule las medias aritmética y geométrica de la poblacion de los afios 1960 y 1980. Compare
los valores hallados con los que nos brinda la tabla para el afio 1970.

(b) Idem (a) para los afios 1970 y 1990.

(c) Estime el nimero de habitantes que tendria la Argentina en el afio 2000, utilizando solamente
los datos de la tabla; compare el resultado hallado con el resultado real.

Observacion 12. Los resultados obtenidos con la MA y la MG no son muy diferentes. En general,
para problemas referentes al crecimiento o decrecimiento de poblaciones la MG da resultados mas
aproximados a la realidad. Naturalmente que éstos son valores estimados, es decir, aproximados,
pues pueden ocurrir fendbmenos (catastrofes, gran inmigracion o emigracion) que los haga variar.

Definicidn. Se llama sucesién geométrica, a todo conjunto de ndmeros dados en un cierto orden,
tal que, el cociente entre dos nimeros sucesivos se mantiene constante. Dicha constante r se la
denomina razon.

Si el primer término es a, entonces la suma de los primeros n términos de la sucesion
geomeétrica es:

(A) Sp=a+tar+art+ ... +ar™
y esté dada por (r = 1)
(B) Sy —at "

1-r

53) Demuestre la validez de la expresion (B) por los dos siguientes métodos:
(i) multiplique (A) por r y réstele (A);
(ii) por el principio de induccion completa.

54) Demuestre, por induccion completa, que :

M (i) =1(1)+2(2) 4 ot n () = (N+1)-L YN eN
i=1

donde n!=1.2.3.4.....(n-1)n es el factorial de n.

(ii2">n®, YvneN,n>10; (ii)n*>2n+1, Vn>2.

55) (i) Un comerciante compra mercaderias que luego vende aplicAndoles un porcentaje de
ganancia. Si se representan con C, V y g el precio de compra de una mercaderia, el precio de venta
y el tanto por uno de ganancia respectivamente, halle la relacion que existe entre dichas tres
variables;

(if) Un comerciante vende mercaderias aplicandoles un porcentaje de descuento. Si se representan
con V, Cy d el precio de venta de una mercaderia antes del descuento, el precio de venta después
del descuento y el tanto por uno de descuento respectivamente, halle la relacién que existe entre
dichas tres variables;
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(iii) Si al precio de una mercaderia se le aplica un tanto por uno de ganancia g ¢ cual es el tanto por
uno de descuento d a aplicar para obtener el valor original? Explicite la relacidn entre las variables
gy d. ¢ Se obtiene lo mismo si se produce el proceso inverso?
Ayuda: el tanto por uno es el tanto por cien dividido por 100.

56) (i) Un fabricante mayorista vende a un comerciante minorista un determinado producto al valor
de $30 la unidad. El fabricante le ofrece colocar una etiqueta de precio a cada producto (para
conveniencia del minorista en periodos de estabilidad econdémica). Se necesita conocer el precio
que se debe imprimir en la etiqueta para que el comerciante pueda reducir su precio de venta al
publico en 20%, en una oferta promocional, y obtener una utilidad del 12% sobre el costo del
producto. Calcule ademas el porcentaje de la ganancia que obtiene el comerciante minorista en los
dias que no efectua la promocion.

(i) 1dem para el caso en que el comerciante minorista compre el producto al valor de $ C (C es un
valor positivo cualquiera y representa el caso de estudio que debe realizar el minorista para efectuar
la promocion de sus numerosos productos que tiene en venta). Es un problema real que se plantea
como un problema parameétrico.

57) Sea C € R * el costo de una determinada mercaderia.

(i)¢, Cual debe ser el valor de venta para que el comerciante en una futura promocion, con un
descuento del 10 % , gane un 20 % sobre el costo?.

(ii) Indique el valor de venta para un costo de $6 y de $9.

(iii) Indique ademas, el porcentaje de ganancia cuando no se efectta la promocion.

58) Sea la proposicion directa:
"Si ABC es un tridngulo equiléatero entonces ABC es un triangulo isésceles" .
(i) Indique si puede expresarse en forma equivalente diciendo :
(@) Que un triangulo sea equilatero es condicion suficiente (pero no necesaria) para que sea
isésceles;
(b) Que un triangulo sea isdsceles es condicion necesaria (pero no suficiente) para que sea
equilatero;
(c) Un triangulo es isosceles si es equilatero;
(d) Un triangulo es equilatero sélo si es isdsceles.

La proposicion reciproca de la directa dada es:
"Si ABC es un tridngulo isésceles entonces ABC es un tridngulo equilatero™.

La proposicion inversa es:
"Si ABC no es un triangulo equilatero entonces ABC no es un triangulo isésceles".

La proposicion contrarreciproca es:
"Si ABC no es un triangulo isosceles entonces ABC no es un triangulo equilatero™.

(ii) Indique y justifigue cudl de las cuatro proposiciones directa, reciproca, inversa y
contrarreciproca, es verdadera o falsa.

59) Demuestre que si un triangulo rectangulo ABC con catetos a y b, y con hipotenusa c satisface la
relacion c=+/2ab, entonces el triangulo ABC es isésceles. La proposicién reciproca ¢es verdadera?
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60) Dibuje un triangulo rectangulo. En cada uno de sus lados trace un semicirculo cuyo centro sea
el punto medio del lado y cuyo radio sea la mitad del lado correspondiente del triangulo: indique,
justificando la respuesta, si es verdadero o falso que:

La suma de las areas de los semicirculos construidos sobre los catetos es igual al area del
semicirculo construido sobre la hipotenusa.

61) Sea ABC un triangulo isdsceles con AB=AC . Se traza la bisectriz del angulo B que corta al
lado AC en D. Sabiendo que BC =BD , calcule la medida del angulo A.

62) Sea ABC un triangulo con £ A = 50°. Se prolonga el lado BC en ambas direcciones y sobre las
prolongaciones se indican los puntos P y Q de manera tal que PB=BA, CQ=CA y

PB + BC +CQ = PQ. Calcule la medida del angulo PAQ.

63) Sea ABC un triangulo que tiene £ A=36°y £ B = 21°. Sobre el lado AB se marcan los puntos

Dy E de modoque AD=DC y EB=EC. Halle la medida del ~ DCE.

64) Sea ABC un triangulo isosceles con AB=BC. Sean los puntos P y Q pertenecientes a BC y AB
respectivamente de manera que se tenga AC = AP = PQ =QB . Halle el valor de £ B.

65) En un tridngulo ABC se definen los puntos D y E que estan en los lados BC y AC
respectivamente de manera que: £ BAD=30°, AB=AC, AE = AD . Calcule el valor del ~ EDC.

66) El lado de un triangulo equilatero T es 3/7 del lado de un cuadrado C. Encuentre una fraccion
que indique que parte del perimetro de C es el perimetro de T.

67) Sean a, b, ¢, d > 0. Demuestre la siguiente proposicion
a ¢ a a+cC c
— <= =< ——<—
b d b b+d d

utilizando el método progresivo-regresivo y el concepto de area construyendo dos rectangulos de

base 1y de altura % y % respectivamente.

68) ¢ Cudl es la proporcion entre el area de un cuadrado inscripto en un circulo y el area de un
cuadrado inscripto en uno de sus semicirculos?

69) (i) Dado un circulo de radio r calcule el lado del cuadrado inscripto y el lado del cuadrado
circunscripto en dicho circulo. Calcule el porcentaje de area que ocupa la region mas pequefa
respecto de la mas grande.

(ii) Dado un cuadrado de lado L calcule el radio del circulo inscripto y del circulo circunscripto en
dicho cuadrado. Calcule el porcentaje de area que ocupa la region mas pequefia respecto de la mas
grande.

(iii) Calcule el area de la regién comprendida entre cada cuadrado y el circulo en (i), y entre cada
circulo y el cuadrado en (ii).

70) ¢ Qué angulo forman las agujas del reloj a las 12:35 hs?

71) El duefio de una empresa propone a sus empleados dos opciones:
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(@) Aumentar los sueldos el 5 % ; (b)Aumentar los sueldos un monto fijo de $ 100.
¢A partir de que salario se debe elegir la primera opcion?. ¢Y la segunda opcion?.

72) Una compania de transporte propone a sus clientes las tres posibilidades siguientes :

(@) P1: Comprar en cada viaje, un boleto donde el precio es proporcional al kilometraje, a razén de
$ 0,30 por kilémetro;

(b) P2: Comprar un abono anual de $ 600, que permite viajar durante todo el afio a razon de $
0,15 por kilémetro;

(c) P3: Comprar un abono anual de $ 1500, que permite recorrer hasta 5000 km; a partir de los 5000
km, todo km suplementario costard $ 0,10 por kilémetro.

Una persona recorre anualmente "X" km con esta compania. Se definen las funciones
fi R™ > R" (i =1, 2,3) , correspondiente a la posibilidad Pi, que a "x" asocia el costo en $ de los
viajes anuales de esta persona.

(i) Escriba la ley correspondiente paraf 1, f, y fa.

(ii) Represéntelas graficamente en un mismo plano cartesiano.

(iii) Utilizando sus representaciones graficas, determine qué posibilidad es la mas conveniente si la
persona recorrera 3000 Km por afio, 6500 Km por afio, 9000 Km por afio.

(iv)¢Cual es la posibilidad mas econdémica en funcion del nimero de kilémetros recorridos en un
afio?. ¢Cual es la funcion que a "x" asocia el gasto minimo para una persona?.

73) El duefio de un supermercado ofrece las siguientes promociones:
(P1) Los dias lunes, para toda compra superior o igual a $ 40, se descuenta un importe fijo de $ 15;
(P2) Los dias martes se descuenta el 10 % sobre el importe de la compra.

Una persona gasta $ "Xx" en la compra del supermercado. Se definen las funciones fi: R* —» R"
(i=1, 2) correspondiente a la promocion P; que a "x" asocia el gasto en $ de la compra.
(i) Escriba la ley correspondiente paraf,y f ».
(ii) Represéntelas graficamente en un mismo gréfico cartesiano.
(iii) Utilizando sus representaciones graficas responda qué dia le conviene ir al supermercado si la
persona piensa gastar $ 140, $ 160 y $ 150.
(iv)¢ Cudl es la posibilidad mas econdmica en funcion de la compra en el supermercado?. ¢Cual es
la funcidn que a "x" asocia el gasto minimo para una persona?.

74) Demuestre por contradiccion que:

(i) En una fiesta de n personas (n > 2) existen por lo menos dos personas que tienen el mismo
namero de amigos en la fiesta;

(if) No existen tres nimeros naturales consecutivos tales que el cubo del mayor sea igual a la suma
de los cubos de los otros dos.

75) Demuestre que si C es un entero impar, entonces las soluciones de la ecuacion x*+x—-C =0,
no pueden ser nUmeros enteros impares.

76) Cada letra tiene asignado un numero entre 0 y 9 (una de las diez cifras no se usa).
Reemplazando cada letra por su nimero correspondiente se obtiene una suma correcta. ¢Cuantas
soluciones existen?
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M O N O S
S I M I O S

H O ™M B R E

77) ¢ Se casaran los novios? Cuando su novia le pregunté si se iban a casar, el joven le respondié:
"No estaria mintiendo si te dijera que no puedo no decirte que es imposible negarte que si creo que
es verdadero que no deja de ser falso que no vayamos a casarnos. ¢ Podria ayudar a la
desconcertada y atribulada novia, y decirle si su pretendiente quiere contraer matrimonio o no con
ella?. Tenga en cuenta que el novio era un ldgico.

XI1. JUEGOS DE INGENIO
Teniendo en cuenta las siguientes revistas de logica-matematica, juegos de ingenio,
pasatiempos y entretenimientos (en general, de edicion mensual), a saber:
e "Batalla Naval", Ediciones de Mente, Buenos Aires (1992/1993).
e "Cruzadas", Zugarto Ediciones, Madrid.
e "Enigmas de oro", Ediciones de Mente, Buenos Aires.
e "Enigmas. Juegos de logica", Ediciones de Mente, Buenos Aires.
e "Jeux de logique™, Keesing France, Levallois-Perret.
e "Laberintos", Ediciones de Mente, Buenos Aires (1996).
e "Les placés de sport cérébral”, Keesing France, Levallois-Perret.
e "Ldgicamente. Juegos de légica", Zugarto Ediciones, Madrid.
e "Nombres fleches", Keesing France, Levallois-Perret.
e "Nombres placés”, Keesing France, Levallois-Perret.
e "Quijote", Ediciones de Mente, Buenos Aires.
e “Revista La Nacion"y “Cara 'y Cruz”, Diario La Nacién, Buenos Aires.
e  "Sport cérébral", Paris.

e "Viva"y "Juegos de verano", Diario Clarin, Buenos Aires.

se presentan a continuacion diferentes juegos y problemas de logica-matematica, y juegos de
ingenio que son un excelente medio para la utilizacion y aprendizaje de los métodos teoricos
analizados anteriormente, a saber:

e laberintos; e demostraciones visuales;
e podker cruzado; e cruzadas;

e pirdmides numéricas; e clasificaciones;

e Dbatalla naval; e laamenaza;

e numero oculto; e numeros flechas;

[ ]

dibujos l6gicos (pintando con logica).
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1. CRUZADAS

4 letras

Raiz
Real
Seno
Suma

5 letras

Grado
Razén
Resta
Valor

CALCULO
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u OO0 O 0000
00000 O O O 0 0 O
] 0 0 0 0O Ooooooog O
OoooOD O O 0 O O
— = — = m—y = a— —
=== s = L]
HEEEEN L] L OO
] : 1 = mER
L — L[-j L L L
AEEEEE ROOO00 O 20O000d
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| I (e _| ]
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O OO0 o O (] [
O N 00000000 ©
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COOO00s [ B
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6 letras 8 letras 9 letras 11 letras
Coseno Integral Exponente Coeficiente
Entero Minuendo Expresion Permutacion
Limite Ordenada Hipérbola
Médulo Parébola Logaritmo 12 letras
Nomero Potencia Numerador Combinatoria
Problema Operacién Determinante
7 letras Producto ‘ Probabilidad
" A ; 10 letras :
Abscisa angente
Algebra Trinomio Cotangente 13 letras
Monomio Multinomio Discriminante
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GEOMETRIA
MOOOOOO000 QOoO0oCo0Ood
Ooo0 O Oooo d 0 0O 0
(] ] 0 O 0O00o0O0od
m n 0 00
L L L I O
N I <1 O L]
] L L] X RSN
O 0 O O0ooooO00@
a0 g 0 @ Oooooooo
O L o L1 L L |
1 O O COO0e © goog O
NOOOooO000 C 0 O u
NI RN ANEEEREE RN
4 letras & letras 8 letras 10 letrgs 12 Jetras
Arco Corana Bisector Grafémetro Cuadrangular
Bies Radién Decagono lemniscata Perpendiculo
Cone Sélide Didmetro Pentagonal
Cubo é
7 letras Pardbola 11 letras
5 letras Paralelo
Abierto Piramide Reclangular
Agudo Apolemg Semicirevlo
Curva Bisecar ¢ letras
Globo Regular

Maree Seccidn Cosmorama
Traza Valumen Semeiante

2.CLASIFICACIONES

Deduzca los resultados de los seis encuentros de cada uno de los cuadrangulares de futbol
cuyas tablas de posiciones aparecen seguidamente. Recuerde: G, partidos ganados; E, partidos
empatados; P, partidos empatados; F, goles a favor; y C, goles en contra. Cada partido da 2 puntos

al ganador, 0 al derrotado y 1 punto a cada uno si es empate. Ayddese con los pequefios esquemas
de la derecha para anotar las soluciones.
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1.

Eq. |G| E|P|E|C|Pts. Bl[c|D
2 1 0 7 1 5 \
A A
1 2 0 2 1 4
B D
1 0 2 1 5 2
C C
0 1 2 0 3 1
D
2.
Eqg. |G|E|P|F|C|Pts. B|C|D
2 1 0 3 0] 5
A A
1 2 0 5 1 4
B D \\
0 2 1 1 3 2
C c\
0 1 2 0 5 1
D
3.
Eq. |G|E|P|F|C|Pts BlcC|D
1 2 0 1 0 4 \\
A A
1 2 0 1 0 4
B D
1 0 2 1 2 2
C C
0 2 1 0] 1 2
D
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3. CRUZEX

Acomode las palabras de la lista en el diagrama, de manera que se crucen correctamente.

4 Letras: Caos, Foca, Galo, Odre, Tren.

5 Letras: Abuso, Ansia, Apodo, Chile, Frisa, Isipo, Olivo, Ovalo, Ubeda.

6 Letras: Atanor, Ballet, Canoas, Carbon, Condon, Créater, Epocas, Faunos, Impuso, lterar,
Martir, Osiris, Torsos.

7 Letras: Abrigar, Andorra, Aptitud, Cabalas, Cartago, Coronar, Escapar, Evasivo, Fistula,
Ladeada, Narciso, Narigon, Numeral, Obraran, Obsesos, Océanos, Platano, Romeria,
Ruleros, Sonetos.

8 Letras: Centella, Normando, Oniricas, Princesa.

4. PIRAMIDES NUMERICAS

Complete las piramides colocando un nimero de una o més cifras en cada casilla, de modo
tal que cada casilla contenga la suma de los dos nimeros de las casillas inferiores. Como los datos
se dan, en cada caso, algunos numeros ya indicados.
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A. | B.
152 | -
72| |91
48| |38 |
18
13 8| |2 12
; . T4
1 3 1 5
C. 393 P | 450
L 95 103
56
23 25
9 13 |17
7 17
1 4 4 0
E. il F. 303
256 ' |
108 64
73 72
29| |27 12
19 28
6 2 6 |
6 6
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5. BATALLA NAVAL

En cada tablero hay escondida una flota completa, igual a las que se muestran en las figuras
1y 2. Sélo se conocen algunos de los cuadros ocupados por la flota, y algunos de los que estan
invadidos por agua (tal como se indica en el interior de cada tablero. Fijese que las formas le
indican si se trata de una punta de barco, de un submarino completo, etc.). Ademas, al pie de cada
columnay al costado derecho de cada fila, se indica con nimeros cuantos cuadros ocupa la flota en
esa columna o hilera. Deduzca, para cada tablero, la situacion de la flota. Tenga en cuenta que en
todos los cuadros alrededor de cada barco hay agua.

A B 2 .

: . !4 1 Acorazado
S 3

2 Cruceros
1
0

% 4 I‘ Dstructores '
i -
1
_ 4
t 152 83-2.0 0 0.6 Agua
B . 2 Figura 2

1 1 Acorazado
1
0 5
: 1
0
1

2 _ D

3 4Sxiarinos

A

3301306112 Apgua
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6. LA AMENAZA

En cada tablero, las letras J, K, L, M y N representan un rey, una dama, una torre, un alfil y un
caballo de ajedrez, aunque no necesariamente en este orden. Los nimeros indican cuantas de tales
piezas amenazan esa casilla. Descubra, para cada tablero, qué pieza es cada letra.

A)
J
@)
K L M
1
1
N
Rey = Dama=  Torre= Alfil=  Caballo =
B)
J
K L @) M
2
N 2

Rey = Dama= Torre=  Alfil = Caballo =
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7. NUMERO OCULTO

Cada esquema da pistas con las que se podréa deducir un nimero compuesto por cuatro cifras
distintas (elegidas del 0 al 9), que no empieza con cero. En las columna B (de bien) se indica
cuantos digitos hay alli en comin con el nimero buscado y en la misma posicion. En la columna R
(de regular) se indica la cantidad de digitos en comun pero en la posicién incorrecta.

A) B)

B R B R

4 0 4 0

4 2 1 8 0 1 9 2 4 7 1 1

7 0 5 1 0 2 8 4 9 7 0 2

6 8 9 0 2 0 5 1 6 8 2 0

7 8 5 9 1 2 7 1 2 8 3 0
C) D)

B R B R

4 0 4 0

1 2 7 9 0 2 2 1 6 8 2 0

3 6 1 2 1 0 6 1 8 7 1 2

5 9 4 3 1 1 4 8 7 6 0 2

4 9 6 1 1 1 7 6 3 4 2 0
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8. POKER CRUZADO

De un mazo de 28 cartas de poker (con 8, 9, 10, J, Q, K, As) se eligen 25 y se arma un cuadro
de 5 x 5 cartas. Quedan 12 “manos” de 5 cartas (5 horizontales, 5 verticales y 2 diagonales). Junto a
cada “mano” se indica la combinacion que contiene. No es forzoso que las cartas estén ordenadas
en cada “mano”. Por ejemplo, en la linea que contiene escalera puede estar primero un 9, luego un
8, después una J, etc. Deduzca los valores de todas las cartas. (S6lo se le pide los valores, no los
palos). Utilice el cuadro auxiliar para ir sefialando las cartas usadas, de manera que no llegue a

incluir méas de cuatro cartas por cada valor.

j

Q0

i

ol

9

v
& & & & 3
FULL TRIO POKER ESCALERA POKER

NADA

g2

< POKER

< NADA

6§ ESCALERA

@ff ESCALERA

«gf ESCALERA

4

ESCALERA

8
v

COMBINACIONES

PAREJA:

Dos cartas de igual valor.
DOBLES PAREJAS:
Dos parejas.

TRIO:

Tres cartas de igual valor,
FULL:

Un trfo y una pareja.
POKER:

Cuatro cartas de igual
velor,

ESCALERA:

Cinco cartas de valores
consecutives.

Las escaleras posibles son:
As, 8,9, 10, J
8,9,10,J,Q

9,10,J,Q, K

10, J, Q, K, As.

NADA: Cuando no se da
ninguna de las
combinacicnes anteriores.

9l10]y|alk|A

v ars

v
v
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9. NUMEROS FLECHAS
Cada numero inscrito en una casilla con una flecha representa la suma de digitos de 1 a 9 a

ubicar en las casillas vacias en la direccion indicada por la flecha. Reconstruya todo el tablero

sabiendo que:

a) lacifra 0 nunca se utiliza;

b) para una misma suma, todas las cifras que se utilizan son diferentes (por ejemplo, si la suma es
8 y hay dos casillas vacias en la direccion de la flecha, entonces se debe elegir entre 1+7; 2+6 y
3+5; en ningun caso se debe utilizar 4+4);

¢) una misma secuencia de cifras, cualquiera sea el orden, no puede aparecer mas de una vez.

Los célculos son simples pues sélo se suman las cifras de 1 a 9; el resto es cuestion de logica e
ingenio.

24182019 T2 18T ¢ [ 81 13201044 10T
_ 7 E = 7 ¥ v 7 ¥ 7
35 b ‘ 11 p
16 b o
4
v
20 b 165:+ 29 | 30
e 9 7 17 b i
8 | 15
4|8 29 b ¥
18 19
LT 11 b ! 14 b
12 27
2 b Y119 b L
17
an 20 > ¢ 11 b
13 16
v _ v
30 p 28 b
15 p 23 b
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10. DIBUJOS LOGICOS (PINTANDO CON LOGICA)

Pinte de negro las casillas, siguiendo los numeros. En cada columna o fila los nimeros dan, en
orden, las cantidades de casillas negras consecutivas. Esas tiras de casillas negras seguidas pueden
estar separadas por una o mas casillas blancas. A continuacion se presenta un ejemplo a través de
cinco etapas consecutivas de deduccion légica (se utiliza la notacion 1-J para indicar la casilla de
posicion fila 1 y columna J del mismo modo que en una matriz): en 1-3 va necesariamente negro
con lo cual va blanco en la casilla 2-3 y por ende va negro en 2-1, 2-2, 2-4 y 2-5; ademas, en la
cuarta fila se tiene necesariamente negro en la casilla 2-4, y asi sucesivamente.

RIO R [FPININIFL N W

y luego resuelva el siguiente:
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NOTAS (sea creativo, descubra un nuevo método o un nuevo juego)
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