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Resumen: Se determinan fórmulas explícitas para coeficientes térmicos desconocidos de la fase líquida de un material 
semi-infinito a través de un problema de cambio de fase de fusión del tipo de Lamé-Clapeyron-Stefan fraccionario a
una fase con una sobre-condición en el fijo 0x . La ecuación diferencial de la fase líquida y una condición sobre la 
frontera libre incluyen una derivada fraccionaria en el tiempo en el sentido de Caputo de orden 0 1  Además, se 
obtienen las condiciones necesarias y suficientes para los datos del problema para la obtención de la solución. Este 
trabajo generaliza el método desarrollado para la determinación de coeficientes térmicos desconocidos a través del 
problema clásico de cambio de fase obtenido en Tarzia, Advances in Applied Mathematics, 3 (1982), pp. 74-82, el cual 
es recuperado cuando 1 .  

Palabras clave: Problema de frontera libre, Difusión fraccionaria, Problema de Lamé-Clapeyron-Stefan fraccionario,
Fusión, Determinación de coeficientes desconocidos, Solución explícita, Sobre-condición. 

2010 AMS Subjects Classification: 26A33, 35C05, 35R11, 35R35, 80A22. 

1. INTRODUCCIÓN
Los problemas de transferencia de calor con cambio de fase tales como los de fusión y solidificación

han sido muy estudiados en el último siglo debido a su alta gama de aplicaciones científicas y tecnológicas 
[1, 2, 4, 5, 7, 9, 14, 21, 24]. Se considera un material semi-infinito homogéneo del cual se desconoce un 
coeficiente térmico que será determinado a través de un problema de cambio de fase fraccionario. El 
material tiene una temperatura inicial constante Tm y al tiempo 0t  la superficie 0x  se expone a una 
temperatura constante 0 0( )mT T T  donde Tm es la temperatura de cambio  de fase; además, se impone una 
sobre-condición en el borde fijo 0x  dada por un flujo de calor saliente del tipo (14) motivado por [2, 
22]. 

En las últimas décadas las ecuaciones diferenciales fraccionarias fueron desarrolladas [8, 12, 13, 
15-18] y en los recientes años algunos trabajos sobre el problema cambio de fase de Lamé-Clapeyron-
Stefan fraccionario fueron publicados [6, 10, 11,19, 20, 25, 26]. En este trabajo, la ecuación diferencial y 
una condición sobre la frontera libre incluyen una derivada fraccionaria en el tiempo en el sentido de 
Caputo de orden 0 1 la cual está definida en [3]:

t '

0

'

1 f ( )D f (t) d si 0 1
(1 ) t
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donde es la función Gamma definida por:
x 1

0

(x) t exp( t) dt . (2) 

Ahora, se definen dos funciones (funciones de Wright y Mainardi) las cuales son muy importantes 
para la obtención de las soluciones explícitas dadas en la sección siguiente. 

La función de Wright está definida en [27]:
n

n 0
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n (n )

, 1, . (3) 

y la función de Mainardi está definida en [8]:
n
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, 1, (4) 
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que es un caso particular de la función de Wright. Algunas propiedades básicas están dadas por: 
W (z; , ) W(z; , )
z

      (5) 

1 x 1 xW( x; ,1) erfc , 1 W( x; ,1) erf
2 2 2 2

   (6) 

(1 )D t t
(1 )

 .      (7) 

El método para la determinación de coeficientes térmicos desconocidos a través de un problema de 
Lamé-Clapeyron-Stefan fraccionario a una fase con una sobre-condición en el borde fijo 0x  está dado 
por: hallar la frontera libre ( )x s t , definida para 0t , y la temperatura ( , )T T x t  definida para 0x
y 0t , de manera que se satisfagan las ecuaciones y condiciones siguientes: 

2 , 0, 0xxD T T x t ,     (8) 
(0) 0s  ,       (9) 
( ,0) ( , ) , 0, 0mT x T t T x t ,    (10) 
( ( ), ) , 0mT s t t T t  ,     (11) 

( ), ( ), 0xkT s t t D s t t ,     (12) 

0(0, ) , 0mT t T T t ,     (13) 

0

2
0, , 0x

q
kT t t

t
,      (14) 

donde  es la densidad de masa, k es la conductividad térmica, c es el calor específico por unidad de 

masa,  es el calor latente de fusión por unidad de masa, 2 0k
c

 es el coeficiente de difusión, con 

0 mT T y 0 0q  es el coeficiente que caracteriza el flujo de calor en el borde fijo 0x  que debe ser 
determinado experimentalmente simultáneamente con la temperatura 0T . El coeficiente térmico 
desconocido puede ser elegido entre los siguientes: , , y k c . 

El objetivo del presente trabajo es el de obtener en la Sección II, la solución del problema de 
cambio de fase de Lamé-Clapeyron-Stefan fraccionario en el tiempo de orden 0 1 a una fase (8)-(13)
con una sobre-condición (14). Se obtiene para cada caso las expresiones explícitas de la temperatura 

( , )T T x t , de la frontera libre ( )x s t y del coeficiente térmico desconocido como asimismo las 
restricciones para los datos del correspondiente problema. Estos resultados generalizan para el caso 
fraccionario 0 1 los resultados y fórmulas explícitas obtenidos en [23] para la determinación de un 
coeficiente térmico desconocido a través del problema de cambio de fase clásico de Lamé-Clapeyron-
Stefan que se recuperan cuando 1 . 

2. DETERMINACIÓN DE UN COEFICIENTE TÉRMICO DESCONOCIDO

Teorema 1  La solución del problema (8)-(14) con 0 1  y un coeficiente térmico desconocido está 
dada por: 

2( ) , 0s t t ,       (15)

0
0

2
( , ) 1 ; ,1

21 ; ,1
2

mT T xT x t T W
tW

,   (16)

donde el coeficiente adimensional 0  y el coeficiente térmico desconocido deben satisfacer el siguiente 
sistema de ecuaciones: 
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Prueba. Se utiliza una metodología análoga a la utilizada en [19, 20].               □

 A continuación se detallan los cuatro casos siguientes: 
Caso 1: determinación de { , }k ;   Caso 2: determinación de { , } , 
Caso 3: determinación de { , }c ;   Caso 4: determinación de { , } .

de los cuales se explicitará, con detalles, solamente el caso 3. 

Teorema 2 Si los datos satisfacen la desigualdad: 

0

2
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1
2 1

1
2

mk T T

q
,     (19)

entonces la solución del caso 3 (problema (8)-(14) con 0 1y el coeficiente térmico desconocido c) 
está dada por: 

20

1
2 1 ; ,1

( ) 21
2m

c W
MT T

,   (20) 

y el coeficiente adimensional 0  es la única solución de la ecuación: 

0

2 3
20

1 ; ,1 1
12 2 , 0
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2

mW x k T T
x

x M xq
.  (21) 

Teorema 3 Si el parámetro 1  entonces, bajo la hipótesis (19), la solución del caso 3, dada por (15), 
(16), (20) y (21) coincide con la dada en [23], es decir: 
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1 1 1( ) , 0s t t ,      (22)
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2
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siendo el coeficiente adimensional 1 02  la única solución de la ecuación: 
2

2 0

0

( )
exp( ) , 0

m

q erf x
x x

k T T x
.    (25) 

En particular, la desigualdad (19) se transforma en la siguiente: 

0
2
0

1
2

mk T T
q

.      (26) 

Observación 1 En forma análoga se pueden calcular las fórmulas de los coeficientes térmicos de la fase 
sólida del material semi-infinito realizando un proceso de solidificación en lugar de uno de fusión. 
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