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Resumen: Para el problema de cambio de fase de Lamé-Clapeyron-Stefan a dos fases se relacionan la solucion de
Neumann para un dato de temperatura constante en el borde fijo x =0 con la solucion correspondiente a un dato
convectivo particular en el mismo borde fijo x =0. Ademas, se tiene la equivalencia entre ambos problemas y se
obtienen desigualdades para los coeficientes que caracterizan las dos fronteras libres.
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1. INTRODUCCION

Los problemas de transferencia de calor con cambio de fase tales como los de solidificacion y fusion
han sido muy estudiados en el ultimo siglo debido a su alta gama de aplicaciones cientificas y tecnoldogicas
[1, 3, 5, 7]. Se considera un material semi-infinito homogéneo. El sistema tiene una temperatura inicial
constante T; y al tiempo t=0 la superficie X =0 se expone a una temperatura constante Ty (< T¢ < Tj)
donde T; es la temperatura de cambio de fase. El modelo para el problema de Lamé-Clapeyron-Stefan a
dos fases esta dado por: hallar la frontera libre x = s(t), definida para ¢ >0, y la temperatura T =T(x, )
definida por:

T (x,t)<T; si O<x<s(t), t>0

T(x,t)=1T; si x=s(t), t>0 e
T,(x,t)>T; si s(t)y<x, t>0

para x>0 y t >0, de manera que se satisfagan las ecuaciones y condiciones siguientes (i=s: fase solida;

i=l: fase liquida):
peT, —kT, =0, O<x<s(t), t>0, )
pc T, —kT, =0, x>s(t), t>0, 3)
s(0)=0, “4)
T)(x,0)=T)(+o0,t) =T, > T}, x>0, t>0, Q)
T.(s(t),t)=T;, t>0 , (6)
T(s(t),H=T, >0 . @)
kT, (s(t),t)=kT, (s(t),t)=pli(t), t>0, ®)
S(O,t)—TO<Tf, t>0, )

donde p es la densidad de masa comin de ambas fases, k es la conductividad térmica, ¢ es el calor
especifico por unidad de masa y ¢ es el calor latente de fusion por unidad de masa, y T, <T, <T,.

La solucion del problema de frontera libre (2)-(9) es la clésica solucion explicita de Neumann [1-
3, 8] dada por:

_ I -T, X

TS(x’t)_TO+erf(§x/5)erf[2\/a_st} 0<x<s(t),t>0, (10)
i f X

T(x,t)=T, erfc(f)erfc[z %J, s()<x, t>0, (11)
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s(t)=2&Jat, [aﬁi, o =& j (12)

pc/ pcs
siendo el coeficiente adimensional & >0 la {inica solucion de la ecuacion siguiente:
G(x)=x, x>0 (13)
con
G(x) =0, Fz(\/gx)_ba F(x), (14)
erf(x) = iJ‘exp(—uz)du , erfe(x)=1-erf(x), (15)
V7 q
exp(—x* exp(—x*
Fi(x) = SPE0) p - SO0 (16
erfc(x) erf(x)
a Ce(Ti_Tf) ks(Tf_TO)
b=—"L>0, by=——="->0, b,=——5>0 17
a, ’ NG ! plra.a, ()

Por otro lado, se considera el siguiente problema de frontera libre con una condiciéon convectiva en
el borde fijo: hallar la frontera libre x =s(t), definida para ¢ >0, y la temperatura T =T(x,t) definida
por (1) para x>0 y >0, de manera que se satisfagan las ecuaciones y condiciones siguientes (i=s: fase
solida; i=l: fase liquida):

pcT kT, =0, O<x<s(t), t>0, (18)
pc T, —kT, =0, x>s(t), t>0, (19)
s0)=0, (20)
Ty(x,0)=T,(+0,t)=T, >T,, x>0, t>0, (21)
T.(s(t)t)=T,, t>0, (22)
T(s(t),t)=T,, t>0 , (23)
kT, (s(t)t)=kT, (s(t),t)=pls(t), t>0, (24)
kT, (0,t)= %(TS(O,t) -T,), t>0, (25)

donde T, es la temperatura del entorno exterior en el borde fijo x =0, h, es el coeficiente que caracteriza
el coeficiente de transferencia de calor en el borde fijo x =0 y T, <T, <T,.

El objetivo del presente trabajo es el de obtener en la Seccién II, para el problema de cambio de
fase de Lamé-Clapeyron-Stefan a dos fases, la relacion existente entre la solucion de Neumann (10)-(12)
para un dato de temperatura con la solucién correspondiente a un dato convectivo en el borde fijo x=0. Se
obtienen ademas desigualdades para los coeficientes que caracterizan a ambas fronteras libres. Se
complementan resultados obtenidos en [4,6].

2. PROPIEDADES DE LA SOLUCION DE NEUMANN PARA EL PROBLEMA DE CAMBIO DE FASE

Teorema 1 (i) Si el coeficiente h, verifica la desigualdad:
k; T _Tf
za, T,-T, '

entonces existe un proceso instantaneo de solidificacion de cambio de fase y el problema de frontera libre
(18)-(25) tiene la solucion explicita de tipo similaridad dada por:

s(t) =24 Jat , 27

hyJmer, X
(T _Tw)(1+ ON— s erf[ D
T.(x,t)=T, + K, 2ot

1+ hy “kﬂa‘“ erf[/l\/;lJ
s aS
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X
erje| ——
T(x,)=T —(T.~T,) f(z ath 29)
Xr)=1i == Y
: ! erfc(A)
y el coeficiente adimensional A >0 satisface la siguiente ecuacion:
F(x)=x, x>0, (30)

donde la funcién Fy los parametros b; estan dados por:

L exp(cby?’) | exp(-x)
F(x)_b11+b2erf(xx/g) bs erfc(x) GL)

h (T, -T,
Mw, bzzh—o ma, > 0. (32)
pley bV
(ii) Las temperaturas de las fases sélida y liquida satisfacen las siguientes desigualdades:
T, <T(x,t)<T,, 0<x<s(t), t>0, (33)
T, <T,(x,t)<T, s(t)<x, t>0. 34)
(iii) Si el coeficiente h, verifica la desigualdad (26) entonces los problemas de frontera libre (2)-(9) y
(18)-(25) son equivalentes entre si. M&s adn, la relacion entre el dato T, del problema (2)-(9) con los
datos T, y h, del problema 18)-(25) esta dada por:

T, +T by, “k”a‘“erf(/l a”’j

b, =

f w a

T, = . - (35)

hy«J7ax, ‘

14 N7 erf(ﬂ ,a,,}
k, a,
Prueba. (i) La funcion F tiene las siguientes propiedades [6]:
hO(Tf_Toc) CI(Ti_Tf)

F(0")=b,-b, = - s 36
( ) 1 3 p/?\/a_l f\/; ( )
F(+0)=—0, F'(x)<0, Vx>0. (37)

Entonces, existe una unica solucién A >0 de la ecuacion (30) si y solamente si F(0") >0, si y solamente

si la desigualdad (26) se verifica.
(i) Basta verificar que:

erf ol erfc .
2a.t 2ot
7 M (A A ) <71 Rl R

(iii) Si para la solucion (27)-(29) del problema (18)-(25) se calcula la temperatura en el borde fijo x =0
entonces se obtiene que T, (0,t)=T, <T;, donde T, viene definido por (35). Luego, utilizando la
metodologia de [4], con dicho valor de T, se calcula la solucion de Neumann (10)-(12) pudiéndose
demostrar primero que £ =4, y luego que las dos soluciones (10)-(12) y (27)-(29) coinciden bajo la
hipotesis (26). O

Observacion 1 Si el coeficiente h, verifica la desigualdad:
k T.-T;
”al ’Tl _Too '

entonces el problema (18)-(25) es un simple problema de transferencia de calor para la fase inicial liquida
cuya solucion esta dada por:

0<h, <

(39)

kT X
o T ]
hyJa, 7 2oyt
T (x,t) = S . 2, x>0, t>0. (40)
T+—+
hoJoy
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Teorema 2 Sean T, <T, <T,. El coeficiente £ =¢; que caracteriza la frontera libre (12) de la solucion
de Neumann del problema (2)-(9) (con dato T,<T, en el borde fijo x=0) satisface la siguiente

desigualdad:
la, | Kk [a T,-T, T, -T,
L <= = , VT TOO,T . 41
erf[é asJ ke, T,-T, T -1, o<l f) @

Prueba. (i) Por la equivalencia de los problemas (2)-(9) y (18)-(25), la desigualdad (26) se transforma en la
desigualdad (41). O
Corolario 3 Sean T, <T, <T,. El coeficiente & =¢; que caracteriza la frontera libre (12) de la solucion

de Neumann del problema (2)-(9) (con dato T, <T, en el borde fijo x=0) satisface la siguiente

desigualdad:
a, ks a, Tf )
/— - /——. 42
erf(f aSJ<kﬁ a, T,-T; 42)

Observacion 2 La desigualdad (42) coincide con la desigualdad obtenida en [4] al considerar un
problema de frontera libre de Lamé-Clapeyron-Stefan a dos fases con una condicién de flujo de calor del

tipo ksTs‘(O,t):%,bO en el borde fijo x=0.

Observacion 3 La desigualdad (41) tiene una importancia fisica para la solucion de Neumann cuando los
parametros del problema (18)-(25) verifican la desigualdad:

T.-T, T, -T
L 7 e ik 43)
k, \ e, To_TwTi_Tf

Teorema 4 Sean T, <T, <T,. El coeficiente 4 de (27)-(29) es una funcion estrictamente creciente de la

T-T
variable 1, definida en el intervalo {L i ,+oo] que satisface las siguientes propiedades:

Jrey T, -T,

kK T.-T;
0=4 —’—T <A=Ahy) <A, Vhy>

moy T, =T,

kz Ti_Tf
”al ’Tl_Tw ’

donde A, es el coeficiente que caracteriza la frontera libre de la solucion de Neumann cuando se

(44)

considera como condicion (9) la dada por T.(0,#)=T,_,t>0.
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