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Resumen: En C.M. Gariboldi — D.A. Tarzia, Appl. Math. Optim., 47 (2003), 213-230 se considera, entre otros, un
problema de control éptimo distribuido para un sistema definido por la dnica solucion de una ecuacién variacional que
corresponde a un problema eliptico con condiciones de contorno mixtas (una condicion convectiva de tipo Robin sobre
una porcion de frontera y otra condicion de tipo flujo de calor sobre la porcion restante) siendo la energia interna la
variable de control. El objetivo del presente trabajo es el de realizar el analisis numérico del problema de control
optimo y su correspondiente convergencia usando el método de los elementos finitos con triangulos de Lagrange de
tipo 1 constituido por elementos finitos de clase C°siendo h el pardmetro que tiende a cero. Se discretizan las
ecuaciones variacionales elipticas que definen el estado del sistema y de su estado adjunto y ademas la funcién de costo
para cada coeficiente de transferencia « >0. Se demuestra que existen Unicos control, sistema y estado adjunto,
optimos discretos. Ademas, se demuestra la convergencia cuando h — 0 y se dan 6rdenes de convergencia, en funcion
de h, para datos adecuados. También, se estudia la convergencia cuando el parametro & — oo para cada h > 0 fijo.
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estimaciones de error, convergencia.
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1. INTRODUCCION

Sea un dominio acotado Q@ < R" con una frontera I'=0Q =T, U, regular compuesta por dos
porciones de frontera T', y T', con med(T,)>0. Se considera el siguiente problema eliptico con
condiciones de frontera mixtas dado por:

1

-Au=g enQ; —a—u:a(u—b) sobre " —6—u:q sobre T, 1)
an on

donde g es la energia internaen Q, b es la temperatura del entorno externo sobre T';, g es el flujo de
calor sobre T', y « es el coeficiente de transferencia de calor sobre T',. En [6, 7] se considera el siguiente

problema continuo de control 6ptimo distribuido para el sistema (1) que puede representar el caso
estacionario del problema de Stefan [11]: hallar el

minJ,_ (g) )

geH

donde el funcional de costo J, : H — R} viene dado por la siguiente expresion [1, 9]:

1 2 M
3,(9) =5 Ju.g ~za[[, + -l @

con M >0y z, eH dados, u,, €V es el estado del sistema definido por el problema eliptico (1) cuya

formulacién variacional esta dada por la siguiente ecuacion variacional:

aa(uag,v)z(g,v)H—qudy+ajbvdy, vveV "
T, L

U, €V

y cuyo correspondiente estado adjunto p,, €V esta definido por la siguiente ecuacion variacional:
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V) =(Uy —24,V), V eV
{aa(pag V)= (U =24,V), WV 6
P, €V
donde:
V=H'(Q),V,={veV, v/[=0},K={veV, v/T,=b}, H=L(Q) (6)
a, (u,v):a(u,v)+a.|'uvd7, a(u,v):J.Vu.Vvdx, (u,v):J.uvdx. (7

El objetivo del presente trabajo es el de realizar el analisis numérico del problema de control 6ptimo
(2) para todo o >0 y su correspondiente convergencia usando el método de los elementos finitos con

triangulos de Lagrange de tipo 1 constituido por elementos finitos de clase C°siendo h el parametro que
tiende a cero. Se discretizan las ecuaciones variacionales elipticas que definen el estado del sistema (4) y el
estado adjunto (5) y ademas el funcional de costo (3). Se demuestra que existen Unicos control Ohey,

sistema U, Y estado adjunto Prag, optimos discretos y se obtienen las correspondientes convergencias
cuando h — 0 y se dan los 6rdenes de convergencia, en funcién de h, vz, e H y para M grande [3,4,12].

En general, la solucién para problemas elipticos con condiciones mixtas se encuentra en H" (€)con
1<r< %—g (¢ > 0) pero existen numerosos ejemplos para los cuales las soluciones estan en H' (Q) con
2<r [8,10].

2. DISCRETIZACION DEL PROBLEMA DE CONTROL OPTIMO

Se considera la siguiente discretizacion [2, 5]:
Q c R" :dominio poligonal acotado ; b =Const>0en T,

7, - triangulacion regular de tipo no negativa constituida por elementos finitos, afines equivalentes de clase C°,
h > 0: parametro de la aproximacion de elementos finitos que tiende a cero,
h = lado mayor de todos los triangulos T € 7,,.

Se aproxima V =H'(Q) por:

vh={vhec°(5)/vh/TePl(T),VTerh} 8)

donde B, es el conjunto de los polinomios de grado menor o igual a 1. Se considera 7z, :V -V, el

operador de interpolacion lineal que posee las siguientes propiedades: 3c, >0 de manera que [2]:
a) [v—m, (v)|, <ch |V, YveH(Q), 1<r<2

, )
b) [v—7, (v)], <cch™*[v],, wveH'(Q), 1<r<2

El funcional de costo discreto J,, : H — R} esta definido por la expresion siguiente:

o (9)= G ls 2} + 5 ol 10

donde Uy, es el estado del sistema discreto definido como la solucion de la ecuacion variacional discreta
siguiente:

aa(umg,vh)=(g,vh)H—quhdy+ajbvhdy, wy, eV,
f, 3 (11)
Uneg eV,

114



y su correspondiente estado adjunto discreto se define como la solucién de la siguiente ecuacion
variacional discreta:

(12)

{aa(phmg,vh)z(u,wg —zd,vh), vy, €V,
phag eVh

El correspondiente problema de control 6ptimo discreto consiste en hallar 9p,,, €H de manera
que:
Jha(ghaop):Min‘]ha(g) (13)

geH

Lema 1 (i) Se tiene que existen unicos u,,, €V, Y p,,, €V, soluciones de las ecuaciones variacionales
(4)y (5) respectivamente Vg e H,vqe L*(T,),vbe H'*(T}).
(ii) El operador C,, : H —V, definido por C,, (g) = Up,q — Ungo €S lineal, continuo y Lipschitzianoen H'y
satisface la siguiente propiedad:

a, ( Prag. Cra (T )) :(uhag -24,Cy, (f ))H = ( f) Prag )H , Vg, feH. (14)

Teorema 2 (i) Se tiene que J,, esunaaplicacion H - eliptica y por ende estrictamente convexa.
(ii) Existe un unico control 6ptimo Ohey, € H que satisface el problema de optimizacion (13).
(iii) J,, es una aplicacion diferenciable segin Gateaux y su derivada J;, estd dada por la siguiente
expresion:
Ji.(9)=Mg+p,, VgeH, vh>0, Va>0. (15)

(iv) La condicidn de optimalidad esta dada por:
, 1
‘]ha (ghaop ) =0e ghmup = _V pha(gmOp : (16)

Se define el operador

1
W, :H >V, cV/W,(9) =~ Pras - (17)

Teorema 3 Se tiene que:
(i) W,, esun operador Lipschitziano, es decir:

1
"\Nha (gz)_Wha (gl)|L/ < W"Eh - gl||H ' Vglv g, € H (18)
donde 4, =4 Min(l, &) (4, > 0) es la constante de coercividad de la forma bilineal a_, a saber:
A, ||V|E <a,(v,v), YveV (19)

(if) W, es un operador de contraccion si y solo si M>? .

a

(iii) Si M es suficientemente grande entonces el control 6ptimo g,, puede ser obtenido como el unico
punto fijo del operador W, , es decir:

1
gh%p = _V phc{gmop g Wha (gharDp ) = ghogDp (20)
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3. ESTIMACIONES DE ERROR

Se obtienen las siguientes estimaciones de error entre las soluciones continuas y discretas.

Teorema 4 (i) Si se suponen las regularidades u,,, p,, € H' (Q)(1< r <2)entonces Va>0,vgeH se
tienen las estimaciones de error:

||uhag _uag v/ < Cl uag r hr71 ' || phag - pag v/ < CZhr71 (21)
donde c, y ¢, son constantes independientes de h.
(ii) Se tienen los siguientes limites:
hILT Unog —Usgl), =0, hILT Phrag ~ Pogl, =0, Va>0,vgeH. (22)

Teorema 5 Si se suponen las regularidades u,, ,p,, €H"(Q)(l<r<2) y M es suficientemente

grande (Mﬂf>1) entonces Va >1 se tienen para el problema de control 6ptimo discreto (13) las
siguientes estimaciones de error:

< CS h r-1

r-1

donde c,,c, y ¢ son constantes independientes de h, obteniéndose los siguientes limites:

uhagmop ~Ugg,,

<c,h™,

“ ghaop - gaop

P v

lim
h—0"

u

u —
NaGheq, 0gp

=0, Ya>1.  (24)

=0, lim

h—0*

ghocop - g%p v = Ol hILrp' phagmDp - pocgaDp v

Nota 1
Para cada h>0 fijo se puede estudiar el limite cuando a — « obteniéndose como resultado un problema de
control 6ptimo discreto con una condicion de tipo Dirichlet sobre la porcion de frontera I, .
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