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Resumen

Cuando el coeficiente £ de un material semi-infini-
to (por ejemplo, fase liquida) es desconocido, puede
plantearse una nueva variante para el cdlculo simulta-
neo de algunos de sus coeficientes térmicos. Esta de-
terminacion es obtenida a través de un problema in-
verso de Lamé-Clapeyron (Stefan) a una fase con una
sobre-condicién sobre el borde fijo del material de
cambio de fase. La variante difiere de la dada en D.

A. Tarzia (19825, 1983), por el hecho de que la sobre-
condicién en el borde fijo es de la forma

5§06

en la cual no aparece k.

Para resolverlo, se asume que los coeficientes H,,
o, 6, > 0 son conocidos de la experiencia, con lo cual
la medicién de flujo de calor es substituida por la me-
dicién de la pendiente de la temperatura en x = 0.

El resultado obtenido es el siguiente: si uno de los
triples {8 k, £}, {8 k, ¢}, {6 k, « } esa determinar,
el correspondiente problema de frontera moévil tiene

* Trabajo presentado, salvo modificaciones forma-
les, en el 1 Congreso Latinoamericano de Transfe-
rencia de Calor y Materia, La Plata (Argentina),
31 de octubre - 4 de noviembre 1982.

H,
—©,)=———,
x( ) Vi

Abstract

When the coefficient & of a semi-infinite material
(liquid phase, for example) is unknown, a new variant
for the simultaneous calculation of some of its thermal
coefficients can be stated. This statement is attained
by means of an inverse one-phase Lamé-Clapeyron
(Stefan) problem with an over-condition on the fixed
face of the phase change material. This variant dif-
fers from the one given by D. A. Tarzia (1982b,
1983) in the fact that the overcondition on the
fixed face is of the form

H, >0,

in which & is not present.

To solve this, we assume that the coefficients H,,
¢, 6, > 0 are known through experimentation, which
signifies that the heat flow measurement is replaced
by the measurement of the temperature gradient in
x=0,

The result obtained is the following: If one of the
triplets {6, k, 2}, {8 k, ¢}, {8 k, a }, is to be deter-
mined the corresponding moving boundary problem

* Paper presented in the 1 Latin American Congress
of Heat and Mass Transfer, La Plata (Argentina),
31st October4th November, 1982.
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una solucidn del tipo de Lamé-Clapeyron-Neumann si y
sélo, si una condicién complementaria es verificada por
los datos del problema. Ademas, para cada caso, se dan
las formulas para la obtencién simultinea de los co-
rrespondientes dos coeficientes desconocidos. Con

' esta metodologia, la determinacién de {6, k, p } no es

posible.

Por otra parte, si {6 k, o}, es a determinar, el co-
rrespondiente problema de frontera libre tiene siem-
,pre una solucién del tipo de Lamé-Clapeyron-Neu-
mann.

Cabe destacarse que si el coeficiente X es cono-

cido, entonces las variantes dadas en D. A. Tarzia
(19825, 1983) y en el presente trabajo coinciden.

L. Introduccién

Cuando el coeficiente £ de un material se-

mi-infinito (por ejemplo, fase liquida) es des-
conocido, puede plantearse una nueva varian-
te con respecto a la de D. A. Tarzia (1982b,
1983) para el cdlculo simultineo de algunos
de sus coeficientes térmicos. Esta determina-
ciébn es obtenida a través de un problema inver-
so de Lamé-Clapeyron (Stefan) a una fase con
una sobre-condicion en el borde fijo x = 0 del
material de cambio de fase de la forma

88, . __Ho
ax(oat)_ \/t_’

en la cual no aparece k.

Si se supone que la temperatura de cambio
de fase es 0°C (lo cual no quita generalidad al
problema, al poder realizarse una traslacién de
la escala de temperatura) y que la frontera
mébvil es dada por la ley (G. Lamé y col.,
1831)

s()=2 o\/t_,

entonces el problema se reduce a encontrar los
triples{6(x, 2), k, £}, {6(x, 2), k, c}, {8(x, ¥),
k, a} de manera que satisfagan las siguientes
condiciones:

con (with) ¢>0,

Lat. am, j. heat mass transf.

has a solution of the Lamé-Clapeyron-Neumann
type if and only if a complementary condition is
verified by the problem data. Besides, for each case,
the formulas for the simultaneous obtention of the
two corresponding unknown coefficients are given.
Using this methodology, the determination of
{6, &, p } is not possible.

~ On the other hand, if {8, k, ¢ } is to be determined
the corresponding free boundary problem always has a
solution of the Lamé-Clapeyron-Neumann type.

Note that, should the coefficient k be known, then

the variants given in this paper and in D. A. Tarzia
(19825, 1983) would coincide.

I. Introduction

When the coefficient k¥ of a semi-infinite
material (liquid phase, for example) is unk-
nown, a new variant with regard to that by
D. A. Tarzia (1982b, 1983) for the simultane-
ous calculation of some of the thermal coef-
ficients of the material can be stated. This
statement is obtained through an inverse one-
phase Lamé-Clapeyron (Stefan) problem with
an over condition on the fixed face x = Q of
the phase change material of the form:

con (with) Hy >0, (1)

in which & is not present.

If we assume that the phase change tem-
perature is 0°C (which does not deprive the
problem of generality, since the transference
of the temperature scale can be carried out)
and that the moving boundary is given by the
law (G. Lamé et al., 1831).

(2)

then the problem is reduced to finding the
triplets {6 (x, 7), k, L}, {6 (x, ), k, ¢}, {6
(x, 1), k, a} so that they fulfil the following
conditions:

86 829 .
—;—ag-;,—,0<x<s(t), t>0 .(3a)
8¢ @),)=0, t>0 (3b)
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kG O.N=p 150,

6(0,7)=

580 = _to
5x(0at)——vt_’

donde p es la densidad de masa, £ es el calor
latente de fusion, k es la conductividad térmica,
c es el calor especifico, a = a®* =k/pc es la di-
fusividad,'6o es la temperatura en el borde fijo
x=0,

Observacion 1

Se supone que Hy, 0 > 0 son conocidos. El
coeficiente H, caracteriza la pendiente de la
temperatura en el borde fijox =0 (3e),y o ca-
racteriza la frontera movil (2). Estos dos coe-
ficientes deben ser determinados experimental-
mente. Ademds, la temperatura 6, en x = Q es
supuestamente conocida.

En la Seccion II se prueba que no siempre
existe una solucion del tipo de Lamé-Clapey-
ron-Neumann (M. Brillouin, 1930-1931; H. S.
Carslaw, y col., 1959; G. Lame et al., 1831;
L. 1. Rubinstein, 1971; D. A. Tarzia, 1981-
1983; H. Weber, 1901) para el problema (3)
en los tres casos enumerados anteriormente.

Mads ain, la solucion explicita existe siy sélo si

una condicibn complementaria es satisfecha
‘por los datos del problema. Ademds, para ca-
da caso, se dan las formulas para la obtencion
simultdnea de los correspondientes dos coefi-
cientes desconocidos.

Por otra parte, si la frontera de cambio de
fase x = s (¢) es desconocida, entonces la deter-
minacién del triple {6 (x, t),k, s (¢) }, solucién
de (3) con s (0) = O, tiene siempre una solu-
cion del tipo de Lamé-Clapeyron-Neumann.

Cabe destacarse que si el coeficiente k es
conocido entonces la idea de este trabajo (de-
finido con la constante Hy) coincide con la de

D. A. Tarzia (1982-1983) (definido con la cons- .

tante hgy) a través de la relacion by = kHy.La
idea de la utilizacién de una sobre-condicién
en una porcién de frontera fue extraida de los
trabajos (J. R. Cannon y col., (1963-1973); B

F.JonesJr.,(1962-1963). Otras referencias pue-
den encontrarse en D. A. Tarzia (19825, 1983).

t>0 (3¢)
t>0 (3d)
t>0 Be)

where p is the mass density, £ is the latent
heat of fussion, k is the thermal conductivity,
¢ is the specific heat, a = a®> = k/pc is the dif-
fusivity, 6y is the temperature on the fixed
facex = 0.

Remark 1

It is assumed that Hy, 0 > O are known.
The coefficient H, characterizes the tempera-
ture gradient on the fixed face x = 0 (3e),

.and o characterizes the moving boundary (2).

These two coefficients must be experimentally
determined. Besides, the temperature 6, in
x = 0 is supposedly known.

In section II, it is proved that a solution can
not always be found for the problem (3) in the
three cases mentioned above, of the Lamé-Cla-
peyron-Neumann type (M. Brillouin, 1930-
1931; H. S. Carslaw et al., 1959; G. Lamé
et al.,, 1931; L. 1. Rubinstein, 1971; D. A.
Tarzia, 1981-1983; H. Weber, 1901). Moreo-
ver, the explicit solution exists if and only if a
complementary condition is fulfilled by the
data of the problem. In addition to this, for
each case, the formulas for the simultaneous
obtention of the two correspondent unknown

coefficients are given.

On the other hand, if the phase change
boundary x = s (f) is unknown, then the de-
termination of the triplets {6 (x, #),k, s ()},
solution to (3) with s (0) = O, always has a
solution like that suggested by Lamé-Clapey-
ron-Neumann.

Note that if the coefficient k¥ is known,
then the idea of this paper (defined by the
constant Hy) coincides with that in D. A. Tar-
zia (1982-1983) (defined by the constant hg),
through the relation hy = k Hy. The idea of
using an o,ver-condmon in a portien of bound-
ary was drawn from such works as J. R. Cannon
etal. (1963 1973); B. F. Jones, Jr. (1962-1963) .
Further Tteferences can be found in Tarzia
(1982b, 1983).
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I1. Solucién de los diferentes casos II. Solutioh for the different cases
La solucién del problema (3) estd dada por: The solution to the problem (3) is given by:
. a) ( x
B8(x,1)= 6 — = 4
@ =6 @ 1 57) @
fi— ‘ .
a
con with

) =-\%; (7 exp (-3 dy =erf )

donde los dos coeficientes desconocidos deben Wwhere the two unknown coefficients must ful-

satisfacer el siguiente sistema de ecuaciones: fil the following system of equations:
0%
p L0 =kH, exp (—?) Sa)
H, = ——-e°—T . | (5b)
avVnrf (—)
a
Si se define If it is defined
= (6)
a .
se tiene: then we have
L0
kexp (- 8)=12 (7a)
Ho
f (E) - 6o (7 b)
E g Ho «T_T-
Propiedad 1. (Determinacidn sirhultdnea de Property 1. (Simultaneous determination of
los coeficientes &, £) the coefficients k, £) .
Si los datos Ho > 0, 0 >0, 8, > O verifi-  If the data Ho >0, 0>0, 6 > 0 verify the
can la condicion condition
a) .
<1
20 H, ’ ®)

independiente de p > 0, ¢> 0, entonces el pro- indepenaent of p > 0, ¢ > 0, then problem (3)
blema (3) tiene la solucion (4) donde k, £ es- has a solution of the type (4), where k, £ are

tdn dados por: ’ , given by:
cad? exp (~ £
k =_p_£!_ , L= HO co ﬁ_g(z—g_) | (9)
Y ¥ es la tinica solucion de la ecuacion: “and t is the only solution for the equation:
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F&x)__ G

X oHyVrm'

Demostracion

La ecuacién (10) se obtiene de la (7b), la
cual tiene una unica solucién & > 0, bajo la hi-
potesis (8), debido a que la funcion

Ge)y==—"=

definida para los x > 0, tiene las siguientes pro-
piedades:

'x/?

El coeficiente k se obtiene a través de la rela-
cién (6) y luego el coeficiente £ de la (7a).

G (0)

Utilizando una metodologia andloga a la de-
mostracion anterior y a la dada en D. A. Tarzia
(1982b, 1983) pueden obtenerse las siguientes
propiedades:

Propiedad 2. (Determinacion simultdnea de
los coeficientes k, ¢)
Si los datos Hy > 0, 0 > 0, 6 > O verifi-
can la condicion (8), independientemente de
p > 0, £ > 0, entonces el problema (3) tiene
la solucion (4) donde k, ¢ estin dados por:

pllo

0

k=
y .E es la Unica sblucién de la ecuacion (10).

Propiedad 3. (Determinacion simultdnea de
los coeficientes k, a)

Si los datos Hy >0, 0 >0, 69 > 0 verifican
la condicién (8), independientemente de p > 0,
2 > 0, ¢ > 0, entonces el problema (3) tiene la
solucion (4) donde k, a estin dados por:

k=—,f—exp ), a=Z

y £ es la unica solucion de la ecuacion (10).

G(+<)=0, G'<0.

exp (£) , ¢

x>0. (10)

Proof

Equation (10) is derived from (7b), which
has one only solution &> 0, under the hypoth-
esis (8), due to the fact that the function

fCX)

(11)

defined for x > 0, has the following properties:

(12)

-The coetficient k£ is obtained by means of

relation (6), and then the coefficient £ by
means of (7a).

Using a methodology analogous to the
preceding one and to that shown in D. A.
Tarzia (1982b, 1983), the following properties
can be obtained:

Property 2. (Slmultaneous determination
of the coefficients k, ¢) '

If the data H, > 0, 0 > 0 B > 0 verify
(8) independently from p > 0, £ > 0, then
problem (3) has solution (4), where k, c, are
given by:

2] .
=i e () (13)

and £ is the only possible solution for equation
(10).

Property 3. (Simultaneous determination of
the coefficients &, a)

If the data Hy >0, 0 >0, 8y > O verify con-
dition (8) independently from p > 0, £ > 0,
¢ > 0, then problem (3) has solution (4), where
k, o are given by:

2

7 (14)

and £ is the only possible solution for equation

(10).
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COROLARIO

La reciproca de los enunciados dados en
las tres Propiedades 1, 2, 3 son también vélidos
pues la demostracion realizada se trata de una
equivalencia. Vedmoslo en la Propiedad 1: si
el problema (3) tiene solucion, ésta viene dada
por (4), y entonces los coeficientes k, £ estdn
. dados por (9). Este hecho ocurrira si y sélo si
la ecuacion (10) tiene una Unica solucién
£ >0 siy sdlo si la desigualdad (8) se verifica.

Observacion 2

Si el coeficiente p > 0 es un dato, entonces
la determinacién simultdnea de {k, a} es equi-
valente ala de {k, c}.

Observacion 3

En el caso en que todos los coeficientes tér-
micos del material sean conocidos y dando
como dato s6lo a 6 (0, t) = 6 > 0, entonces
la soluciéon {6 (x, 1), s (£)} del problema cldsi-
co de frontera libre de Lamé-Clapeyron (Ste-
fan) sin coeficientes desconocidos (M. Brillouin,
1930-31; H. S. Carslaw y col., 1959; G. Lamé
y col., 1831; L. I. Rubinstein, 1971; D. A. Tar-
zia, 1982b 1983), definido por (34, d) y s (0)
=0, estd dada por ‘

O(x, )= 6y —

Lat. am. j. heat mass transf.

COROLLARY

The reciprocal of the statements given in all
three Properties 1, 2, 3 is also valid, since the
proof stated is an equivalence. Let us exam-
ine this in Property 1: if problem (3) has
any solution at all, this is given by (4); and
consequently the coefficients k, £ will be given
by (9). This will happen if and only if equation
(10) has a single solution & > 0 only if the ine-
quality (8) is verified.

Remark 2

If the coefficient p > O is a datum, then the
simultaneous determination of {k, a } is equiva-
lent to that of {k, c}.

Remark 3

If all the thermal coefficients of the material
Rappen to be known, and having only 6 (0, ¢)
= B¢ > 0 as datum, then the solution {6 (x, ?),
s (1)} of the classical free boundary problem of
Lamé-Clapeyron (Stefan) without unknown
coefficients (M. Brillouin, 1930-31; H. S.
Carslaw et al., 1959; G. Lamé et al., 1831;
L. 1. Rubinstein, 1971; D. A. Tarzia,. 19825,
1983), defined by (34, d) and s (0) = O is given
by:

X
) (2a\/;-) | (13)

s(t)=2a n\/t_ frontera libre (free boundary)

donde 7 es la Gnica solucion de la ecuacién:

En dicho caso, la constante H, viene dada, a
través de (3e), por

Ho =-——(o t)\/?=

y por lo tanto el primer miembro de (8) estd
dado por

& _Vrf(n)

where 7 is the only solution for the equation:

x f(x)exp (x? )—%ﬁ- x>0.

(16)

In such case, the constant Hy is derived from
(3e) by:

n)‘/_ (7

“and thus, the first member of (8) is given by:

20Ho

2

(18)
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Debido a la siguiente probiedad de la funcién
2 .
de error f (x) <——\/— x, V x > 0, la desigualdad
. 1r .

(8) se verifica automaticamente.. Cabe recalcar
que esto no siempre ocurre, obteniéndose de
este modo propiedades adicionales (en forma de
desigualdades) que deben verificar todos los
materiales (ver, por ejemplo, en D. A. Tarzia
(1983) la desigualdad (28) que se transforma
en (32) la cual resulta ser una propiedad del
sistema).

Observacion 4

Si luego de determinar los coeficientes des-
conocidos de un material a través de un proble-
ma de frontera movil, caracterizada por el ele-
mento 0,,, se plantea el problema clasico de
Lamé-Clapeyron (Stefan) sin coeficientes des-
conocidos cuya frontera libre estard caracteri-
zada por el elemento g g, entonces se demuestra
que dichas fronteras coinciden como funcio-
nes del tiempo. Esto se logra mostrando previa-
mente que n = § (ver Observacién 3) y por
ende 09 = 0.

Observacion 5

Si el coeficiente k es conocido entonces la
idea de este trabajo (definido con la constante
Hy) para la determinacion de coeficientes des-
conocidos de un material a través de un cambio
de fase cointide con la de D. A. Tarzia (19825,
1983) (definido con la constante hg) a través de
la relaciéon hy = k H,.

Observacion 6

Para el célculo del coeficiente Hy, es nece-
saria la determinacion experimental de la pen-
diente de la temperatura en el borde fijox =0
con la condicion (3d) de temperatura constan-
te. En cambio, segin la formulacién de D. A.
Tarzia (19825, 1983), para el cdlculo del coe-
ficiente Ay, es necesaria la determinacién expe-
rimental del flujo de calor en x = 0. Se conside-
ra que esta nueva variante pueda simplificar en
parte los resultados experimentales requeridos
para la aplicacion del método.

Observacion 7

Conla metodologia del presente trabajo, no
es posible la determinacion tnica del triple

Due to the following property of the error
2

function: f (x) <—\/—-=x, V x > 0, inequality
T

(8) is automatically verified. Note that this is
not always the case, therefore additional
properties (in the form of inequalities), which

“all the materials must verify, are obtained. (See

for instance in D. A. Tarzia (1983) inequality
(28) which becomes (32) and that turns out to
be one of the properties of the system).

Remark 4

If, after stating the unknown coefficients of
a material by means of a moving boundary
problem characterized by the element o,,,
the classical Lamé-Clapeyron problem (Ste-
fan) is established, the free boundary of which

.will be characterized by the element 6g. then,

the fact that such boundaries coincide as func-
tions of time, is here proved. This is achieved
by previously pointing out that n = £ (see
Remark 3), and thus 69 = ojp.

Remark 5

If the coefficient k is known, then the idea
of the present paper (defined by the constant
Ho) for the determination of unknown coef-
ficients of a material through a phase change, -
coincides with that of D. A. Tarzia (1982 b,
1983) (defined by the constant hg) by means
of the relation hy = kH,. '

Remark 6

For the calculation of the coefficient Hy,
the experimental determination of the tem-
perature gradient on the fixed face x = 0
with the condition (3d) of constant tempera-
ture is necessary. On the other hand, according
to Tarzia’s formulation (19825, 1983) the ex-
perimental determination of the heat flow in
x = 0 is necessary for the calculation of the
coefficient hy. It is held that this new variant
may to some extent simplify the experimental
results required for the application of the

‘present method.

Remark 7

By the use of the methodology developed in
the present paper, the only determination of
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{8 (x, ), k, p}, en cambio si lo era con la de
D. A. Tarzia (1983), (ver la formula (13) para
la determinacioén simultinea de k, p). Mds ain,
bajo ciertas condiciones existen infinitas solu-
ciones.

Observacion 8

Utilizando un desarrollo similar al del pre-
sente trabajo en un problema inverso de Stefan
a dos fases, es posible determinar simultinea-
mente dos coeficientes desconocidos (corres-
pondientes a la fase s6lida y/o liquida) de un
material semi-infinito, definiéndose de este mo-
do una nueva variante de la dada en M. B. Stam-
pella y col. (1981).

Observacion 9

El Arbitro recalca que la ley para la frontera
movil, compatible con el problema (3), esta
dada necesariamente por (2) y que si se pudie-
ra conocer otro dado. como ser el dado por
H, = 8, (s (1), 1) \/%,_ entonces se podria
calcular un tercer parametro desconocido.
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Nomenclatura

calor especifico

funcién de error

funci6én definida por (11)
conductividad térmica
calor latente de fusion
coeficiente definido por (1)

nimero de Stefan

posicion de la frontera de cambio de fase s
tiempo t
coordenada

ToX 00

(-4

Ste =

Lat. am. j. heat mass transf.

the triplets {6 (x, ), k, p} is not possible,
whereas it is possible if we refer to the method
in D. A. Tarzia (1983). (For the simultaneous
determination of k, p see formula (13)). More-
over, under certain conditions there exist
infinite solutions.

Remark 8

Through the use of a development similar
to the one presented in this paper for a inverse
two-phase Stefan problem, it is possible to
determine simultaneously two unknown coef-
ficients (corresponding to a solid and/or liquid
phase) of a semi-infinite material, thus obtain-
ing a new variant, different from that given in
M. B. Stampella et al. (1981).

Remark 9

The Referee emphasises that the law given for
the moving boundary, compatible with pro-
blem (3), is necessarily given by (2) and that
should another datum be known, as for in-
stance the one given by H, = 6, (s (1), ) V7,
then a third unknown parameter could be cal-
culated.
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Nomenclature

specific heat
error function
function defined by (11)
_thermal conductivity
latent heat of fusion
coefficient defined by (1)
E—%— Stefan’s number
phase change boundary position
time
ordinate
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Letras griegas Greek Ietters‘
k .

difusividad (= a?) - a=—= diffusivity (= a?)
densidad de masa P mass density
coeficiente definido por (2) g coefficient defined by (2)
temperatura 6 temperature |
temperatura del borde fijox =0 Bo temperature of the fixed facex =0

a
pardmetro adimensional 3 =;(n) dimensionless parameter
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