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CAPITULO |

INECUACIONES VARIACIONALES ELIPTICAS
EN ESPACIOS DE HILBERT

E1 estudio de numerosos problemas en la Mecdnica y en la Ff-
sica son 1levados a la blisqueda de una solucibn de la si-

guiente inecuacibn:

a(u,v-u) = L(v-u) , ¥ veEK

(1)
u € K
donde
(V : espacio de Hilbert,
] K €V , convexo, cerrado y no vacio,
(2)

a : forma bilineal,

L : forma lineal,

Mds adelante se verdn cudles deben ser las hipftesis comple-
mentarias a (2) para que el problema (1) tenga solucibn y a-

demds sea {nica.

E1 problema (1) recibe el nombre de {necuacibn variacional
estacionandia (tipo elfptico), para distinguirla de las ine-

cuaciones variacionales de evolucidn (tipo parabdlico o hi-



perb6lico) en las cuales se hace intervenir la variable tem-

poral,

OBSERVACION 1.

En todo este’cﬁnso se tratardn solamente las inecuaciones
variécfona]es estacionarijas o elipticas (brevemente fnecua-
ciones vardacionales ya sea desde el punto de vista tedrico
como de las aplicaciones a problemas de frontera libre. ,
Numerosos otros problemas han sido estudiados a través de es
ta formulacibn, siendo [D3] un primer libro, ya cldasico, so-
bre el tema. También pueden citarse los recientes libros

[B6,K1]7.

E1 estudio de la inecuacidn varijacional (1) se analizard a
través de casos particulares para llegar finalmente al caso
mds general conocido como Teorema de Stampacchia [S1] o su
nueva version, el Teorema de Lions-Stampacchia [(L4]. Se ob-
tendrd también el clasico resultado del Lema de Lax-Milgran

para ecuaciones variacionales. g



1. PROYECCION SOBRE UN CONJUNTO CONVEXO
Y CERRADO EN UN ESPACIO DE HILBERT:

Sean
V : espacio de Hilbert real con producto escatar
. norma I I
(3) * ( ) y
. K CV : conjunto convexo, cerrado y no vacio de V.

OBSERVACION 2.

Por definicion, el conjunto K es convexo «

tu1-+(1—t)u € K, ¥ u_,u

) U, €K, ¥t €10,1.,

LEMA 1.

Para cada x € V existe un (nico elemento u € K tal que

(4) lu - xI = d(x,K)
donde
(5) d(x,K) = Inf lv-xl (distancia del elemen-
vekK

to x al conjunto K)

Demostracion:

Sea d = d(x,K) = 0 ; por definicién de d se tiene:



¥ nelN,3 u €K/ llu -xll < d? + =,
n n

i) (un) es una sucesidn de Cauchy en V:

Aplicando la ley del paralelogramo, se obtiene:

e L RS

- 2 2
B iy Y I S L L S
<b@elel@ely ar-1 ey

es decir:

1o cual implica que (un) es una sucesidon de Cauchy en V.

ii) 3 u€ K/ lu-xl = d:

Como (un) es una sucesion de Cauchy, y como V es un espacio

completo se tiene la existencia de un elemento u € V tal que



u ——> u en V.,

Como u_ €K, ¥n €Ny K es cerrado se tiene ademdas u € K,

Entonces:
d < lu-xF = 1m lu -xll < d
11 >oo n
es decir d = llu - x1.
iii) E1 conjunto S = {v € K / llv-xll = d} es cerrado, con-

vexo y no.vacio. (Ejercicio 1).

iv) S = {u} , donde u estd definido en ii):

Supongamos que ul,u2 € S, entonces usando el hecho que el e-
u;*u,
lemento 5 € S, se tiene
+u 2
2 2 2 2 “Ul ) “
- =. - - - = - + - - - =

lIu1 u2H II(u2 X) (u1 x) 2IIu2 xI +2 Iiu1 xI -4 > X 0
es decir u1 = u,.

Como u € S, debe ser necesariamente S = {u}..



OBSERVACION 3.

Al Gnico elemento u € K que verifica el Lema anterior se lo

nota:
(6) u = PK(x): proyeceddn de x sobnre K
y al operador
PK t X €V —s PK(x) € K
se 1o 1lama operador proyecedbn sobre K,

OBSERVACION 4.

Es evidente que si x € K, entonces u = PK(x) = X. g

A continuacib6n se da una caracterizacion para el elemento

u = PK(x) en términos del producto escalar en V.

(u-x,v=-u) >0 , ¥ v € K



Demostracion:

= ) Sea v € Ky sea F:10,1] ——»IR+, definida por

F(t) = It v+ (1-t)u-xI? = lu+t(v-u) - xI?

que tiene la siquiente propiedad:

F(O) < F(t) , ¥ t € 10,1].

Por otra parte F(t) viene expresada por

F(t) (u+ t(v-u) -x,u+t(v-u)-x) =

Null?+ Ixl?- 2(u,x)+2(u-x,v-u)t+||v—u||2t2

y su derivada resulta ser:
2
F'(t) = 2(u-x, v-u) + 2llv-ull”™ t
Por ser t = 0 punto de minimo absoluto de F en el intervalo

[0,1]1 debe ser necesariamente F'(0) > 0, de 1o cual se obtie

ne (7).

11



)

e ) Hvext = 0 (veu)-(x=ti)l" = hv-ul’ + Ux-ull’ - 2(v-u,x-u) >
>I|v-u||2 , ¥ veEeKk

de 1o cual surge que u = P_(x).

CBSERVACION 5:

De Tos Lemas 1 y 2 se deduce:

dado x € V, 3! u € K solucidn de-1afinecuéc16n variacional:

(u,v-u) > (x,v-u) , ¥ v € K

e<UeK.
OBSERVACION 6:

De acuerdo a la definicidn general (1) de inecuacidn varia-

cional, la (8) es un caso particular tomando:

alu,v) = (u,v) , ¥ u,v €V

—
—
<
~—

|

(x,v) , Y v €YV

e

12



LEMA 3.

E1 operador proyeccddn PK es un openador no expansdvo, es de
cir:

( . —
| PK. V — K CV /

(10)
1"PK(X) -PK(y)H < Ix-yl , ¥ x,y € V.

Demostracidn:

Por definicibn de PK(x) y PK(y) con x,y € V, se tienen:

i) (PK(x),v-PK(x)) > (x,v-PK(x)) , ¥ v €K
PK(x) € K .
ii) (Pely)sv-P (y)) = (y,v-P (y)) , ¥ v €K

Si se toma v = PK(y) € Keni), yvs= PK(X) € Ken ii) y se

suman ambas desigualdades, se obtiene:

(PK(X)—PK(y),PK(y)-PK(X) > (x-y,P (y)-P (x))

es decir:

13



1P (x) =P (y)17 = (P (x) =P (y).P (x)-P (y)) <

A

(y-x, PK(y) - PK(X)) <

iy - x4 1P (y) - P (x)

N

de donde surge (10). g

OBSERVACION 7.

De (10) se deduce que PK es un operador continuo. 4

EJERCICIO 2.

Se dice que K es un cono convexec de véntice u_ si y solo si:

(i) K es un conjunto convexo.

ii) ¥ v €K, la semirrecta de extremo u_ que pasa por
v estd contenida en K, es decir:

u +A{v-u ) ek ,¥vekK, ¥ax>0.

O O

certado
i) Si K es un cono convexo*de vértice 0 del espacio de Hil

bert V, entonces:
(u-x,v) =0 , ¥ v €K
u =P (x) e (11) (u-x,u) =0

u € K

14



ii) Si K es un subespacio vectorial de V, entonces:

EJERCICIO 3.

Sean:
3
( @ : dominio acotado de R ,
2
V=L () : espacio de Hilbert,
(13) ﬁ (f,q) = J f g dx : producto escalar en V,

Q

K={veV/ v>4¢enc.t.p.} ,

f,o € V.

Verificar que la dUnica solucidn u € K de l1a inecuacidn varia

cional:
(u,v-u) = (f,v-u) , ¥ v € K
(14)
u € K
estd dada por:
(15) u = max(f,8) = f + (¢-F)" = ¢ + (F-8)7

15



OBSERVACION 8.

En las ecuaciones diferenciales, la solucidén sera tanto mas
regular cuanto mas regulares sean los datos del problema.

En cambio, en las inecuaciones variacionales la regularidad
de la solucidn aumentard cuando los datos sean mas reculares,
pero no podra, en general, pasar una cierta regu]aridéd. |
Esto puede analizarse con el ejercicio 3, pues basta tomar
datos muy regulares, por ejemplo f,¢ € C (Q), y sin embarao
la solucidn u = mdx(f,¢) puede no pertenecer a Cl(Q).

Esta es una diferencia notable que distihgue las ecuaciones

de las inecuaciones. g

A continuacién se verd una aplicacidn de los Lemas 1 y 2 a u

na inecuacidn variacional un poco "mds general" que (8).

Sean:

(3)
(16)

LeE V" (L:V »IR Tlineal y continua).

LEMA 4,

Bajo las hipdtesis (16) existe un (nico elemento u € K solu-

cidn de la inecuacidon variacional:

16



(u,v-u) > L(v-u) , ¥ v € K
(17)

Demostracidn:

Como L € V', existe, por el Teorema de representacion de

Riesz, un fGnico elemento X1 € V tal que
(18) L(v) = (x. ,v) , ¥ v eEYV,
Entonces:

(17) « (19) (u =P (x))

Como (19) tiene Gnica solucidbn, la inecuacidn variacional
(17) también tendrd Gnica solucién, la cual estd caracteriza-

da por (19) donde X, es el Gnico elemento que verifica (18).

2. INECUACION VARIACIONAL CON FORMA BILI-
NEAL, CONTINUA, COERCITIVA Y SIMETRICA

Sean (3)
(20) LeV' (L: V—1IR lineal y continua)

a: vV xV — R , forma bilineal .

17



e supone ademas:

( i) a continua, es decir:

(21) IM>0/ |a(u,v)| < Mllull Ivl, ¥ u,v € Vv,

ii) a coercitiva (o V-eliptica), es decir:

(22) 3 a>07/ alv,v) > a Ivl® , ¥ v V.

iii) a simétrnica, es decir:

| (23)  a(u,v) = a(v,u) , ¥ u,v €V,

OBSERVACION 9.

De (21) y (22) se obtiene:

(24) a <M e m

OBSERVACION 10.

Si a(u,v) = (u,v), entonces a es una forma bilineal, conti-

nua, simétrica y coercitiva sobre V, con a = M = 1.4

Se considera el siquiente problema:



alu,v-u) = L(v-u) , ¥ v € K
(25)
u € K

LEMA 5,

Si a: V x V — R es una forma bilineal, simétrica, continua

y coercitiva, entonces:
(26) ((u,v)) = a(u,v)

es un producto escalar sobre V.
Demostracion:

Ejercicio 4.,

OBSERVACION 11.

Sea

(27) v il = /FTT» = Ja(v,v)

1a norma generada sobre V por el producto escalar (26).

Entonces Il Il es equivalente a I I en V, pues se tiene:

Io)

: 2 2
(28)  wlvl < a(v,v) =llvii <MivlE , ¥veVv.,

19



LEMA 6.

Bajo las hipdtesis (20), (21), (22) y (23), la inecuacidn

variacional (25) tiene una iGnica solucidn u € K.
Demostracion:
Por 1a observacidn 11), L es también continua en V con 1la
topologia generada por la norma Il i,
Por el teorema de representacidon de Riesz, existe un {nico
elemento xi € V tal que:

(29) Liv)= (x],v) , ¥veuv
De (26) y (29) resulta:

((uy v-u)) > ((x] 5 v-u)) , ¥ v eEK

(25) < (30)
u € K

que tiene (nica solucidn:

(31) u = Pé(xi)

donde Pé representa el operador proyeccion Pé: V — K con

respecto al producto escalar (( , )) vy xi es el elemento de-

20



finido por {29).,

OBSERVACION 12.

Hasta ahora los varios tipos de inecuaciones variacionales
considerados han sido estudiados a través de un operador
proyeccidon sobre K, Este método no serd aplicable para el
caso general en que la forma bilineal a no sea simétrida
pues en dicho caso (26) no representa un producto escalar

en V..

3. INECUACION VARIACIONAL CON FORMA BILI-
NEAL CONTINUA, COERCITIVA Y NO SIMETRICA.

Se tratard de llevar el estudio de la inecuacién variacional
(25), cuando a es no simétrica, a un problema de punto fijo.

Para ello:

LEMA 7. (Teorema del punto fijo):

Si V es un espacio métrico completo con distancia d y

T: V — V es una contraccibn, es decir:

(32) 3 0 <k <1 / d(T(x),T(y)) <

"

k d(xs,y)s ¥ XyuY €V

21



entonces:

(33) 3! x €V / T(x) = x
Demostracidn:

Sea X € V un elemento arbitrario y sea (xn) la sucesidn de

elementos de V definida por:

X = T(xn)
(34)

Entonces:

i) (xn) es una sucesibn de Cauchy en V:

Como d(xn+1,xn) = d(T(xn),T(xn_l)) < k d(x ,x ) , ¥n >1,

repitiendo el proceso de obtiene:

n
d(xn+1,xn) < k d(xl,xo)
Entonces
d(xn+p,xn) < d(xn+p,xn+p_1) oo tdx L ex ) <
n+p-1 n+p-2 n e i k™
< - - < -
(k + k + ... + k") d(xl,xo) izn k d(xl,xo) T d(xl,xo)

22



pues:

+ oo . + oo

] K=

i=n 1

. n-1 . ' n n
kl - z kl - 1 - l-k = k .
iZ0 1-k  1-k  1-k

0
Por 1o tanto (xn) es una sucesidon de Cauchy en V,

ii) 3 xe Vv [/ T(x) = x:
De i) surge la existencia de un elemento x € V tal que:
X — x enV (11m d(xn,x) = 0).

n
n->-oo

Por ser T una contraccid6n, T es una aplicacidn continua y se

tiene T(x) = x.
iii) Undcdidad.,
Sean x y x' dos puntos fijos de T, entonces
0 < d(x,x') = d(T(x),T(x")) < k d(x,x"')
1o cual implica que d(x,x') = 0, es decir x = x',

iv) Estimacibn del ennon d(xn,x):

23



De las relaciones obtenidas, se deduce ademas la estimacidn:

(35) d(x,xn) < d(xl,xo)

que decrece como una progresidén geométrica de razon k(0<:k<1)._

Se pasara ahora al estudio de la inecuacidn variacional (25)
bajo las hipétesié%(zo), (21) y (22).

Se daran, debido a la gran importancia que ambas tienen, dos
demostraciones de la existencia de la solucidon del problema
(1a demostracidon de la unicidad es vdalida para ambas) una de

bida a [S1] y la otra a [(L4].
LEMA 8. (Teorema de Stampacchia).

Bajo las hipotesis20), (21) y (22), 1a inecuacién variacio

nal (25) tiene una {nica solucion,
Demostracidn:
i) Undcidad.

Si se supone que u_,u, € K son dos soluciones de (25), enton

1’72

ces si se toma v = u, € K en 1a inecuacidn variacional co-

sy Vo= € K en la inecuaci6n variacio-

y se suman ambas desigualdades se

rrespondiente a u,

nal correspondiente a u,

24



obtiene:

-a(uz-ul,uz-ul) >0
de donde:
2
0 < a"uz-ulﬂ < a(uz-ul,uz-ul) <0
es decir
u, = u; -

ii) ExdLstenc4a.

Sean
) alu,v)+a(v,u)

[«
(@]
—
[
-
<
S
!

(36)
_au,v) -a(v,u)

o
—
=
-
<
g
[

de manera que:
a(u,v) = a_(u,v) + blu,v) , ¥ u,v V.

Entonces (Ejercicio 5):

7

i) a_ es un forma bilineal, simétrica, continua (con i-

gual constante M) y coercitiva (con icual constante a).

ii) b es una forma bilineal, continua (con iqual constante

M) y antisimétrica.

25



Sea:

at(u,v) = ao(u,v) + t b(u,v) , ¥ u,v €V
(37)
t >0

Se considera el siguiente problema:

at(u,v-u) > L(v-u) , ¥ v €K

(38)
u € K
Se tiene:
ao(u,v—u) > L(v-u) - t b(u,v-u) , ¥ v €K
(38) « (39)
u € X .
Sean:
w ey
(40)

F:V —TR/ Fw(v) = L(v) - t b(w,v)

A"

Como Fw e V' (¥ w € V) existe (inica solucidn u € K de la i-

necuacidn variacional:

a (u ,v-u ) >F (v-u ) , ¥ v ek
O W W W w
(41)
u € K .

W



Sea

(42) T: V — K / T(w) = u_ € K.

Se verda que para determinados valores de t, T es una con-

traccion.

Sean:

1 T(wl) > W, eV

=
1]

[
1

= T(wz) » W, € v

entonces, si se elige v = u_ € K en (41) correspondiente a

2
u, Yy v =u en (41) correspondiente a u,, se tienen:
ao(ul,uz-ul) > L(uz-ul) -t b(wl,uz-ul)
ao(uz,ul-uz) > L(ul—uz) -t b(wz,ul-uz)

que sumadas dan:

2
o lu -u < a (u
1 0

2 "UI,U

-ul) <t b(w -w],uz-ul) <t M sz—wlh ﬂuz-ull

2 2 2

es decir:

- M
HT(wZ)- T(wl)H = "uz-ulﬂ < gt sz-wlﬂ



Sea to > 0 tal que:

°_ - o
(43) = k <1 (0<tO<M)

entonces T es una contraccidn para to, es decir que la ine-
cuacibn variacional (39) (o su equivalente (38)) tiene una

Gnica solucidén u € K para‘o <t < to.

Teniendo en cuenta que at(u,v) =a, (u,v) + (t-to) b(u,v)
o

para t > t , y repitiendo el proceso realizado, la inecua-

[}
cién variacional (38) tiene {nica solucidn para 0 < t < nt_
(n : nimero de iteraciones), con 1o cual la inecuacifn varia-

cional (25) tendrd una soluci6n (basta tomar n / nto > 1). 4
LEMA 9. (Teorema de Lions-Stampacchia).

Bajo las hipdtesis (20), (21) y (22), la inecuacidn variacio

nal (25) tiene una dnica solucién.
Demostracion.
La .unicidad se demuestra de manera andloga a 1o hecho en

el lema 8.

Para la existencia se tiene en cuenta el Teorema de Represen



tacidon de Riesz, del cual surgen:

[ i) 3 A:V— V Tineal y continuo /a(u,v) = (Au,v),¥ u,v €V

(44)
ii)3fEV/L(v) = (f,v), ¥ VEV

Por 1o tanto:

(Au,v-u) = (f,v-u) , ¥ v € K
(25) » ®

(fu-p(Au-f)J-u,v-u) <0 , ¥ v €K
s (p>0) =

< (45) u = P.:(u-p(Au-f)) , -~ p > 0.
El problema (45) tendrd solucidn si se verifica que la apli-
cacion:

(46) T: V— K / T(v) = PK(v-o(Av-f))

es una contraccidén para algian p > 0.



Como PK es un operador no expansivo, se tiene:

ol

IT(v,) - T(vl)llz = 1P, (v, (Av,-)) - P (v = (Av,-F))1” <

2 2
+-p(Av1-f)H = H(vz—v ) = pA(v.-v ) -

< Hvz-p(sz-f)- v ! 27V,

1

2 ) 2
“V2'V1” - ZQ(VZ-VI,A(VZ-V )) + o ﬂA(vz-vl)H

N

1

N

< - - - - + M -
V2 V1 pa (V2 Vl,v2 Vl) P V2 V1

2 2 2
< (1 - 200t M o» ) ”VZ-VIH s

es decir:
u 17 < n 1’
T(v,) - Tlv )l < g(p) lv,-v,
(47)
)
g(p) = 1-2ap+Mp
Tomando
(48) 0 <, < ;—%

resulta ser T una contraccién (0 < g(p) < 1) con 1o cual se
demuestra la existencia de la solucién de (45) o su eauivalen-

te (25).4



4. APLICACIONES

A continuacidn veremos algunas consecuencias de los resulta-

dos anteriores que serdn utilizados en prdximos capitulos.

LEMA 10.

Bajo las hipdtesis (20), (21) y (22), se tiene la siguiente

equivalencia:

a(v,v-u) > L(v-u) , ¥ v €K
(25) <« (49)
u € K .

Demostracion.

2
=) Como a(v-u,v-u) = ollv-ull ™ > 0, se tiene

a(v,v-u) > a(u,v-u) > L(v-u) , ¥ v € K, con 1o cual u es

solucién de (49).

<) Seanw € Ky 0<1t<£1.
Si se elige v = (1-t)w + tu € K en (49), se tiene:
a((1-t)w+tu,w-u) > L{(w-u) , ¥ wE K , ¥0<t<1,

y pasando al limite, cuando t - 1, se obtiene:

31



a(u,w-u) = L(w-u) , ¥ w €K

u € K
con 1o cual u es solucidon de (25).4
OBSERVACION 13.

La equivalencia (25) ¢ (49) es cierta aln en el caso en que
la forma bilineal a no sea coercitiva pero si semidefindida

positiva, es decir:
(50) al(vov) 20 , ¥ v €V,

La dificultad que se tiene con la hip6tesis (50) en lugar de
(22) es no poder aseqgurar, en general, la existencia y unici-

dad de la solucidon de la inecuacion variacional (25).

Para mayores detalles sobre el tema ver [L4,S2]. g

EJERCICIO 6.
Sea £L: K X K — R tal que

L(v,w) = a(v,v-w) - L(v-w).

Bajo las hipédtesis (20), (21) y (22), se tiene:



i) (u,u) es un punto de ensilladura de £, es decir:
(52) L{u,w) < £(u,u) < £L(v,u) , ¥ v,w € K

donde u es la Gnica solucidn de (25).

Mas aln: L(u,u) = 0.

ii) Si (u_ ,u es un punto de ensilladura de £, entonces:

1 2)

a) u, es solucidon de (49) (o de (25)) .

EJERCICIO 7.

i) Si K es un cono convexo de vértice 0, cerrado y no vacio

de V, entonces:

a(u,v) > L(v) , ¥ v €K
(25) <« (53) a(u,u) = L(u)

UEK.
ii) Si el vértice de K es u, € V, entonces:

a(u,v—uo) > L(v—uo) , Y v €K
(25) < (54) a(u,u-uo) = L(u-uo)

u €K .g



EJERCICIO 8.

Bajo las hipdtesis (20), (21) y (22), sea u. (i = 1,2) 1a aG-

nica solucién de (25) para Li e V' (i = 1,2). Entonces:
i) lu-ul <X -Lon .
2 1 a 2 1L v

ii) Obtener de i) la unicidad de la solucidn de (25)..

EJERCICIO 9.

Si K =V, entonces:

i) (25) <« (55)

ii) Teniendo en cuenta (44) se tiene:

Au

I
-
Mm
<

(55) <« (56)
ueyv.

iii) a coercitiva = A inyectiva.,



LEMA 11. (Teorema de Lafoilgram).

Si K =V, bajo las hipétesis (20), (21) y (22), existe una

nica solucién u € V de la ecuacidn variacional (55).

Demostracion.
Surge del Ejercicio 9 vy de los lTemas 8 y 9.,

OBSERVACION 14. : ;-

Bajo las hipotesis del teorema deVLax-MT1gram se deduce que Tla
aplicacidén A, definida por (44 i), es suryectiva.

Ademas, utilizando el Ejercicio 9, A es biyectiva con

-1
A" < L (ver Ejercicio 8i).,

OBSERVACION 15.

En Tas aplicaciones que se veradn mas adelante el espacio de

Hilbert V utilizado sera, segin los casos:

i) VvV = HI(Q) (n: dominio acotado de Rs) con el producto es-

calar:

-

(57) (U’V)Hl(b) = J VU X vv dx + J u v dx
9] 9]
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ii) V= H(a) = {veH(R) / v/, =0}

o

con el producto escalar:
-> ->
(58) (u,v).1 = I Vu X Vv dx
HO(Q) Q
cuya norma es equivalente a la de HI(Q) (Ver Ejercicio 11).

i1) V=AveHi(a)/ v/ =0,T7 Caa,medida (1) >0}

con el producto escalar:

(59) (u,v)_.= J Yu x Vv dx
v Q

cuya norma es equivalente a la de Hl(@) (Ver Ejercicio 11). o

LEMA 12.

Si a es una forma bilineal continua y semi-definida positiva en

un espacio de Hilbert V (ver (50)) entonces
veV— a(v,v) €ER

es una aplicacién semi-continua inferiormente en V débil, es de
cir:

(60) v, >~V en V débil = a(v,v) < lim a(vn,vn).

8



Demostracion.

Se tiene:

a(vn,vn)- a(v,v) = a(vn-v,vn-v)-Pa(vn-v,v)-ka(v,vn-v) >

> a(vn-v,v)-ra(v,vn-v)
de 1o cual surge (60).4
EJERCICIO 10.
La aplicacion

v€V=H1(Q)——>J_' vidy € R
r

es semi-continua inferiormente en V débil. g
LEMA 13.

Existe una constante c, >0 /

) 2
al(v,v) = a(v,v) + J ve dy = c, lIvIIH , Y veyv

(61) { Vv = H'(a) , H=L%q)

> >
L a(u,v) = j Vu x Vv dx .,
Q



Demostracifn,
Supongamos, por el absurdo, que (61) no es cierta, es decir:

1 2
3 v € vV / al(vn,vn) < = anHH , ¥ n€N

v
Sea w = —2 , entonces:
n v “H
_ 1
al(wn,w ) = a(wn,w ) + Jr w dy < = ¥n€N
1
con 1o cual:
2 1
fw I =a(w ,w)+lwl <24+1<2,¥n€EN
nV n

es decir que (wn) es una sucesidn acotada en V, en conse-
cuencia existe una subsucesifn de (wn), aiin notada (wn), y
un elemento w € V tal que:

W~ Wen V débil

por 1o tanto wn + w en H fuerte, con 10 cual:

lwlh.. = 1im w I = 1
H n>dee D H



Por otra parte, usando el lema 12 v el ejercicio 10,
tienen:

( 0 < a(w,w) < 1im a(w ,w ) =0

n-> too n

: { 2 .

| 0 < w dy < 1im w dy =0

L ', Fl n >oo ]1 n
es decir:

—_—A
——
b3
N
(o}
-~
il
o

que implica necesariamente w

NwHH = 1.,

LEMA 14.

Existe una constante Al > 0 tal que

2
(62) al(v,v) > AIHVHV , ¥ v EV.,

Demostracion.

Se tiene ¥ v € V:

se

0, 1o cual se contradice con



2 2 1
l|v||V = a(v,v) + "V"u < (1 + E—) al(v,v)

(o}

de donde surge (62) con

(63) {

¢ > 0, constante dada por el Lema 13.4
EJERCICIO 11,

i) La aplicacién v € V —s /alfv,v) define sobre V una

norma equivalente a la de V.

1
i) El conjunto V_ = {v €H (a) / v/, =0} , con
!
medida (rl) > 0, es un espacio de Hilbert con el

producto escalar (u,v)V = a(u,v), siendo su norma
(o]

1
equivalente a la de H (gq).

i
iii) Andlogamente, vale ii) para H (o). a
EJERCICIO 12,

La aplicacidon v € V —» /g;?;jvy'define sobre V, para cada



a > 0, una norma equivalente a la de v, donde:

( aa(u,v) = a(u,v) + «a f uvdy , ¥u,v €V

0

(64) \

| V,a definidos en (61)

que verifica la sicuiente propiedad:

r

2
>
aa(v,v) A ||v||V , ¥ vEYVN

(65) l

L A = A, min(l,a)

o 1 ‘m

OBSERVACION 16.

En este curso no se analizard la regularidad de la solucidn
de la inecuacion variacional (25) para los ejemplos trata-
dos en el Capitulo III. Para mayores detalles ver los cla-

sicos trabajos de [Ll,B7,B8]..
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CAPITULO I

MINIMIZACION DE FUNCIONALES E INECUACIONES VARIACIONALES

Primeramente se dard un teorema general de minimizacidon de
funcionales, luego se introducird la diferenciabilidad seain
Gateaux y se relacionardn principios de minimo con inecuacio

nes variacionales (C1,D2,E1,K1,L2,R1,S2,S3,V1],

Se sacaran asimismo conclusiones para funcionales particula-
res que apareceran en las aplicaciones a problemas de fronte

ra libre, desarrolladas en el préoximo cathu]o._

1. MINIMIZACION DE FUNCIONALES

LEMA 1.
Sean:
V: espacio de Banach reflexivo
(1) K CV : conjunto convexo, cerrado y no vacio de V
( J: K —» R semicontinua inferiormente en V débil
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Adem8s si se cumple una de las dos hipdtesis siguientes:

Hl) K acotado
(2)

H.) 1fm J(v) = +o
27 fvlatoo

entonces existe al menos un elemento u € K que produce el

minimo absoluto de J, es decir:
(3) 3 ueK /) <JI(v) , ¥veEK,
Demostracion.

Sea m = Tnf J(v) < +e
vekK

(sim= 4+ , la tesis se cumple trivialmente).

Sea u una sucesidbn minimizante, es decir:
n

1fm J(u ) = m
n->+oe n
De 1a hip6tesis H1 o de 1a hipbtesis H2 surge que

Hunn <c, ¥n (c >0 constante independiente de n).

Por ser V Banach reflexivo entonces existe u € V y una sub-

sucesidn (u ) de (u ) tal que:
nk n



u ~ u en V débil

Pk
Como K es convexo y cerrado en V fuerte, es convexo y cerra
do en V débil, con 10 cual u € K,
Usando el hecho que J es semi-continua inferiormente en V dé

bil, se tiene:

m<Jd(u) < 1TimJI(u ) = 1TimJI(u ) =m
— n n
nk—++ oo k nk—++°° k

es decir J(u) = m , con u € K. »

Se dice que el funcional J: K — IR (K convexo) es convexo

(estrnictamente convexo) <

(4) JI(tx+(1-t)y) < tI(x)+(1-t)I(y) , ¥ x,y €K, ¥ t €[0,1]

(I(tx+ (1-t)y) < td(x) + (1-t)I(y) s ¥ x,y €K (x#y) , ¥ t € (0,1) .,

LEMA 2.

Bajo las hipb6tesis del lema 1, se tiene:

i) Si J es convexo, entonces:

(5) S =(u€K/ JIu)=m}



es un conjunto convexo y cerrado.
ii) Si J es estrictamente convexo entonces
(6) 3! ue K/ J(u) <J(v) , ¥ v EK
es decir S = {u}.
Demostracifn:

i) a) S es convexo:

Sean U su, € SyteIrl0,1], entonces, por ser K
convexo, se tiene: tu1+(1—t)u2 € K.
Ademas:

m < J(tu1+(1—t)u2) < tJ(u1)+(1—t)J(u2) = tm+(1-t)m = m

es decir J(tu1+(1-t)u2) = m, con lo cual tu1+(1-t)u2 €S

b) S es cernrado:

Sea (vn) cSsS / V. -+ v en V fuerte.
Como v €K , ¥ny K es cerrado en Vv fuerte, se

tiene v € K. Ademas

m<dJd(v) < 1im J(v j = 1im m =m
n->+oo n->+oo




es decir J(v) = m, con lo cual v € S,
ii) Ejercicio 1.,
2. DIFERENCIABILIDAD SEGUN G ATEAUX Y SUS APLICACIONES.
Sea V un espacio de Banach.

Se dice que J: V — R es diferenciable segdn Gateaux

(G-difenenciable) < ¥ u € V, existe el 1Tmite

(7) yem SLUFEV) - 0(u) _ gy v v ey .

t>0+ t

Si el 1imite J'(u,v) resulta lineal y continuo con respecto
a v eV, se 1ama derivada segin Gateaux (o gradiente) de J

en ua J'(u) e V' /

(' (u),v) = 11m J(uttv) - J(u) = 0" (u,v).g

t+07t t

Entonces se tienen las siquientes propiedades:
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LEMA 3,

Sean:
V espacio de Banach
(8) K CV : conjunto convexo no vacio
J: K—> R , G-diferenciable
Entonces:

i) J es convexa « (9) J(v)-Jd(u) =<(JI'"(u),v-u> , ¥ u,v € K.

ii) J es estrictamente convexa ¢

(10) J(v)=d(u) > (I (u),v-u >, ¥ u,v € K., WY

Demostracion.

i) =) ¥Yu,veK, ¥te0,1], se tiene:

J(u+t(v-u)) =Jd(tv+(1-t)u) <td(v)+(1-t)J(u) =

= J(u) + t(JI(v)-d(u))

es decir:

< J(v)-J(u) , Yu,vek,¥ te(0,1]



y por pasaje al 1imite cuando t -~ 0" se obtienen (9).

<) Aplicando 2 veces la hipdotesis (9) se obtiene:
J(u)-J(u+t(v;;)) > -t (' (u+t(v-u)),v-u?
J(v)-d(u+t(v-u)) = (1-t) " (u+t(v-u)),v-u)

Multiplicando la primera desigualdad por (1-t) y la segunda

por t, al sumar se tiene:

(1-t)3(u)+td(W)=d(u+t(v-u)) >0 , ¥V u,vek, ¥ ter0,1]
es decir que J es convexa.
ii) Ejercicio 2. 4

LEMA 4.

Bajo las hipdtesis del Lema 3 se tienen las siguientes equi-

valencias:

i) (9) J(v)-d(u) = (3" (u),v-u) , ¥ u,v € K =

(11) J': V — V' es monftona, es decir:
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(J'"(u)-Jd'(v),u-v>) =0, ¥ u,v € K
ii) (10) J(v)=Jd(u) > (JI*'(u),v-u) , ¥ u,v € K =
W v
(11 bis) J': V — V' es estrdictamente monftona, es decir:
(J'(u)-d'(v),u-v> >0 ¥ u,veK,utv.

Demostracién.

i) =) Aplicando 2 veces la hipdtesis (8 ) se obtienen las

desigualdades, validas ¥ u,v € K:

J(v)-d(u) = <(J'(u),v-u?

J(u)=-d(v) = (I (v),u~-v)

que sumadas dan (11).

<) Sean u,v € K. Sea F: [0,1] — R /

F(t) = J(u+t(v-u))

Por ser J, G-diferenciable, 1a funcid6n real F es derivable,

con derivada:



F'(t) = ¢J'(u+t(v-u)),v-u>, ¥ t€[0,11(Ejercicio 3),

De (11) surge que:

(J'(u+tkv—u))-J'(u),t(v-u)) >0, ¥t e€([o,1]
es decir:
(J'(u+t(v-u))-3'(u),v-u> =0, ¥t € 10,11
con 1o cual:
F'(t) =2 <(J3"(u),v-u> , ¥ t € 10,1]
Por otra parte:

F(1) - F(0)

1]
-
——
‘—’-
g
(@
(—+
\Y
A
[«
——
=
~—
w
<
1
ey
~
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ii) Ejercicio 4. 4

OBSERVACION 1.

Bajo las hipdtesis (8), se tienen las siauientes equivalen-

cias:

i) J convexa < J' mondtona .
(12)

ii) J estrictamente convexa < J' estrictamente mondtona.
) n

LEMA 5,

Sean:

V espacio de Banach
(13)

J: V — IR convexa y G-diferenciable

entonces J es s.c.i. en V débil, es decir:

(14) v~ v oen V débil = 11m J(vn) > J(v) .
n->

8

Demostracion.

Sea v -~ v en V débil, entonces por (9) se tiene:
n
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J(vn) -J(v) > (J'(v),vn-v> s, ¥ n

y como J'(v) € V', se obtiene (14).

EJERCICIO 5.

Bajo las hipdtesis (8), K cerrado y J convexa, se tiene

que J es s.c.i. en la topologia débil.

EJERCICIO 6.

i)

i)

Si J: V — R es G-diferenciable en el segmento [u,mut§")

(con u,¢ € V), entonces:

(15) 3 8 € (0,1) / J(u+d) = J(u)+(3"'(uted),0) .

Para ello, considerar la funcidn real:

(16) F: 710,11 — R / F(t) = Jd(u+t¢)

y aplicar el desarrollo de Taylor en una variable.

Si K es convexo y J: K —» R es G-diferenciable con

!

Ia'(v)l <M (M >0) ¥ v €K, entonces:
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(17) [d(v) =J(u)|] <M lv-ull |, ¥ u,v € K

(Aplicar el resultado (15))..

Se dice que J: V — R es dos veces diferenciable segiin

Gateaux < ¥ u,9,y €V existe el 1imite

t>0t t

= J"(u,%,v)

Si el 1Timite J"(u,4,y) resulta lineal y continuo con respec-
to a ¢,v se 1lama derdvada segunda segin G&teaux de J en

ueyva:

(operadon Hessiano de J en u) tal que:
(19) 3 (usb,#) =CH(U) 68D L ¥ 0¥ € V.
EJERCICIO 7.

Si J: V — R es dos veces G-diferenciable en el segmento

fTu,urd (u, ¢ € V) en las direcciones (¢,¢) entonces:



(20) e € (0,1) /
ut6d
J(u+e) = J(u) + (JI'(u),9) + —;—<J"(*)¢,¢>

(Utilizar la funcidn auxiliar F definida por (16) en el Ejer

cicio 6 i)).a
EJERCICIO 8.
Si J es dos veces G-diferenciable, entonces:
i) J"(u,9,6) >0 , ¥ u,¢ €V = J convexa.
i1) J"(us0,9) >0 , ¥ u,9¢ €V (¢#0) = J estrictamente convexa.
(Utilizarel Lema 3 y 4 y el Ejercicio 7).

ii1) 0"(u,6,6) >0 , ¥ u,6 €V = J s.c.i en V débil.qa

3. RELACION ENTRE PROBLEMAS DE MINI-
MO E INECUACIONES VARIACIONALES

Se tiene un primer resultado general:



LEMA 6.

Bajo las hipdtesis del Lema 3 y J convexa se obtiene la si-

guiente equivalencia:

J(u) <Jd(v) , ¥ veEK (J'"(u),v-u?> >0, ¥ veEK
(21) < (22)
u €K u €K

Demostracidn.
=) Seanv € K, t € (0,1].

Por (21), se tiene J(u) < J(u+t(v-u)), con lo cual

J(utt(v-u)) -Jd(u) 0, VY te (0,13,
t

¥ v € K

y por pasaje al 1imite cuando t - 0" se deduce (22).

«) Utilizando el hecho que J es convexa, Sse obtiene:
J(v)-3Jd(u) =2<J3'(u),v-u?> >0 , ¥ v € K,

es decir (21). 4

En numerosas aplicaciones el funcional J toma la forma par-
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ticular:

( J(v) = =a(v,v)-L(v) , ¥ vE V

N =

a: forma bilineal y continua sobre V x V

L: forma lineal y continua sobre V

V: espacio de Hilbert .
Entonces:
LEMA 7.

i) E1 funcional J definido por (23) es G-diferenciable

con derivada:

(24)  €9'(u),v) = 3ralu,v)valvau)dl-L(v),

ii) Si ademds a es simétrica, se tiene:

Demostracidn.

i) (0 (u) vy = 17p Slurtv) - (u)
e»0"
1 1
. §—a(u+tv,u+tv) -L(u+tv)-—§ a(u,u) +L(u)
= 1m =
t—*0+ t
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= 11m [a(u,v) ;a(v,u) - L(v) + t a(v,v)] =
t>0+

_afu,v) +talv,u) L(v)
2

Debido a las hipdtesis (23) resulta J'(u) € v'.

ii) La relacidon (25) surge inmediatamente de (24) y a simé

trica. g

OBSERVACION 2.

Si a es simétrica y se define:

(26) A :V — V" / (Au,v) = a(u,v)
(A es lineal y continua con IAll = llal) entonces:
(27) J'(u) = Au - L.

EJERCICIO 9.

Si J estd definida por (23), con a simétrica:
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1:3e4c0noexa
i) Si K es un conjunto convexo de J!/;htonces se tiene Ja

siguiente equivalencia:

J(u) < J(v) , ¥ vEK a(u,v-u) = L(v-u) , ¥ v €EK
(28) + (29)
u€e Kk u €K

(Utilizar los Lemas 6 y 7).

ii) Si a es semi-definida positiva (a{(v,v) =0 , ¥ v € V)

entonces J es convexa.

i) Si a es coercitiva, entonces J es estrictamente convexa.

(Verificar que:

(30) td(u)+ (1-t)JI(v) - I(tu+(1-t)v) = t(1-t) a(u-v,u-v) ,

¥YuveEY,V¥tE€E [0,1])..
LEMA 8.

Bajo las hipdtesis (23) y a coercitiva se tiene que J es
s.c.i. en V débil, estrictamente convexa en V y verifica la

hipdtesis H2) de (2).



Demostraciodn.

Por el Lema I-12 se tiene que J es semi-continua inferior-
mente en V débil y por el Ejercicio 9 iii) J es estricta-

mente convexa.

Ademas, ¥ v € V se tiene que:

R 2
(31)  J(v) =%a(v,v)—L(v) 0‘"2"" TR

\Y

. 0‘"2"" Sy vl

con 1o cual se verifica H2), es decir 1Tm J(v) = +e
v Il >+o0

LEMA 9, <

Bajo las hip6tesis del Lema 8 y K conjunto convexo, cerrado

y no vacio de V, existe un dnico u € K que minimiza J en K.

Demostracion.

Basta utilizar los Lemas 2 Yy 8..
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EJERCICIO 10.

Para

en ¢

cada uno de los seis problemas siguientes planteados

2

= (a,b) con f € L (a,b):

Hallar el espacio de Hilbert adecuado y la ecuacidn va
riacional correspondiente. Demostrar la existencia y

unicidad de 1a soluciodon u.

Hallar el principio de minimo correspondiente (es de-

cir, encontrar J y K).

Problema de Dirndichlet homogéneo.

[ o [ o
—~ —~
o o]
~ ~
1} 1]
we] >
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P3) Problema de Neumann homogéneo.
-u"+u = f
u'(a) = u'(b) =0
P4) Problema de Neumann no homogéneo.
-u"+u = f
u'(a) = A
u'(b) = B
PS) Problema mixto de Dindchlet-Neumann.
u" +u = f
u(a) = 0
u'(b) =0
P6) Problema con condicdbn de un tercen tipo.

u+u = f
J u'(a)=k u(a) , k>0

En numerosos problemas practicos el funcional J no es G-di-

ferenciable pero puede expresarse como:
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(32) J. ,J. convexas

k J1 G-diferenciable
entonces el Lema @ puede generalizarse de la siguiente forma:
LEMA 10.

Bajo las hipotesis:

[V espacio de Banach

{ K€V : conjunto convexo no vacio

(32)

\

se obtiene la siguiente equivalencia:

J(u) < J(v) , ¥ v €K
(33) s
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<) Aplicando el Lema 3, ¥ v € K se tiene:

es decir (33).
=) YveK, ¥te (0,11, se tiene:
Jl(u) + J2(u) = J(u) < J(u+t(v-u)) =

= Jl(u-+t(v—u)) + J2(u+-t(v—u)) <

es decir:

P + .
y por pasaje al 1imite t - O se obtiene (34).,



En la prdctica la condicidon (32) se da bajo la forma:

J(v) = % a(v,v) - L(v) + j(v) , ¥ v € V.
V : espacio de Hilbert.
(35) * a : forma bilineal continua sobre V x V.

L : forma lineal y continua sobre V.

{ J : no G-diferenciable sobre V.

EJERCICIO 11.

j convexa y continua en V fuerte = j s.c.i. en V débil (ver

[E11). a

EJERCICIO 12.

Bajo las hipOtesis:

.

(35)

a:simétrica y coercitiva
(36) | A
j:convexo, s.c.i. en V débil y propio (-=<j# +x)

K CV : convexo, cerrado, no vacio

se tienen:
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i) 3'ue K/ Iu) <d(v) , ¥ v eK.

i1t) E1 dnico elemento u € K estd caracterizado por la inecua

cidn variacional:

a(u,v-u)+j(v)-j(u) = L(v-u) , ¥ v € K
(37)

(Utilizar un desarrollo andlogo al Ejercicio 9, los Lemas 3 y

10 vy el Ejercicio 11). =

EJERCICIO 13.

i) Si K es un conjunto convexo, cerrado y no vacio del espa
cio de Hilbert V, entonces el funcional 4inddicadorn de K,

definido por:

es convexo, semi-continuo infreriormente en V débil y

propio.

ii) Se tiene la siguiente equivalencia:



OBSERVACION 3.

E1 ejercicio 13 nos muestra que la inecuacidon variacional
(29) es un caso particular de la inecuacidn variacional (3%#),
las cuales son llamadas Anecuaciones vardacLonales elipticas

de primera y segunda especde respectivamente.

En el prdximo capitulo veremos las aplicaciones de las inecua
ciones variacionales y de los PV°Eﬂema6 de minimo a alaunos

problemas de frontera libre.
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CAPITULO Il

PROBLEMAS DE FRONTERA LIBRE

Los problemas de frontera libre se presentan naturalmente en
situaciones concretas, como ser: problema de la pared semi-
permeable, problema del obstdculo, fluido de Bingham, proble-
ma del dique poroso, semiconductores bajo una unidén P-N, pro-

blema de Stefan (o de cambio de fase), etcétera.

Salvo casos particulares en los cuales puede encontrarse ex-
plicitamente la solucidn, los problemasde frontera libre son
dificiles de ser atacados desde el punto de vista matemdatico
debido a la presencia de dicha frontera libre., Estos proble-
mas tienen la particularidad de presentar una regidn del espa
cio, 1lamada grontera Libre, que es a priori desconocida y so
bre la cual la o las funciones incdgnitas del problema en es-
tudio deben verificar ciertas condiciones que la caracteri-

zan. Para mayores detalles ver los seis ejemplos que se pre-

sentardn a continuacidn.

La aparicidn de las inecuaciones variacionales [L4,S1] ha per
mitido resolver numerosos problemas de frontera libre y é&sta

es la metodologTa que se utilizard en lo que sigue. Md&s ain,
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de los seis problemas que se estudiardn, éstos pueden dividir

se en:

i) aquellos que se transforman directamente en inecuaciones
variacionales, como ser:
1) Problema de la pared semi-permeable.
2) Problema del obstdculo.
3) Fluido visco-plastico de Bingham.

4) Semiconductores bajo una unidn P-N.

ii) aquellos que desnués de un cambio de funcidn incbanita

se transforman en inecuaciones variacionales, como ser:

5) Problema del dique poroso.

6) Problema de Stefan a dos fases.
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1. PROBLEMA DE LA PARED SEMI-PERMEABLE
1.1. INTRODUCCION

Se tiene un cuerpo £, dominio de R3, que posee una porcion de
frontera Q} qgue estd en contacto térmico con el exterior que
se encuentra a una temperatura 00 (sin pérdida de generalidad
se supone 60 = 0) y la porcidn de frontera restante ﬂ_ actia
como un pared semi-permeable en contacto con el exterior. La
semi-permeabilidad se traduce en el hecho que dicha pared
deja entrar calor, proveniente del exterior, pero impide toda

salida (en Fisica se 1o conoce con el nombre de cuerpo negro).

Sean:

6 : temperatura del cuerpo £

_> - .
-kv0 : vector calodrico

oV
I

(1) { k >0 : coeficiente de conductividad térmica

r = q LJI; : frontera de 2

Sy

versor normal exterior a TI.

La imposibilidad de que exista un flujo caldrico saliente se

traduce por:
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(2) G xh/p <0
1
o en forma equivalente por:
00

e e s e > .
donde, por definicién de g, se tiene presente que:

oV
*
=

flujo caldrico saliente <

0y
*
Sy

flujo caldrico entrante e

que se traduce con el hecho fisico que el flujo caldrico va

de altas a bajas temperaturas.

Como el cuerpo se encuentra en equilibrio estacionario, se

tiene necesariamente:

(4) 0/p = 0
1

pues si en algdn punto de ﬂ_ la temperatura fuese negativa, e
11a aumentaria debido a la existencia, en dicho caso, de un

flujo entrante.
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Si en un punto de ﬂ' la temperatura es positiva el flujo cald

rico debe ser nulo, es decir:

> > _ . 00 _
(5) 0“1 >0 = qxn/r,1 =0 6 --a-h.-/r,1 =0

pues el posible flujo caldrico saliente es impedido por la pa

red semi-permeable.

Resumiendo, las tres condiciones (3), (4) y (5) de pared se-

mi-permeable ﬂ., pueden expresarse por:

20
(6) 4 w/n 20

20
g ¢ -
: an/rl 0

Se supone, ademds, que existe una fuente de energia interna f
en £, con 1o cual la temperatura 0 deberd verificar la ecua-

cidon estacionaria del calor:

(7) -k A0 = f en .
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Entonces, el problema consistird en hallar la temperatura 0,

definida en £, que satisface las siguientes condiciones:

( i) -k A9 = f en
ii) 0/p =0
0
(8) i) 9/r1> 0
iv) —:;?/F1 >0
) 0 —z—:/Fl =0 . o

OBSERVACION 1.

E1 problema (8) es un problema de frontera 1ibre debido al he

cho que en la porcidon de frontera I} no se conocen a priori

las dos zcnas siguientes:

N, = xen / 0(x) = 0}
(9) {
o0
N, = xer 7/ a—n(X) > 0}
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las cuales seran determinadas una vez resuelto el problema
(c.f. Observacidon 5). Veremos ademds, que dicha frontera 1i-
bre no interviene explicitamente en la formulacidon variacio-

nal del problema.

1.2. FORMULACION VARIACIONAL

Sean
(Vo= {veH (D) / v/ =0}
0
K ={veyVv/ V/F = 0} conjunto convexo, cerrado y no
1 vacio de V
(10) 1
a(u,v) = J Vu x Vv dx
Q
(L) - j Fvodx (= L{v))
Q
LEMA 1:

Si 6 es una solucién regular del problema (8), entonces 0 es

solucidn de la inecuacién variacional:

k a(6,v-9) > (L,v-9), ¥ v € K
(11)

75



Demostracidn:

Si se multiplica la ecuacidn diferencial (8i) por (v-¢&) con
v € K, se integra sobre 2y se aplica la formula de Green,

se obtiene:

(L,v-¥) J _k A6 (v-0) dx
Q

f f
=k | T0x T(v-0) dx - k | 99 (v-6) dy =
Q Fan
=ka(0,v-0)-kj —g—evd7+kJ 0 20 4y -
n on
1_‘1 I“1

es decir (11).a
LEMA 2:

Bajo las hipdtesis:

(12) |
l medida (R)) > 0
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.existe una Gnica solucidn de la inecuacidn variacional (11),
Demostracion:

Es suficiente aplicar el Lema I-4 y el Ejercicio I-11ii (Ejer

cicio 1). 4

OBSERVACION 2. '

De manera andaloga se puede tratar el problema de la pared se-
mi-permeable que se encuentra en contacto con el medio exte-

rior a una temperatura Q). Las condiciones que rigen el nue-

vo problema son:

ii) G/P = 0

(13) 1 i11) (8-6 )/ >0

1
. a0
iv) EF/F >0
1
00
[ v) (8-0) =2/p =0
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EJERCICIO 2.

i) Hallar la inecuacidn variacional correspondiente al pro-

blema (13).

ii) Demostrar que existe una inica solucidén de dicha

cidn variacional. g

EJEMPLO 1.
Sean

2= (0,2) , £>0

(14) { L ={0}, I] = {£}

f > 0 (constante) .

\

Entonces, la solucién de (13) esta dada por:

f o2 fL

0 = - + = + 0
(15) (x) T X e S
que verifica:
(16) 6'(2) =0, v 8
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Demostracion:

Integrando la ecuacidn diferencial (13i), se tiene:

_ fo.2 .
(17) (x) = - 0 Xt ox e, (cl,cz.constantes).

De la condicidn (13ii) sobre Q), resulta:
(18) c, =6

Las tres condiciones (13iii), (13iv) y (13v) sobre Q_, se ex-

presan por:

( - _ f ,2
6(e) = - T L5 + clz + Q) > q)
JO'(£)=-fk£+c1>0

(6(£) - 8) 0" (L) = 0

es decir:
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—h
&
\%

-5
‘17 2%
4

1 c, - 20

(6(2)-6)0'(L) =0

\

0 equivalentemente por:

(19) ]

1) (6(2)-06)6'(%) =0 .

129

. 1o cual contradice

Si 6(e) = Q), entonces debe ser c, =

[AS]

(19i). Por 1o tanto, se tiene:
(20) 6'(2) =0
1o cual nos da:
(21) | c, = —

de donde surgen (15) y (16).



EJERCICIO 3.

Hallar la solucién de (13) para:

Q= (0,2) , £ >0

(22) /T = {0y, I, = {&}

f < 0 (constante)

Ademdas, sobre ﬂ_, se tiene la condicidn 0'(£) = 0 6 6(L) =06 |,

para un dado Q)? Generalizar al caso f = f(x).,

1.3. INTERPRETACION DE LA SOLUCION DE LA INECUACION VARIACIONAL (11)

En una primera etapa analizaremos una propiedad general:

LEMA 3.

. . 0
Si u € HI(Q) con Au € LZ(Q), entonces se puede definir 5% co-
mo un elemento de H"1/2(F) que satisface la siguiente formula

de Green:

(23) - JQ Au v dx = JQ$UX$V dx -< g—ﬁ Y VD), ¥V E Hl(ﬂ)
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donde 7, es el operador traza %)(v) = V/F definido en HI(Q) y

( , ) es la dualidad H_I/Z(F) x H1/2(r),
Demostracidn:

i) Debido al teorema de traza para Hl(ﬂ), existe

¥ v, € HI/Z(F) un relevamiento continuo en HI(Q), es decir:

1/2

v v e w2y, 3v e wi(@) /

(- Uyl <c v (c constante)
il (@) ° w2,

(24) 1

Entonces, se puede definir la siguiente aplicacidn:
L: HY2r) — R

(25) L (v ) = J Vux Vv dx + j Au v dx
Q Q

donde v verifica (24).

La aplicacién Lo es lineal y ademds es continua, pues:
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|L0(v0)| < c(Mul . + lAaul > Y v 1l 1/2

. ¥y € W/ 2(ry.
H () L5 () /%

ii) En principio, la aplicacidon lineal y continua L _ depende
del relevamiento (24) utilizado en su definicién (25). Veremos
que cualquiera sea el relevamiento continuo de vV, € Hl/z(F),
el valor de Lo es siempre el mismo., Para ello, sean Vi Y v,

dos relevamientos continuos de v, € H1/2(F), es decir:

Para mostrar que Lo(vl) = Lo(vz) es suficiente verificar que

L (@) =0, ¥ weH (9,

Sea v € D(R2), entonces:

L () [ Vu x Vo dx + j Au ¢ dx =
© Q

Q

- j u A¢ dx + J udedx =0, ¥ ¢ €D(0).
Q Q

Por 1o tanto, la aplicacion L0 es nula en D(82), y por densi-

dad, es nula también en Hi(Q).
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@
c

€ H_l/z(F) el Gnico elemento aue

iii) Sea, por definicidn,

Q

n

verifica:

(26) (g—;‘—,'rov) = Lo('yov)

J Yu x Vv dx +J Au v dx, VveHl(Q)..
Q Q

OBSERVACION 3.

)
, . . . . 2
Si en el Lema 3 se tiene la hipotesis suplementaria %%wEL (r)

(basta tener u € HZ(Q)), entonces se tiene la cldasica foérmula

de Green:

- j Au v dx = J Vu x Vv dx - J — vdy , ¥ v € Hl(Q).
Q Q r

Ahora veremos dos lemas que interpretaran la solucidn de la i

necuacibn variacional (11).

LEMA 4,

Si f € LZ(Q), entonces la {nica solucidn 0 de (11) verifica:
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0 €K
(27) :
a0 -1/2
— >
3T 0 en H (ﬂ_)
( <—g%,0>= 0

donde ¢ , ) representa la dualidad H_l/z(ﬂ.) X Hl/z(ﬂ.),

Demostracion:

El elemento v = 0+¢ €K, ¥ ¢ € D(82), con 10 cual, de (11), se

obtiene:
k a(0,0) = L(¢) , ¥ v € D(8)

es decir:

0
—
s
<T
S

Mm

=
S

k a(0,y)

obteniéndose:

(28) kae = feLiQ).
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Utilizando (26) y (11), se tiene:

| o ax s |k a0(u0) ax = K al0uv-0) -3 w0
Q Q n

> [ f (v-0) dx - (%Q » V-0), ¥ veEK
Q n

es decir:

(29) ( , v-0)> >0 , ¥ v € K.

Tomando v = 20 €E Ky v = 0 € K en (29), se tiene:

(30) | (=2 ,6) =0

Utilizando (30) en (29), se tiene:

<57,v>>o,vV6K
es decir:
200 -1/2
(31) 22 >0 en WHHr ).,
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OBSERVACION 4.

Si ademas de f € LZ(Q), se tiene 6 € HZ(Q), entonces 0 es so-

Tucion de la formulacidon fuerte (8) del prohlema. .

OBSERVACION 5.

Una vez resuelta la inecuacidn variacional (11), y demostrado
un resultado de regularidad para la solucidn, se pueden ha-

11ar los conjuntos explicitados en (9).

OBSERVACION 6.

Un ejemplo andlogo se presenta en mecdnica de los fluidos

[G3], donde la presidn resulta ser la funcidn incdgnita. ,

OBSERVACION 7.

Problemas de un tipo mds general pueden verse en [D3]. .
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2. PROBLEMA DEL OBSTACULO

2.1. INTRODUCCION

E1 problema del obstdaculo [B6,K1] consiste en hallar la posi-
cibn de equilibrio de un hilo eldstico homogéneo, atado en
sus extremos y sometido a una carga f por unidad de longitud
con 1la condicién de estar por encima del obstdculo ¢ (el sig-
no de f se supone positivo si la fuerza estd dirigida hacia a
rriba), Se supone que la deflexidn del hilo es pequefia y que
por consiguiente la tensidn T existente en todos 1o puntos

del hilo puede considerarse como una constante.

E1 método consistird en hallar la posicién del hilo y = y(x)
que minimiza su energia potencial total J, bajo restricciones

adecuadas.

2.2. CALCULO DE LA ENERGIA POTENCIAL.

Si el hilo tiene una longitud inicial £ > 0, sus extremos son
Tos puntos x = 0 y x = £, y se encuentra en una posicidn gené

rica v = v(x), su energia potencial total estd dada por:



donde el alargamiento AL del hilo es:

; .
AL = J Av(v (x))F dx - £ - J /TR () - 17 dx
0 0

Q

¢
HO (v (x))? dx

donde, debido a que la deflexidon del hilo es pequefia, se uti-

14-% , valida para

Q

liza la siguiente aproximacidn v1+x?

x| < 1.

Por 1o tanto la energia potencial J viene expresada por:

z z
(1) I(v) = %J (v (x))? dx - J F(x) vix) dx
0 0
es decir:
(2) J(v) = %a(v,v) - L(v)
donde:
z
Calyav) = |y v ) dx
0
4
(3) a .
L(v) = J f(x) v(x) dx .4
0

2.3. PROBLEMA DE MINIMO:
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La solucidn del problema del obstdculo estard representada

por la funcidn y = y(x) que satisfaga el siguiente problema

de minimo:

[ 9(y) <J(v) , ¥ veK
(4) l
l

donde el convexo y cerrado K estd dado por:
(5) K= (veH (0,8) /v>ven(0,0)
verificando el obstdculo ¢ las hipdtesis:

v E H2(0,0)

con las cuales resulta K # ¢. -

LEMA 1.

Pajo la hipdtesis L € H 1(0,£) = (H(l)(O,/é)) el problema (4)

tiene una Gnica solucidén y € K,
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Demostracion:

Es suficiente aplicar el Lema II.9 (FEjercicio 1). -

2.4. FORMULACION VARIACIONAL Y PROPIEDADES.

De acuerdo a lo visto en Ejercicio II.9, la Unica solucidon y
de (4) es también la dnica solucién de la inecuacidn variacio

nal:

T a(y,v-y) = L(v-y) , ¥ v € K

OBSERVACION 1.

E1 problema (4) 6 (7) es un problema a frontera libre pues no
*

se conoce a priori la zona de contacto € (zona de £ = (0,£)

donde la solucién del problema coincide con el obstdculo), es

decir:

*

(8) Q = (x € (0,8) / y(x) = ¥(x)} .,
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OBSERVACION 2.

*
La frontera 1ibre a2 no interviene explicitamente en la ine-

cuacién variacional (7). ,

LEMA 2.

Si fe L?(0,2) y si la solucién de (7) verifica la hipdtesis

2 . . . . . .
y € H°(0,2), entonces se tiene la siguiente caracterizacidn:
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ii) y €K
y = Ven (0,2)

i11) "+ D) (-9 =0en (0,0) (%)

*
[ i) y =yt v en o,

Demostracion:

Sean
Q = {x € (0,2) / y(x) > ¥(x)}
(10)
% *
F - aQ = aQO N (Og‘e)'
Entonces:

i) E1 elemento v y + o €K, ¥ ¢ €D(0,£) con ¢ > 0.

(*) Es decir: -y" =

]
k-
V
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De (7) surge:

T a(y,¢) =2 L(v) , ¥ ¢ € D(0,2) , v 20

y € K

es decir, -Ty" > f en D'(0,£), y de acuerdo a las hipdtesis

hechas se tiene (9i).

ii) La condicidén (9ii) surge del hecho que y € K.

iii) Sea ¢ € D(QO).

Sea m= min (y-¥)(x)> 0. (*)
xeSopy
Entonces
I W B
i ¢ mix|e(x)]
xese,

e my - - -—a

(*) E1 minimo existe pues y-¥ es una funcidn continua en f% v Sop ¥ es un
compacto de 2. Método utilizado en [B6 (vol.1),p. 146 1.
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se tiene que v = y + Ayp € K, (**)
De (7), se obtiene:

TJ y'Apdx > J fAodx , ¥ o € D(2 ).
Q Q °

O O

Como A puede tomar valores positivos y negativos, se tiene:

T J y'odx = J foedx , ¥V € D(Q2)
Q Q ©

O O

es decir:

y de acuerdo a las hipdtesis hechas surge (9iii).

iv) Ejercicio 2. g

OBSERVACION 3.

Si no existe ninguna carga aplicada sobre el hilo (es decir:

(**) La funcién ¢ estd definida en S%. Se nota todavia con ¢ su prolon-
gamiento trivial a (0,€). Surge del hecho:—k¢s|x||¢1gk¢$p|gmgy_¢.
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"= 10N), el funcional a minimizar, sobre K, es:

L
(11) 0 = [T e? ax
0

verificando la solucidn y = y(x) las siguientes condiciones:

( i) y" <0 en (0,2)

r

y(0) = y(£) = 0
i)
Ly =V
(12) * (y" =0 siy>¢y
iii) o
y"' < 0 siy =y

iv) y=4v¢ , y'" =49y'" enT

\N

La condicién (12i) nos indica que la solucidén debe ser una

funcién céncava en (0,2). 4
OBSERVACION 4.

Si no existe obstaculo, es decir K = Hi(O,K), entonces el pro

blema correspondiente no es de frontera libre y 1a solucidn

96



y = y(x) verifica el problema de minimo:

I(y) < I(v) , ¥ veHl(o,2) (¥
(13)
y € Hi(o,z)

o en forma equivalente, la ecuacibn variacional:

" T a(y,v) = L(v) , ¥ v € Hi(O,Z)
(14)
y € H_(0,2).

La Gnica soluci6n y de (14) estd caracterizada, en este caso,

por:

en (0,2)

—l-

(15)
y(0) = y(£) =0 . g4

(*) En este caso, el problema de mTnimo es un problema cldsico del Cilcu
lo de Variaciones, siendo (15) T1a ecuacidn de Euler-Lagrange corres-
pondiente.
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OBSERVACION &,

Si adem&s de no haber obstdculo, no existe carga sobre el hi-
1o, entonces se obtiene como 16gica consecuencia de (15) Ta

posici6én inicial, es decir y = 0 en [0,2]. 4

A continuacidn veremos algunos ejemplos para los cuales la so

lucidn exacta puede calcularse explicitamente.

EJEMPLO 1.
Sean:
([ Q = (0,/&),2=5>0
(16) { Y(x) =-x2+5x-4

Entonces la solucidon y de (12) estd dada por:

c,x*+c, si 0 <x <§
(17) y(x) = { ¥(x) Si ﬂ_< x < 22
[ Cyx+cC, s £2<x<£

donde las seis inc6égnitas cl,cz,c3,c4,£1,£2 se obtienen resol
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viendo el sistema de seis ecuaciones no lineales:

<
—_
oee
N
~—
I
<
—_
e
N
~—

(19) c

1}

t
—
w
(o]

1]
(S)]

1 2 [
EJEMPLO 2.,
Sean:
[ Q= (0,2)
(20) ' w(x) =-x%4+5%x-14
f(x) = f (constante’ .
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Entonces se tienen las siguientes conclusiones (Ejercicio 4):

i) Si f < 0, entonces existe siempre una Gnica solucidn de

(9). Ademds, si se tiene % < -6, el punto 21 verifica

0 < § <1.

"
o

ii)  19m El

fo-oo

iii) Si f > 0, entonces existe lGnica solucidn de (9) para el
caso %-< %% , que surge imponiendo la restriccidn
5
2 < El < 5 - m
EJEMPLO 3.
Sean

(21) . { ¥(x) = -a(x-xl)(x-xz), 0 <x;, <x,<¢,a>0

Entonces la solucibén y de (12) estd dada por (Ejercicio 5):

100



1 2
(22) y(x) = 1 Y(x) si £ < x <§
( c3x+c4 Si 52< X < £
donde:
: X%y
¢, = -2a( VX X, - > ) c, =0
X1+X2

(23) 1 Cqy = -2a(£-./(£-x1)(£-x2) - ——E——) » C, = -c3£

S = vV XX ’ 52 =2 - ‘/(’e'xl)(’e-xz) .

1 172

La solucidn (22) depende de cuatro paréhetros a,X;,X,,£4. Pa-

ra a =1, X, = 1, Xy = 4, £ = 5 se obtiene el Ejemplo 1. 4

OBSERVACION 6.

Para interpretar fisicamente algunas de Tas conclusiones obte
nidas en el Ejemplo 2 es necesario dimensionalizar las varia-

bles, en particular ¢ (Ejercicio 6). ,

OBSERVACION 7.

En general y & C2(0,£) pues en los ejemplos anteriores se tie
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ne:
y" (&) =0

v () # 0

En ciertas condiciones particulares la solucién puede tener u
na regularidad superior. En el caso en que ¥(x) = - x? + £x .

entonces y € c7(0,2), ver [B6(Vol.1),Cap.61.

Todo 1o realizado para el problema del obstdculo correspon-
diente a un hilo eldstico homogéneo, puede hacerse andlogamen

te para una membrana eldstica homogénea.
Para una dada posicidn v = v(x,y) de la membrana, con posi-
. c e 2 . .
cion inicial v = 0 en £ CR“, dominio acotado, la energia po-

tencial total correspondiente estd dada por (Ejercicio 7):

2

T ) )
(24) 9(v) = T ”Q (3L) + (2001 ax gy - UQ fvdxdy

donde f = f(x,y) representa la carga por unidad de superficie

aplicada a la membrana y T es la tensidn (constante positivaj.

La solucidn del problema del obstdculo estard representada
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por la funcidon u = u(x,y) que satisfaga el siguiente problema

de minimo:

J{u) < JI(v)., ¥v € K
(25)

u € K
donde el conjunto convexo ¥y cerrado K estd dado por:
(26) K = {veH (R /v>yen®)

verificando el obstdculo las hipOtesis:

v € 0 (Q)
(27)
V/3q < 0
Sean:
a{u,v) = JJ Yux Vv dx dy
Q
(28)

L(v) = ”Qf v dx dy

entonces se tiene el
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LEMA 3. (Zjercicio 11)
Bajo 1» hip6tesis L € H'I(Q), el problema (25) tiene una dni-
ca soldcidn u, que resulta ser también la {nica solucidn de

la inecuvacibn variacional:

T a(u,v-u) = L(v-u) , ¥ v €K
(29)
u € K .

En et caso de tener las regqularidades adecuadas para f,u, la

solucién de (29) estd caracterizada por:
( - Au > ; en Q

u€ K (u=>vy en Q, u/yq = 0)

(30) 1 ,
(Au +$)(u-¢) =0 en Q
_ du _ oy *
(u=V¥, 7 =5,enTl

* *
donde I' es la frontera de la zona de contacto £ , donde

104



OBSERVACION 8.

Numerosos ejemplos con solucidn exacta son presentados en

[(G11]1.
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3. FLUIDO VISCO-PLASTICO DE BINGHAM
3.1. INTRODUCCION

Un fluido de Bingham es un fludido no newtondiano Aincompresible

cuya ley de comportamiento traduce el cardcter visco-pldstico.
La incompresibilidad se traduce por el hecho:
(1) div Vv =0

donde V = v(X) es el vector velocidad en el punto

-5

X = (XI’XZ’XB)'

La ecuacifn de movimiento estacionario del fluido estd dada

por:
3
(2) - ) 0 =f. en £, i =1,2,3

donde:

( £ : dominio acotado deIR3, con frontera I' regular, que
representa el espacio ocupado por el fluido

(3) .

aij : tensor de tensiones

( F(;) = (fl(i)’fg(z),f3(§)):densidad de fuerza exterior.
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La ley de comportamiento:

Oij - Olj(DkZ)
(4)
(V) = !;( avi._+ avj ) : tensor velocidad de
ij 2 axj ox, 7 deformacion
de un fluido no newtoniano (la relacion O;5 = Oij(Dkz) es no

lineal) de tipo Bingham tiene 1a siquiente expresiodn:

- D oL
(5) OiJ = - P 61j + Olj s 15]) = 1’2’3'
con:
‘ 2
i) o0 (V) <g¢° si D (V) =0
(6)
.. D ,~> > DlJ(V) ~ > . >
(1) oij(v) = 2u Dij(v) + g ;;1:7:;: = 2M Dij(v) , Si DII(V)# 0
DII(V)
donde:
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( p: presién

D . i D

0~ : tensor desviador de tensiones (tr(o”) = Q)
6ij : delta de Kronecker

g >0 : 1imite de plasticidad

(7) ﬁ k>0 : viscosidad del fluido

~ > g . . .

u(v) = 4 + ———— : viscosidad variable del fluido
2VDH(V)

D (7) -1 % D..(V) D..(V) : 2° invariante del tensor D

11 2 ; j=1 13 ij
3
L 021 = .1'_ z o]?- oD .
2 i,j=1 Y 1

Ademds, el primer invariante del tensor D es nulo, pues

tr D(V) = div Vv = 0.

La ley de comportamiento (6) puede ser invertida de la si-

guiente manera (Ejercicio 1):
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ij
(8)
1 g D D >
ii) (V) =5~ (1 - Yoo, si Joo (V) >g
ij 2H ij I1
'011)1

La condicidon sobre l1a frontera es la adherencia a la pared,

como para los fluidos viscosos cldsicos, es decir:

(9) v/r=-6 LI
EJERCICIO 2.
nij(3)=o,Vi.j=1,2,3 » 33,b/ V(X) = a+bax.,

OBSERVACION 1,

La ley de comportamiento (8) presenta la particularidad suple
mentaria, puesta en evidencia por (8i) y Ejercicio 2, que el

fluido se desplaza como un medio rfgido si una cierta funcién
de las tensiones aij no alcanza el 1imite g (en nuestro caso,

dicha funcidon estd representada por / 021). »
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OBSERVACION 2.

Si en (8) se tiene g = 0, entonces se encuentra la ley de com
portamiento de un fluido viscoso incompresible clasico (4Lui-

do newtoniano).

Por 1o tanto, se pude considerar que el fluido de Bingham es,
para g pequefo, un modelo aproximado del fluido viscoso cldsi
co (esto serd precisado mas adelante cuando se estudie el 17-
mite de la solucidn, correspondiente al fluido de Bingham,

cuando g -~ 0, a través de la formulacidn variacional). 4

OBSERVACION 3,

Si g > 0, se observan zonas rigidas en el movimiento del flui
do. Si g crece las zonas rigidas aumentan y si g es muy gran
de, entonces las zonas rigidas bloquean completamente el movi
miento (esto serd precisado mds adelante, cuando se demuestre
que existe un valor 9. Limite cnitico de plasticidad, que

tiene la particularidad que la solucidén es nula para g=g )..

o

OBSERVACION 4,

Si se tiene u = 0 en (6), la relacidn (8i) es valida en tanto
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que {8ii) no 1o es,

La condicidn (6ii) indica que:

D..
r O'l?_ - g 1]
1_‘] D
11
(10) 1
D _ 2
L con OII =g

con 16 cual las relaciones (8) deben ser reemplazadas por:

Los materiales que obedecen la ley de comportamiento del tipo
(11) son conocidos con el nombre de mateaiales nigidos pernfec
tamente pLdsticos. En nuestro caso, la ley plastica (11) es

1a de Von Mises.

En (11) se ve que el punto representativo en R’ del desviador

. D . .
del tensor de tensiones 0~ se encuentra siempre en el inte-
. . 2
rior o sobre la frontera de la esfera de ecuacién OII = g°~.
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Si dicho punto estd en el interior el material estd en estado
rigido, y si estd sobre la frountera entonces el material pue-
de tener una deformacidn plastica.
E1 problema a estudiar consiste en hallar la velocidad 3 y la

presién p del fluido, solucién de las condiciones (2), (5),

(6), (9).

OBSERVACION 5,

E1 problema (2), (5), (6), (9) es un problema de frontera 1i-
bre debido al hecho que el dominio £ estara constituido por
dos zonas: una con ley de comportamiento (6ii) y otra rigida
con ley de comportamiento (6i), las cuales estardn separadas
por una superficie (frontera libre) que resulta desconocida a
priori. Veremos que dicha frontera libre no interviene expl?i
citamente en la formulacidon variacional. Para una mayor in-
formacién sobre el fluido de Bingham ver [G2,D3] y la biblic-

grafia correspondiente. g

3.2. FORMULACION VARIACIONAL

Las ecuaciones y condiciones que estudian el problema son:

112



3 p 1353
divu=0 en
+ —
uﬁﬂ— 0

(12) !
5 ->

olj(u) - -p 1J + olj(u)
¢ 2

g I(u) <g
{

D =2uD. (u) +

L=MA 1.

4 3 >
- Yo (u) = f, en@, i=1,2,3

1]
o

. ->
s1DIIhn

5 DII(E) 40 .

. . > . .
Si u es uta soluciin regular de (12), entonces u es solucién

de la

inecuacidn variacional:
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(13)
u €K
donde:
p 1 3
V= (@)
K=1{VEV /divV =20 en ) convexo, cerradoyno vacio de V

(14) { §() =2 j b (3 dx , D (V) =

oVv. ov.
) = | FxVax, o (00 = Fat e ad)
Q ij 20X, X.
] 1
a(U,v) = 2 % D..(u) D..(V) d
LAY T i,j=1 ‘Q 1j ij v,

Demostracidn.

Si se multiplica la ecuacidn diferencial en (12) por (vi-ui)

con v = (V1’V2’V3) € K, se suma con i,j = 1,2,3, se integra
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sobre Q y se tiene en cuenta que:

3 3

> > >y D R S
- Z_ -P 6ij Dij(v‘“) =-p )} D..(v-u) = -p(div v - divu) = G,
l’J—l i=1

se obtiene:

L}
Sy
o~
]
<
—
<y
~
_—
<
e
'
| =
[N
~
(%
b4
n

J f x (3-3) dx
Q

3 ’ N
= o -UL ) . | u) r.(v,-u.) dy =
JQ i,§=1 35 (0(vymuy) cdx + e (6) rolvi-u)
3 -> > >
- T o) o, -0 ox -
i,j=1 *
3 D ,» > >
i JQi,§=1 alj(u) DlJ( ~U) dx =
s 3D, (@)D, (V) .
=pa(u,v-u) +g ) J Il — dx - g j(U)
i,i-1°2 Yo (W)

De la desigualdad (Ejercicio 3):
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3 - > >
(15) g D5(8) D;.(¥) < 2/ (&) /D, (V)
sigue (13). g
EJERCICIO 4.

Verificar que si Ogj(V) estd definido por (6ii) entonces se

tiene:
(16) 1 o2 (V) = ¢* .,
DII(V)+O
LEMA 2.

) .« - . . - - . L3 - +
La inecuacién variacional (13) tiene una dnica solucién uUu€K,

la cual estda caracterizada por el principio de minimo:

J(U) <J(V) , ¥V eEK

(17)
u € K
donde:
J(V) = % a(v,v) + g i(V) - L(V)
(18)
L(V) = (F,V)

116



Demostracidn:

La forma bilineal a es continua, simétrica y coercitiva sobre
V, y L es una forma lineal y continua sobre V. Para aplicar

el Ejercicio I1.12 es suficiente verificar que j es convexa Yy
continua en V, con 10 cual j serda semi-continua inferiormente

en V débil, por el Ejercicio II.11.

La continuidad de j en V, surge de las siguientes propiedades:

IT

) 3 =31 = 2l Vo () ax - | Vo (@) ax <

N

V) -vD._(U)]| dx .

II( II

2 JQ|\/D

i) (19) Vo, (V) -V, (@) < Vb, (V-T) (Ejercicio 5).
ii1) (20) 3V -5 ] < [3(-D) |

iv) (21) |i(V)| < 2 Vmed(Q) \/JQ D, (V) dx = Vmed(Q) WV,
donde
3
(22) e ”/Z,§=1 J, Di @) 050 ax

17



v) EJERCICIO 6.

~»> . .
v @ es una norma equivalente a la norma de V, es decir:
[

(23) 3c >0/ c Vi< AVE <IVI ,
donde:
R fs /3 N
(24) W=V Iowar, =V J j v, 1 dx
=1 T imle

representa la norma en V (utilizar la desigualdad de Korn,

ver [D31).

La convexidad de j en V surge de la desigualdad (Ejercicio 7)
(25) D (ti+(1-t)V) < (t@ﬂl-t)\/m)z , ¥ te 0,11,

OBSERVACION 6.

La interpretacion de la solucidon de la inecuacidon variacional

(13) como solucidn del problema (12) es delicada. Por una ve

rificacién formal ver [D3,p.2851. 4
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3.3. FLUIDO DE BINGHAM EN UNA CANERIA CILINDRICA

Se estudiard el problema (12) correspondiénte al fluido de
Bingham en una cafierfa cilindrica rectilinea, representada

por £ x (-w,+x), donde:

(26) 2 es un dominio acotado del plano x-y,

bajo tas hipdtesis:

(i) (27) U = (0,0,u) (movimiento laminar)
> >
iji) f = 0 (no existe campo de fuerza exterior)

iii) p. y p2 son las presiones en las secciones

z =0y z =h2>0 respectivamente,es decir:

p(x,y,0) = P, > ¥ (x,y) €Q
(28)
{ p(x,y,h) = P, » ¥ (x,y) € Q.
EJERCICIO 8.
(29) divu=0 e u=u(x,y). g
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EJERCICIO 9.

-5
Si div u

@

c

|

S8
e

(=3
c

(o3
<

= 0 , entonces:
1
0 0 5
. >y - _ 1
| lau 1lau
(30) 2w
i1) VD (U) =% Vu|
-
iii) Si |vu]# 0, se tiene:
r 0 0
D,> _ ,. D > _
o’(d) = (0. (D)yy = | 0 0
D D
[ 04 (W) 035 (W)
con:
, D (=>y _ _9 you
031(U) (“+ |-'-7)Ul) 3 X
a)
D -+ _ g ou
31 1 0 = + v
D > _ D > 2 D -> 2 _ ->
[ b) Vo (u) = ‘/("31(“)) + (05,(u))* = ulvu| +g
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EJELCICIO 10,

- - + » . . [
Si di 1 = 0, entonces las ecuaciones del equilibrio

Il o~
Q
n

e . 0, nos dan:
1 1]3,1]

= .a_E=
i 1l = % 0
= = .a_R: -
(32) ﬁ i 2 5y 0
D D
00 00
. ap _ _ 31 32 _
(1 =3 = = s 3y ¢ (constante)
obteniéndose:
i) [ p =p(z) =-cz+p,
(33) ]
Py =Py
| ¢ = F > 0 : calda Lineal de presiln
ii)
202 (u) 202 (u)
(34) 31 32 - ¢t en @
9d X ay ¢ ‘| )
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Resumiendo. el problema (12) se reduce a hallar:

D _ D
(35) " 031 AOBI(Xs.Y)
D _ D

solucidon de:

D D
00 00
SRR
U/P=O\
( D 2 D 2 2 2
(36) { [ (63 +(e),) < g% si [Ful =0
D g ou 3
{ a = (p+ ) =—
31 |gul 0 X
L si |Vul| # 0 .
D g ou
g = + -_—

LEMA 3.

Si u es una solucidn regular de (36), entonces u es solucidn
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de la inecuacidn variacional:

p oa(u,v-u)+g j(v)-a j(u) = L(v-u) , ¥ v €V

(37)
u v
donde:
¢ _ 1

V = HO(Q)
£ 5 - ,

af{u,v) = J Vu x Vv dx dy
Q

i(v) = jQ [Vv] dx dy

—

—
<

~
tl

o J v dx dy
Q

Demostracidn:

Si se multiplica la ecuacidon diferencial a derivadas parcia-

les de (36) por v-u, con v € V, y se integra sobre Q, se ob-

tiene:
D D
00 00
_ 31 32 ‘ _
L(v-u) = - JQ( 2Ly 22 (vou) ax gy -

123



de donde se obtiene (37) (Ejercicio 11). -

LEMA 4,

La inecuacién variacional (37) tiene una idnica solucién u€yv,

la cual estd caracterizada por el principio de minimo:

(39)
u ey
donde
(40) J(v) = S alv,v) + g 3(v) - L(v).

Demostracién:

Se utilizan los Ejercicios II.11, II.12 y el Ejercicio 12 si-

guiente. g
EJERCICIO 12.
i) j es continua en V, mds ain:

(41) 1i(v) - j(u)] < vVmed(£2) Pv-ully .
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ii) J es convexa.g

A continuacidon veremos algunas propiedades que goza la solu-
cidn ug €%, para cada g > 0, de Ta inecuacidn variacional
(37).

LEMA 5.

La aplicacion g > 0 — ug € V es lipschiziana, es decir:

(42) I M>0/ bu, -u | <Mg,-g,

2 1

Demostracion:

Si se toma v = u, € V en Ta inecuacion variacional correspon
2

diente a ug y v = ug € V en la inecuacidén variacional co-
1 1

rrespondiente a ug » ¥ se suman ambas desigualdades, se obtie
2

ne:

I "2 ( ) <
glu  -u = u a(u_ -u_ ,u_ -u <
g g .
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< |gz-gll\/med(ﬂ) Ilug -ug'ﬂv

2 1

de donde se obtiene (42) con M =

v/ med (£2) > 0.
u ]

" EJERCICIO 13.

(43) 3 a >0/ J [¥v| dx dy > a J |v] dx dy , ¥ v € V.
o Q °Ja

(Hacer una demostracién andloga a la de Friedrichs-Poincaré,

ver por ejemplo [N11). g

LEMA 6.
- C .
Sea 9. = E; ,» entonces:
(44) u, =0, ¥g3>g.

Demostracion:

J(v) =S a(v,v)+g §(v)-Lv) >

>9.ﬂv)-HV)>(9%-C)Jﬂlvldxdy,v vev,
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Si g = g.» se tiene J(v) =2 0, ¥ v €V, y como J(0) = 0, debe

~

ser u, = 0 la Gnica solucidn del problema de minimo (39).,
OBSERVACION 7.

E1 lema 6 justifica lo anticipado en la observacién 3.,
LEMA 7.

Se tiene:

(45) 1im lu_=-ull, = 0
g~+0 g V.

donde u es la dUnica solucidon de 1a ecuacidon variacional:

p alu,v) = L(v) , ¥ v EY
(46)

Demostracidn:

La ecuacién variacional (46) tiene lGnica solucién u € V por a

plicacidon directa del Teorema de Lax-Milgram,
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Si se toma v = u € V en la inecuacidn variacional (37) corres
pondiente a ug EVyv=uy- ug € V en 1a ecuacidén variacional

<

(46) correspondiente a u € V, se obtienen:

- + i - 3 > -
I a(ug,u ug) g j(u)-g J(Ug) > L(u ug)

(47)
u a(u,ug-u) = L(ug-u)
y sumando:
b -ul? = & a(u -u,u -u) < g (§(u)-3(u))
wlu -ully = & U -u,u -u g (j(u)-j ug <
< gvmet(9) llu'-ug_’lV

es decir:

(48) tu_-ul, < Yred(@)

de donde surge (45). 4
EJERCICIO 14.

E1 elemento ug e V verifica:
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i) a(ug,ug)+9 j(ug) = L(u_)
(49)
i) 9 () = ;_- poaluu)

donde Jg estd definido por (40) para cada g > 0.,
OBSERVACION 8,

E1 lema 7 justifica lo ya anticipado en 1la obsgrvacién 2.
EJERCICIO 15.

La Gnica solucién u € V de la ecuacidn variacional (46) esta

caracterizada por:

E1 funcional j no es diferenciable segin Gateaux en V; a con-
tinuacidn se aproximard j por un funcional j_, diferenciable
segiin Gateaux en V, que converga a J para € » 0, Este método
de trabajo recibé ¢l nombre de MEtodo de Regularnizacibn (ver

(L3,G51),
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Sea

{jg VR /5 (v) = [ VeI dx dy
(51)

L € > 0.
EJERCICIO 16.

i) E1 funcional jc es diferenciable segin Gateaux en V,

siendo:

(52) (jé_(u),v>=J TUX IV dx dy

{2 Ver+|Tul?

ii) 0 € Vt*+e? - |t| €€ , ¥ te R, ¥e >0.

ii1) 0 €, (v)-3i(v) <e med(9)., (53)

Si se considera la inecuacién variacional (37) con j6 en lu-

gar de j, para cada g > 0, se tiene el siquiente prdb]ema:

walu ov-u )+ 93 (v) - aj(u)>L{v-u

g€ € g€

(5¥)

ugee V.
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EJERCICIO 17,

i) ¥e >0, ¥ g >0, existe una Gnica solucidn uge € V de

la inecuacidn variacional (54).

ii) EIl elemento Uge € V es solucidn (54) <« Uge €S solucidn

de T1a ecuacidon variacional no linedl:

( u a(uge,v) + g (jg(uge),v> =L(v) , ¥veEV

(55) 1
u €V,

g€ [ ]

A continuacidon veremos de qué manera uge € V aproxima a

ug € V cuando € >~ 0, para cada g > 0.

LEMA 8.

(56) Tim lu _-ull_, =0
€ >0 g€ g

Demostracion:

De (37) y (54) se obtienen:

i . s S
u a(ug,u u)+g J(Uge) 9 J(Ug) L(ug

~-u
g€ g 8)

T a(uge,ug-uge) +g j(ug) -gj(u )=>Lu-u )
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de donde, por adicidn, se tiene:

-palu -u

getgatig ) F 90 (u)-3(u ) + a(3luy ) - 5 (u ) >0

es decir:
p lu -u H2 =palu ~u ,u -u) <
g€ gV g€ g g€ g

<palugeuuou) + gl ug )-du ) <

-u
g 8€ g €

<9 (J(u)-ilu)) < g e med(9).

Por 1o tanto:
(57) hu _-u 1. < J9med(®) o
- ge. g Vv K -

obteniéndose (56)..
EJERCICIO 18.

i) (58) ;ig ﬂuge-uHV= 0

ji) Se tiene el siguiente diagrama:
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donde:

(59)

LEMA 9,

E1 elemento u, € V es solucidn de (37)

’

\

)

uey

u, €V es la (nica solucién de (54), parae >0, g> 0

ug e V es la iinica solucién de (37), para g> 0

ueV es ia dnica solucidn de (46)

cidon del problema:

\

P

u

g

g

X Vu = |Vu_] en c.t.p. de @
g g

EV,p €A
pg

hd {ug,pg} es solu-

[ pa(u,v) +g f p x Wwdxdy =L(v),¥YveyV
g Q 8
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donde:

(61) A={q=(q),9,) € (L2()?/ lql = Vaitai <l en c.t.p. de @1} .

Demostracibn:

=) Sea
Vu
(62) P = ef
8¢ \/ 2 2
e*+|Vu__|
g(:'
Entonces se tiene:
m a(uge,v)i-g fﬂ pgeX$V dx dy = L(v) , ¥ v €V

Como A es cerrado y acotado en (LZ(Q))Z, se puede extraer de

(pge)e una subsucesidn, notada ain (p tal que:

ge)e’

2 2 P
Pee P, ©n (L°(2))° débil
(64)

€ A
pg

Teniendo en cuenta (56) y (64), de (63) se deduce:
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Py X Vv dx dy = L(v) , ¥ v €V

Si en (65) se toma v = ug € V y se compara con (49) se obtie-

ne:
-5
j(u - X Vu dx dy = 0
iu,) jﬂ p, x u_ dx dy
es decir:
-5
vu - XVu )dx dy = 0
JQ (] g| Py g) y
que con:
-> ->
X V < vu < |Vu
ng ugl |pg|| gl l gI
implica:
(66) p xVu = |Vu |
g g g

<) Ejercicio 19. 4
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NBSERVACION 9.
E1 elemento pg € A, en general, no es dnico (ver [G3,Cap.51).4
EJERCICIO 20.

E1l elemento {u,p} solucién de (60) es un punto de ensilladura

sobre V x A del funcional:
(67) £(v,q) = % a(v,v) + g JQ qx Vv dx dy - L(v)
‘es decir:
£(u,q) < £(u,p) < ¢£(v,p) , ¥YveV,YaqgeAh
(68)
OBSERVACION 10.

Numerosas aplicaciones numéricas pueden verse en [G3].4

A continuacidn se verda un ejemplo con solucidon exacta.

EJERCICIO 21.

136



Sean:

Entonces la solucidn u, = ug(r) € V de la inecuacidn variacio

nal (37) verifica:

c R

i) Si a2 5 entonces:
70 = 0
(70) ug(r)
. . . c R
ii) Si g < - entonces:
(£ (R - 49 i eq
ym (f C) si < r < -
71 =
(71) uy(r)
L (rR2.,2y _ 9 ¢pn. . 29
o (R r°) : (R-r) si 2 <r< R.
- c R
iii) Si g < et entonces:
u e Vvan Hz’oo
(72)
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OBSERVACION 11.

Para £ dado por (69) el valor critico de plasticidad 9. esta

dado por:

(73) g = &R

c 2
Vemos ademdas que g. no depende de la viscosidad pu del! fluido.g

Veremos a continuacidon como determinar el valor critico de

plasticidad para un dominio acotado 2 de R?.

LEMA 10.
Se tiene:
i) (74) g = uy =0
a g
ii) (75) g<S = u #0
a g
donde:
( a = Inf j(v)
! veS
(76) \'j
L S =A{veV /vl = 1}

RC)
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Demostracidn:

i) Utilizar un procedimiento andlogo al Lema 6 (Ejercicio

22).

ii) Es una demostracidn bastante delicada, ver [G4].,

OBSERVACION 12.

E1 valor a, definido por (76), también puede calcularse como

(Ejercicio 23):

a = Inf j(v)
veH
(77)
H={veVv/ JQ v dx dy = 1} .4

Se tienen, asimismo, algunas otras propiedades generales para

la solucién u, €V de (37).

LEMA 11,

Las aplicaciones:

>
g >0 — a(ug,ug)

g>0— j(u)
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son no crecientes, es decir:

(78)

Demostracidn:

i) Se tiene:

(79) J_(v) =B a(v,v) +g.i(v) - L(v) <
81 2 1
<Ea(vyv) + g d(v) -L(v) =J (v) ,¥veEV,
2 2 89
y por (49ii) se deduce:
u u
-=~alu ,u )=1InfJd (v) <Ing®Jd (v)=-%a(u ,u
2 81 81 yev 8 v{s &) 2 " 8y 8

obteniéndose (78i).

ii) De la demostracidén del Lema 5 se pueden obtener:

(80) (g,-a)(ilu_)-3u )) <0
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es decir (78ii). 4
LEMA 12.

Se tiene:

(81) u >0 en c.t.p. de Q.

Demostraciédn:

Si se toma v = (ug)+ en (37), se tiene:

- + -
, + gj - 9J > L
I a(ug ug) ga(ug) gJ(ug) (ug)
Por otra parte:

r - — _ - -
a(ug,ug) = a(ug,ug)

{ 3lug)-dtu)) = §(uy) >0

L{u~) = N
L (ug) c IQ ug dx dy > 0
con 10 cual se deduce:
wlu=1> (4™, u") ") - L(uT) <0
u = < - gj - <
gly = # a Ug sy gJ(ug) ug

es decir lIu;llV = 0, de donde surge (81).,
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4. SEMICONDUCTORES BAJO UNA UNION P-N

4.1. INTRODUCCION

Consideremos una placa rectangular R = (0,a) x (0,b) de un ma
tenial semi-conducton de tipo N (dador de electrones),a quien
se le coloca una barra de un material semi-conductor de tipo

P (captor de electrones) en la zona representada por el seg-

mento 6@.

§>2

I

""“”_'

Ql

-
o [ ]
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Los bordes AB y o de 1a placa R se conectan a tierra y al

conjunto placa-barra (1lamado unién P-N) se le aplica una di-
ferencia de potencial de V_ volt (V_ > 0). Debido a dicha di
ferencia de potencial la placa R tenderd a desprender electro
nes que serdn captados por la barra 5%, formandose a su alre-

dedor una zona £ que estard cargada positivamente.

Sea I' Ta frontera libre del problema, zona desconocida a prio

ri, que separa los dominios Qy R-Q = Q',
Consideremos:

(¢ : potencial eléctrico

> >
E =- vy : vector campo eléctrico
> -
J = 0FE : vector densidad de corriente
(1)  + o >0 : coeficiente de conductividad de la placa R

p : densidad de carga eléctrica

€ >0 : permitividad del vacio

>
div(E) = EB' (primera Tey de Maxwell).
O

LTamaremos:

143



=
]
o
m
L
=
]
>
o™

o 3
(2) { r,=0p , T, =8BC
| T, =EA , T, =CO

E1 problema consistird en hallar el potencial eléctrico ¢, de
finido en R, que satisface (en régimen estacionario) las si-
guientes ecuaciones (se tiene en cuenta que la densidad de

carga eléctrica es p > 0 en €y nula en Q'):

Ay

I
o

en

(3)
Ay

fL =§ >0 en &
o]

y las siguientes condiciones de contorno:

i) Sobre Fo, F3 y F5 se conocen los valoeres del potencial

eléctrico v, en cambio sobre T I, yT, el flujo de co-

1? 4
rriente entre la placa R y el exterior es nulo, es decir:
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— oy —
( ‘P/l'; = - vO s ﬁ‘/r‘l =0 (*)
(4) { e/p =0 . 5% =0
% on Ié
oy
\ ¢/ = 0 L] / = 0
IS on °I,

ji) Sobre la frontera libre I', el potencial eléctrico ¢ debe
ser continuo y ademds, el flujo de corriente entre  y ' es

nulo, es decir:

¢ continuo en

(5)

Resumiendo, el problema (3), (4), (5) puede plantearse de la

siguiente manera (se considera que v = 0 en Q'):

Hallar el potencial eléctrico ¢ definido en R, que satisface

las condiciones siguientes:

(*) Si sobre I'; el flujo de corriente eléctrica es nulo, entonces se tie
> > >
ned xn=0 (n versor normal exterior a Pl), es decir %%wfp = 0,
1

Andlogamente para F2 y FA‘
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4.2. FORMULACION VARIACIONAL

Se tienen las siguientes propiedades:

LEMA 1.

Si ¢ es una solucidén regular de (6), entonces

(7) -Aapzf)(Q en D'(R)

donde X es la funcién caracteristica del conjunto €.
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Demostracion:

¥ v € D(R) se tiene:

(-Ap,v)=(-¢,AV ) = j -9 Avdx = J - pAv dx +J -pAvdx =
R Q (94

de donde surge (7).,

OBSERVACION 1.

Dado ¢ (constante positiva) y conocida 1la solucién de (6),

entonces el conjunto £ puede ser determinado por:

(8) Q= (x = (x;,x,) ER/ e(x) <0} .
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Sean:

(v = HY(R)
K={vev/ . v<O0enR,v/p =-V_ ,V/p,p =0},
o 375
conjunto convexo, cerrado y no vucio de V.
(9) { K,={vev/ ' v<OenR, v/p p,p =0}
o 375

a(u,v) = J Vu x Vv dx
R

(u,v) = lejv dx

L L(v) = JR £ v dx .

LEMA 2.

Si ¢ es una solucidn regular de (7), entonces ¢ es solucidn

de la inecuacidbn variacional:

a(p,v-¢) =2 L(v-v) , ¥ v € K
(10)
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Demostracion:

De (9), ¥ v € K, se tiene:

i)

("A‘p oV "p)

(-Ap ,v-v)

= (E XQ,V"p)

=jﬂ§(v-¢hx

> JR £(v-y)dx

J—Acp(v - )dx
R

1]
QL
———
AY)
-
<
1
AY)
~—
]
Sy

ale,v-v).

L{v-ep).

E} (v-p) dx =
| £

fR E(v-¢)dx - ng E(v-vp)dx >
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De i) e ii) se obtiene (10).4
LEMA 3.

Existe una Gnica solucidn ¢ de la inecuacidn variacional (10)

P
con ¥3No.

Demostraciodn:

Es suficiente aplicar el Lema 1.6 y el Ejercicio I.114i (Ejeg

cicio 1).,

OBSERVACION 2.

Conocida la solucidn ¢ de la inecuacibn variacional (10) se
puede definir £ por (8). Interpretar la solucidn ¢ de (10)

(Ejercicio 2).

Ademds como en otros ejemplos anteriores, la frontera libre

no aparece explicitamente en la formulacién variacional.,

A continuacifn veremos un ejemplo unidimensional para el cual

la solucidn exacta puede calcularse.

EJEMPLO 1.
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Sean:

a

(11) $

r = {01}
r3 = {a}
' = {x_}

Entonces el problema (6) estd dado por:

(12) )

(13) !

-¢"(x) = & >0en (0,x ), 0<x_ <a
e(x) = 0 en (x_,a)
o(x, ) =0
e'(x) =0
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Para que la solucidn (13) exista, los datos {V_ ,£} deben sa-

tisfacer la siguiente restriccion (x0 < a):

(14) —2> < a

OBSERVACION 3.

En [H1,H2] se plantea un problema mds general, el de la unidn
P-N de un transistor biselado, como asimismo la correspondien

te aproximacidn numérica. Ver también [C2]. 4
OBSERVACION 4.

Supongamcs el caso fisice en que se conozcan el conjunto 2 (y
por énde la frontera libre I') y el potencial V0 aplicado so-
bre Fo, pero se desconoce la densidad de carga eléctrica p (y
por ende ¢ = fL) en §2. Se podrdn conocer {v;£}7 4

o

EJEMPLO 2.
Se analtzard la observacidon 4 para el ejemplo 1,

Supongamos que cCOnOCEMOS:
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2= (0,x)

(15) { T

{x 1}
(o]

L con 0 < X < a

entonces ¢, & estdn determinados por (Ejercicio 4):

( 2VO
£ =
o

(16) {

Vo 2 Vo Vo 2
| e(x) = - X"t 2 —=x -V = - (x - xo)
X X X
(o] (o] (o]
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5.

5.1.

Se
de

un

PROBI EMA DEL DIQUE POROSO

INTRODUCCION

estudiard el régimen estacionario bidimensional del flujo

un fluido homogéneo,

isotropo e incompresible a través de

medio poroso; consideremos el dique de paredes verticales

y base horizontal:

154
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Tierra seca
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donde:

(0 = (0,0)

B = (a,0)

C = (a,h)
F = (0,H) , H>h
(1) 1 C, = (a,e(a)) , ¢(a) > h
A= (0,b) , b>H

D = (a,b)

R = (0,a)x (0,b):dique de tierra (material poroso)

S
1

{(x,y) € R/ 0<y<ep(x),0<x<a}:zona bahada.

Por efecto de la gravedad el agua filtrard del nivel mas alto
al nivel mas bajo, es decir, de izquierda a derecha en nues-

tro caso.

En la zona banada 2 se tiene la ley de Darcy que establece:

<¥

(2)

165



donde:
( > . .

v : velocidad del fluido
u=y+ 5— : potencial

p(x,y) : presion del fluido

<
H

Pg >0 : peso especifico del fluido

2
"

p >0 : masa especifica

(3) 4
g > 0 : aceleracion de la gravedad
kK = %?—: coeficiente de permeabilidad del medic respecto
al 1iquido
k>0: permeabilidad fisica del material poroso

{ n >0 : viscesidad del 17quido.

CBSERVACICN 1.
£1 problema es esencialmente tridimensional, pero debido a

que se¢ supsnen secciones constantes, se considera como si fue

se bidimensional.,
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OBSERVACION 2.
La zona bafiada £ es 1a que se encuentra debajo de la curva
y = ¢(x) .que la separa de la zona seca. Dicha zona es no co-

nocida a priori y representa la frontera libre del problema.g

A continuacidn veremos las condiciones que deben satisfacer

las funciones inc6gnitas {u,p}, 0o en forma equivalente {p,p}.

De 1a incompresibilidad del fluido se tiene:

<v¢

div = 0 en Q,

es decir:

(4) Au 0 en Q2 (Ap = 0 en Q).

OBSERVACION 3.

De (4) surge que existe v, funcifn arménica conjugada de u,
que estd definida, salvo una constante, por las ecuaciones de

Cauchy-Riemann:

(5)
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A v se la 1lama 4uncibn de corndiente, que tiene la propiedad
que las curvas representadas por v = cte. son Lineas de co-

nndiente, es decir trayectorias para las particulas de fluido.

Ademds, las l1ineas de corriente v = cte. son ortogonales a

las curvas u = cte., que son 1lamadas £Lineas equdipotenciales.

Por otra parte, a la funcidon & = u+iv se la 1lama potencial

complefo. g

Sean:
( I;= 0B = [0,a] x {0}
[ = OF = {0} x [0,H]
(6) { T,= BC = {a} x [0,h]
£ = {(x,y) / x € [0,a , vy = 9¢(x)}
| T, = C_C¢ = {a} x [h,e(a)]l (Linea de emergencia).

Se considera, sin pérdida de generalidad, que la presidn at-

mosférica es nula. Por lo tanto:
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Las condiciones de contorno son las siguientes:

i) Las porciones de frontera q_ y rh son lineas equipoten-

ciales, es decir:

u/p = cte = u(F) = H
1
(8)
u/p = cte = u(C) = h
2

ii) Sobre la porcién de frontera Q), que Se supone que es U

. . . > >
na base impenmeable, el flujo es nulo, es decir v.n=20

(R = -3 versor normal a Q)), con 10 cual se tiene:
au = 9p = -
(9) ay/F 0 (ay/F 7)

ii1) Sobre la frontera libre £ la presion y el flujo son nu-

los, es decir:
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(10)

que pueden escribirse como (Ejercicio 1):

p(x,¢(x)) =
(11)

9

5y (xe(x))

0

donde el versor normal a £ estda dado por:

(12) A= - —21X)

-¢'(x) -g—)P(- (x,0(x))+vy = 0
7 ! P

Vi+t(e'(x))? Vit(e'(x))?

jv) Sobre la porcifn de
Ta condicion fisica

trar, es decir:

o en forma equivalente:

160
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que puede salir fluido pero no en-
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i) plp =0
(13)
i) W/ <o (2By

La condicién (13ii) es innecesaria, ver Ejercicio 3 y

[B6,V0l.2 p.1061.

Existen, ademdas, algunas propiedades fisicas que es necesario

conocer:
EJERCICIO 2.

Si L es una 1inea vertical que une Q) con £, entonces se tie-

ne:

J vxn dy es constante, independiente del punto x.
L

Mas ain, dicho valor estd dado por:

> >
(14) JL vxn dy = k(vo-vv) , ¥ x

donde:
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o~~~
—
(@]

v : funcidn de corriente

. ‘ . . > -
que nos dice que el flujo del campo vectorial v a través de u
na seccidn de un tubo de corriente (regidn comprendida entre
dos 1ineas de corriente) es constante. Dicha constante rec:-
be el nombre de descarga del dique y se la nota con q.,

NBSERVACION 4.

La descarga del dique estd dada por:

@Y (x) Y (x)
3 ¢ _k oD
(16) q = -k J 2E-dy = - ——J == dy
0 a X Y 0 J X ]
EJERCICIO 3.
i) En general, se tiene:
d 1 W(X)QP_ - ' 2 du
(17) E;H‘J o Ayl = - VI (X)) == (xe(x)).
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Mas adn,

ii) Para un digque no necesariamente de paredes verticales,

en nuestro caso ambos son

se tiene la equivalencia:

En resumen.

cen las condiciones siguientes:

(18)

(

0

[+%]
=

|

(o8]
pos

p=0enR-Q

Ap =0 en
p/q_ = 7(H-y)
p/p = r(h-y)

2
-gy/ro =y >0
p/%=0

p(x,p(x)) =0

9p

5y (6P(x)) - ¢'(x)

<0enf UL

w

2D (x,0(x)) +7

iguales a cero.

¢ (x)
%.f %g-dy es no creciente en [0,a] <«

0

el problema consiste en hallar p, ¢ que satisfa-
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OBSERVACION 5.
Por el principio de maximo en (18) se tiene p > 0 en 2.

En general, la descarga del dique no es conocida [B6], salvo

en el dique a paredes verticales, que analizamos, segin el:

LEMA 1,

H™ - h
19 :._.__.____k
(19) 9 53

Demostraciodn:

Por (16) se tiene:

v (x)
v_ 3
-gk—— JO 5‘)9(-(X,y) d.y s ¥ x

e integrando en la variable x de 0 hasta a, se deduce, apli-

cando el teorema de Green en el plano:

_9;7_1” g—Rdx dy=J p(x,y) dy =
k Qo £19)

h 0
=J p(a,y) dy + J' p(0,y) dy =
H
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0

h
= [ v(h-y) dy + f y(H-y) dy = - v 2 ’
0 H

de donde sigue (19).,
LEMA 2,

i) u decrece estrictamente en L.
ii) la funcidn ¢ es estrictamente decreciente,.
Demostracibn:

i) Teniendo presente que debido a 1a accidn de la aravedad
el flujo se realiza de arriba hacia abajo y de izquierda a de

recha, se deduce que:

Vig o= <k Vu/y = -k St

+

t : versor tangente a [

(-]

u
S

con 1o cual -k representa el médulo del vector v por lo

(-]

tanto u decrece en £.

ii) Surge del hecho que:
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u/g(x) = ulx,e(x)) = y(x)/7, + B2, o iy,

OBSERVACION 6.

Para un andlisis del problema en funcién de las incégnitas u,

v ver [B3].

Ademas, como la funcidén de corriente v estd determinada salvo

constante, se toma V/£ = 0, con 1o cual se tiehe que V/F =-%
. o

(usando el Ejercicio 2)..

OBSERVACION 7.

Veremos que para hallar la formulacibén variacional del proble
ma (18) serd necesario hacer un cambio de funcid6n incdgnita

(B1,B2], idea original de Baiocchi que ha dado lugar a numero

sas aplicaciones a problemas de frontera libre. .

65.2. FORMULACION VARIACIONAL

Sea el cambio de funcidn incbéagnita definido por:
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0 si (x,y) ER - Q

H
N

(20) w(x,y)

L J p(x,£) d& si (x,y) € Q

conocido como Transformacibn de Balocchdi.

OBSERVACION 8.

Conocido w podra calcularse la presidon p mediante 1a relacidn:
ow
(21) p(xs.y) = - T (Xs.y) ‘m

LEMA 3.

E1 problema (18) se transforma, en funcidén de la nueva incég-

nita, en:
( i) w=0en R - Q
ii) Aw = v en
(22) {

ii1) Aw = yXg en D'(R)

. iv) w=>0 en R
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donde X es ia funcién caracterfstica del conjunto Q.

Demostracion:

Ejercicio 4.,

LEMA 4.

lLas condiciones de ~contorno para w se expresan por:

i) @) =% (Hy)® . o<y &H

(h-y)* , 0

N
<
N
=

ii) w(a,y) =

TR

1) w/p =0

(23) \

Demostraciodn:

Ejercicio 5.

Para deducir (23vi) conviene verificar previamente que:
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0
% (x,0) = - 13
(24)

2
w(0,0) = 10

Sea la funcidn G(x,y) definida sobre aR de la siguiente forma:

'3'2-(H-y)2 si x=0 , 0<y<H
0 si x=0 , HLKy<b
0 si 0<x<a , y=6b

(25) G(x,y) =1
0 si x=a , h<y<b
04 2
E—(h-y) si x=a , 0gy<xh
2 .2
| %—(Hz- H ;h )si 0<x<a , y=0

Entonces el problema (18), segiin el cambio (20) de funcifn in

cégnita, se transforma en el siguiente problema:

( i) Aw = 7y en Q

ii) w=0 en R - Q
(26) . 4

iii) w=10, Yw=0 en £
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Sean:

- #H(R)

\
<<
[

~<
H

{vevVv/v>=0wenR, v/aR = G}

(27) 1

T
alu,v) = J Vuxvy
R

. L(v) = -7 JR v

entonces la formulacidn variacional del problema (26) estd da

da por el:
LEMA 5.
El elemento w es solucidn de la inecuacidn variacional

a(w,v-w) > L(v-w) , ¥ v € K
(28)
weE K

Demostraciodn:

Multiplicando (26i) por (v-w) con v € K, se tiene:
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—
e
<2
<
1
£
1]
—
e
>
£
<
1
£
1]
1
S—
e
<7
()
>
<
<
1
£
+
—
<
i
£

con 10 cual se deduce:

a(w,v-w)

[
]
S——
Q
2
<
]
£
1]
1
2
S————
-]
<
]
&
+
2
—
-]
1
Q
<
]
£
"

1}
—
<

|

£
+
2
—

<
V
-
<

1

£
<
<
Mm
~

es decir (28).

LEMA 6.

Existe una Gnica solucién de la inecuacidén variacional (28)

la cual estd caracterizada por el principio de minimo:

(29)
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donde

(30) Jv) = 1 jR Wvi? + "[R y

Demostracidn:

Utilizar el Lema 1.6 y o1 ejercicic 11.9. 4

Para el estudio de la regularidad de la inecuacid6n variacio-
nal (28) ver [B2,B6]; mas aln, conocido w, el conjunto 2y la

frontera libre £ se definen por:

<
l

{(x,y) € R / w(ix,y) > 0}
(31)

=
n

{(x,y) €382 / (x,y) & R}

Num2rosas otras aplicaciones al problema pueden verse en

[(B4,B5,M1]. g
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6. PROBLEMA DE STEFAN A DOS FASES

6.1. INTRODUCCION

ET»prob]ema de Stefan estudia la temperatura en el espacio o-
cupado por dos fases de un cuerpo, generalmente una fase sd1i
da y una fase 1Tguida (ejemplo: hielo y agua). Las funciones
que representan las temperaturas de las dos fases satisfacen
las correspondientes ecuaciones del calor. La superficie,de
separacidn, que se encuentra a temperatura constante, es una
incégnita suplementaria del problema sobre la cual existe o-
tra condicidn que surge del principio de conservacidn de la e

nergia [D1,F1,R2].

E1l interés y la dificultad del problema se debe a la presen-
cia de dicha superficie de separacidn entre las fases, a la
cual se Ta 1lama la frontera 1ibre del problema, cuya detefmi

nacidon es de fundamental importancia en la prdctica.

Se estudia la temperatura # = 6(x). definida para x € Q, don-
de 2 es un donainio acotado de R3, que representa el material,
con frontera ' = 3Q regular. Se supone que 8 = 0 (0 grado

centigrado) es la temperatura del cambio de fase entre la fa-

se s6lida y la fase 1iquida.
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E1l conjunto £ esta dividido en dos regiones ocupadas por:

9
1

{(x€e Q/ 6(x) <0} 1a fase sdlida

%
Tt
{]

{xe Q/ 6{(x) >0} 1a fase liquida.

Se designa cun 2 la frontera libre que las separa, detfinida

por:

(2) L ={x €N/ a(x) =0}

La temoeratura ¢ puede representarse en § de la siguiente ma-

nera:

—
(X8
S
D
—~
>
S
1]
A
D
v
w—
>
M
=
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ﬂ:S'ZlU.C Uﬂz

(4)
n : versor normal a £, dirigido de £2,a &, .
La ecuacidon del calor en ﬂi_ (i = 1,2) estd dada por:
-k. A8, =g en .
1 1 1
(5)

i=1,2.

Sobre la frontera libre £, se tienen las condiciones siguien-

tes:
6,=06,=0
(6)
1 3n 2 3n

Las condiciones de contorno estan dadas por:

1
: 802
-k2 3F/F = h si 0/F >0
2 2
(8) 4
-k ff}/ =h si 0/p <O
L 1 an'T, 1

175



donde:

r =T"UcL , con medida(I}) >0

1 2
(9)
q N ré = ¢
( k. : conductividad térmica en Q. (i = 1,2)
g : aporte de energfia por unidad de volumen
(10) *
b : temperatura dada sobre q
L h : flujo de calor dado sobrel& -

OBSERVACION 1.

E1 calor latente de fusién de la fase sO6lida no interviene en
el caso estacionario dé] problema de Stefan a dos fases que
estamos considerando, pues el cuerpo £ estd formado de dos par
tes, invariantes en el transcurso del tiempo, la fase sdlida
y la fase liquida. Por lo tanto, se puede considerar que se
tiene un problema de transmisién del calor con la presencia
de una frontera libre £ caracterizada por las tres condicio-

nes (6)..
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OBSERVACION 2.

Para que el problema estacionario dado sea realmente a dos fa
ses es suficiente que Ta funci6n b tome sobre I} valores posi
tivos y negativos. Con esta condicidn, la frontera libre £

existe fisicamente._

OBSERVACION 3.

Veremos, a través de ejemplos, que si la temperatura b conser
va sobre l} un signo constante (por ejemplo: positivo) enton-
ces el problema no serd, en general, a dos fases. Para que e
110 ocurra el flujo de calor h sobre IE deberd satisfacer

ciertas condiciones, como ser una dada desigualdad [T4]..

Resumiendo, el problema a estudiar consiste en hallar 1la tem

peratura 6, definida por (3), que satisface las siguientes

condiciones:
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( -
i) -k, 48, = g en 9.2
kA0 =g en &,
ii) 01 = 02 = 0 sobre £
a%_ a%
(11) ) k15F= kZa—n sobre £
a%
i1i) 'kz'é'ﬁ/r‘ = h si O/P >0
2 2
a%
-k, —/ =hsi 6/, <0
1 an I& 5
L iv) O/F =b .4

6.2. FORMULACION VARIACIONAL

Se transformard el problema (11), a través de un cambio de
funcién incognita, con el objetivo de eliminar la frontera 1i
bre, escribir las ecuaciones en el sentido de Tas distribucio
nes en 2 y hallar la correspondiente formulacidon variacional

(T1,T31.

Sean:
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6, > 0 en &

(
2 2
C et
Tz- 6 = !
v 0 en Qlu L
\.I.Z) <
!'91 < 0 en £,
T1 = -0 = %
L O en.Q?UL

-‘- - - - -
aonde € , 6 representan la parte positiva y negativa de 1a

funcidn o.

Entonces, se tienen las siquientes propiedades:

LEMA 1.
Se tiene:
. a0
[ 4) (<K, AT.,7o) =i g ¢dx - k (—-2¢d7
VR A la 2 i, 9n
. 2 '
(13) Ao
|
. ( a%
vo11) 041A11,¢>=JQ g ¢dx + li£SF v dy
1

¥ ¢ € D(£2), donde ¥, representa la dualidad D'(§) x D(RQ).
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Demostraciodn:

i) ¥ ¢ € D(RN), se tiene:

(-kZAT2,¢)= -k, J

f 2
20 L)
= -k EJ Af tpdx+J 0, =—-—9p
2 9, 2 a(Qy 29n an
2
802
=[ Q*de-kzjftp'a—nd’Y.

ii) Ejercicio 1.4

T2A~p dx = -k2 [Q 02A¢ dx

Sea la nueva funcidn incdgnita u, definida por:

(14) u

o equivalentemente por:

(15) u
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OBSERVACION 4.

Conocido u se podra también conocer 6 mediante la transforma-

cién inversa de (15), es decir:

(16) 0 = % u - <= u en Q. g

LEMA 2.

La nueva funcidn incégnita u satisface las siguientes relacio

nes:
( i) - Au = g en D'(Q)
(17) | i) u/r, = b,
)
L iii) - E%/r‘ = h
2
donde
+ -
(18) b, = k,b" - k;b™ en T .

181



Demostracion:
Ejercicio 2.

Para jii), tener en cuenta que:

+
2" a0
[ am T aw Ho(f)
20" _ 20
(19) 1 oan ST Mol-f)

Ho: funcidn de Heaviside .,

LEMA 3.

Si u es una solucidn reqgular de (17), entonces u es solucidn

de la ecuaci6bn variacional:
af{u,v-u) = (f,v-u) , ¥ v EK

(20)

donde:
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~
L}

{vevy V/P = bo}
1

VO={V€V/V/F1=O}

(21) 4
a(u,v) = J Yu x Vv dx
Q
(u,v) = f uv dx
Q |
L (f,v) = (g,v) - f hvdy
I
2
Demostraciodn:
Ejercicio 3.,
LEMA 4,
Baja las hipdtesis:
i) fev!
(o]

(22)

ii) b € H1/2(I‘1)

existe una dnica solucidn de la ecuacidn variacional (20).
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Demostracibn:

De (22ii) surge Ta existencia de B € V / B/p = b, y teniendo
1

en cuenta que
v € K V-BGVo
se tienen las siguientes equivalencias:

a(u,v) = (f,v) , ¥ v € Vo
(20) » e

u-B €V
(o]

a(U,v) = (F,v) , ¥ v E Vo

(23)
uey
(o]
donde:
U= u-B € Vo
(24)

(F,v) = (f,v) - a(B,v) , ¥ v € v,

La existencia y unicidad de U € vV, solucidén de (23) (o equiva
‘lTentemente u € K soluci6én de (20)) surge por aplicacidn del

Teorema de Lax-Milgram (Ejercicio 4).,
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OPSERVACION 5.
La hicdtesis {(22L) se cumple, por ejemplo, con

g € L7(9)
het’(rn) .,

OBSERVACION 6.

Con 1a hipétesis (22#), el conjunto K es no vacfo.,

6.3. FAMILIA DE PROBLEMAS

A continuacién se presentara una familia de problemas P>
auxiliares del caso estacionario del problema de Stefan a dos

fases, dependiente de un pardametro real a > 0 [T2,T31].

Para cada a >0, se estudia la temperatura Ba, definida en £,

solucidn de las condiciones (11i),(114i7),(11iii) y (11ivbis),

donde:
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¢ 2
a .
PR @(ky6, - b,) si 6 /p>0
a 1
(11ivbis) 4
601
a .
L k1 o /~F1 ) a(klola' b,) si G /r‘1< 0 .

Sea el cambio de funcidén incégnita u,, definido por:

(26) u = k,0° - k. 6- en Q >

entonces se tiene el:

LEMA 5,

E1T problema P en funcidn de u,, estd dado por las siguien-

a’

tes condiciones:

( i) -Au, = g en D'(£2)
ou
a
(27) { i1) - 7=%p = h
2
ou
| i11) - 5=%p = alug-b,)
1
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Demostracidn:
Ejercicio 5.,
La formulacibén variacional del problema Pa estd dada por:

LEMA 6.

Si u, es una solucidn regular de (27), entonces u, es solu-

cién de la ecuacidn variacional:

( ag(ug,v) = (f ,v) , ¥ v EV

(28)
U, ey
donde:
( ag(u,v) = a(u,v) + a f uv dy
r
(29) L

Demostracion:

Ejercicio 6.4
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LEMA 7.
Bajo las hipotesis:

i) fev'
(30)
ii)  ben’%(r)

existe una dnica solucién de (28).
Demostracién.

Ejercicio 7.4

OBSERVACION 7.

El Lema 7 es aun vdlido bajo la hip6tesis (30iibis} en luagar

de (30ii), donde:
(30iibis) b ELZ(FI)
Ademds, la hipétesis (30i) se cumple, por ejemplo, con (25).

A continuacifn se analizard el comportamiento de la solucidn

u, de (28) cuando a -~ +°, para luego obtener el comportamien
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to de la temperatura Ql cuando a - +oo,

LEMA 8,

Bajo las hip6tesis (30), se tiene:

(31) u, > u en V fuerte cuando a » += |

donde u, es Ta inica solucién de (28) y u es la {inica solu-

cion de (20).

Demostracion:

a) ESTIMACIONES A PRIORI:

Si se elige v = u,-u € V en (28), se suma a ambos miembros el

término -a(u,ua-u), se tiene:

a,fa) = (f9€a> = a(U,Ea)

e
n

a Ug-u E’V .

Como a tenderd a +«, se puede suponer que a > 1; entonces se

deduce (por Lema I1.14):
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Mg 12 + (a-1) [ £2 dv<ay (b . b)) <c lE I

h

. conc, = HfHV, + IIaIHIuIIV > 0 (constante independiente de a)

es decir:
[ "Ea"v <c,
(32)
1 (a-1) f 2 dv < c,
I
1
con
- - C1
( Cy = > 0 constante independiente de a
1
4
)
L Cy = 5 >0 constante independiente de a .

b) PASAJE AL LIMITE:

De las estimaciones (32), se deduce que cuando a » +=, al me-

nos por una sub-sucesiodn:
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(i) u, ~w enV débil, we Vv

i) (a-1) jr (ug-b,)" dv < c

1

3

Entonces, se tienen las siguientes consecuencias:
i) w € K:

De (33ii) y Ejercicio I.10, se deduce:

Si se toma v € V, CVen (28), se tiene:

a(ua,v) ={(f,v) , ¥ v € VO
u €YV

a

que por pasaje al 1imite a -~ +~, se obtiene:
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a(w,v) = (f,v) , ¥ v € v,

es decir w = u € K dGnica solucidn de (20).

iii) u, +u enV fuerte cuando a » += :

Sea a > 1, entonces:

2
kllua-ulv < aa(ua-u,ua-u) = (f,u,-u) - a(u,ua-u)

obteniéndose iii) por pasaje al limite a » +=

A continuaci6fn se verd el comportamiento de la temperaturatz

cuyando a + +°°,
LEMA 9.

(34) 1im 10 - ol
a >+> a

It
o

Demostraciodon:

De 1la propiedad:
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+

)

1
—~
[ =3
1
!
[ =
St
1}

2 +
llua-ullH = H(ua—u

+ +,2 - .2 + + - -
= - + - - 7 - - =
“ua u “H Hua u “H z(ua u ,u,-u )

+ + 2 - =, 2 + - + -
"ua-u HH + Hua-u "H + 2(ua,u Y+ 2(u ,ua) >

+ +,2 - -.2
(35) > fug-u i+ fuj-u”l

H H

y del hecho que u, > u en V fuerte (por lo tanto en H fuerte)

se tiene:
] + +
i) 1im lu_-u ll, =0
@ 4o a H
(36) ]
L i1) Tfm Ju -u'll, =0
@ oo a H
De
1 + o+ 1 - -
qu_ NH{< F-leua-u HH + F-lllua-u "H .

se obtiene (34).4

OBSERVACION 9.

E1l problema Pa es, para a suficientemente grande, un problema
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de Stefan a dos fases con la existencia de una frontera libre
efinida por:
a

(37) L ={x € Q2 / Qz(x)= 0} ={x € &/ u (x)=0} .

Se calculard através de algunos ejemplos, el valor de a a par

tir del cual el problema P, es a dos fases. g

A continuacifn, se analizardn varios ejemplos para los cuales

lTa solucidén exacta u y u, pueden calcularse explicitamente.

6.4. EJEMPLOS

Se considera el siguiente cuerpo unidimensional.

Q= (0,a)
(38)
a>o0
EJEMPLO 1.
Sean :
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1 2
g=0
(39) {
B>0six =20
b/p =
| 1 -C <0 si x =a

tntonces:

EJERCICIO 8,

La funcién u y la frontera libre estdn dadas por:

k28+k1C
(40) u{x) = - -—— x + k,B
a
[ £ = {s}
(41) 4
s - S0 e - b
: 1+eo o le .

EJERCICIO 9.

i) La funcifn Uy estd dada por:
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ii) E1 problama P, €s a dos fases «

iii) Cuando la condicidn (43) es vdlida, la frontera libre

L
a

1]

{sa} estd dada por:

OBSERVACION 10.

Si 1a temperatura b toma sobre I} valores positivos y negati-
vos, entonces el problema (11) (1lamado problema (fP)) es siem
pre a dos fases (ver Ejemplo 1 y Ejercicio 8). En el caso en
que b tome valores de signo constante sobre q_, el problema
(P) no siempre es a dos fases; para ello, el flujo de calor h
sobre I} debera satisfacer ciertas condiciones, en general,
verificar una dada desigualdad. Esto se analizard mejor en

el siguiente ejemp]o._
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EJEMPLO 2.

Sean:
ﬂ_= {0} , I& = {a}
(45)
b/p =B >0, h/p >0
1 2
Entonces:

EJERCICIO 10.

i) La funcidn u estd dada por:

(46) u(x) = k,B - hx
ii) E1 problema (P) es a dos fases <

k,B
(47) h > —

iji) Cuando la condicidn (47) es vdlida, la frontera libre

resulta ser:

(48) s = —2
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EJERCICIO 11.

i) La funcidn u, estd dada por:

h

(49) (x) = k,B = 2 - hx

Ya

ii) Bajo la hipdtesis (47), el problema (P, ) es ados fases ®

]

(50) a>

sz
ijii) En dicho caso, la frontera libre resulta ser:

(51) S =S'%..

OBSERVACION 11.

Otros ejemplos pueden verse en [T4].q
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(B1]

[B2]

(B3]

[(B41]
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[B6]

[B71]
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NOTA:
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trabajos (1ibros, cursos y/o articulos de "survey"):

INECUACIONES VARIACIONALES:
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ii) D. KINDERLEHRER, G. STAMPACCHIA, An .ntroduction to varniational
inequalities and thein applications, Academic Press, New York
(1980).

APROXIMACION DE INECUACIONES VARIACIONALES:

i) P.G. CIARLET, The g§inite efement method fon elliptic problems,
North-Holland, Amsterdam (1978).

ii) R. GLOWINSKI, J.L.LIONS, R. TREMOLIERES, Analyse numérnique des
inéquations variationnelles, Tome 1,2. Dunod, Paris (1976).

jii) J.P. MILASZEWICZ, Introduccibn al método de elementos ginitos, 2°

Seminario de Matematica Aplicada, CLAMI-CONICET, Buenos Aires, mar-
zo 1980.
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