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RESUMEN

El objetivo del presente trabajo es el de estudiar los problemas de frontera libre y de frontera
moévil para la ecuacién del calor o de la difusion unidimensional, en particular los procesos de
conduccion del calor que tengan en cuenta cambios de fase (de fase solida a liquida o viceversa). Dichos
procesos se conocen en la literatura como problemas de tipo Stefan. Se consideran los problemas de
Stefan a una y a dos fases, y las respectivas soluciones exactas de Lameé-Clapeyron y de Neumann y sus
propiedades, como asimismo diversos problemas relacionados y soluciones dadas a través de diferentes

métodos tedricos y aproximados,

(*) Es una version corregida del minicurso "transferencia de calor y materia con cambio de fase”
desarrollado en la Escuela de Posgrado en Transferencia de Calor y Materia, ECAMAT/92, Tandil,
4-10 de setiembre de 1992. Publicado en CUADERNOS CAMAT, No. 35, J.C. Ferreri (Ed.), Buenos
Aires (1992), Capitulo 2, 46 Paginas.



.INTRODUCCION

En [LaCl}, Lamé y Clapeyron estudiaron el problema de la solidificacion por enfriamiento de
un globo liquido ( Tierra) de la siguiente manera : Si se supone que la Tierra es una esfera que verifica
las siguientes hipotesis :

(i) primitivamente era liguida y compuesta por una sola sustancia, la cual se encontraba a la
temperatura de fusién Ty

(ii) se enfria en el espacio y se soldifica a partir de su superficie exterior, la cual toma
rapidamente una temperatura media constante T, , con T, < Tf ;

(iii) la corteza solida ya formada en nuestros dias no tiene un espesor considerable comparado al

radio terrestre.

Entonces se obtiene que :
(i) el espesor de la parte solida que recubre nuestro globo terrestre aumenta proporcionalmente a
\/E , donde t es el tiempo desde que comenzd la soldificacion ;
(ii) el conocimiento de dicho tiempo (edad de la parte solida del globo terrestre) depende
iinicamente de numerosos coeficientes que pueden ser facilmente obtenidos por la experiencia. Dichos

coeficientes dependen solo de la fase sdlida.

En realidad, bajo las hipdtesis dadas anteriormente, en [LaCl] se resuelve el problema de la
soldificacién de un material semi-infinito, representado por x > 0, que inicialmente se encuentra en fase
liquida a su temperatura de fusion T, y que en el borde fijo x=0 se le enfria a una temperatura T,
inferior a la de fusion. Por consideraciones fisicas se intuye gue para cada tiempo t >0 existird un
punto x=8(t) que separard la fase solida, representada por el intervalo {0,s(t)), y la fase liquida,
representada por el intervalo (s(t),+00), que se encuentra a su temperatura de fusion. Desde el punto
de vista matematico, el problema puede plantearse de la siguiente manera: Hallar la funcién x = s(t)
(frontera libre que separa la fase solida de la fase liquida y que se encuentra a temperatura constante )

definida para t > 0 con 8{0) = @, y la temperatura
T(x,t) s 0 <x<s(t) ,t>0,
(1) T(x,t) =

Tg si s{t) < x , t >0,

de manera que satisfagan las siguientes condiciones :

(i) peT — kT, =0 ) 0 < x < s(t) , t >0,
(i) TO,t)=T, < Ty , t >0,

(2) (i) T(s(t),t) =Ty , t >0,
(iv) k Ty(s(tht) = p As(t) , t >0,
) s0)=0,

donde :



(a) La condicién (2i) representa la ecuacion de conduccion del calor para la fase sélida donde k, p
¥ c representan la conductividad térmica, la densidad de masa y el calor especifico respectivamente ;

(b) Las condiciones (2ii) y (2iii) expresan que la temperatura del borde fijo x=0 y de la frontera
libre x = s(t) son constantemente T, y T, respectivamente ;

(¢) La condicion (2iv) expresa el hecho que el flujo de calor que airaviesa, en un tiempo
infinitamente pequefio, la frontera libre x=s(t) es igual a la cantidad de calor abandonada por la
porcién de liquido que se solidificé durante dicho lapso de tiempo. Esta condicion es conocida por
condicién de Stefan y se deduce del principio de conservacion de la energia ;

(d) La condicion (2v} nos indica que inicialmente el material semi-infinito se encontraba a la
temperatura de fusién Ty (ver 1) ;

(e) La solucién exacta del problema (2) fue dada por Lamé-Clapeyron en [LaCl] y sera
desarrollada en IV.1.

Conviene realizar aqui algunos comentarios ;
A) Ei problema planteado por Lamé-Clapeyron, cuya formulacion matematica esta dada por (2},

es conocido en la literatura como problema de Stefan a una fase. El nombre de problema de Stefan

surge en los alrededores de 1950 en homenaje a los numerosos trabajos que Stefan realizoé sobre el tema
en los afios 1890 [St1, St2, St3], con lo cual, por desconocimiento, no se ha tenido en cuenta al trabajo
[LaCl]. Por otra parte, en [Br, We] se indica que F. Neumann encontré la soluciéon para el problema
de Stefan a dos fases correspondiente a datos de temperatura inicial y de borde constantes, solucidén

conocida en la literatura como_solucion de Neumann, dada en V.1 [Br, Cala, R, St1, We].

B) Cabe destacar que el problema (2) se llama problema de Stefan a una fase pues, en nuestro

caso, la fase liquida se encuentra a temperatura constante € igual a la temperatura de cambio de fase.

C} El problema de Stefan es no-lineal a pesar de la aparente linealidad de las condiciones
(2i)~(2v), En efecto, si se deriva (2iii) respecto de t, se obtiene :

Tyl(s(t),t) 8(t) + Ty(s{t),t) =0, ¢t > 6,
con Jo cual la condicion de Stefan (2iv) se transforma en
(3) KT, 2(s(t),t) = - p A Ty(s(t),t) = — 28 T (s(t),t), t > 0,

que indica que el problema (2) es no lineal [PeSl].

Cabe destacar que en el método del balance integral calérico (ver IV.5) se utiliza la condicién
(3) en lugar de la {2iv) para la obtencion de una solucién aproximada del problema de Stefan, atin

para condiciones de contorno mas generales que las dadas en (2) [Ge] (ver IV.5).



D) Analogamente al problema de solidificacion (2) puede plantearse el problema de fusion de un
cuerpo semi-infinito que inicialmente se encuentra en estado solido a la temperatura de fusion Te y que
en borde fijo x= 0 es calentado a una temperatura T, con T, > T;. Su formulacién matematica esta
dada por: Hallar la funcidon x=s(t) (frontera libre) y la temperatura T(x,t) de la fase liquida,

definida por (1), de manera que satisfagan las siguientes condiciones :

(i) peTy —kTgy =0 , 0 < x < s(t) , t >0,
(ii)) Tt =T, > Ty ) t >0,

(2 bis) (i)  T(s(t)t) = Tg . t>0,
(iv)  k Ty(s(t),t) = — p A &(t) , t >0,
(v) s@)=0,

donde los coeficientes térmicos k, g y ¢ son los correspondientes a la fase liquida del material de cambio

de fase.

E) Si un material semi-infinito se encuentra inicialmente en estado sélide a una temperatura
Ti’ con T; < Ty (temperatura de cambio de fase), y en el borde fijo x=0 es calentado & una

temperatura T, , con T, > Ty, entonces se tiene un problema de Stefan a dos fases, cuya formulacion

matematica estd dada por: Hallar la funciébn x=s(t) (frontera libre, definida para t >0, y la

temperatura

To(x,t) > T si 0 <x <s8(t), t>0,
(4) T(x,t) = Ty st x =8(t), t >0,
Ty(xt) < Tp si 8(t) < x, t >0,

definida para x>0 y t > 0, de manera que satisfagan las siguientes condiciones (i =1 representa la

fase sdlida ¢ 1 = 2 la fase liquida; g es la densidad de masa comun a ambas fases) :

(i) pcszt—szzxx—_—O , 0 <x<st), t>0,
(it) pq Tlt"kl TIX}{:O , x > s(t) , t >0,
(i) Ty(x,0)=T, ) x>0 )

(5) (iv) T,(0,t) =T, , t >0,
(v} Tys(t),t) =T , t >0,
(vi) Ty(s(t), t) =T, . t >0,
(vii) k, Tlx(s(t),t) -k, sz( s(t), t) = p As(t) , t >0,
(viii) s(@) =0,

donde (5vii) representa la condicion de Stefan cuando existen dos fases ( Ver III.). La solucién exacta

del preblema (5) es conocida como solucion de Neumann (ver V.1) y fue dada en [Cala, St1, We].



F) Un problema de Stefan a una fase {caso fusion} mas general que el dado por (2bis) puede
plantearse de la siguiente manera : Hallar el triple {T, s(t), T(x,t)} soluciones del sistema siguiente

(sin perdida de generalidad se supone que la temperatura de cambio de fase es Ty = 0):

(i) peT —kTyy =0, 0 < x < s(t) 0 <t <T,
(i) T(s(t),t)=0 , 0<t<T,

(6) (i)  k Ty(s(t),t) = — p A5(t) , 0< t<T,
(iv) T(0,t) =f(t) , 0 <t<T,
) (0 0) = 6(x) 0<x<b,
() s(0)=b,

donde¢ > 0,f > 0,b > 0 (sib =0, entonces la condicion (6v) desaparece } . La condicion ( 6iv)

puede ser reemplazada por una condicién de flujo de calor de la forma siguiente :

(6iv bis) KT, (0,t) = — g(t) , 0<t<T,

donde g > 0 . Se llamara problema (6bis) al problema (6) con la condicién (6iv bis) en lugar de la
{6iv). El tiempo T representa el tiempo maximo hasta el cual la solucion al problema existe; cabe

destacar que T puede ser finito o infinito.

Un estudio tedrico sobre existencia, unicidad y propiedades mateméticas de la solucion
correspondiente al problema (6) {o su equivalente problema en variables adimensionales (9) esta
realizado en [Ca3, FaPrl, Fr}).

G) Una variante interesante en el problema (6) o (6bis} consiste en dar como dato la funcién x=
s(t) y hallar T, T(x,t) y la temperatura f(t) o el flujo de calor — g(t) en el borde fijo x= 0 de
manera que {T, s(t}, T(x,t)} sea solucién de (6) o (6bis) respectivamente. A tales problemas se los

incluye en el nombre de problema inverso de Stefan. Un ejemplo de sclucion exacta fue dada por Stefan

para el caso en que la frontera tenga velocidad constante [St2, 5t3] ( ver IV.6).

H) La solucion exacta del problema (2) o (2bis), para la temperatura, esta dada en funcion de la

variable de semejanza x/2a+/t donde a? = a = k/pc es el coeficiente de difusién. Lo mismo puede

decirse para el problema de Stefan a dos fases (5) (Un analisis de las soluciones exactas y de sus

propiedades sera realizada en IV.1 y V.1).

Los problemas de Lame-Clapeyron (Stefan a una fase) y de Neumann (Stefan a dos fases)
mostraran que a través de la Hamada funcion de error erf se obtendra una solucién exacta para ciertas
condiciones iniciales y de contorno. El meétodo de semejanza no podra aplicarse en general. Para que
exista una solucién de semejanza es necesario que la ecuacion diferencial y todos los datos (inicial y de

contorno ) puedan ser expresados con una sola variable independiente (llamada variable de semejanza ).

Soluciones de tipo semejanza no existen, en general, para :



(i) dominios finitos ; (ii} cuando dos fases estan presentes inicialmente ; (iii) cuando la temperatura
inicial no es constante ; (iv) cuando la temperatura en el borde fijo no es constante ; (v) cuando el flujo

de calor en el borde fijo no es de un tipo particular (const./1/%).

Por otra parte, puede decirse que existen muy pocas soluciones exactas diferentes de las de
tipo semejanza. Un estudic general con soluciones semejantes (autosemejantes) que tengan en cuenta

un cambio de fase esta dado en [Bo].

Debido a las consideraciones anteriormente mencionadas resulta de gran interes profundizar

sobre los llamados métodos aproximados ( cuasi-estacionario de Stefan, balance integral de Goodman,

variacional de Biot, desarrollo en serie, pertubacién, procesos iterativos, etc.). y los métodos numéricos
(diferencias finitas, elementos finitos, lineas, inecuaciones variacionales, ecuaciones integrales, etc.).
Para una mayor informacion referirse a [Cr2, Pr, Ta2]. Una solucion aproximada, conocida como
solucion cuasi-estacionaria, fue dada por Stefan [Stl, St2] ( ver IV.4). Una introduccién general a la
resolucién aproximada y numérica del problema de Stefan unidimensional esta dada en [GaSa, Lunl,
Ne, Noj .

I) En general, cuando se estudian propiedades de un sistema fisico, conviene transformar las
variables que lo definen en variables adimensionales e independizarse de este modo de las constantes
fisicas del sistema. Como ejemnplo, se aplicaré al siguiente problema de Stefan unidimensional a una

fase : Hallar la temperatura T = T(y,7) y la frontera libre r = r(r), soluciones del sistema :

'I‘.,.:aTyy , 0 <y < r{r) , <7 <71y,
T(x(r), 7} =0 : 0< 7 <7,

(7) (Tbis) k Ty(r(r), )=~ p A1) ) 0<7<1g,
k Ty(0,7) = — ¥(7) (T(0,7) = ¥o(7)) , 0 <r <71y,
T(y,0) = ¢(y) : 0<y<h,
r(0)=b.

Si se realiza el siguiente cambio de variables :

(8) K=% ) tz%r(a:—pl—%), z(x,t):%T(y,r), s(t):fg,

=4

entonces los problemas (7) , ( Tbis} se transforman de la siguiente manera :

Tyx = %t , 0 < x < s(t) s 0 <t < T,,

z(s(t),t) = € , 0 <t < Ty

2(s(t),t) = — §(1) . 0<t< T,
(9) (9bis) Zx(0,t) = — g(t) (2(0,t) = 1(t)) ) 0 <t < T,,

z(x,0) = h{x) ) 0 <x <1,

s8(0) =1,



donde

(10) To=%7, , hx)=5$4(v) , st) =2Le(r) , 1) =$ v,

o

siendo las nuevas variables independientes x,t y las nuevas variables dependientes z(x,t), s(t)

adimensionales.

J) Una de las herramientas utiles en el estudio teorico del problema de Stefan es el prineipio de!
maximo y el lema de Hopf en su version parabdlica [Fr, LSU, PrWe] del cual surge : Si {T,, s(t),

T(x,t) } es solucion de (6) o (6bis), entonces se tienen las propiedades siguientes :
(11) (i) T(x,t) 2 0, (ii) Ty(s(t),t) < 0, (i) 8(t) > 0.
K) El problema de Stefan es un problema de frontera libre para la ecuacion del calor de tipo

explicito. En general, los problemas que se plantean para la ecuacién del calor o de la difusién se

clasifican de la signiente manera :

fija
problemas de frontera movil
de tipo explicito
libre
de tipo implicito .

Los problemas de froptera fija para la ecuacion del calor (difusién) son aquellos que se
estudian en el dominio (x;,x;) x (0,T,) , es decir, son los clasicos problemas que se analizan en un

curso basico de ecuaciones diferenciales a derivadas parciales, como ser:

2y — Zyx = f(x,t) , Xy € X < Xy , 0 <t <T,,
z(x,0) = h(x) ) X, £ x £ x4,

(12) z(xy,t) = f,(t) ) Zx(xy,t) = £,(t) , 0 <t <T,,
2(xy, t) = f5(t) 6 Zy(Xg, t) = f,(t) , 0 <t <T,.

Los problemas de frontera mgvil para la ecuacién de! calor (difusion) son aquellos que se

estudian en el dominio {(x,t) / x € (s;(t),55(t)), t € (0,Ty)} con s;(t) < sy(t) funciones dadas

en (0,T,), es decir, que el dominio espacial de la funcién incognita es variable con el tiempo mediante

una ley de movimiento conocida a priori, como ser:

zy — Zxx = f(x,t) , 8,(t) < x < 8,(t) , 0 <t < Ty,
z(x,0) = h(x) ) 8;(0) < x < 8,(0),

(13) z(s,(t),t) = £,(t) ) zy(s(t), t) = [,(t) , 0 <t <T,,
2(sy(t), t} = fy(t) 0 zx(8,(t), t) = f,(t) ) 0 <t <T,.



Mas ain, el dominio puede ser de la forma {(x,t) / x € (-o0,8(t)) ,t € (0,T )} o
{(x,t)/ x € (s(t),+o0),t € (0,T;)}. Todos estos problemas fueron inicialmente estudiados por
[BI, Gel, Ge2, Gou, Hol, Ho2, Le ] (ver [Ta9]).

Los problemas de frontera libre para la ecuacion del calor ( difusion ) son aquellos en los cuales

el dominio espacial de la funcién incognita es variable con el tiempo mediante una lev de movimiento
desconocida a priori. Por supuesto, el desconocimiento de la frontera, o parte de ella, induce la
necesidad matematica de imponer nuevas condiciones a las funciones incognitas, las cuales dependeran
del probiema fisico en estudio. En general, la nueva condicion a imponer a la funcion incognita se
deduce del principio de conservacion de la energia a través de la frontera. Dicha frontera resulta ser, en

consecuencia, una incognita suplementaria del problema, la cual recibe el nombre de la frontera libre

del problema en cuestion.

Por lo tanto, la diferencia esencial entre los problemas de frontera movil y libre radica en el
hecho de la existencia de una frontera cuya ley de movimiento es conocida en el primero y desconocida

en el segundo, siendo en este hltimo caso una incognita mas del problema.

Los problemas de frontera libre para la ecuacién del calor se dividen en dos clases : de tipo
explicite o de tipo implicito, segiin aparezea o no explicitamente la velocidad de la frontera libre en las
condiciones que se imponen sobre dicha frontera. Es decir, si la frontera libre viene dada por x=s(t),
entonces el problema sera de tipo explicito (implicito) si é(t) aparece (no aparece) en las condiciones

que se imponen para x = s(t).

Un ejemplo tipico de problema de frontera libre de tipo explicito es ¢l problema de Stefan. Una
formulacién bastante general ha sido estudiada en [FaPrl] que consiste en : Hallar el triple { T, , s(t),

z(x,t)} de manera que satisfagan el siguiente sistema:

Zyx— 2 = 4(x, t) , 0 < x < s(t) \ 0 <t < Ty,
z(x,0) = h(x) ) 0 <x<hb,

(14) z(0,t) = ¢(t) o 2,(0,t) = g[z(0,1),1] ; 0 <t <T,,
z(s(t), t) = f(s(t), t) , 0 <t < Ty,
2, (8(t),t) = A(s(t),t)5(t) + p(s(t),t) ) 0 <t <T,,
s(0)=b,

donde los datos q{x,t), h(x), ¢(t) o g(y,t), f(x,t), A(x,t) y p(x,t) verifican ciertas hipotesis para

tener una generalizacion de un problema de conduccion de calor en materiales con cambio de fase,

En cambie, un ejemplo de problema de frontera libre de tipo implicito es el llamado problema
de la difusign-copsumo de oxigeno en tejidos vivos [CrGu, LLCL], cuya formulacién general en
variables adimensionales { ver IV.9) esta dada por : Hallar el triple { T, , s(t), u(x,t)} de manera que

satisfagan el siguiente sistema :



Upy ~ Uy =1 , 0 < x < s(t) ) 0 <t <T,,
u(x,0) = H(x) ) 0 <x <1,

(15) (15bis) uy(0,8) = — G(t) (u(0,t) = F(t)) , 0<t<T,,
u(s(t),t) =0 ; 0 <t < Ty,
uy(s(t),t) =0 , 0 <t <Ty,
s(0)=1,

donde u representa aqui la concentracion de oxigeno adimensionalizada.

L) El problema de Stefan a una fase (problema de frontera libre de tipo explicito) estd
relacionado con el problema de la difusion-consumo de oxigeno en tejidos vivos de la siguiente manera :
(i) Si el triple (T, , 8, z) es una solucion de (9), (9bis), entonces el triple (T, ,8,u), con u definido
por :

s(t)  s(t)
(16) u(x!t') = ).[ d¢ g [1 + z(y,t)] dy ,

es una solucion de (15), ( 15bis ) respectivamente, donde:

1 1 t
H(x) = }{ d¢ [ [1+h(y)jdy , F(t)=H(@®)+ ({ f(r) dr ,

Laa)

an 1 .
G(t) =1+ £ h(x) dx + (j; g(r) dr,

(ii) Reciprocamente, si (T, s, u) es una solucion de { 15), ( 15bis ) entonces el triple
(T, 8, 2), con z definido por:
(18) z(x, t) = uy(x,t) ,

es una solucion de (9), (9bis) respectivamente, donde:

(19) h(x) = H"(x) ~ 1 . =G, ) =F@.

La presente eguivalencia entre el problema de Stefan a una fase (9), (9bis) con el de la
difusion-consumo de oxigeno en tejidos vivos puede generalizarse a otros problemas de frontera libre de

tipo explicito o implicito [Fal, Sc].

Conviene asimismo resaltar una diferencia que caracteriza de alguna menera a las funciones z
(incognita en el problema de Stefan a una fase (9) 6 (9bis)) y u (incognita en el problema de la
difusion-consumo de oxigeno (15) 6 (15bis)) respectivamente. Las funciones z, u, u, son continuas
sobre la frontera libre x=s(t), en cambio z; no es continua debido a la condicién de Stefan. Esta
diferencia tiene gran importancia en el estudio de la regularidad y en el calculo y analisis numeérico de

la solucion.



Para finalizar esta introduccion se dira que los problemas de transferencia de calor con cambio
de fase, tales como los procesos de solidificacién y fusién de materiales, tienen en la actualidad
numerosas aplicaciones cientificas y tecnoldgicas. Por ejemnplo, una revision de una extensa bibliografia
sobre problemas de frontera movil y libre para la ecuacion del calor o de la difusion, en particular sobre
trabajos concernientes al problema de Stefan y sus aplicaciones, fue presentada en [Ta2, Ta7]. Esta
bibliografia es analizada y clasificada en trabajos tedricos, numéricos y experimentales, como asi
también en las posibles aplicaciones. Mas recientemente, (aito 1988), se presentd una actualizacion de la
bibliografia, a través de la cual se pueden obtener mayores informaciones y referencias. Por ejemplo,
contiene 2528 referencias que han aparecido en 263 revistas cientificas, 66 libros, 29 coloquios (que
tienen al menos 3 trabajos sobre el tema), 24 colecciones y 24 informes tecmicos diferentes. Se han
realizado diferentes clasificaciones segin el periodo, idioma, revistas cientificas (de matematica y de
fisica-ingenieria), colecciones, informes técnicos y editores (de libros y coloquios) de las publicaciones.
Las 2528 referencias se han clasificado por:

1) Libros exclusivamente en el tema (con 8 referencias);

2) Tesis sobre el tema (con 17 referencias);

3) Libros que tienen capitulos o secciones sobre el tema (con 60 referencias);

4) Compiladores de coloquios exclusivamente sobre el tema (con 11 referencias);

5) Articulos publicados en coloquios exclusivamente sobre el tema (con 192 referencias);

6) Compiladores de coloquios (no exclusivamente sobre el tema) que tienen al menos tres articulos
sobre el tema {con 18 referencias);

7) Articulos publicados en coloquios no exclusivamente sobre el tema pero que tienen al menos tres
articulos sobre el tema (con 108 referencias);

8) Articulos sobre el tema publicados en coloquios que no han sido considerados anteriormente {con
170 referencias);

9) Articulos sobre el tema publicados en revistas cientificas o numerosas colecciones (con 1821
referencias);

10) Articulos sobre el tema a aparecer en revistas cientificas (con 12 referencias);

11) Informes técnicos sobre el tema (con 111 referencias).

Se pueden citar los siguientes libros y trabajos de revision sobre el tema :
(i) Libros : [AlSo, Ar, BaCa, Ca3, Cala, Crl, Cr2, Dat, Di, EcDr, ElOc, Fa2, Fr, FrBi, Gou, Hi,
Jos, KiSt, LSU, Lev, Lio, Lu, Lunl, Lun2, Me, Oz, PrGi, Rol, R, SzTh, SzEvSo, Tay, Ug, We};
(ii) Coloquios : [ACH, AKH, BDF, DHLV, FaPr2, FaPr4, HoSpl, HoSp2, Ma2, Ne, NiPa, OcHo,
Ro2, WSB1, WSB2, WrBrl, WrBr2};
(iii) Trabajos de revision : [Ba, Br, Da, Du, Fre, HoNi, Mal, MuSu, Pr, Ta2, Ta7, Ta8, Vi).

Numerosos métodos basicos del problema de Stefan unidimensional no serdn analizados en este
curso. El lector deseoso de conocer, profundizar y avanzar en el tema encontrara en las referencias (v en
aquellas citadas por los propios trabajos) los elementos necesarios para su progreso; para ello siempre
sera aconsejable la lectura y el analisis de los trabajos originales y pioneros en cada tema como un

acercamiento a aquellos que han ideado el avance cientifico.
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il. EL METODO DE SEMEJANZA, LA FUNCION DE
ERROR Y SU APLICACION A LA ECUACION DEL
CALOR

La ecuacién del calor para un material unidimensional isétrope y homogéneo esta dado por:

ar _, &°T
donde :
t >0 : tiempo , x : variable del material unidimensional,
g >0 : densidad de masa , ¢ > 0: calor especifico ,
k> ¢ : conductividad térmica , a? = a = k/pc : difusividad térmica ,
(2) T = T(x,t) :  temperatura del punto material x al instante t ,
afx,t) = -k %I‘f(x, t) : flujo de calor en el punto material x al instante t ( con

respecto a la direccion de los x > 0) por unidad de tiempo y

de area transversal.

La condicion de Stefan para un problema de solidificacion o fusiéon unidimensional a una fase

esta dada por :
(3) kI (s(t),6) = £ p A5(t),
donde:
A : calor latente de fusién por unidad de masa ,
(4) L=paA : calor latente de fusion por unidad de volumen ,
Ste = 9/\1 : niumero de Stefan .

Si con [A] se representa la dimensién de la variable fisica A y se tienen en cuenta las siguientes

UNIDADES BASICAS:

[Masa] =m , [Longitud]=x , [Tiempo]=t,
2
(%) [Temperatura] =T , [Energia] = mtxz— ,

entonces, para las cantidades fisicas definidas anteriormente, se obtienen las siguientes expresiones :

1 2
—m , L] = energia - m_ , A\ = x* ,
[P] X3 [ ] 3 25 [ ] +2
2 2
W=B . m=X  W=%,
energia _ m aT 9%, energia m
6 = =3 N el = Tk2%]= = =5,
(6) [a] ) 3 [pec Ot 1=1 ) ] S X3
energia
eT) = =52 =1, [ ==t ., St =1



Se verifica que la ecuacion (1) es invariante bajo una transformacion de las variables x, t de la

manera siguiente :

(7) €= 7x ,oT=% (v #0),

es decir, si T{x, t):T(%, 15) = qﬁ,r( £, 7), entonces se tiene la siguiente equivalencia:
it

(8) (1)@¢77=32¢7£E,V‘Y¢0-

Método de semejanza : Si las condiciones de contorno para la ecuacion (1) no se modifican bajo un

cambio de escala del tipo ( 7 ), entonces la temperatura T satisface la igualdad :
(9) T(xt) =T(yx,7%) ,Vx,t , ¥y # 0.

1

2a\ﬁ
(10) ) =T(;En b = e 20,

Si se pone v = , se obtiene

con lo cual, la temperatura T depende sélo del argumento z = 2: \/E llamada variable de semejanza .
Entonces:

(a) La funcion T = T(x,t) es solucion de (1) si y sblo si la funcién & = &(z) es solucién de la
ecuacion diferencial ordinaria :

(11) ®(z) +22%(z) =0,
(b) La solucién general de (11) esta dada por :

z
(12) ®(z) = C; + C; [ exp(—u?)du , C,, C, : constantes .
0

Se define como funcién de error a la dada por la siguiente expresion :
(13) f(x) = 2 ]g exp(—u?)du = erf(x) x € R
VT ’

(i) La funcién f tiene las siguientes propiedades :
a)f(0)=0 ; b)f(+o0) =1 ; o) f(-x) =-1f(x);
d) f'(x) =2 exp(—x*)//T >0 ,¥x € R;
e) f'(x) =~ 2xP(x) < 0V=x > 0;

f) Puede ser representada por una serie de potencias

12



2.2 <+ 1
fx) =“\;T‘r 2_:0(“ n Cn¥n! °

cuyo radio de convergencia es +oo.

(ii) Teniendo en cuenta [a funcién de error f, la temperatura T viene dada por :

14 T(x,t) = A + B f(~—%—),
(14) ()= A+ B GEy
donde las constantes A y B se determinan de las condiciones de contorno del problema correspondiente
a la ecuacion (1).

(iii) Se puede aplicar el método anterior para resolver problemas:

Ti=a’Tyx , x>0, t > 0; T, =a’Tyy , x ER , t >0,
M T(x,0) =T, , x > 0, (1) T, si x >0,
T@t) =T, , t >0, T(x,0) =
0 si x < 0.

Se define como funcién de error complementaria a :
(15) erffe(x) =1-f(x).

Ademas, se definen las funciones iteradas de error complementaria de la siguiente manera :
+o0
i© erfc(x) = erfc(x) , ilerfe(x) = ierfe(x) = [ erfe(t)dt,
k
16

(16) +oo 1

i%erfe(x) = [ i® 7 ‘erfe(t)dt , n=23....

X
Entonces se tienen las siguientes propiedades :
(i) Integrando por partes, se tiene :
+oo 3y 1 o2

exp(—t2)dt = Z2L-X) _ 1 J (1) gy

2x 3 t2
X

Repitiendo el proceso, se obtiene:

2n — PN
VF ete) = exp=1d = 5la+ e -+ 0P FE
X

(2n - 1N +Ooexp(—x2)
+ (_1)11 on J t2n dt].

Como
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+]90exp( —t3) /170 dt < exp( —xz)-}-j?0 1/t20 dt = exp( —x2)/[(2n —--1):lt211 - 1]
X X

¥ como el término de la derecha tiende a 0 cuando x—+0c0, entonces se tiene la siguiente aproximacion,

valida para valores de x grandes :

— 1 3 3.5
{(17) /7 x exp(x?) erfc(x)_ln-gx—z.{-zz.—xz_.z_:;;gq.

(ii) Se puede verificar que se tienen las expresiones :

a} ierfc(x) = exp(~x%)/\/m — x erfe(x) ,
(18)
b) i%erfe(x) = :11-[(1 + 2 x?) erfe(x) — 2//m x exp(—x?)] .

(iii) Se puede deducir la siguiente formula de recurrencia :
(19) 2 n i%erfe(x) = i Zerfe(x) — 2 x i" terfe(x)
y la siguiente expresion :
(20) iterfe(0) = 'T“?(%T‘%S .
(iv) Se verifica que la funcién y(x) = i"erfc( x ) satisface la ecuacién diferencial ordinaria :

(21) ¥V’ +2xy -2ny=0.

(v) La funcién T(x,t) = t™ g(x/2a4/t) es solucién de la ecuacién del calor T,=a? T,y siysolosila

funcién g=g(z) (z= x/2a+/t) es solucién de la ecuacién diferencia! ordinaria :
(22) g°(z) +2zg'(2) ~4mg(z) =0.

(vi) Por otra parte, se verifica que la funcién T(x,t) = {n/2 iferfc(x /2a+/t) es solucién de (1) , ¥
n€N.

(vii) Se puede aplicar el resultado anterior para verificar que la funcién T(x,t) = — 2ha/t/k
ierfe(x /2a+/t) es solucién del siguiente problema :

T,=a’Tyy , x>0, t>0,

(23) T(x,0) =0 , x>0,
kTy(0,t) =h ) t>0.
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ill. CONDICION DE STEFAN

Se deducira la condicién de Stefan (I— 5vii) correspondiente al problema de Stefan a dos fases,
planteado en el comentario (I-E), consistente en hallar la funcién s(t) (frontera libre que separa las
fases liquida y solida) y la temperatura T(x,t) de manera que satisfagan el sistema (I-5). Por
simplicidad, se supondra que el material semi-infinito x > 0 tiene un area transversal A constante. Por

consideraciones fisicas s( t) debe estar representada por una funcién creciente del tiempo t.

Sea t > 0 un instante de tiempo fijo y sea At un tiempo infinitamente pequenio {destinado a
tender a cero); se considera el sistema representado por el intervalo material (s(t),s(t + At)). Dicho

sistema se encuentra en estado s6lido al instante t y en estado liquido al instante t + At.

fase liquida fase solida
instante t : I I 1 — X
x=0 x=s(t) x=s(t 4+ At)
fase liquida fase solida
instante t + At :  fail = ;—#—\4 — X
x=0 x=s(t) x =8t + At)
sistema
Sl e
x=5(t) x=s{t + At)

El sistema recibe en su parte izquierda x = s(t) una energia igual a:
aT
(1) qudtz—kra—xZ(s(t),t)Adt ,
¥ en cambio, en su parte derecha x =s(t+ At ), el sistema entrega una energia igual a :

(2) q Adt = —kl%s(t+At),t+At)Adt.

La energia sobrante, igual a ( q; — q,) A dt, se utiliza para transformar el sistema del estado
sélido al estado liquido. La energia necesaria para dicha transformacion esta dada en funcién del calor
latente de fusidn de la sigujente manera :

(3) p X st + At) — st A,
con lo cual, por conservacion de la energia, se obtiene la igualdad
oT, T,
(4) ky Talolt + A%), b+ A — ky F2(a(0),6) = p X [s(t + At) ~ (V] /At ,

que por pasaje al limite cuando At — 0, se deduce la condicion de Stefan I—{ 5vii).
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IV.EL PROBLEMA DE STEFAN UNIDIMENSIONAL A
UNA FASE

IV.1. LA SOLUCION EXACTA DE LAME-CLAPEYRON
PARA EL PROBLEMA DE STEFAN UNIDIMENSIONAL A
UNA FASE

A) Lamé-Clapeyron estudiaron en [LaCl] el problema de la solidificacién por enfriamiento de un globo
liquido , cuya formulacién matematica estd dada por el problema de hallar la frontera x = s(t) y la
temperatura T = T(x,t) de la fase solida, definida por (I—1), de manera que se satisfagan las

condiciones { [-2 i—v).

Si {T,s} es la solucion de (1-2) entonces utilizando el principio del maximo, se tiene :

(i) To < T(xt) < TgenD={(xt)/0 < x <s(t)yt >0};
(i) 3(t) >0, YVt > 0;
(iti) Ty(x,t) > 0, Ty(x,t) < 0, Tyyg(x,t) < OenD.

Utilizando el método de semejanza se obtiene que la solucion del problema (I-2) estd dada

por:
f - k
siendo & > 0 la inica soluciéon de la ecuacién :
= Ste
(2) E(x)-—‘/;,x>0,

donde :

f(x) = 2= | exp(—u?)du = erf(x)
IR ’

(3)
E(x) = xf(x)exp(x*) , Ste= — i namero de Stefan .
Basta proponer como solucién del problema (1-2) a la temperatura
(4) T(x,t) = A + Bf(x/2av/1) , s(t) = 2aé+v/t (£ > 0),

donde las tres constantes A, B, £ deben determinarse usando las condiciones (I-2iii—v) las cuales

imponen las siguientes tres ecuaciones :

(5) A=T, A+BI()=T; , akf;;exp(-—fz):pla.f.
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Eliminando las constantes A y B en funcion de £, se tiene :
(8 A©=T S
) E - 0 3 ) - f(f) L]
donde £ es la unica solucion de la ecuacion {2), pues la funcién E tiene las propiedades siguientes :
(7) E(0)=0 , E(4+ )=+ ,E(x) >0 ,¥x > 0.

OBSERVACION 1.— La solucién (1) del problema de Stefan unidimensional a una fase (I-2) es

conocida como solucion de Lameé-Clapeyron [LaCl|.

OBSERVACION 2.— El coeficiente adimensional £ , que caracteriza la frontera libre s(t ), depende sdlo

del nimero de Stefan Ste.

OBSERVACION 3.— El simple modelo (1-2) puede utilizarse para dar un caleulo aproximado de la
edad de la Tierza (se supone que § es el instante inicial del planeta y t la edad incognita) una vez
conocido :

i) El valor R= s(t) de la corteza solida en el instante t;

ii) Los coeficientes a, Ste (para cada valor de T,) de la fase solida, la cual se supone que es una

sustancia isotropa y homogénea.

Con dichos datos, un valor aproximado de la edad del planeta Tierra puede obtenerse mediante
la expresion : ‘

(8)

2
t=-L,
4a°¢

donde £ es la Gnica solucién de la ecuacién (2).

EJERCICIO 1.— Suponiendo que R = 50 km (el radio de la Tierra es de 6.400 km ) y que la sustancia
mas apropiada es el cuarzo halle una estimacion de la edad de la Tierra para diferentes valores de T, .
Hégalo también para otras sustancias cuyos coeficientes térmicos sean facilmente obtenibles en Tablas
y realice una comparacion de los resultados obtenidos. Mediante otros métodos se obtiene que la edad

de la Tierra oscila entre 5 y 10 mil millones de afios.

Un ejeraplo de solucién exacta con datos no constantes esta dado por [KiSt]. Se puede verificar

que

(9) T(x,t):W(ﬁ), s(t) = M \/t+ 1 (M > 0),

es solucién del problema ( 1-9 bis), donde

(10) W(z) = A erfc(z/2) — Ay , A, =(/7/2) Mexp(M?/4) , A, = /7 G(M/2),

con
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(11) h(x)=W(x), s(6) = M (en lugar de s(0)=1) , f(t) = W(0) = A,— A, = /7 E(M/2),
donde E estd definida por (3) y G esta dada por
(12) G(x) = x exp(x?) erfe(x) .

OBSERVACION 4.— Una generalizacién de la solucién de Lamé-Clapeyron con una fuente singular
esta dada en [MeTa).

IV.2, METODO DE INMOVILIZACION DEL DOMINIO

Uno de los métodos tedricos utilizados en el estudio del problema de Stefan es el [lamado

meétodo de la inmovilizacién del dominio, el cual mediante el cambio de variable

(1) Y =500

transforma el intervalo (@,s(t)) en el (0,1). Se busca la temperatura como una funcién de la sola

variable y, es decir :
(2) T(x,t) = ¥(y)-

Teniendo presente que :

Tx(x, t) = l:r(:;—) , Txx(x, t) = 11;;’((3) ,
3) |
Tyt =~y ¥ ) (V) = D),

se tiene la equivalencia siguiente : {T,s} es solucion de (I-2) si y sélo si {4,8} es solucion del

problema (4) siguiente :

() a?¢(y) +s(t) 3(t) y ¥’ (¥) =0,
(4) (i) WO =T, < Tp, () w(1) =Ty,
W) PM=(A/ R, ®  s0)=0.

Liamando con s, a la constante s(t) 3(t), a ser determinada, se obtiene :
(5) s (t) =2s,t =4a% €2t , £2=5,/(2a%).

Integrando la ecuacion (4i), y teniendo en cuenta la condicion ( 4iv), se deduce :
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(6) () = (p 5o / k) exp(€?) exp(— €7y

que, con la condicion (4ii) se transforma en :
(7) ¥(y) = T + (A /7 / ©) € exp(€9) £(£y) -

La condicién (4iii) da para el coeficiente desconocido £ la ecuacion (IV.1.2), con lo cual ¢

viene dado por:

(8) P(y) = Ty + f(f) f(i )

que coincide con la obtenida por el método de semejanza pues se tiene £y = 3 X \/E .

a
OBSERVACION 1.— Cuando las condiciones de contorno no son constantes, el método de la
inmovilizacion del dominio es también aplicable con la Winica dificultad de que la ecuacion diferencial es
més complicada, al no poderse determinar 1 como funcién de la Onica variable y = x /s(t). En dicho

caso, se buscara ¢ como funcion de las variables y, t es decir ¥ = ¥(y,t).

iV.3. COMPORTAMIENTO DE LA SOLUCION DE
LAME-CLAPEYRON CON EL CALOR LATENTE DE
FUSION

A continuacion se veran algunas desigualdades que seran iitiles en posteriores estudios.

Sean E, f y G las funciones definidas anteriormente, entonces se tienen los siguientes resuitados:

B Ex > [exp(xd) - 1/7, Vx > 0;
(i) GO)=0, G(+o0) = 1/ /73

(1) (i) G < 1/y/T , ¥x > 0;

(V) G = 4[G(x) — 1/y/7] + 2xG'(x) ;
(v) G(x) >0, Vx>0.

Por ejemplo, (i) y (iii) se deducen de las siguientes designaldades :

_ 2
%exp(-—uz)duzl—-——gﬁ—)-(—l—l,\v’x >0,

X/

(2) f(x)= 2= | exp(~uDdu > -2

VR NG

5
(=Lt

2
j'l,:-exp(—uz)du = exp(=x7) , Vx> 0.
X

g o0 2
(3) erfc(x):—\/—;i exp(—u‘)du < -

s
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Sea el caso particular del problema de Lameé-Clapeyron (I1-2) con
Tf = 0 y TO = - B < 0 N
cuya solucion estd dada, para cada valor A > 0 de calor latente de fusion, por :

4) T(x,t,A) = ~ B[1 — f(x/2a+/t) /£(£)) ] , s(t,)) = 2a & Vt,
donde £ es la Gnica solucion de (IV—-1~2) con

(5) Ste = —}% .

En [Sh] se estudia el comportamiento de la solucién (2) cuando A—0T, obteniéndose que
£ y\—+oo con lo cual la frontera libre s(t,\) avanza muy rapidamente en la fase liquida. Esto es
fisicamente aceptable pues la fase liquida se encuentra a la temperatura de fusion T =0y el calor
latente A es pequefo, con lo cual la energia que se libera al solidificar un trozo de material es

despreciable. Ademas, la temperatura T{x,t, ) decrece hacia el limite T(x,t,0), dado por :

(6) T(x,t,0) = lim +T(x, t,A) = — B erfc(x/2a/t) ,

—

que resulta ser la solucion del siguiente problema de conduccion de calor para la fase sdlida :

azuxx=ut . x >0 ) t >0 (32___7)1_(_6),
(7) u(0,t) =~ B s t >0,
u(x,0) =90 ) x> 0.

Por otra parte, se obtienen las siguientes estimaciones :
(i) s(t,A) ~ 2a 1/t log XI para cadat > 0, cvando A — ot

Mas aiin, se tiene la doble estimacion (7) y (9) para el coeficiente &,;
() (8) 0 < T(x,t,A) ~ T(x,t,0) < 2, Vx> 0,¥t > 0.
DEMOSTRACION.~ (i) Por definicién de £, y de la desigualdad {1i) se tiene
Be= V7 B(&) > exp (8y7) -1,

de donde surge la acotacién:
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1
(9) ¢y < [log(1 + 8oz,

Ademas, se tiene

1
(10) S= /7 B(&y) < 7 [log(l +BE) [ exp(ey?)

>

obteniéndose de este modo una segunda acotacion para ) , dada por :

(11) &2 > Liog;252) — jog log (1 + Bey)l/2,
(ii) Por definicién y usando (1) se obtiene que :
(12) 0 < Bf(-2n) [ 1]=T(xtA)—T(xt0)<BM
2 f f(£ ) t e th f(gA)
B exp(— fAz) _A
\/_ CEiE) T

con lo cual se deduce la desigualdad (8).

IV.4,. METODO CUASI-ESTACIONARIO

Cuando el nimero de Stefan Ste = ¢(T; — Ty)/ A es pequefio (Ste << 1) la solucién £ de la

ecuacion (IV.1.2) puede calcularse usando las aproximaciones de primer orden siguientes :

1 %) ~ 1 , f(x) ~ —2ox , <<1,
(1) exp(x°) (x) -‘77=r-x 0 <x <<
con lo cual se obtiene

_Ste_ ¢ (Tg—To)
® o=t

Por otra parte, este resultado puede ser obtenido usando una aproximacién fisica, metodologia
conocida como método cuasi-estacionario [Stl, St2]. Este método supone que la temperatura de la fase
solida es la que corresponderia al caso estacionario en el intervalo (0,8(t)}), es decir una funcion afin de

la variable x. Bajo esta hipOtesis, se tiene :

Te— T,
(3) T(x,t) =T, + SO x en [0, s(t)].

Por lo tanto, la condicion de Stefan se reduce a
(4) k(Tf—To)/s(t):p/\é(t.),
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que resulta ser una ecuacién diferencial ordinaria en s(t), de cuya integracion, se obtiene :
t
(5) (1) = 2k (T~ To) ¢ /(p Ny =487 32 1,

obteniéndose de este modo (2).

El flujo de calor total Q(t), para la solucion de Lamé-Clapeyron, por unidad de area

transversal y durante un tiempo t, en el borde fijo x = 0, est4 dado por:

t
(6) Qt) = ({ k Ty(0,7) dr = p A s(t) exp(£?) .

OBSERVACION 1.— ([Sol, So2]) Cuando el niimero de Stefan es pequefio, éste da una indicacién de la
razon del calor sensible al calor latente almacenado en el material durante el proceso de cambio de fase.

Se tiene la relacion siguiente:

Q(t) = Qg(t) + Qy(t) ,
(M) Q,(t) = p A s(t) : Calor latente total almacenado al tiempo ¢ ,

Qg(t) : Calor sensible total almacenado por la variacion de la temperatura .

Por lo tanto utilizando (2 ), valido cuando Ste << 1, se deduce :

) Qs(t) Q(t) = ex 2y ~ £ _SE
(8) Q.\(t) Ql(t') — 1 =exp(£%) — 1 3 9 -

OBSERVACION 2.— El método cuasi-estacionario, es también valido en el caso en que la temperatura

sobre el borde fijo x = 0 sea una funcién del tiempo, es decir :

(9) T(0,t) = Ty(t) < Tp , t > 0.

EJERCICIO 1.— Verifique que se tienen las siguientes expresiones :
Te — Ty(t)
. _ { o
(i T(x,t) = Ty(t) + T X,
10
(10) l
2

(i) s()y=[2k/pA) I [Tg — To(7)]dr ] (i) Q) =p As(t).

OBSERVACION 3.~ El flujo de calor total Q(t), para la solucién cuasi-estacionaria (10 ), por unidad
de area transversal y durante un tiempo t, en el borde fijo x = 0, no depende del hecho si la

temperatura T, es constante o variable en el tiempo; mas aun, la energia, por unidad de area
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transversal, necesaria para solidificar una region de amplitud s(t) es simplemente la energia Q,(t)
debida sélo al calor latente. Esto estd en contraste con la solucion exacta, la cual muestra que
Q(t)/s(t) = prexp(£?) es igual a la energia por calor latente mas la energia que se necesita para
bajar la temperatura de la regién solidificada. Con la solucién cuasi-estacionaria (Ste << 1), ésta

ultima energia no es tenida en cuenta.

OBSERVACION 4.— En [RTC1, RTC2] se utiliza el método cuasi-estacionario para resolver un modelo

de frontera libre que estudia el crecimiento de raices de cultivo.

IV.5. METODO DEL BALANCE INTEGRAL

Como uno de los mecanismos de conduccion del calor es la difusion, la excitacion en el borde
fijo x=0 (por ejemplo, una temperatura o un flujo de calor) no se propaga inmediatamente a todo el
matetial semi-infinito sino que su efecto se percibe en un intervalo acotado [0,8(t)] (para cada instante
de tiempo t > 0) fuera del cual la temperatura permanece igual a la temperatura inicial. El metodo del
balance integral calérico [Go] postula la existencia de la funcion é = §(t) que mide la profundidad de la
capa térmica. En los problemas con cambio de fase se toma la capa térmica como la frontera libre, es
decir é(t) = s(t).

Para aplicar el método del balance integral calérico para la resolucion del problema de Stefan a

una fase, dado por el sistema de ecuaciones (ver solucion exacta de Lame-Clapeyron con Ty = 0):

() pcT, —kTyy =0 , 0 < x < s(t) , t >0,
(ii)) TOLH=T, >0 , t >0,

(1 (iit) T(s(t)t) =0 , t >0,
(iv) k& Ty(s(t),t) = — p As(t) ) t >0,
) s(0) =

se debe reemplazar la condicion de Stefan (liv) por la condicion siguiente :
) T(s(t),t) = 2 T (s(t)t), t > 0

que explicita la nolinealidad del problema de cambio de fase y ademas se debe tener en cuenta la

equivalencia siguiente :

Q) (1) s 0
I ({ T(x,t) dx = (f] Ty(x,t) dx + T(s(t), t) 5(t) = (j; Ty(x,t) dx = 5¢ ({ Tyx(x,t) dx =

= -k—c [ Ty(s(t),t) — Tx(0,t)] = - "ﬁk_c' {Qki 8(t) + Ty(0,t)]
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es decir

a k 1P,
(3) Ty g T(x,t} dx =— 7c [T 8(t) + Ty(0,t)] .

El método del balance integral calorico postula para la resolucion del! problema (1) la

resolucién del problema aproximado siguiente :

(4) (3) (en lugar de (1i)) , (2) (en lugar de (1iv)), (1ii), (1iii) y (1v),

a traves, por ejemplo, del siguiente perfil de temperatura :

(5) T(x,t) = a(t) (s(t) — x) + B(t) (8(t) = x)?,0 < x < s(t),t > 0,

donde o = a(t), = 5(t) y s = s(t) son funciones a determinar.

La resolucion de (4) conduce a una ecuacioén diferencial ordinaria para s(t), de cuya resolucion

se obtienen las siguientes expresiones (EJERCICIO 1) :

A V1I+25te ~1 _oft) s(t) + T, e_g_’Ii
M=t s(t) ’ Ay = s2(t) ’ Ste =—~

(6)
s(t) =2a & 4/t =3 1+2Ste—\/1+28te1

5 + Ste + /1 + 2 Ste

que produce un error aproximado del 5% con respecto a la solucién exacta de Lamé-Clapeyron. para
diferentes valores del parametro Ste. Otros refinamientos del presente método han sido propuestos, por

ejemplo, en [Be, Lunl, Lun2].

OBSERVACION 1.— En [ReTa, RTD] se utiliza el método del balance integral para resolver un

modelo de frontera libre que estudia el crecimiento de raices de cultivo.

OBSERVACION 2.— En [Tal3] se utiliza el método del balance integral para obtener el
comportamiento asintético exponencial de la solucién en problemas de frontera libre para la ecuacién
del calor con absorcion. En [RiTa] se utiliza el método de inmobilizacion del dominio, para obtener el
mismo resultado de convergencia rapida de la frontera libre hacia la solucion estacionaria, para la

ecuacion de medios porosos con absorcion.

IV.6. ALGUNAS SOLUCIONES DADAS POR STEFAN

Se dijo anteriormente que Lame y Clapeyron en 1831 hallaron la solucién exacta del problema
de solidificaciéon (I-2) o de fusion (I-2 bis) en [LaCl] (problema de Stefan a una fase), y que
Neumann, en los alrededores de 1840 (?) [Br, We], hallé la solucion exacta del problema (I-5)
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{( problema de Stefan a dos fases). El propio J. Stefan publicé en los afios 1890 varias soluciones
exactas, a saber

(i) Solucién de Lamé-Clapeyron del problema (I-2) 6 (I-2 bis) [St1, 5t2, St3] ;

(ii) Solucién de Neumann del problema (I-5) [St1] ;

(iii) Solucién cuasi-estacionaria del problema (I-2) 6 (I-2 bis) [St1, S5t2, St3 ] ;

(iv) Problema inverso de Stefan a una fase con una frontera que tiene velocidad constante (8(t) = m)
[St2, St3].

La solucién de Lamé-Clapeyron (i) y de Neumann (ii) y sus propiedades son desarrolladas con

detalles en IV.1 y V.1 respectivamente, con lo cual aqui sdlo se explicitaran los casos (iii) y (iv).

Caso (iji) La solucidén cuasi-estacionaria del problema (I—2 bis) es aquella que se obtiene de resolver el
siguiente problema de frontera libre (se supone, sin pérdida de generalidad, que Ty = 0 ; en caso

contrario se realiza una traslacion de la escala de temperatura} :

(i) Tyx =0 ) 0 < x < s(t) ) t >0,
(i) TOt)=T, >0 ; t >0,

(1) (iif) T(s(t)yt) =0 , t >0,
(iv)  k Ty(s(t),t) = — p A &(t) ) t >0,
(v) s(0)=0.

Se verifica que la solucién de (1) esta dada por (ver también IV.4) :

(2) T(x,t) = Ty (1~ s_(’;j) , sty = ; ATO t.

Caso (iv) Se considera el siguiente problema inverso de Stefan a una fase con una frontera que tiene
velocidad constante m > 0, es decir : Hallar la temperatura T=T(x,t), y por ende T(0,t), de

manera que se satisfagan las siguientes condiciones :

(i) aTyx =T , 0 < x < s(t) s t >0,

(3) () T((t),t) =0 , t >0,
(i) k Ty(s(t),t) = p A 5(t) . t>0,
(iv) s(t)=m > 0 , 8(0) =0 (s(t) =mt).

Se verifica que la solucién de (3 ) esta dada por
(4) T(x,t) = 21 — exp (2 (m t — x))],

con lo cual se obtiene lo siguiente: Para que en el problema de solidificacion (I-2) la frontera libre
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avance con velocidad constante m es condicion necesaria y suficiente que la temperatura en el borde fijo

x = ( sea variable en el tiempo de la forma :

(5) £(8) = T(0,t) = — 2 [exp (Brt) ~ 1] < 0 =T, . Yt >0,

Para mayores detalles sobre el problema inverso de Stefan ver [ Vi, Qu].

IV.7. UN MODELO DE ZONA PASTOSA A UNA
FASE CON SOLUCION EXACTA

Er [SWAL1), se plantea un simple modelo de zona pastosa para el problema de Lamé-

Clapeyron (Stefan) a una fase, el cual admite una solucién explicita. El término de zona pastosa se
refiere a una zona donde la fase sdlida y la liquida coexisten, la cual proviene de la forma compleja en
que ¢l material liquido se solidifica. Esta zona puede ser muy larga o muy corta, dependiendo del

material y de las condiciones bajo las cuales se solidifica.

Se considera un material unidimensional semi-infinito x > 0 que se encuentra inicialmente en
estado liquido a su temperatura de fusion Ty A partir del instante inicial, se impone una temperatura
Ty < Tg , en el borde x=0, con lo cual el proceso de solidificacion comienza pudiendo ser distinguidas
tres regiones distintas:

(i) La fase liquida, a temperatura T = Ty , se encuentra en la region x > r{t), t > 0;
(ii) La fase sodlida, a temperatura T <Tg , se encuentra en la regién 0 < x < s(t), t > 0, donde
o(t) < 1(t);
(iii} La region pastosa ocupa la region s(t) <x <r(t), t >0, a la temperatura T="T,. Esta region es
isotérmica y se hacen dos hipotesis sobre su estructura :

(a) El material en la zona pastosa contiene una fraccion fija ¢ A (0 < € < 1) del calor latente de
fusion A por unidad de masa;

(b) El ancho de la zona pastosa es inversamente proporcional al gradiente de la temperatura en

x=s(t), llamando con v > 0 a dicha constante de proporcionalidad ([v¥] = temperatura}.

Utilizando un método analogo a la deduccion de la condicion de Stefan, de la condicion (a) se

obtiene;

(1) k Tx(s(t),t) = p Ales(t) + 1 - }i(t)] , t > 0
La condicién (b) se expresa de la siguiente manera:

(2) Ty(s(t)t) (x(t) —s(t)) =7 , t > 0.

Por lo tanto, de acuerdo al modelo anterior, el problema consiste en hallar las fronteras libres

x =8(t), x =r{t) y la temperatura T = T(x,t) de manera que satisfagan las condiciones siguientes:
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(3) (I-2i, i, 1) , (1), (2) , s{0) =1(0) = 0.

Las funciones T(x,t), 8(t) y r(t), que satisfacen el problema (3) pueden encontrarse a través

del método de semejanza como ;

Ty — T,

(4) T(x,t) = Ty + ( g:f(g)O) erf 2::/{ , s(t)=2¢a/t , r(t)=2pa/t,
donde

(5) p=£&+ '2‘(—%'{;—1.‘) erf(£) exp(¢?) ,

¥ £>0 esla Gnica solucion de la ecuacion:

(6) D(x)=§ﬁ,x>o,
con

D(x) = x erf(x) exp(x?) + 72((1,1, ) \/— [exp(x?}erf(x)}? ,
(7) (T, -

Ste = £ 3 2’ . ntimero de Stefan.

OBSERVACION 1.— El clasico modelo de Lamé-Clapeyron para el problema de Stefan a una fase se

obtiene haciendo:

(8) e=1, y=0.

Si el niimero de Stefan es pequeiio, entonces una solucién aproximada para &, i viene dada por:

1

(9) = rraey ATl o #= e /T ol

IV.8. CASO DE UN LIQUIDO SUPER-ENFRIADO
A continuacion se analizara el caso de un ljguido super-enfriado (liguido sobre-enfriado)

[Cala]. Se supone que el cuerpo semi-infinito x > 0 se encuentra inicialmente a una temperatura
uniforme Ti , con Ti < Tf (temperatura de fusion), y que la solidificacién comienza a la temperatura
T en el borde x=0 y se mueve hacia la derecha. El problema consiste en hallar la frontera libre

x=s(t) y la temperatura T = T(x, t), definida por:
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Tf sl 0 <x <s(t) ,t >0,
(1) T(x,t) =
T(x,t) < T si x>s8(t) ,t >0,

de manera que se satisfagan las condiciones siguientes :

aszx=Tt , x > s(t) s t >0,
T(x,0) = T, ; x>0,

(2) T(s(t),t) = Ty ) t >0,
k Ty(s(t),t) = — p A §(t) , t >0,
s(0) =0,

donde los coeficientes térmicos k, p, A, a = % son los correspondientes a la fase liquida. Entonces se

tiene el signiente resultado : Si Ste = [¢(Ty — T;)/A] < 1, entonces la solucién esta dada por :
(3) T(x,t) = T; + (Tg — T,) erfo(x/2a+/t) / erfe(€) , s(t) =2a € Vi,

donde £ es la tinica solucion de la ecuacion :

(4) G =3t x> 0.

OBSERVACION 1.— (i) Se verifica que si la temperatura inicial de un liquido super-enfriado es

uniforme e iguala — h con 0 <h < 1, entonces

(5) u(x,t) = — h + [h/erfe(o)] erfcf(l — x)/24/%], s(t)=1 - 20/t
es solucidn del siguiente problema en variables adimensionalizadas [ FaPr3]

1

Upx = U4 ) 0 < x < s(t) , 0<t<T°=;l;i’
u(x,0) = —h ) 0<x<1,

(6) u(s(t),t) =0 , 0 <t < Ty,
uy(s(t),t) = — 5(t) , 0 <t < Ty,
s(0)=1,

donde o es la tinica solucion de la ecuacion
(7) Gix)=-1 , x > 0.

Nz

(ii) Analice los valores u(0,t) y uy (0,t).
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IV.9. EL PROBLEMA DE LA DIFUSION-CONSUMO
DE OXIGENO EN TEJIDOS VIVOS

El problema consiste en lo siguiente {CrGu] : Primeramente se deja difundir oxigeno en un
medio; parte del oxigeno es absorbido por el medio siendo por lo tanto eliminado del proceso de
difusién. La concentracion de oxigeno en la superficie del medio es mantenida constante. Esta primera
fase del problema continila hasta alcanzar un estado estacionario en el cual el oxigeno no penetra mas
lejos en el medio. La provisién de oxigenoc es entonces cortada y la superficie del medio es aislada de
manera gue no entre ni salga mas oxigeno. El medio continiia absorbiendo el oxigeno disponible en su
interior y por consiguiente la frontera libre, que establece la separacion entre la zona de concentraciéon
positiva y nula de oxigeno y que marca el ancho de penetracién maximo en el caso estacionario,
comienza a retroceder hacia la frontera aislada. El problema mas importante es el de localizar el
movimiento de ia frontera libre durante esta fase del proceso y determinar la distribucion de oxigeno en

el medio como una funcion del tiempo.

E} proceso de difusion con absorcién o consmmo esta representado por la ecuacién :

oC _ pd*%C _
(1) ar D 3 E2 m,
donde:
C(&,7) : es la concentracion de oxigeno libre a difundirse a la distancia
£ del borde externo del medio (£ = 0) al instante 7;
(2) D > 0: coeficiente de difusién;
m > 0:razén de consumo de oxigeno por unidad de volimen del medio.

El proceso de difusion-consumo de oxigeno consta de dos partes :

(i) La primera parte consiste en hallar la solucion estacionaria C,(£€) y el punto & = £, (a partir del

cual la concentracién y su gradiente son nulos ) de manera que satisfagan el siguiente sistema :

DC,/'-m=0 , 0 < € < €
(3) Cool0) = Cy ;
Coo(foo) = Coo’(foo) =0,

donde C,, representa la concentracion de oxigeno entrante por la superficie exterior del medio ¢ = 0.

La solucién de (3 ) esta dada por :

1
@) Cool®) = B (€ ~ €no)? » oo = (o).
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(ii) La segunda parte consiste en aislar el borde £ =0 y por lo tanto el oxigeno ya existente en el
medio, en la region 0 <€ <€, , continia a ser consumido. El punio de concentracion cero que
inicialmente estd dado por £ =£,, retrocede hacia £ =0 . Si representamos con S(7) la posicion de
dicho punto al instante 7 entonces el problema consiste en hallar C = C(&,7) ¥y S = 5(7) soluciones

del siguiente sistema:

CT—DC££=—-m R 0 < & < 8(n) s T >0,
C(£,0) = Cool8) , 0K E< éy,

(5) CE(O,r)zO ) r >0,
C(5(7),7) =C€(S(T),T) =0 , r>0,
5(0) = €0

donde 7 = 0 es el instante cnando el borde £ = 0 es aislado.

Realizando el cambio de variables
(6) x=£—’f- ,  t=-Lor, u=5:C , ot) = S0
00 00

el problema (5 ) se reduce a la forma adimensional siguiente:

up— gy = —1 , 0 < x < s(t) ) t >0,
u(x,0) =1(1 - x)? ) 0<x<1,

(7) uy(0,8) = 0 ., t>0,
u(s(t),t) = uy(s(t),t} =0 ) t >0,
s(0)=1.

En [LLCL] se indica que el tratamiento exitoso de caAncer por radioterapia esta determinado
principalmente por la posibilidad de aplicar una dosis de radiacion lo suficientemente grande como para
dafiar considerablemente las células cancerosas sin dafar las células sanas circundantes, y mantenerse
aln dentro del nivel de tolerancia a la radiacion de los tejidos. Se ha demostrado que la susceptibilidad
de las células cancerosas a la radiacion aumenta con concentraciones crecientes de oxigeno dentro del
tumor; mas aun, existe una disminucién de 2 a 3 veces en la dosis de radiacion gue se precisaria para
obtener el grado de destruccion de las células oxigenadas con respecto de las células en ausencia total de

oxigeno.
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V. EL PROBLEMA DE STEFAN UNIDIMENSIONAL A
DOS FASES

V.1. SOLUCION EXACTA DE NEUMANN PARA EL
PROBLEMA DE STEFAN UNIDIMENSIONAL A DOS
FASES

Se considera el problema de fusion de un material semi-infinito x > 0 que inicialmente se
encuentra a temperatura inicial Tiz—C < Tf y que en el borde fijo x=0 es calentado a una

temperatura T, = B > Tf .

Sin pérdida de generalidad, se supone que T¢=0 (si no, se realiza una traslacion de la escala de
temperatura). Se supone también que la densidad de masa p es comiin a ambas fases. El problema
consiste en hallar la frontera libre x=s(t) y la temperatura T=T(x,t), definida por (I-4), de

manera que se satisfagan las condiciones (I—-bi—viii).

Si {T,, T,, s} es la solucion de (I-5) entonces se tienen las siguientes propiedades (utilizar el

principio del maximo ):

(i) —C < Tyxt)<?0 , x > s(t) , t >0,
(D (i) 0 < Tyxt) < B , 0 < x < s(t) , t>90,
(1ii) sz(s(t),t) < 0 ) Tlx(s(t),t) <0 Yt > 0.

Utilizando el método de semejanza, se obtiene el resultado siguiente : La solucion del problema

(I-5) esta dada por :

Tz(x,t)zB—erf(E’/%)etf(zazxﬂ) , 0 <x<s(t) t >0,
(2) Ty(x,t)=-C + m(—gTa—Jerfc(m) , x > s(t) ¢t >0,
s(t) = 204/t (a22=;,% , a12=pl—(3;—1),
siendo & la Gnica solucion de la ecuacién :
(3) F(x)=x, x>0,
donde
( P = s o) - ()
4)
Fi(x) = "—'—“———e?:igc_(_;;) ) Fa(x) = ex::&:;z)
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Se propone como solucién del problema ( I-5) a las siguientes funciones:

Ty(x,8) =) + By erf(zax\/{) ) s(t) = 2‘7\/£ ’
(5) '

To(x,t) = ag + 3, erf{

1)
2‘3‘2\/E 1

donde las cinco constantes oy, 3, a3, fy, o , deben determinarse usando las condiciones (I-2iii—vii)

las cuales imponen las siguientes ecuaciones :

B=a, ) 0 = a, + §; erf(a/ay),
(6) -C=a, + 5 . 0 =a, + g, erf(o/ay),
k, 8 k
—la—llexp(— o*fa,?) — “;fzexp(a'z/azz) =plo/r.

Eliminando las constantes a,, §,, a,, 8, en funcién de o se tiene :

: erf(o/a,) =.=C
ay(e) =C m ’ Arla) = erfc{o/a,)’
(7)
ae(o') =B 3 ,62(0') = erf(o-/Ba?) *

donde ¢ debe satisfacer la ecuacién {3), la cual tiene finica solucion debido a las propiedades de la

funcién F que se detallan en el ejercicio siguiente :
EJERCICIO 1.— Sean las siguientes funciones :

{8) f(x) = erf(x) , H(x) = —1—1_?_(—);())(—) = —%Fl(x) , G{x)=H(x) - 2x.

Se tienen las siguientes propiedades :

(i) H(6) =2//7, H{+00) = +o0 , H(x) >0 |, Vx > 0;
(i) G(6) = 2/ /7, G(+00) =0

(iii) B'(x) = G(x) H(x) G'(x) = H'(x) - 2;

ivyG(x) >0 , Vx > @;

(vVFix) >0 Yx > 0;

(vi) Fo(01) = + , Fy(400) = 0 , Fi(x) < 0 x> 0;
(vii) F(07) = + oo : F(+c)==-00 Fiix) <0 , x>0.
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OBSERVACION 1.— La solucion (2) al problema de Stefan unidimensional a dos fases (I-5) es
conocida como solucion de Neumann [Br,We] (Hallar la solucién del problema (I—5) para el caso

Tp# 0).

A continuacion se plantearan dos problemas que pueden resolverse con una metodologia
analoga a la de la solucién de Neurmnann [ Br,Cala] :

{a) Una region de hielo semi-infinita x <0 , a temperatura uniforme Tg, es puesta

inmediatamente en contacto con una region de agua semi-infinita x > 0, a temperatura uniforme T,.

El punto de contacto toma rapidamente la temperatura de fusion Tg con Tg < Tg < T

Ademas, ¢l borde extremo x = — oo del hiclo es mantenido a Tg y el borde extremoe x = 4oc

del agua a T, . Halle las temperaturas de ambas fases y la frontera libre que las separa.
(b) Se supone que la region x < 0 es inicialmente un cuerpo solido de constantes pg, ¢4, ko, 0 2
la temperatura uniforme 0 y que la region x > 0 es inicialmente liquido de constantes p, ¢,, ky, @, a la
temperatura uniforme T,. Se supone que la temperatura del cambio de fase de la regién x > 0 es T

con 0 < Tp< Ty, y que las constantes caracteristicas de la respectiva fase solida son p, c,, k;, a;.

Halle las temperaturas T,, T,, T, de las regiones x<0, 0<x<s(t), x >s(t)
respectivamente, donde x = s(t) representa la posicion de la frontera libre de separacion entre las fases

golida y liquida, existentes en la region x > 0.

Se considera el caso de un sélido finito ( 0,x, ) que inicialmente se encuentra a la temperatura —
C<Tg =0 y con el extremo x=x, , aislado térmicamente. Entonces cabe realizarse la siguiente
pregunta [Sol] : Si en el borde x=0, el solido es calentado a una temperatura B > 0, entonces

cuando la solucién correspondiente al solido semi-infinito {0, +00) es aplicable al caso del sélido finito
(0,x5) 7

La respuesta sera afirmativa si la temperatura de la fase solida en el extremo x = x,, coincide
con la temperatura inicial; por lo tanto, para que se tenga T (x,,t) ~ — C es necesario y suficiente

que sea erfc(xy/2a,1/t) ~ 0, es decir

Xo
(9) ef(m) ~ 1.

Teniendo presente que se tiene erf(x) ~ 1, ¥V x > 2 | se deduce que la respuesta sera afirmativa.
cuando se tenga que, x;/(2a, \/i—;) > 2, con lo cual, la aproximacion sera correcta para tiempos t que

verifiquen:

2
(10) t < =0,
16 a,

Se considera un material semi-infinito x > 0 que se encuentra a temperatura inicial uniforme
T,=-C < Ty =0y que en el borde fijo x = 0 se le entrega energia por unidad de area transversal y
de tiempo a través de un flujo de calor q(t} < 0 parat > 0.
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(i) Si q(t)=-q < 0 (constante), entonces la fusibn no comienza instantaneamente a partir del
instante inicial t = 0, pues la temperatura T(0,t) debera pasar de T=—C < 0 aT=0(=T;} ¥y

para ello empleara un cierto tiempo t, > 0.

Para deducir este hecho se considera el siguiente problema de conduccion del calor para la fase

solida inicial:

(i} aTyx=T; , x>0 , t > @,
(11) (i) Tx,0=-C <0 , x>0,
(i) kT (0,t)=~q < 0 : £t >0,

La solucién de (11) esta dada por :

2 . 2
(12) T(x,t) = - C + —Eg\/a t 1erfc(2—‘%;?) , con T(0,t) = - C + Tq\/a t/=,
con lo cual, se tiene :

— _nk?C?
(13) T(0,t5) =0 =3 tO*TZqT’
obteniéndose de este modo lo anunciado anteriormente.
(ii) Si q(t) = - 95/ v/t (g > 0), entonces la fusién comienza inmediatamente a partir del instante
inicial t = @ si q, verifica una cierta desigualdad; en caso contrario, se tiene solo un problema de
conduccion del calor en la fase solida inicial. En efecto, se considera el problema (11bis) (es el

problema ( 11} reemplazando la condicién (11iii) por la (11iiibis) ) donde :
(11iiibis) kT, (0,t) = — i‘ﬁ ., t>0,

cuya solucion esta dada por :

(14) T(x,t) = — C + =2 “ka z "fc(zﬁﬁ) » con T(0,t) = - C + fli—k-——— Akl

¥ que curiosamente tiene la propiedad de poseer en el borde fijo x = 0 una temperatura constante. Por

lo tanto, el material sufrira instantaneamente un cambic de fase si y solo si

(15) T(0,t) > 0 & gy > k© )

donde k, o son los respectivos coeficientes térmicos correspondientes a la fase solida.

Por otra parte, si q5 < kC/,/ar el material permanece siempre en su fase solida (no existe

cambio de fase) con una temperatura T(x,t ) dada por (14).

Esta metodologia fue utilizada en [SWAZ2]; previamente, la desigualdad (15) fue obtenida en
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[Ta3] por otro método mas extenso pero que permite hallar la temperatura de las fases liquida y sdlida,
ademas de la frontera Libre que las separa. En efecto, se considera el problema de hallar la frontera libre
x = s(t), definida para t>0, y la temperatura T(x,t), definida por (I-4), de manera que se
satisfagan las condiciones (I--5 bis) (la condicion (I--5iv) es reemplazada por (I-biv bis); ademas se

supone que Ty =0y que T; = — C < 0), donde :
(1-5iv bis) k,T, (0,t) = — J2
x Vi
Se obtiene el siguiente resultado [ Ta3] :
(i) Si q,, verifica la desigualdad

(16) G > Cky /a7

entonces la solucion del problema (I-5 bis) esta dada por :

t) = A, + B, erf : 0 <x < st : P >0,
To(x, t) 2 + 2er( 2\/) x < s(t) >
(a7) Ty(,t) = Ay + By erf50) L x> s . t>o0,
31\[
k2 2 kl
() =2/i  (af=pk , al=pb)
donde
_ -, erf(w/a,) -C
Ay(w) =C erfc(w/all) ’ By(w) erfc(w/a;)’

(18)

Ay(w) = erf(w/az)

ay 9o /7
k,

y w > D esla dnica solucion de la ecuacion :

(19) Fo(x) = x , x>0
con
(20) Folx) = o exp(-—x /a22) -~ Ck

P ha on F,(x/a;) .

(i) Si g5 < Ck,/a, /7, el problema (I-5 bis) representa solo un problema de conduccién del calor

para la fase sblida, cuya temperatura esta dada por

qoﬂ.l‘/ﬂﬂ'
21 T(x,t) = T,(x,t) = — i 0 , t 0.
(21) (x,t) = Ty(x,t) A c(2al \/=) x > >
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OBSERVACION 2.— (16) es equivalente a F,(0F) > 0.

EJERCICIQ 2.— Verifique que el problema (I-5 bis) con q, = Ck,; fa,; ﬁ corresponde al problema

(1-5) cuando el calor latente de fusion A —+ oc.

Si q, verifica la desigualdad (16 ), entonces los problemas (I1-5) y (I—5 bis} son equivalentes.
Méas aiin, para el coeficiente o de la frontera libre s(t) = 204/t de la solucién de Neumann

correspondiente al problema (15 ), se deduce la propiedad siguiente :

o B 2 Ty
(22) erf(az) <c i

DEMOSTRACION.— Como q, verifica la desigualdad (16), entonces la solucion del problema (1-5
bis ) esta dada por (17). Sea B, la temperatura correspondiente en el borde fijo x = 0, es decir :

(23) By, = Ay(w) = _a_z__q?oz__\/; erf(w/a,)

Como Bj > 0, se puede considerar ahora el problema (I-5) tomando B = B, cuya solucién

viene dada por (2), reemplazando B por B,,. Obsérvese que se tiene
(24) Aqx) = (%) ’ B,(x) = 5,(x) y Vx > 0,

independientemente de la relacion existente entre B, y B.

Por otra parte, se chtiene que :

(25) oO=W.
— Bo — 32 9 \/’_r 3 .
En efecto, como vale f,(w) = — artlwfag) = - X, ge tiene que :
B,k, Ck, Ck,

Fw)=——2%2 p(®Wy__ 2% pwy_9 —wifa ) - — 71 _p Wy
(w) 7 A a, \/; 2(a.2) A8y ﬁFl(aI) p)iexP( w/ay") p/\alﬁFl(a‘l)
= Fo(w) =W
¥ de la unicidad de o en la ecuacion (3), se deduce entonces la igualdad (25). Mas ain, se tiene

(26) Ay(x) = ay(x) ) B,(x) = 8,(x) ; Vx >0,

con lo cual los dos problemas (I-5) y (I-5 bis) son equivalentes. Por otra parte, teniendo sélo

presente el problema (I-5), esta equivalencia induce la designaldad
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___kB __ CK
o = ay/rerf(ofay) ~ aj\/7

(27)
que resulta ser {22).

OBSERVACION 3.— La desigualdad (22) es independiente del calor latente de fusion X y tiene sélo

sentido fisico en el caso en que el término de la derecha sea menor que uno.

OBSERVACION 4.— En [TaTu] se presentan relaciones entre los datos para la obtencién de un cambio
de fase instantaneo o la existencia de un tiempo de espera.

1

V.2. COMPORTAMIENTO DE LA SOLUCION DE
NEUMANN CON EL CALOR LATENTE DE FUSION

Existen ciertos materiales que cambian su estado de agregacion con cambios relativamente
pequefios de su energia interna, lo que se traduce en que su calor latente de cambio de fase es
despreciable. Este caso se da en las dispersiones coloidales de materiales poliméricos en agua, conocidos
comunmente como latex. Un caso particular interesante es aquel de los latex termosensibles, que han
sido hechos termosensibles (es decir, capaces de gelificarse por un aumento de temperatura ) por la
adicién de ciertos ingredientes. La solucion de este proceso se obtiene haciendo A = 0 en la solucion de

Neumann para el problema de Stefan a dos fases [Gu] (ver también [Sh]).

Mas ain, en [ChGu], se da una expresién para los coeficientes térmicos del material, para la

cual se obtiene que la solucién al caso A = 0 da la solucion al caso A > 0.

En [TaVi] se realiza un analisis del comportamiento de la solucion de Neumann en funcioén del

pardmetro \ y se estudia el limite A — 07 .

V.3. CASO ESTACIONARIO DEL PROBLEMA DE
STEFAN A DOS FASES

Se considera el caso estacionario del problema de Stefan a dos fases correspondiente a un
cuerpo unidimensional de longitud finita, el cval sera representado por el intervalo (0,x, ) con x, >

0. Se supone que la temperatura de cambio de fase es nula. Se analizaran dos casos diferentes :

CASQ 1.— La temperatura en el borde x =0 es B > 0 y en el borde x = x5, es —C < 0. Con
estas imposiciones el problema es siempre a dos fases, con la fase liquida en la parte izquierda y la fase
solida en la parte derecha, estando ambas fases separadas por la frontera libre x = s, con 0 < s <
Xo- La formulacion matematica de este problema, esta dada por : Hallar la frontera libre s € (0,x,)

y la temperatura T = T(x), definida por:
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Tyx) > 0 si 0 <x < s,
(1) T(x) = 0 si X=8,
Ty(x) < 0 si 8 < X < X4,

de manera que se satisfagan las siguientes condiciones :

(i T(x)=0 , x € (0,8) ; T,(x) =0 , x € (s,x4),
(2) (i) Ti(s)=Ty(s)=0 , k,T,'(s) = k,T,'(s) ,
(i) T,0)=B >0 , T x)=-C<0.

Si se realiza el cambio de funcién incognita {Du, Tal]
(3) u(x) = k, TH(x) — k; T(x) : 0 < x <X,

donde TT y T~ representan respectivamente la parte positiva y negativa de la funcién T, entonces el

problema ( 2) se reduce al siguiente :

(4) u/=0, x € (0,xy) , con u(0)=k,B > 0, u(xy) =~k C < 0.

Ademas, T puede reencontrarse a traves de la relacién :
5 T=Lduot - Ly,
OBSERVACION 1.— La frontera libre x = 8 del problema (2) ha desaparecido en la nueva
formulacion (4). Mas aan, puede ser obtenida a través de la funcion u, pues se tiene la siguiente
equivalencia :

(6) us) =0 & T()=0.

EJERCICIO 1.- (i) Obtenga la solucion del problema (4) y por ende deducir que la solucién del
problema (2) esta dada por :

= fo%o _kB
™ =L empp

g(s—x) si 0 <x <38,
(8) T(x) =

ia“zfg(x—-s) si 8§ £ x £ xp-

(ii) Verifique directamente que (7) y (8) es la solucién del problema original { 2).
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CASQ 2.— En el borde x = 0 se tiene una temperatura B > 0 y en el borde x=x_, se tiene un flujo
de calor saliente q > 0. Por lo tanto, el cuerpo pierde energia a través del borde x = x,, con lo cual su
temperatura sera inferior del valor B. Con estas imposiciones, en general, el problema no es a dos fases.
Se vera que el problema sera a dos fases si q verifica una cierta desigualdad. La formulacion
matematica de este problema esta dada por : Hallar la frontera libre s € (0,x,) (si existe) y la
temperatura T="T(x), definida por (1), de manera que se satisfagan las siguientes condiciones

(2i,1i,1iibis ), a quien se lo llamara problema ( 2bis ), donde:

-k, T (xg) =q > 0 si T(xg) = 0,
( 2itibis)

~ kT (xg) =q>0 si T(x,) < 0.

Utilizando el principio del maximo para ecuaciones elipticas se deduce que :

(9) T(x) < B , x € (0,x,) .

EJERCICIO 2.— (i) Si se realiza el cambio de funcion incégnita (3), entonces el problema (2bis) se

reduce al siguiente :

wx)=0 |, x € (0,x5),
(10)

uw(0)=k,B >0 - u(xg)=q > 0.
(ii) La solucién de { 10) esta dada por :

(11) u(x)=—qx+k, B.

(iii) E1 Caso 2 es un problema a dos fases si y solo si

k, B

(12) q>—x.T.

(iv) Mas aun, si la desigualdad {12) se verifica, entonces la solucion del problema (2 bis) esta dada

por :
(13) szk_?lE,
B(1-% si 0 < x <s,
(14) T(x) =
——k—]f-]?—(%—l) si s € x € X,
1
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(v) Siq < ky;B/x, , entonces el Caso 2 es solo un problema estacionario de conduccion del calor para

la fase liquida, cuya temperatura viene dada por :
(15) T(x):B—kix , x € [0,x,] .
2

(vi) Verifique directamente que (13) y (14) es la solucién del problema original ( 2bis ).

Se puede obtener la desigualdad (12) de una forma mas simple, planteando el siguiente

problema de conduccién del calor estacionario ( analizar la analogia con (10)) :
(10 bis) T(x)=0, x € (0,x,), con T(0) =B >0, -k, T'(x,) =q>0,
y observando que se tiene la equivalencia:

(12) & T(x,) < 0.

Nétese que este método permite la obtencion de la desigualdad (12) pero no da la expresion

explicita de las temperaturas correspondientes a las fases liquida y solida respectivamente.

V.4. UN MODELO DE ZONA PASTOSA A DOS
FASES CON SOLUCION EXACTA

Se puede plantear un modelo de zona pastosa (‘‘mushy zone”) para el problema de Stefan a dos
fases (con densidades de masa iguales en ambas fases) para un material semi-infinito (representado por
x > 0) en el cual se hacen las siguientes suposiciones (se generaliza a dos fases el modelo dado para el
problema de Lameé-Clapeyron {Stefan) a una fase en [SWA1]. Ver también [Tall] y IV.7) [Tal8] :

H1) La fase sélida, a temperatura T=T,(x,t) < ¢ , se encuentra en la regién x >r(t), t > 0;
H,) La fase liquida, a temperatura T =TT,(x,t) > 0, se encuentra en la region 0 < x < s(t), t > 0;
H;) La regién pastosa ocupa la regién s(t) < x <(t), t > 0 a la temperatura T = 0 (de cambioc de fase)
y se hacen dos hipotesis sobre su estructura :

(i) El material en la zona pastosa contiene una fraccién fija €l (con 0 < € < 1 constante)
del calor latente de fusion A por unidad de masa;

(ii) El ancho de la zona pastosa es inversamente proporcional al gradiente de la

temperatura en x = s” (t), llamando con v > 0 a dicha constante de proporcionalidad.
Si el material semi-infinito se encuentra inicialmente en estado solido a la temperatura inicial

constante — C < 0, al cual se le impone una temperatura constante B > 0 en el borde fijo x = 0 para

t > 0, entonces se obtienen los siguientes resultados:
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(i) Una solucion exacta para T,(x,t), Ty(x,t), s(t) y r(t) en funcion de la temperatura inicial y de
borde, de los parametros de la zona pastosa € y ¥, y de los coeficientes térmicos del material.
(ii) Se obtiene una conclusion analoga a la dada en la parte (i) si se reemplaza en la hipotesis (Hyii) el

gradiente de ternperatura en x = s~ ( t ) por el gradiente de temperatura en x = ().

(A) Teniendo en cuenta las hipotesis (H,)—(H;) se puede plantear el problema (P1) que
consiste en hallar las dos fronteras libres x =s(t), x=1(t), definidas para t > 0 con 8(0) = r(0) =0 y la
temperatura T = T(x,t), definida parax >0 y t >0 de la siguiente manera:

Ty(x,t) > 0 si 0 < x < 8(tht >0,
(1) T(x,t) = 0 si (t) < x < r(t),t > 0,
T,{x,t) < 0 si r(t) < x,t > 0,

de manera que se satisfagan las siguientes condiciones :

aszn =T2t , 0 < x < s(t),t > 0,

ay Tlﬂ = Tlt , ot) < x,t > 8,

8(0) = £(0) = 0,

(2) To(s(t),t) = Ty(x(t),t) =0, t > 0,

by Ty_((0),) — kg Ty (6(6),) = p A [(1=€) &(8) + e ¥},
=Ty (s(t),t) (x(t) —=s(t)) =7, t >0,
Ty(x,0) = Ty(+o0,t) =~ C< 0, x>0 t>0,
T,(0,t)=B > 0, t>0,

donde A > ¢ es el calor latente de fusién por unidad de masa, p > 0 es la densidad de masa comin a
ambas fasesy k; > 0,¢; > 0, oy = a? = F{—I > 0 son la conductividad térmica, el calor especifico y

el coeficiente de difusién respectivamente de la fase i ( i=1 : fase solida, i=2 : fase liquida ). Siguiendo

la metodologia de hallar soluciones autosemejantes se propone como solucién de (P1) a:

)= Ay ) T =+ Byl
(3)

s(t) =20/t , t(t)=2wq/t,

que satisfacen las tres primeras condiciones de (2). Si se imponen las 6 condiciones restantes se obtiene

que los 5 coeficientes A1, B1, A2, B2, w vienen dados en funcion de ¢ , de la siguiente manera :

Cerf (&)

—B 3 -C
A2=B, B2 = Al = = ,
2 » B2 erfl ()’ ! erfc(—é‘%)’Bl crfc(a“-;—)

(1 2
w=w(o)=0 + —3B exp(#) erf(é;—) ’

41



y el coeficiente o debe satisfacer la ecuacion :

(5) Ki(x) =Kyx), x >0,

donde las funciones K; y K, estan definidas para x > 0 por :

_ kB X k C w(x) _ exp(—x?)
K;(x) —;;‘\—/—';Fz(a;) Y- Fil=) ) =~y
(6)
€783 /T 2 exp(—x?)
K =p [x+—5F5 — exp(:x?) erf(z5) |, Fylx) = Cerf(x)
Teniendo en cuenta que las funciones K, y K, satisfacen las siguientes propiedades :
K1(0+)=+oo , K,(+00) = —o0, Ki<0,vx >0,
(1)
K,(0)=0, K, (+00)=+00 , K,>0,¥x > 0,

se deduce que la ecuacion (5) tiene una inica solucion o > 0.

NOTA 1.— A continuacion se dara una lista no completa de diversos problemas de tipo Stefan, en los
cuales el conocimiento explicito de la solucién exacta ha jugado un papel preponderante {mas

referencias sobre el tema podran encontrarse en [Ta2]) :
(i) Analogia al método de semejanza e inmovilizacion del dominie [Ru};
(ii) Cambio de densidad en la transicion de fase (p; # p,) [BaTa, CaJa, FPT, ChGu, R};

(iii) Acoplamiento de la temperatura y de la concentracién (Cristalizacion de una aleacion
binaria) [R,SWA2, TsBo, WSA];

(iv) Solidificaciéon de aleaciones [Ho, TiGe, TiKo, WeCr];
(v) Solidificacién y fusion de un cuerpo compuesto [Ep];
(vi) Presencia de multifases [R, SaTa, TrBr, Wei, Wil, Wi2];

(vii) Procesos de transferencia de calor y materia con cambio de fase en un medio poroso [Ch,

FPT, Lil, Li2, Li3, Mil, Mi2, PrGiJ;
(viii) Absorcién de un gas por un sélido [Gal];
(ix) Oxidacion de zirconio [DeGal, DeGa2 (interaccién entre UO, y Zr)];

{x) Determinacion de coeficientes térmicos desconocidos [ BNT, DETV, StTa, Tad4, Tab, Ta6,
Tal2] (se basa en teoria matematica y aplicaciones desarrolladas en [ALT, Cal, Ca2, Ca3, GST, Jol,
Jo2, MaTaj;

{xi) Determinacién de coeficientes térmicos desconocidos con la inclusién de una region pastosa
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solida-liquida [ GoTa, Tal0];
(xii) Infiltracion en medios porosos con zonas saturadas-no saturadas [Br, BtWh, BrTa, Ph];

(xiii) Aprovechamiento de la energia solar a través del uso de materiales de cambio de fase
[AlSo, SoKe];

(xiv) Crecimiento de raices de cultivo [RTC1, RTC2, ReTa, RTD];

(xv) Con coeficientes variables { ChSu, Rogl, Rog2, Ti).

NOMENCLATURA

k : conductividad térmica , ¢: calor especifico ,

Ste : numero de Stefan , 8: posicion del cambio de fase ,

t : tiempo , x : variable espacial ,

T : temperatura , B: temperatura en el borde fijox =0,

qy : coeficiente que caracteriza el flujo de calor en el borde fijo x=0 ,

Qg : coeficiente que caracteriza la pendiente de la temperatura en el borde fijo x=0
A : calor latente de fusion , p: densidad de masa ,
a=al= % : coefictente de difusién, £ = % : coeficiente adimenstonal,

o : coeficiente que caracteriza la frontera libre s(t)=2cr\/f )

Sub-indices : i=1: fasesodlida , i=2: fase liquida.
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