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La teoria, ejercicios y problemas sobre Probabilidades y Estadistica se desarrollaran siguiendo
los libros [Me, Sp].

A continuacién se detallan las actividades y problemas complementarios que se consideran de

gran importancia en el estudio de la teoria de probabilidades, a saber:

» Actividad No. 13: "Probabilidad condicionada y tablas de contingencia”, [CLGGLM, p. 121 —129],
pag. 3—11;

o Actividad No. 16: "Probabilidad geom:étricé;”, [CLGGLM., p. 137 — 145), pag. 12 —20;
« Actividad No. 18: "Probabilidad dindmica”, [CLGGLM, p. 149 — 151}, pégm. 21— 23;

o La Matematica de las distribuciones de probabilidades mas frecuentes (variables aleatorias discretas:

binomial y Poisson; variables aleatorias continuas: normal y exponencial) (ver Médulo de Analisis
Elemental, Pa_:;te.._z})_;._

= Se plantean problemas, trabajos practicos y casos no clasicos sobre el tema [CLGGLM, Kr, Me, Mi,
SpBo, Th], pag. 24 —32. . '

e Un modelo de fidelidad de marca para marketing y sus consecuencias matematicas [Ta), pag.
33— 35. |

» Las referencias basicas de la bibliografia utilizada, pag. 36.

o)



lad condicionada y

Probabilid
tablas de contingencia

Material _
No es necesario.

Tablas de contingencia

Comenzamos por dos problemas en los que se introduce un modo de presentar 1os
datos de gran interés para el calculo de probabilidades:

Problema 1. Diagndsticos

Una revista médica publica que
para diagnosticar las lesiones de
higado existen dos procedimientos:
"el histoldgico" y el "grafico". El
segundo procedimiento no es tan
preciso como el primero, pero
conlieva menor riesgo.

Para verificar la bondad de}
procedimiento grafico se estudiaron
con €l 1.160 lesiones de higado,
comprobdndose mas tarde si el
diagnostice fue correcto o no.

Los datos obtenidos fueron distintos segin que la lesién fuera maligna o benigna.
He aqui ia tabla:

TABLA 1 Diagnﬂostico Diagnostico TOTALES
correcto mcorrecto
I.esiones malignas 418 38 456
Lesiones benignas 608 96 704
TOTALES . 1.026 134 1.160

a) Interpreta el significado de cada uno de os ndmeros de la tabla.
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b) Para juzgar la precision del procedimiento es importante conocer la proporcién de
cada caso respecto al total de 1.160 lesiones. Expresa la tabla anterior en frecuencias
relativas y en porcentajes; es decir, completa las dos tablas de la pagina siguiente:

TABLAZ2 | C | 1 | TOTAL TABLA3 | C | I | TOTAL
M 0736 M 36
B B

TOTAL - _ TOTAL

;Como son los sucesos C e I entre si? ;Y los M y B?

¢) Se va a diagnosticar a un paciente par el procedimiento grafico. ;Qué probabilidades
asignaras a los siguientes sucesos aleatorios

CyM;CyB;lyM;IyB; CI?
d) ;Qué probabilidad asignas al suceso "lesién maligna diagnosticada correctamente™?
- (Y al suceso "lesién benigna diagnosticada correctamente"?

;Son independientes fos sucesos Cy M?

Para responder a estas preguntas recuerda que segiin vimos en ia actividad nimero
10, s1 dos sucesos son independientes de verificaba que:

P(S1y S2) = P(S1) - P(S2)
- Mientras que si son dependientes se verifica que:

P(S1y S2) = P(S1) - P(S2/S1)
de donde se tiene: .

P(52/51) = P(S1 y S2) / P(S'l_)

Problema 2. Accidentes de trafico

Con objeto de que disminuya el nimero de accidentes de circulacidn es preciso
tomar diversos tipos de medidas: campafias de informacién en prensa, radio y televi-
- 8i6n; mejora de la seguridad pasiva de los vehiculos; mejora del trazado y sefializacién
de las vias (calles y carreteras); vigilancia por parte de los agentes de trifico, etc.

Para ello es necesario disponer de informacidn, disponer de datos. El Instituto Na-

cional de Estadistica (INE), en su Anuario de 1975 publicd para el afio 1973 los
siguientes datos:
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TABLA 4 En carretera En zona ﬁrbana TOTALES
Con victimas 34.092 32.295 66.387
Solo dafos materiales | 11.712 20.791 32.503
TOTALES 45.804 53.086 98.890

a) Completa la siguiente tabia de porcentajes, obtenida 2 partir de la anterior:

TABLA S g A no A TOTALES
B 34 67
no. B 33
TOTALES 46 54 100

b) Como sabes que:

_P(Aay B)
P (B/A) —r

calcula en este problema P(B/A) vy P(B/no A) y decide si A y B son independientes.
(Es P(B/A) = P(B)?.

Las tablas 1, 2, 3 del problema del diagndéstico, y las 4 v 5 del de los accidentes
de trafico reciben el nombre de tablas de contingencia, pues en ellas figuran todas las

posibilidades, o contingencia, de los sucesos compuestos que son interseccién de otros
sucesos, esto es:

AyB=ANB; AynoB=2NB; noAyB=23NB; noAynoB=3aNE

El esquema de dichas tablas es ‘el siguiente:

TABLA 6 A z Totales

B P(aANB)Y P (ZNB) P (B)

B P (ANB) p{aANB) P{B)
Totales P(A) P(A) 1

y pueden figurar en ellas, en lugar de probabilidades, frecuencias relativas o
porcentajes.
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Estas tablas ademds de darnos probabilidades de forma directa nos permiten el
célculo de probabilidades de sucesos condicionados; por ejemplo P(B/A) y P(B/no A).

Existen tablas de contingencia mds complicadas. Si consideramos que los
accidentes pueden ser leves, graves o mortales; en carretera 0 en zona urbana, el
diagrama de contingencia seré:

3 S e o Loy

TABLA 7 L G M " TO'I ALES
= .
U |

TOTALES | o B

Lo fundamental de estas tablas es que los sucesos L, G y M sean incompatibles

dos a dos y su unién sea el espacio muestral, y que los sucesos C y U también lo sean
y compongan el espacio muestral.

Relacion entre los diagramas de contingencia y los de drbol

B
/
a {,,/F(BIA)
‘///
. ) //P @ P(noB/A)
La tabla 6 se puede poner en -~
forma de diagrama de arbol de la T~
¢ © c1ag i - \ B
ormma siguiente: /
P(10 Ay P(a;noA}
T A/
\\\

P(noB/noAj ™. no B

Multiplicando las probabilidades de las distintas ramas que van hasta un punto

dado, por ejemplo B, se obtiene la probabilidad de la interseccidn de los sucesos que
se encuentran por el camino:

P(A y B) = P(A) - P(B/A)
P(A y no B) = P(A) - P(no B/A)

ete.
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Los diagramas de contingencia y los de &rbol estén intimamente relacionados: dado
uno de ellos podemos construir el otro. Esto es muy importante, ya que unas veces los
datos del problema permiten construir rédpidamente uno de ellos y a partir de €l
podemos construir el otro diagrama, que nos dard la respuesta.

Teniendo en cuenta que:

P(B/A) = P(A y B) / P(A) [1]

y dado el diagrama de contingencia:

A no A Totales
B P(A'y B)=1/9 P(no- Ay B)=3/9 P(B)=4/9
no B P(A y no B)=4/9 P(no A y no B)=1/9 P(no B)=5/9
Totales P(A)=5/9 P(no A)=4/9 1
B
/ A FEAS
/f,;‘{;;us/g' P{B/A)~4/5 = O B

S

puedes construir el de 4rbol:

PN =4/8 P{B/A)=3/4

ne A

P{B/A)=1/3~ no B

Sin més que hacer en cada caso el .cociente indicado en la expresién [1]

\

A T P(B/A}=0.1

/

Reciprocamente, dado el diagrama de _—Pm=03 PEBIA=0.8
arbol, puedes construir el diagrama de
contingencia:

\,

TPBA)=0.4

/,

P(B/N =08
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Obtenemos, multiplicando los nimeros de una misma rama, ias probabilidades P(A

y B), P(A y no B), P(no A y B), P(no A y no B), es decir, el diagrama de contingen-
cia.

A z Totales
5 p(afB) = P(ANB) = P(B) =
' 0°03 0728 0°31
5 p(aNBY = P(ANE) = P(B) =
0727 0742 0769
Totales P(iq) B P(a) = 1
0730 0°70

Problemas a resolver

Ahora que ya conocemos los diagramas de contingencia y las relaciones con los

diagramas de 4rbol te vamos a proponer varios problemas que resolverés aplicando lo
que has aprendido en esta actividad.

12 .
a) Dado el siguiente diagrama de contingencia

A no-A Totales
B 0,41 0,10 0,51
no B 0,30 0,19 0,49
Totales _ 0,71 : 0,29 1
/// B
A <

construye el diagrama en arbol.

\\

126 g _ © NARCEA - MEC



b)  Dado el siguiente diagrama en <
arbol

construye el diagrama de contingencia:

A no A Totales
B
no B
Totales B | 1

L2

Construye con-él una tabla de contingencia y a partir de ella un nuevo diagrama
de arbol poniendo el suceso B en primer lugar.

2¢ Completa el siguiente diagrama de
probabilidades: |

&=

i

3% Disponemos de dos cajas, M y N, la caja M contiene 7 bolas negras y 3 blancas,
y la N 5 negras y '3 blancas. Se saca una bola al azar de una de las dos cajas,

también al azar, y resulta ser blanca. Calcular la probabilidad de que proceda de
ia caja M. |
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4¢ Se han observado 50 enfermos de piel tratados con un nuevo antibitico v otros
70 enfermos no tralados. Anotamos las curaciones al cabo de 2 semanas, 10s
resultados han sido:

Tratados No, tratados
Curados 40 : 20
No Curados . 10 50

Si se emplean estos datos para asignar probabilidades,

a) ;Qué probabilidad existe de que un enfermo curado haya sido tratado?
b) ;Qué probabilidad existe de que un enfermo curado no haya sido tratado?

52 Una determinada empresa se dedica a la fabricacién de cubiertas para las ruedas
de los automdviles. Por los controles de calidad que esta empresa lleva a cabo se
‘puede concluir diciendo que el 5% de las cubiertas producidas son defectuosas. En
el laboratorio de control de calidad hay instalado un dispositivo que detecta el 90%
de las cubiertas defectuosas, pero también califica como defectuosas el 2% de las
correctas. El empresario esté interesado en conocer las siguientes probabilidades:

* Probabilidad de que sea correcta una cubierta calificada como defectuosa por
el dispositivo.

* Probabilidad de que sea defectuosa una cubierta calificada por el dispositivo
COIo correcta.

;Puedes ayudarle tu?
Nota: Consideremos 10s sucesos:
A = "Ser correcta”
B = "Ser calificada como corrscia"”

no A = "Ser defectuosa”
no B = "Ser calificada defectuosa"

El problema pregunta: P(A/ne B) y P(no A/B). Para resolver el problema puedes
construir primero el diagrama de 4rbol, el diagrama de contingencia y finalmente
responder a las probabilidades pedidas a través del diagrama de conlingencia.

P(A/no By =P (A y no B) / P(no B)

P(no A/B) =P (B 'y no A) / P(B)
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6* En un municipio hay tres partidos politicos: Progresista, Liberal v Moderado. Se
efectia un referéndum para decidir si un cierto dfa se declara fiesta local. He aqui
los resultados en %, en funcién del partido al que votd cada ciudadano en las
altimas elecciones:

ULTIMAS ELECCIONES
Pr Lib Mod Abs
o S 15 % 25 % 12 % 8 %
REFERENDUM. 001 55 4 5 9% 8% 2 %

a) ;Qué porcentaje vot$ a cada partido en las dltimas elecciones?

) ;Qué probabilidad hay de que una persona tomada al azar haya votado Si en el
referéndum, P(S1)?

c¢) Calcular las siguientes probabilidades:

P(Pr/S)  P(Si/Pr) P(Lib/S1) P(Si/Lib)
P(Mod/Sf)  P(Si/Mod)  P(Abs/Si) P(Si/Abs)

d) Los sucesos "votar moderado en la dltima votacién” y "votar Si en el referén-
dum" son dependientes o independientes?

Contenidos implicitos en esta actividad

- Tablas de contingencia.
- Probabilidad condicionada.
- Relacidn entre los diagramas de contingencia y diagramas de 4rbol.
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Actividad N° 16:
Probabilidad geométrica

Reglas del juego

Este juego consiste en experimentar al fendmeno aleatorio "lanzar una moneda de
cien pesetas sobre una cuadricula de 60 x 60 mm". Cada alumno realizari el EXpe-
rimento cien'veces.

Materiales necesarios

Cada alumno necesita:

- Una moneda de 100 pesetas.

- Una cuadricula de 60 x 60 mm, que obten-
dras uniendo cuatro hojas DIN A4, como 5
muestra la figura, y después haciendo el
cuadriculado:

- Unos folios para ir anotando los resultados,
conclusiones o conjeturas.

Desarrollo del juego

1%- jPuedes formular alguna conjetura sobre
qué es lo que ocurrird al lanzar una moneda de
cien pesetas sobre una cuadricula de 60 x 60 mm?,

2%- Sobre una cuadricula lanzas la moneda cien veces y anotas ¢l nimero de veces
que ia moneda toca alguna de las lineas de la cuadricula.

Llamamos al suceso "la moneda toca alguna de las lineas de la cuadricula”, suceso
S. Con tos dates de la experiencia, rellena la siguiente tabla;

£(S) - E(5)

SUCESO "s*

100 Lanzamientos

3% Recogemos los datos obtenidos por todos los alumnos de la clase.y los
colocamos en la siguiente tabla:
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£(S) £(S)

Frecuencias absolutas de los Alumnos Frecuencia

relativa total

IO(j X N lanzamientos

£, (s) = Suma de las friggir?las absoluf:;asr_ N = ndmero de Alumnos

A la vista de los resultados obtenidos en la dltima tabla, cqué probabilidad
asignards al suceso S? Razédnalo.

4% Recuerda Ja ley de Laplace, que utilizamos para el calculo de probabilidades cuando
los sucesos elementales son equiprobables:

_casos favorables
P{5) = :
casos posibles

& Conesta ley también calcularemos probabilidades geométricas, como vas a ver
‘a continuacidn.

Si tomamos un cuadrado de la cuadricula, la moneda pisard alguna linea de la
cuadricula si su centre cae dentro del 4rea rayada:

] = 60 mm.
R = radio de la moneda. _
¢ = didmetro de la moneda = 24.5 mm.

Segin la ley de Laplace la probabilidad de que al lanzar la moneda pise alguna
linea de Ja cuadricula sera:
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P(S) = drea de la zona rayada d2-(1-2R)?

area del cuadrado 12
4% (1-2R)2 . 1-2R.,_. _®y2
e e 1-¢ 3 )e=1- (1 l)

24°5. ¢ .
P(8) =1-(1- = 0765
(5) ( o)

5% Compara el resultado anterior con el que se obtuvo, de forma experimental, en
el punto 3 y coménta la primera ley de los grandes ntmeros.

6% Con el fin de que veas cémo se hacen ios calculos de probabilidades
geométricas te resolveremos varios problemas.

Problema 1: En el interior de un circulo se
selecciona un punto al azar. Hallar la pro-
babilidad de que el punto quede més cercano
al centro que a la circunferencia.

Denotamos por S el conjunto de los puntos
interiores al circulo de radio r y denotamos
por A el conjunto de puntos interiores al cir-
culo concéntrico de radio 1/2 de r. Asi A estd
formado por aquelios puntos de D que estdn
MAS CETCanos a su centro que a su circunferen-
cia.

La probabilidad pedida vale:

1 2
P(A):éreadeAzﬂ{Er) 21
drea de S T r? 4

Problema 2: Sobre una linea recta se seleccionan al azar los puntes a y b tales que

-2<b<0 y 0<a<3

conmo se muestra en la figura siguiente:

Hallar la probabilidad de que 1a distancia d entre a y b sea mayor que 3.
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Los puntos (a,b) posibles son los que se
muestran en el diagrama siguiente: T S

e incluidos en el rectangulo.

El conjunto de puntos favorables (a,b) serdn aquellos para los cuales d=a-b 5 3

y son los puntos de S que caen por debajo de la lfnea x - y = 3 y forman por tanto la
superficie sombreada.

En consecuencia:

P(A)_érea de & _2 1

Problema 3: Se tiene una cuadricula de 1 x 1 cm.
Se lanza un disco sobre ella de 1/2 cm de didmetro
al azar. Hallar la probabilidad de que el disco cubra
un punto de interseccién de la cuadricula.
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Tomamos un cuadrado de la cuadricula y sea S el conjunto de los puntos interiores
|
a este cuadrado.

Denotamos por A el conjunto de puntos de S de distancia a las esquinas 1/4 cm.
As{ st el centro del disco cae en S cubrira un punto de interseccién de la cuadricula
sty sélo sf su centro cae en un punto de A.

L_b.;_h.

7 ,

A= sombreada

Segidn esto:

1 2
P(A)=éreadeA=n'(w&:) - T
drea de 5 12 16

Problema 4: Tres puntos a, b, ¢ de una
circunferencia se escogen al azar. Hallar
la probabilidad de que los puntos calgan
sobre el mismo semicirculo.

Supongamos que la longitud de la
circunferencia sea 2s=Denotamos por x
la longitud del arco ab en el sentido del
movimiento de las agujas del refoj y de-
notamos por y ia longitud del arco ac en
el mismo sentido. Se debe cumplir:

0 < x < 28

0 <y < 2s
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Sea S el conjunto de fos puntos de R* para los cuales se cumplen las condiciones

anteriores: Sea A el subconjunto de S para los cuales se cumplen las condiciones
siguientes: ‘

1) Xy<s
i) xy>5s
i) x<s,y-x>s

V) v<§X-y>s

2s

Uil

w

|

J} b

‘w_

Zs

Entonces A consta de aquellos puitos para los cuales se cumple que a, b, ¢ caen
sobre ¢l semicirculo. Asi

drea de A _ 3s?
P A = =
: ) drea de § 452

3
4

Problema 5: Dado un segmento cualquiera, hallar la probabilidad de obtener,. por
triseccidn, Jos tres lados de un tridngulo.

Entendemos por triseccién la eleccién de dos puntos al azar del interior del
segmento. Es evidente que no supone restriccion alguna identificar al segmento con el
intervalo [0,1]. La eleccién de dos puntos en el segmento es entonces la eleccion de

dos nameros tales que
x & (0,1)
y € (0,1)
X = Y.

La condicién necesaria y suficiente para que con tres segmentos

| ] ] )
! f i I

0 X ¥ 1
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se pueda formar un widngulo es que la longitud de cada uno de los segmentos sea
menor que la suma de los otros dos. Refiriendo estas condiciones 4 los niimeros x e
y obtenemos:

1 1 1
XLy DAdx<=; - x{=; Z<y<l
¥y 2 ¥V > > %

1 1 1
<x; 0<y<=; x~y<=; =<x<1
Y Y43 Yigi 3

Interpretando geométricamente estas condiciones, identificando (x,y) con un punto del
plano, resulta que los puntos que verifican la condicidn pertenecen a la parte rayada
de la tigura:

4 sy
/ —
A i
L B30
2
| -
i {
2
La probabilidad es por tanto:
1.2
_dreaded_ 8 8 _1
p(m“érea de 5 1- 4
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N Problema 6: En una circunferencia se escogen al azar
tres puntos A, B y C.

Calcular la probabiiidad de que los tres estén situados
en un mismo arco de 90¢.

* Supuesto elegido el punto A tomémoslo como origen
y : de medida de longitudes de arco en una circunferencia
: que podemos suponer de radio 1.

N

El punto B se puede escoger de forma que la longi-
tud x del arco AB esté comprendida en

o, Z1J 122, 2m)

N/

9 X A 2R
2

Elegido el punto B, la medida del arco AC verificara:

a) Si Osxs% entonces_Osys% o bien x—% +2msL2m

I

s

b) Si 3—;sx52n se verificard sy<2n o bien Osysx+%~21c

En consecuencia (x,y) ha de ser un punto de la parte rayada de la figura, cuyo 4rea es

T T :
2 5Ty 2
2 ( Tt_ + 2 2 ) e 3“
4 2 4
La probabilidad buscada es
3m?
L3
4n? 16

Problema 7: Un tren liega a una estacién en un instante al azar de] intervalo (0,T),
parando a minutos. A la misma estacién acude un autobds al azar e independientemen-
te en el mismo intervalo y parando b minutos, ay b < T.

1) Calcular la probabilidad de que el tren llegue antes que el autobis.

2) Determinar la probabilidad de que se encuentren.

3) Suponiendo que se encuentren en la estacion, determinar la probabilidad de que el
tren llegue antes que el autobis.

Interpretaremos el problema geométricamente.
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ey o

Sean x el instante de llegada del tren ey
el de llegada del autobys.

1) Es la probabilidad del suceso x < y:

1
2

2) Es la probabilidad de la suma de los

SucCesos:
N X <y < X+a
b T X ‘ ¥y < X < y+b;
luego .
L.l pogy2 272-2(r-p)2 (a4p) -1 (a2 +p2)
p=_2 2 L2 2 _ 2
T2 e T2
3) Es
Lo 1 (T-a)2 aT——lna‘"
. 2 2 _ 2
(a+b}T—%{a2+b2) (a+h) T—%(a2+b2)

Contenidos implicitos de esta actividad

- Probabilidades geométricas.

O
S ﬂmﬁ@n Fm%n WAL

s@_a@%& — =
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Reglas del juego

Utilizando fichas, simular situaciones de probiemas de probabilidad.
Materiales necesarios

Un gran nimero de fichas.

Etapas del desarrollo del juego

Embudos

Si dejamos caer un gran nimero

% de bolitas, perdigones, fichas, etc, en
los embudos A y B que aparecen *
A dibujados observaremos que ocurre lo
siguiente: B
. Las posibilidades que tiene un ob-
/\ jeto de ir por un camino u otro es

igual en cada bifurcacién; como en
cada bifurcacién aparecen dos ramas,
la probabilidad de que un objeto pase
por cada una de ellas es 1/2 en cada -

cruce; expresado en porcentaje, el

5 Ast, si lanzamos 100 objetos por
1 el embudo A, esperamos que aproxi-
madamente sean 50 los que salen por

el canal 1 y otros 30 por el canal 2. Si los 100 lanzamientos los realizamos en el

embudo B, esperamos que aproximadamente 50 caigan por el canal 1 y 25 por los
~canales 2 y 3.

Supén que ahora dejamos caer un montén de perdigones en cada uno de los em-

budos C, D y F. En estos casos, ;qué proporcién de perdigones esperas que salga por
cada canal?
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Embudo C Embudo D Embudo E

Laberintos

Se pone un robot en un laberinto y empieza a
explorarlo. En cada bifurcacidn es igual de proba-
ble que el robot contintie por un camino que por
ofro (excepto que no puede retroceder por el
mismo camino por el que ha llegado). Hay tram-
pas al final de los caminos. ;En cuél de las tram-
pas es mas probable que acabe el robot, o son
todas igualmente probables? :
I

Imagina que repetimos la experiencia muchas
veces ;En qué proporcién de ocasiones caerd en
cada trampa? Resuelve, para cada uno de los labe-
rintos dibujados.
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Ratones

A).- Se introducen doce ra- ‘
tones por la entrada del laberinto - EN
de la figura, que tiene dos sa-
lidas, una en la que hay un gato
y otra en la que se encuentra un
- queso. Si el ratén llega a donde
esta el queso, se lo come y sale
libre, pero si va a parar a la
salida donde se encuentra el
gato, es comido por éste.

(Cuéntos ratones se salva- -
ran? ;Cudntos serén comidos por
el gato? ;¥ si hay 24 6 36 ratones? ;Cual es la probabilidad de que el ratén se coma
el queso? ;Cudl la de que sea comido por el gato?

B).- Un ratén se mueve entre dos
habitaciones A y B. Si sale de A es

atrapado por ¢l gato, mientras que
Gato :: _— Trampa  si sale de B cae en una trampa,
como se ve en el diagrama. Inicjal-
A B mente parte de la habitacién A y su
movimiento se realiza de la si-
guiente forma: de A a B con pro-

babilidad 3/4, de B a A con probabilidad 7/8. Hallar la probabilidad de que: a) lo coja
el gato, b) lo coja la trampa.

C).- Un ratén puede estar en 6 posiciones | -
(como se indica en la figura) de forma 1 2 3 4 > 6
que si estd en la posicién i, Juego se

mueve a las posiciones i+1 0 i-1 con probabilidades 2/3 y 1/3 respectivamente, pero
st llega a las posiciones 1 0 6 queda atrapado en sendas trampas. En este paseo ajeato-

rio, si el ratdn parte de la posicién 3 determinar las probabilidades de ser atrapado en
fas trampas 1y 6.

Estrategias

D).- Un jugador necesita cinco millones de pesetas para pagar una deuda, pero solo
“tiene un milldn y su Banco no estd dispuesto a prestarle; decide intentar conseguir la
caniidad total jugando a cara 0 cruz con una estrategia audaz: en cada jugada se
apuesta una cantidad de dinero tal que si gana llegue de la forma mas répida posible

a su objetivo. Estudiar la estrategia a seguir por el jugador y calcular la probabilidad
que tiene de conseguirlo.
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PROBLEMAS CON PROBABILIDADES

1) Ir a dos fibricas. Un ingeniero trabaja en dos fAbricas A y B. Los dmnibus que lo llevan a las

fabricas parten del mismo logar. A las horas exaclas sale el que lo lleva a la fabrica A, y a las horas y
cuarto el que lo lleva a la fabrica B. Si sale de su casa sin preocuparse de la hora y tema el primer

émnibus que llega, ;Cudl es la probabilidad de que llegue a cada una de las fabricas?

2} Nueva _sociedad. Un grupo financiero estudia el lanzamiento de una nueva sociedad con una
inversién de § 500.000. De acuerdo a sus expertos, tres casos solamente pueden ocurrir:

e La sociedad se desarrolla rapidamente obteniendo el 30% del mercado. Se tiene una ganancia de
$ 800.000 con una probabilidad del 10 %;

e La sociedad comienza normalmente obteniendo el 18 % del mercado. Se tienme una ganancia de
$200.000 con una probabilidad del 70 % ;

o La sociedad cierra después de una tentativa infructuosa. Los expertos estiman al 20% la

probabilidad de esta eventualidad.

i Cuél es la ganancia esperada ?
Observacién. La ganancia esperada no corresponde a la ganancia de ninguna de las tres posibilidades.
Ella indica solamente la ganancia media que se obtendria con la hipdtesis irreal que se podria ejecutar

la inversién un nimero grande de veces. Esta medida permite tomar en ecuenta la ganancia de cada

posibilidad futura teniendo en cuenta como peso la probabilidad de dicha realizacién. En otras

palabras, la ganancia esperada es la media aritmética (esperanza) de las ganancias de cada posibilidad,

ponderadas por su probabilidad respectiva.

3) Oscar y sus dos tias. Oscar tiene dos tias a quienes visita cada viernes por la noche. Cada una de

ellas vive sobre la ruta de la linea de émnibus B, una en direccidén sur y la oira en direccion norte.
Cada viernes, alrededor de las 7 de la tarde, Oscar camina hacia la parada y toma el primer dmnibus
que pasa, en una direccién o en la cpuesta. En ambas (iirecciones la frecuencia es de 10 minutos. Al
cabo de algin tlempo, una de las tlas Bama a Qscar reclamando que solo habila ido una vez, mientra

que ha visitado 9 veces a su hermana. jCémo se explica esto?

4) Gracia de un condenado a muerte. En el lejano reino de Juegolandia, a los condenados a muerte se
les concedia la gracia de que su vida dependiera de que sacaran una bela blanca de una bolsa que
contenia 50 bolas blancas y 50 negras. Pero en cierta ocasidn, un reo pidié la gracia de que se le dejara

distribuir las bolas de otro modo antes de hacer el sorteo. Tras algunas discusiones, se le concedié la

gracia y prepard dos bolsas: en una colocd una sola bola blanca; en otra bolsa colocé 49 blancas y 50

negras. ;Cual resulté de este modo la probabilidad de sacar blanca?

|
5) Azar en el circulo. En el interior de un circulo se selecciona un punto al azar. Halle la probabilidad

de que el punto quede mas cercano al centro que a la circunferencia.

6) Azar de un disco en una cuadricula. Se tiene una hoja cuadriculada con cuadrades de lem x lem. Se

lanza sobre ella, al aiar, un disco de 1/4 ¢m de radio. Halle la probabilidad de que el disco cubra un
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punte de interseccidn de la cuadricula.

7) Un jugador arriesgado. Un jugador necesita cinco millones para pagar una deuda, pero solo tiene un
millén y su Banco no esta .dispuesLo a prestarle; decide intentar conseguir la cantidad total jugando a
cara o cruz con una estrategia audaz: en cada jugada se apuesta una cantidad de dinero tal que si gana
llegue de la forma mas rapida. posible a su objetivo. Estudie la estrategia a seguir por el jugador ¥

calcule la. probabilidad que tiene de conseguirlo.

8) Azar en una recta. Sobre una linea recta se seleccionan al azar los puntos a ¥ b tales que:

-2<b <0 ¥ 0<a<d .

Halle la probabilidad de que la distancia entre a y b sea mayor que 3.

Definicién.— Dados dos numeros positivos a y b, se definen la media aritmeética MA y la

media geométrica MG de la siguiente manera :
MA = 232 ; MG = +/ab .

9) (i) Demuestre que :

(a) MG < MA ; (b)) MG=MA & a=b; @©x(=) <%, ¥xely.
(i1} 1 Cudl es el rectingulo de area maxima que tiene por perimetro p?

(iii) La poblacidén de la Argentina estd dada en la siguiente tabla:

afio pobiécién (en millones de habitantes)
1960 20
1570 23
1980 28
1990 33

(a) Caleule las medias aritmética y geométrica de la poblacién de los afios 1960 y 1980. Compare los
valores hallados con los que nos brinda la tabla para el afio 1970.

(b) Idem (a} para los afios 1970 y 1990.

(¢} Estime el nimero de habitantes que tendria la Argentina en el afio 2000, utilizando solamente los

datos de la tabla.

Observacion.— Los resultados obtenidos con la MA y la MG no son muy diferentes. En general, para
problemas referentes al crecimiento o decrecimiento de poblaciones la MG da resultados mas
aproximados a la realidad. Naturalmente que éstos son valores estimados, es decir, aproximados, pues

pueden ocurrir fendmenos (catastrofes, gran inmigracién o emigracidén) que los haga variar.
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TRABAJOS PRACTICOS Y CASOS.

TRABAJO PRACTICO 1: Estrategias con umas y bolas.

Una urna contiene & bolas blancas y 3 bolas negras; se sabe que « + 8 > 3. Los jugadores A y B
Juegan un juego con la urna y las bolas. Se consideran dos estrategias:
(I) El jugador A toma al azar una bola de la urna. Si es blanca entonces &l gana, en caso contrario
pierde;
(1) El jugador A toma al azar una bola y la tira afuera de la urna sin mirarla. El jugador B toma
entonces una bola negra. Luego, A toma otra bola de la urna. Si esta segunda bola es blanca entonces
A gana. En caso contrario, pierde.
(i) Calcule la probabilidad de ganar que tiene el jugador A en las estrategias Iy 1L

(if) ; Cudl de las dos estrategias es preferible para el primer jugador A?

TRABAJO PRACTICO 2: El tren y el émnibus. Un tren llesa a upa estacién en un instante del

intervalo (0, T} al azar, parando « minutes. A la misma estacién acude un émuibus al azar,
independientemente del tren, en el mismo intervalo de tiempo (0, T) parando 8 minutos {con < Ty
g <T).

(i) Calcule la probabilidad de que el tren llegue antes que el dmnibus;

(ii) Determine la probabilidad de que se encuentren;

(iif) Suponiendo que se encuentren en la estacién, determine la probabilidad de que ¢l tren llegue antes
que el dmnibus;

(iv) Analice los resultados anteriores dando diferentes valores a vap.

TRABAJO PRACTICO 3: El duelo triangular. Tres politicos A, B y C deciden resolver sus diferencias

mediante un duelo a pistola bajo las siguientes reglas. Luego de sortear quien dispara en primer,
segundo y tercer lugar, los tres se ubican er cada uno de los vértices de un triangulo equilatero. Se
conviene que cada uno dispararid un tiro por turno, continnando en el orden sorteado hasta que dos de
ellos queden fuera de combate. Cada uno puede disparaf en la direccidn que desee. Ademés, conocen

que las precisiones de tiro de A, B y C son de 100%, 80% v 50% respectivamente.

Suponiendo que cada uno adopta la estrategia mas favorable ¥ que nadie muere a causa de una
bala perdida que no habia sido disparada contra él,
(i) ;Quién tiene mais chances de sobrevivir?

(1) ;Cuéles son las probabilidades de cada uno? Demuestre que se tiene que:

3 . -8 . — 47
PA"lD’ PB‘45’ PC“‘QO‘

" (iii) Suponiendo que C no dispara al aire, calcule las probabilidades de cada uno de sobrevivir.

{iv) 5ila precisién de C es del x% ;Cual es el minimo valor de x que garantice la victoria a C7

Observacion: dado que A y B son los mejores tiradores, ambos trataran de eliminarsese el uno contra el
otro, luego, la mejor estrategia para C es disparar al aire hasta uno A & B caiga. De este modo, C tiene

el primer disparo contra el sobreviviente con una chance del 50 % de vencer.
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TRABAJO PRACTICO 4. La compaifila X estd tratando de decidir sobre la compra de una maquina
nueva, la cual se utilizaré exclusivamente en la fabricacién de cierto producto. Actualmente existen dos

méquinas que pueden ser satisfactorias para el fin perseguido.

Si se compra la maguina A, se invertiran $ 10.000 y se ahorrara $1 por unidad, en relacién con
el proceso de produccidn que se ubiliza en la actualidad. Si se compra la maquina B, se invertiran
$60.000 y se ahorraran $3 por unidad producida. Ambas maquinas tienen una vida Gtil de 5 afios. Las
condiciones futuras del mercado son algo inciertas y se han resumido en las siguientes estimaciones

sobre la probabilidad correspondiente a un volumen total de ventas dado, para los préximos 5 afios:

Ventas Totales Probabilidad
{en unidades)
1000 L. 0,10
20000 L. 0,30
30000 ... 0,40
40000 ........ 0,20

Sin tomar en cuenta el problema de la actualizacion financiera de los ingresos futuros, j cuél es
la méaquina que deberia comprar la empresa X7 ;Cuéles son los ahorros esperados correspondientes a

cada una de esas acciones alternativas?

CASO 1: Produccion ptirua de productos por semana. Se supone que la demanda D, por semana, de

cierto producto ‘es una variable aleatoria con determivada distribucién de probabilidades,
P(D =n) = p(n), n= 0. 1, 2, ... . Supdngase que el costo para el proveedor es $ C; por articulo,
mientras que él lo vende a § C,. Cualquier articulo que no se venda al término de la semana, debe
almacenarse con un costo de $ Cy por articulo. Si el fabricante decide producir N articulos al comienzo
de la semana, entonces: I

(i} ; Cudl es su utilidad esperada por semana?

(ii) ; Para qué valor de N es maxima la ganancia esperada? Para realizar este estudio se analizard el
siguiente caso: Se supone ademés que para la demanda aleatoria D es apropiada la sigujente

distribucién de probabilidades:
P(D:n):—»%,nml, 2, 3, 4, 5.

{a) Entonces calcule, en este caso, la expresion de {a utilidad esperada por semana.
(b) Calcule ¢l N éptimo para el caso concreto de Gy =3, C, =9, C3 = 1.
(¢) Pruebe, en general, que el valor N 4ptimo se obtiene en el caso en que N <5 y que los pardmetros

Cy» Gy ¥ Cj satisfagan Ja siguiente desigualdad:

C, < 10C; + 9C,.

Mas ain, en dicho caso el N éptimo se obtliene como la parte entera o la parte entera mas uno

del valor real x, dado por la expresion:

1+5(CZ—CI)
0 732 Cy + Cy
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CASOQ 2: Postres preparados. Un fabricante de postres planifica el lanzamiento de un nuevo tipo de

plan. Le ofrecen dos posibilidades:
e venderlo a un precie elevado para hacer un producte de prestigio;
e venderlo a un precio accesible (barato) para realizar una venta masiva y obtener una importante

ganancia por cantidad.

Su competidor principal tiene también un proyecto de este tipo, pero al presente no se conoce
todavia cual serd su decision. Tres posibilidades del futuro pueden ser consideradas, y sus consecuencias

estan descriptas en el cuadro 1 siguiente:

Unidad: $10.000 precio bajo (§) precio elevado (§) |probabilidad del evento
No competencia (NC) 20 -2 0,50
Competencia con buena 5 25 0,20
reaccidn del mercado (CBR)
Competencia con débil - 10 10 0,30
reaccién del mercado (CDR)

(i} Represente el arbol de decisidén correspondiente al problema del fabricante;

(ii) z Cuél es la mejor decisién a tomar, y cuénto es su esperanza de ganancia (o ganancia esperada) ?;
(i) ;Qué permite conocer con certeza, cuil de las tres posibilidades del futuro ocurrird? En otras
palabras, cuél es el monto a pagar por la encuesta que :nos permita pasar de informacion lmperfecta
(dada por el cuadro anterior) a informacién perfecta.

(iv) Un asesor externo, de quién se conoce la seguridad de sus estudios, propone sus servicios para
prever la reaccidn de la competencia y del mercado; las previsiones del experto estin dadas en el

sigulente cuadro 2:

RE P NC CBR CDR
RR: Reaccidn real NG 0,80 0,10 0,10
RP: Reaccidn prevista
CBR 0,10 0,70 0,20
CDR 0,10 0,30 0,60

Observacion. Cuando hay competencia y se tiene una débil reacién del mercado (caso CDR), el experto
prevé:

NC en el 10% de los casos (probabilidad 0,10)

CBR en el 30 % de los casos (probabilidad 0,30)

CDR en el 60% de los casos (probabilidad 0,60).

Si el andlisis del experto cuesta $15.000 ; Conviene contratarlo?



CASO 3: Curso de idioma. Upa empresa lanza un curso de idioma por CD (discos compactos). La
demanda puede ser de 1000, 2000, 3000, 4000 6 5000 unidades. La creacién del curso costé § 100.000.
El juego de CD cuesta § 200 y se vende a $ 400. Como todos los CD a producir deben ser realizados en
el mismo momento, la sociedad debe decidir el ntimero de cursos a producir. Por razones de prestigio,
los cursos -que no se pudieron vender, no pueden venderse en liquidacion; pere los CD se borran y se

liquidan a $100 el juego.

I) Formulacion del problema. El problema puede ser representado por una matriz, en la cual cada fila

corresponde a una decisién de la empresa, y cada columna corresponde a una posibilidad futura de
demanda. De acuerdo a los datos anteriores cologue en la interseccidn de cada fila y cada columna el

beneficio (o pérdida) correspondiente (en unidades de $1.000 para facilitar las operaciones).

P 1000 2000 3000 4000 5000

1000

2600

3000

4800

5000

D: Demanda de CD ; P: Produecién de CD
II) A continuacidn se estudiaran varios criterios que permitiréan elegir la solucién adecuada:

{a) EL criterio maximin. Su interés principal, ademés de su simplicidad, reside en su optica
conservadora: se elige la estrategia para la cual la ganancia minima es la més grande posible. Este
criterio tiene por objetivo principal dar una garantia: ”se va a ganar al menos tanto”, o "se va a perder

a lo sumo tanto”.

Sea g(p;s dj) la ganancia obtenida para un nivel de produccién de p; unidades {i=1,...,5) y una

demanda de dj unidades (j = 1, ..., &). Eﬁtonoes
Ngm g(pi, dj)

sera la ganancia mas pequefia posible para la produccién p; dada (i = 1, ..., 5).

La estrategia maximin es la que maximiza estos minimos, es decir halla el nivel de produceidén

P de manera tal que se tenga

M_ax Mill g(plv d) = Min g(pi, d) .
1] 3 j I

Calcule la estrategia del criterio maximin, es decir ;Cual es el nivel de produccion p; (i=1, ..,

5) a elegir ¥ la ganancia a obtener?
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(b) El criterio maximax. Este criterio es, por el contrario, extremadamente optimista. Se elige la

estrategia que aporta la mayor ganancia, en el mejor de los casos posibles. La estrategia p; a elegir es la
dada, por
Max Max g(p., d.) = Max g(p;, d.) .
i ] LN 3 g

Calcule ia estrategla del criterio maximax.

Observacion; Este criterio es de un uso poco frecuente.

(c) Criterio de Laplace. Se utiliza cuando la probabilidad de cada posibilidad futura parece ser la
misma (constante) o que se ignoran sus probalidades. Este criterio consiste en elegir la estrategia que
maximiza la ganancia esperada, dando la misma probabilidad a cada evento futuro. La estrategia

p; (=1, ..., 5} a elegir es la dada por
Gpy) = Max G(py)

donde G(p;) es la ganancia esperada de la estrategia p; (con n posibilidades futuras con probabilidad

1/n cada una; en nuestro caso se tiene que n = 5), es decir:

Gleg = - walpp dy) -
= \

Calcule la estrategia del criterio de Laplace.

(d) Criterio del minimax (conocido también como del lamento o costo de oportunidad minimo, es decir

que sea minimo lo que se deja de ganar).

Se supone que se conoce a priori la demanda. Se busca hallar la estrategia que permita obtener
la mejor ganancia para esta demanda. En la columna correspondiente a esta demanda se reemplaza
cada ganancia por la diferencia entre dicha ganancia y la ganancia correspondiente a la produccidn
optimal para la demanda. Se obtiene de esta manera una tabla identificando, para la demanda dada, el
lamento o lo que se deja de ganar, correspondiente a una produceién no dptima para esta demanda.
Esta modificacion de la tabla se realiza para cada valor posible de la demanda. Se elige Ia estrategia

que minimiza el lamento méaximo.

Calcule la estrategia del eriterio minimax.

Observacién: Ningiin criterio es en si mismo, mejor que otro. Todo depende de la situacién en la que se

encuentre la empresa. El solo criterio que se puede, mas o menos, eliminar es el rmaximax.

II} Arboles de decisidn.

La empresa que lo edita tiene 6 posibilidades de accidn:
* no lanzar el producto (nunca debe olvidarse esta posibilidad nula);
e producir 1.000 juegos de CD;
» producir 2.000 juegos de CD;
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* producir 3.000 juegos de CD;
. producir 4.000 juegos de CI;
s producir 5.000 juegos de CD.

Se distinguirn 5 estados posibles de demanda: 1000, 2000, 3000, 4000, 5000 Jjuegos de CD.

Se supone que se ha realizado un estudio del mercado a fin de predecir mejor la demanda. La

encuesta ha producido los resultados siguientes:

Demanda Probabilidad
1.000 0,10
2.000 4,30
3.000 2,40
4.000 0,15
5.000 0,05

(i) Represente el problema bajo la forma de un 4rbol de decisién v distinga las 26 situaciones finales
posibles.

(i1) Calcule, para cada decisién de produccién, la ganancia esperadar

Produccién (Ganancia Esperada
1.000
2.000
3.000
4.000
5.000

(iii) Reduzca el arbol reemplazando las ramas relativas a las diversas posibilidades de demanda por la
ganancia esperada que le corresponde. Por lo tanto, el problema fue llevado a una eleccién entre las 6
acciones posibles, cada una de las cuales tiene una ganancia esperada, con lo cual se puede eligir la

alternativa cuya ganancia esperada sea la més elevada. ;Cual es dicha allernativa?

(iv) Valor de la informacién.

En general, es muy interesante poder determinar cuanto méas se podria obtener de ganancia

teniendo una mejor informacién sobre el futuro; de alli la necesidad de informacién adicional.

Se supone que se puede hacer una cierta publi¢idad del curso de idioma y. que se o puede
vender por subscripeidn, con Jo cual se podréd producir conociendo la demanda por anticipado. Por lo

tanto, ; cuanto se podria invertir en publicidad y en organizacién para que esta estrategia sea rentable?

Se supone, para simplificar, que esto no modifica la demanda, pero permite solamente

predecirla. Bajo subscripeién, se producira exactamente la demanda.

Calcule la ganancia esperada si se produce de acuerdo a la demanda obtenida (es el calculo de
la ganancia esperada con informacién perfecta).
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Observacidén. Por ende, considerando sélo la tabla de probabilidades para cada demanda se pudo
calcular anteriormente la ganancia esperada maxima (dada por $350.000 para una produccién de 3.000
CD). Por otro lado, con informacién perfecta, se pudo obtencr una ganancia esperada de § 450.000. Por
lo tanto, la informacién extra para conocer la demanda exacta vale $100.600, es decir, es el monto

méximo que se podrd pagar para el conjunto de gastos relativos a la venta por subscripeidn.
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dica en el hecho de
conocercémo varia
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marketing

Un modelo simple de fidelidad
de marca y sus consecuencias

os analistas de mercado se interesan

en Ja preferencia de un cliente hacia

una determinada marca, y en el efecto

que tiene esa fidelidad o lealtad en la
participacién de cada marda en el mercado de
un determinado producio.

En este trabajo se presenta un modelo sim-
ple delealtad a la marca que corresponde a un
producto dade P para el cual existen sdlo dos
marcas «M» y «M,». Se realizan las siguientes
suposiciones (una probabilidad del 85% se ex-
presard matemadticamente a través del nimero
real 0,85%): )

- (Sl)Unclienteque compralamarca«M»en
un perfedo determinado ¢ tiene una probabili-

‘dad a(conD<a<l) de comprar nuevamente«Mp»

v una probabilidad 1 - a de comprar la marca
aM,n (es decir, de cambiar de marca) en el

" periodo siguiente t+1;

(52) Uncliente que compralamarca«M»en
un periodo determinado t tiene una probabili-
dad b (con 0<b<l} de comprar nuevamente
«M,» y una probabilidad 1 - b de comprar la
marca «M» (es decir, de cambiar de marc‘x) en
el penodo siguiente t+1;

" (33) Las probabilidades dadas anteriormen-
te en (51} y en_(52) no varian de periodo en
periodo:

(54) El comportamiento del comprador de
unamarca depende sélo de lacomprainmedia-
ta anterior y es estadisticamente independien-
te de las otras compras anteriores;

(55) En un determinado momento t (condi-
cién inicial del presente estudio) lamarca «M»

tiene una porcion o (con 0 S ¢ £ 1) del
mercado def producto P (en el sentido de las
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probabilidades) y por ende a marca «M» tiene
iaporciénrestante 1-odeimercado del produc-

“to P.

Observacién 1: De las hipotesis (51) y (52)
se desprende que los clientes de la marca «Mp
son mas leales que los de lamarca «M» siy s6lo
si el porcentaje de los que compran ia marca
«M,» en el periodo t y vueiven a comprar la

, marca «M,» en el siguiente periodo t+ 1 es mayor

que el porcentaje de los que compran la marca

«M» en el periodo t y vuelven a comprar la

marca «M » en el siguiente periodo t + 1, lo cual
se expresa mateméticamente por la 51gu1ente
desigualdad: b > a.

Esta propiedad es también validareciproca-
mente, es decir, quelos clientes delamarca «M»
son més ieales que los de lamarca «M» siy s6lo
sia>b. ‘

Las dos hipotesis (51} v (32} se pueden
resumir en la siguiente tabla:

s ™

" |Marca comprada en ef perfodo t+ 1

Marca comprada

en el perlodo t T
Marca «M» Marca «M_»
Marca «M,» a 1-a
“M» 1-b b
\ Marca M, Y,

Luego de presentar ei modelo y sus hipGte-
sis, ser4 de mucho Interés que se puedan res-
ponder las siguientes preguntas:

(1) ¢Qué porcentaje del mercado del produc-. -

to P tendran la marca «M» y la marca «M » en los
pericdos de tiempo t + I t+2,t+3, etc?
(2) ¢El mercado del producto P tiende a

@ - SIGLO XXI

J e




estabilizarse asintéticamente (es de-
cir, cudndo se deja evolucionar el siste
ma)?

(3) Silarespuestaa (2) es afirmati-
va, jcémo serd la convergencia: lenta o
rapida?

(4) Las respuestas a las preguntas
anteriores (1) a (3) dependeran (y de
qué forma) o seran independientes de
la posicion inicial del mercado del pro-
ducto P?

Observacién 2: §i el mercado del
producto P se estabiliza en la posicion
de equilibric se tendra gue el nimero

declientes que dejan lamarca «iM1s por.

lamarca «M2» quedara balanceado con
aquellos que cambian de la marca «¥iZn
hacia la marca «M1a, ‘

Observacién 3: La respuesta a las
preguntas anteriores es de suma jm-
portancia para las empresas que pro-
ducen las dos marcas «Mp»y «M,» del
producto P, a pesar de que en el mode-
lose supone que las empresas no reac-
clonan ante cambios del mercado (1o
cual obviamente, no es clerto en la

realidad). Pero, el presente modelo le:

brindara a las empresas la necesidad
de hacer algo ante un cambio de leal-
tad a su marca, pues si no reaccionan

: (norealizannadaenel tiempo) sabran

lo que lessuceders, es decir el porcen-
taje del mercado que perdersn|.
Se obtiene el siguiente resultado:

Teorema: Si x_ representa el por-
centaje del mercado que tiene la marca
«M» al instante t, = t+n (por lo tanto,
v,=l-x representael porcentaje del mer-
cado que tiene la marca «M,» alinstante
t,) entonces se tienen los siguientes
resultados: '

R} Setlenelasiguiente relacién queda
lavariacién de x +1(porcentaje delmer-
cadoquetiene lamarca «M,» alinstante
t,+1) en funcidn de X

(1) xn_l=1-b+(a+b—1)xa,Vn21,

. con {a ¢condicidn inicial X =a;

R2) El porcentaje X,,, de la marca WM, »
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del mercado del producto P al instante
L., viene dado en funcién de los coeli-
cientes o, a y b de la siguiente manera:

(2) _(&_{_b_'I)ﬂ

1 TS P
SR v ey A CLLEDACE

‘R3)Elporcentate x, delamarca «M n del
mercado del producto P al instante t,
converge al nimero x ¢ (0,1} cuando
n-+oo.elcualno depende del coeficiente

&y viene dado en funcidn de los coefi-

clentes a y b de la siguiente manera:

&) ‘ .
= i1 = 1= o 1
RS- B TR

Demostracién: La prueba de estos re-
sultados matemdticos {que no se expli-
citardn aqui) surgen de la utilizacién de
la teoria de drboles de probabilidades,
serie geométrica y su suma, principio
deinduccién matemiética, y, sucesion ¥y
su limite.

Observacion 4: La relacion (2) da la

- i I . m
, Bxpresion de la sucesian ), .« en

funcién de los pardmetros a, by a. Sise
tiene el caso particular a+b-1=0 (b=1-a),
entonces se deduce que:

1G] .
L5 o el =
Xn+i~—'——'——_2_(a+b) =a , Yo 2 1,

que no depende del coeficjente « y del
nimere de periodos n. Este hecho es
logicopuesalsera+b=1elmercadoests
dividido en dos porciones que no vari-
an: una porcién del mercado con por-
centaje va» que compra la marca «Mo»

la otra porcion del mercado con por-
centaje «l-an que compra la marca aMn,

Observacién 5: Sise tienc el caso limite
€0 que a=b=1 (es decir, los clientes da
ambas marcas son leales al 100%) en-
tonces se deduce que:

®

415X s Yppy =¥y ,¥0o > 1,

que indica que el mercado no varia ¥
Permanece constante en la condicign
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inicial, es decir = y=lavnzl

Observacién 6: Si se tiene el caso par-
ticular a=b (ambas marcas tienen la
misma lidelidad) entonces se deduce

- quex=0.50, es decir quelas dos marcas

«Mpny «M,» compartiran el mercado en
partesiguales (el 50% para cada una de
las dos marcas).

Observacién 7: Si se supone que la
sucesién (x ), |, tiene limite x, enton-
ces éste puede calcularse de una ma-
neramas simple a través de la relacién
(1) pues al pasar al limite cuando
N +eo  setiene que

®
x=1~b4(a+b—1)x

dedonde surge (3), pero tiene el incon-

venlente de no poder dar una expre- _

siéndex enfunciéndenydelos otros
parametros del sistema: a bya,

Consecuencias del modelo:

D) El mercado siempre se estabiliza y
la convergencia s, en general, rapi-
da (sera tanto méas rapida como mds
pequeio sea el nimero fa+b~15); )
2) El resultado final, al estabilizarse
€l mercado, no depende del coef-
ciente o que indica c6mo estaba com-
puesto inicialmente el mercado del
producto P con las dos marcas «M oy
(thn; B
3} Si a > b (la fidelidad de la marca

- «M,» es mayor que la de «¥_») enton-
ces el mercado evolucionara al limite

x, dado porla férmula ), siendo x >
8.50;

4) Si a=b=1 (ambas marcas tienen el
100% de fidelidad) entonces el merca-
do no evoluciona y permanece slem-
Pre constante conx =at, y, =1-q,¥n2 1;
5) Si a=b (ambas marcas tiene igual
fidelidad) entonces el mercado evoiy-
cionard al limte x=0,50 que indica que
cada marca tendra el 50% del merca-

.do.

6) Si a+b=1 (b=1-a) entonces el merca-
do sdlo evoluciona en el primer perio-
do al pasar de X=Q a X,=a y luego
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permanece siempre constante con
X =3, ¥, l-a=b, ¥ nzl;

Observacién 8: Delas consecuencias 2
v 3 anteriores se deduce que la marca
que tenga mayor fidelidad obtendra
més del 50% del mercado indepen-
dientemente de lo que poseia inicial-
mente.

Ejemplo: Para tener un efemplo de ¢6-
mo varfa el porcentaje x_ de la marca
«M » del mercado del producto P {y por
ende, el porcentaje y =1-x_de la marca
u,» del mercado del produc;o P) se
considerara el siguiente caso:

e = 0,50 {ef mercado esta dividido en
partes iguales entre las dos marcas)
a = 0,80 (un 80% de los clientes de la
marca «M,» vuelven a comprar «M,n)
b = 0,50 {(un 50% de los clientes de la
marca «Mp vuelven a comprar «M,»).

Entonces, aplicando la [6rmula (2), pa-

ra distintos perfodos de tiempo, se de-

duce que:

%,=0,50 %,=0,65,
x,=0,695 , x,=0,7085,
X5=0,7126 . x,=0,7138,.......
X=_§_ £ 0,7143

7

(a marca «M» poseerd el 71,43% del
mercada), conlocualapartirdel tercer
perfodo (n=3) el mercado se encuientra
cercadelvalordeestabilizacién conun
error menor al 1%, al ser x-x, = 0,6058.

Al final del trabajo, se presenta una
tabla con numerosos casos v en cada
uno de ellos se explicitan: o=x,,a, b, x,,
Xy Xy Xy X, Xy Xy ¥ X n-]ipn:l}-oo Xq

£l elemplo anterior se presenta co-
mo el primer caso.

Conclusion final:
La importancia del presente mo-
delo radica en el hecho de conocer

cémo varia el mercado periodo a peri-
odo y como se estabiliza (sl no se efec-

" tha ningdn cambio o ninguna reaccién

por parte de las empresas que produ-
cen las marcas «M,» y «M,n}. Un estudio
andlogo para n marcas darfa conclusio-
nes mas realistas, pero que no cambian
la filosofia de lo realizado.

Observaciones y consejos finales:

1) El liderazgo en un mercado

. puede durar poco si Ingresa al merca-

do un nuevo competidor con mayor
fidelidad de marca;

2) Debemos preguntarnos: ;Cual
es la rotacién de nuestra cartera de
clientes?

3) Tal vez debamos preocuparnos
menos por aumentar nuestra partici-
pacién en el mercado y més por au-
mentar la fidelidad de nuestros clien-

tes actuales. FHTT

x1= alpha a b x2 x3 x4 x5 x6 x7 X8 x=lim xn
0.5 0.8 0.5 .65 0.695 0.7085 0.71255 | 0.713765] 0.71413 | 0.714239 [(0.714286
0.5 0.2 05 035 | 0395 | 03815 | 0.38555 | 0.394335 | 0.3847 | 0.38459 |0.384615
05 05 0.5 0.5 0.5 0.5 05 05 | o5 05 ‘| 05
0.2 0.8 0.5 . 0.56 0.658 0.7004 071012 [ 0.713036 | 0.713811 | 0.714173 0.714285
0.1 0.8 05 053 | 0659 | 0.6977 | 070931 | 0.712793 |0.713838 | 0.714151 0714286
0.5 0.5 08 | 035 | 0305 | 0.2915 | 0.28745 |0.286235 | 0.285871 | 0.285761 | 0.285714
0.5 0.1 09 - | o1 0.1 0.1 0.1 o1 | o4 01 | 04
05 | 04 05 . | 03 | 038 | 0348 | 03608 | 0.35568 |0.357728 | 0.356909 | 0.357143
0.4 0.9 0.9 042 | 0436 | 04488 | 0.45004 |0.467232|0.473786 | 0.479028 | 0.5 .
03 " | o9 0.9 034 | 0372 | 03976 | 0.41808 | 0.434464 | 0.447571 | 0.458057 | 0.5
02 .| o9 0.9 0.26 - | 0.308 | 03464 | 037712 |0.401696 | 0.421357 | 0.437085 | 05 .-

.01 0.9 0.8 | 0108 | 0.1854 | 0.24912 |0.299296 | 0.339437 |0.371549 | 0.39724 | 0.5 )
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