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SOBRE EL CASO ESTACIONARIO DEL
PROBLEMA DE STEFAN-SIGNORINI CON
CONDICIONES DE CONTORNO MIXTAS

Domingo Alberto TARZIA

ABSTRACT: We consider a steady-state heat conduction problem in a
multidimensional bounded and convexe domain € which has a regular boundary I'
composed by the union of three parts =T, U [, U I'; with meas(I';)=|;| >0 ,
IT,] >0 and |3 >0. We assume, without loss of generality, that the melting
temperature is zero degree centigrade. The boundary I'; is composed by the union of
two parts I‘I:I‘lt U Fls with II‘ltl >0 and ll‘lsl > 0. We consider a temperature
b=Const. >0 on Flt and on Fls we have a Signorini type condition with a bull
(exterior) temperature b. On the boundary I', we have a positive heat flux q and the
boundary I'; is impermeable to the heat (heat flux null). We consider a source term g

in the domain Q.

We obtain sufficient conditions on data q, g, b to obtain a change of phase
(steady-state, two-phase, Stefan-Signorini problem) in (2, that is a temperature of non-
constant sign in . We use the elliptic variational inequalities theory. We also fihd |
that the solution of the corresponding elliptic variational inequality is differentiable
with respect to the Neumann datum q on I',. Several properties already obtained for

variational equalities can also be generalized for variational inequalities. -

RESUMEN : Se considera un material 2 C R" que ocupa un dominio acotado, convexo,

con frontera regular compuesta por la union disjunta I'=T, UT,UT; con
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med(I'))=[I';| >0, |y} >0 y |I'5] > 0. Se asume, sin pérdida de generalidad, que la
temperatura de cambio de fase es 0°C. La frontera I'; esta compuesta de dos partes
I, :Flt U Fls con IFltI >0y IFISI >0 . Se considera una temperatura b=Const. > 0
sobre Flt y una temperatura exterior b sobre F's que se presenta como una pared semi-
permeable al calor (que deja entrar calor e impide su salida) con condiciones de
contorno tipo Signorini. Se considera ademas un flujo de calor q=Const. > 0 sobre I,
y que la porcion de frontera I'y; es una pared impermeable al calor. Se estudia el
problema estacionario de conduccion del calor en €2, en cuyo interior se presenta una

fuente de energia g .

Se estudian condiciones suficientes para el flujo de calor q sobre T, , la
temperatura b sobre I' 1 y la fuente de energia g en 2, para obtener una temperatura
de signo no constante en Q (i.e. un problema estacionario de Stefan-Signorini a dos
fases). Se obtienen tambien relaciones entre este problema y el correspondiente
problema de conduccién del calor estacionario en Q sin las condiciones tipo Signorini

sobre la porcion de frontera I', .
8

Para este estudio, se utiliza la teoria de las inecuaciones variacionales y su
relacion con principios de minimos. Se encuentra también que la solucion de la
correspondiente inecuacion variacional es derivable respecto respecto del dato de
Neumann sobre I',. Algunas propiedades ya validas para ecuaciones variacionales se

generalizan también para inecuaciones variacionales.

KEY WORDS : Stefan problem, Signorini conditions, free boundary problems, phase-

change problems, variational inequalities, Mixed elliptic problem.
AMS Subject Classification : 35R35, 80A22, 35J85, 49J40, 35R45.

I. INTRODUCCION

Se considera un material conductor del calor que ocupa un conjunto €,
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dominio y acotado de R™ (n=1l. 2, 3 para las aplicaciones), con una frontera
suficientemente regular ' compuesta por la union disjunta [, Ul, Ul con
med(I,)=|I'{| >0, |[[y| >0 y |[5| > 0. Sin perdida de generalidad, se supone que la
temperatura de cambio de fase es 0°C. Sobre la porcion de frontera I', se impone un
flujo de calor constante (saliente) q > 0 ; se supone también que la porcion de frontera
I'; (cuando existe) es una pared impermeable al calor, es decir que el flujo de calor

sobre I'; es nulo. La frontera I'; esta compuesta de dos partes I' 1 y I'; con
s
r,=r, ur I, NI 9, T 0 L, |>0
= col =
1=y ls( ', Iy ) I’tl> y | 1S|_

de manera que sobre I'; se impone una temperatura b >0 y que I'; se comporta
t S
como una pared semi-permeable al calor, es decir que deja entrar calor pero impide su
salida [DuLi], siendo su temperatura exterior b. Las condiciones que caracterizan a la
porcion de frontera I', se denominan condiciones de Signorini. Se counsidera en © un
s
problema estacionario de conduccion del calor, con una fuente de calor g en su interior.
Por otra parte, el caso I'j =@ (es decir I'| =T lt) sin condiciones de Signorini fue
s

analizado en [GaTa] con lo cual el presente estudio se restringira al problema con

|Fls| > 0.

El objetivo de la presente charla es el de obtener condiciones suficientes para el
flujo de calor q sobre I', , la temperatura b sobre I 1, ¥ la fuente de energia g en §,
para obtener una temperatura de signo no constantJe en (), es decir un problema
estacionario de Stefan-Signorini a dos fases. Se gencralizan, ademas, resultados ya

obtenidos para ecuaciones variacionales a inecuaciones variacionales.

Estos tipos de problemas fueron originalmente planteados en [Ta3] a traveés de
ecuaciones variacionales. Sin embargo, problemas mas elementales fueron resueltos en

[Tal]. Otros problemas relacionados se dan en [BoShTa, GoTa, Ta4].

Siguiendo {Du, Tal] se estudia la temperatura § =6(x) , definida para x € Q.

El conjunto €2 puede expresarse en la forina

(1) Q=Q uUQ UL
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donde

le{x € Q/0x) < o}, 92:{x € Q/6(x) > 0}
(2)

t={xe Q/O(X)=0} ,

representan respectivamente la fase solida, la fase liquida y la frontera libre que las

separa. La temperatura # puede representarse en €2 de la siguiente manera :

0,(x) <0 st x € Q ,
(3) 6(x) = 0 si X € L,
0y(x) >0 si x € Q, ,
y satisface las siguientes condiciones :
(i) —k; A0, =g en Q. (i=1,2),

o0, . 08

(i) 6, =0, =0, ky 5l =ky 52 sobre £

_ . a6 —
(iii) 6, / Flt =b , (iv) on | r,=90.

0o oo
(4) (V)a—:lrl >0, 02|1‘1 >b , (02—b)‘5;2|1‘1 =0
8 ] ]
90, .
—k2‘(7);|r‘2_q 810'r2>0,
(vi)

0

0 .
—kl_?a;lllrg:q 510|F2<0,

donde k; > 0 (i = 1, 2) es la conductividad térmica de la fasse i (i = 2 : liquida, i=1:
solida), b > 0 es la temperatura dada sobre I " q > 0 es el flujo de calor dado sobre

I', y g=g(x) es un aporte de energia dado en Q.

El problema en estudio puede presentar dos fronteras libres, a saber :

(i) la superficie L que separa las fases liquida y sélida del material,
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(ii) la porcion de frontera I', puede estar compuesta de dos partes, no conocidas a
s

priori, en las cuales la temperatura es igual o es superior a la temperatura exterior b.

II. FORMULACION VARIACIONAL Y PROPIEDADES

A continuacion se transformara el problema (4) a través de un cambio de
funcién incognita, con el objeto de eliminar la frontera libre £, escribir las ecuaciones
en el sentido de las distribuciones en Q y hallar la correspondiente formulacion

variacional. Sea
(5) u= k07 —k, 67 en Q

donde 9t y 07 representan la parte positiva y negativa de la funcion 8. Entonces la

nueva funcion incognita u satisface las siguientes relaciones :

— Au =g en D'(Q),

— _OQuy du)  _
®) ulrlt_B, 3n|F2—q’ Bnlra_o’
du _p) Qu -
611|F1 207 ulrl ZBa (u2 B) (9n|F1 =0
8 S : S
donde
(M B=k,b>0.

TEOREMA 1.— (i) La formulacion variacional del problema (6) esta dada por la

inecuacion variacional eliptica siguiente:
(8) a(u,v —u) > L(v-u) , VWeKy, ueKp,

donde
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V=HY@) , Vo={veVv/viy =0}, H=1%Q),
t

1<B={veV/v|F1t=B,v|r1 ZB}:B+K0.

S

20} , (u,v):juvdx,

(9) Ko={veV/v|F]=0,v|Fl
t Q

8

Wo={veV/vip =vip =0} CV,nK,
t S

a(u,v) = J Vu.Vvdx , L(v)= ng(v) = (g,v) — J qvdy .
Q r,
(ii) Si g € H entonces existe una unica solucion de la inecuacion variacional (8).
(iii) La solucion de la inecuacion variacional (8) esta caracterizada por el problema de

minimo siguiente :

(10) Ju) < J(v) , Vv € Kg, uekg ,
donde
(11) I(v) = Jgg(v) =L a(v,v) — Lgg(v) , v € V.

Demostracion. — Se utilizan resultados clasicos [BaCa, Duli, Gl, KiSt, Ro, Ta2].

LEMA 2.~ (i) Si u =u

q; la solucion de (8) para q; (i = 1, 2), entonces se tiene las
i

siguientes desigualdades :

(12) ag, ”“2_“1”%/ < a(uy —uy,uy —uy) < (q; —qp) J (ug — ) dvy,
F'Z

donde a, > 0 es la constante de coercividad de la forma bilineal a sobre V , es decir

(13) a(v,v) > ap |l VI Vv € Vg .
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(ii) Se tienen las siguientes propiedades : Si q, < q, entonces

(14) (a) u; < u, en Q) , (b) J u; dy < J u, dv .
r, r,

Ademas, las funciones q — ug ¥y ¢ — I uq dvy son monotonas estrictamente

decrecientes. I,

Demostracion. — La desigualdad (12) se obtiene de (13) y de sumar las inecuaciones (8)
correspondiente a la solucién u, tomando v =u, y la correspondiente a u, tomando
v =u,. La desigualdad (14b) se deduce directamente de (12). La desigualdad (14a) se
obtiene eligiendo adecuadas funciones test v en la inecuacion variacional (8) para

obtener que (ul—u2)+ =0 en Q.

. CONDICION SUFICIENTE PARA EL FLUJO DE CALOR q

Sea la funci6n real f : RT — R definida de la siguiente manera :

(15) fla) = Joglug) = § aluqug) +a | uq dv - (8ug)
P2

donde ug cs la unica solucion de la inecuacion variacional (8).

LEMA 3.- Para todo q >0 y é, de manera que q+4 > 0, se tienen las siguientes

estimaciones :

(16 1l s = ug) lly < € = ol ppi/2
) 5 Ugps —¥g) lly = Cr =g~ 12 1177,

(17) 15 (g = qyallpapy < C2=Cullnoll

95



donde 1, es el operador traza (lineal y continuo, definido sobre V). Mas ain, para todo

q>0y 6> 0 se tiene :

(18) 0<Illqd7 - Juq+6d7 < G368 (C3=0C,| T, |1/2>0),
F2 F2

con lo cual la funcionqg > 0 — J ug dy es continua.
Ty

Demostracion. — Teniendo en cuenta (13) y (12) con q, =q+6, y q;=4q,. la
desigualdad de Cauchy—Schwarz y la continuidad de 7, se obtiene (16) y (17). Por
otra parte, de (17) surge (18).

TEOREMA 4. — Para todo g € L%(Q), existe un elemento ua € V, de manera que
| (19) %—(uq - “q+6) - u:l en V débil cuando 6—0 ,

(20) % (uq - “q+6) — u:l en L%(T,) débil cuando 6—0,

y que satisface la igualdad

(21) a(ug,ug ) = L(ug) = (8, ug) - J q ug dy .
Iy
~ Demostracion. — Las condiciones (19) y (20) se deducen de (16) y (17). Para obtener
la igualdad (21) se procede de la siguiente manera:
(1) si en la inecuacion variacional (8) para ug se toma v =1u q+6° %€ divide por 8 y se

pasa al limite §—0, se obtiene

(22) a(u u:l) > L(u:l) .
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(ii) si en la inecuacion variacional (8) para g+ 6 %€ toma v = ug , se divide por 4 y se
pasa al limite §—0, se obtiene

(23) a(ug, ug) < L(ug) .
con lo cual resulta (21).

Observacion. — La igualdad (21) sera muy importante para obtener la derivabilidad de
la funcion real f, definida por (15). Este resultado es el que permite obtener para
inecuaciones variacionales elipticas conclusiones analogas obtenidas para ecuaciones

variacionales elipticas [GaTa, Ta3].

TEOREMA 5. — (i) La funcion f es derivable. Mas aiin, f' es continua y estrictamente

decreciente, dada por la siguiente expresion :

(24) f(q) = J ug dy .
I‘2

(ii) Se obtienen las siguientes propiedades :

(25) f—q (8 uqg) = (8. ug) ,
(26) (f‘—q a(ug, ug) = 2 a(ug, up) |
(27) f'(q) = I “:1 dvy .

I‘2

Demostracion. — (i) De (24) se obtiene

fla+8) —fla) 1 Yq+6 " Yq Ug+6~

(28) : = §alug s +ug =) — (g ) +
u u
q+é q
+Jllq+6d7+QJ W dy
I, Iy



Pasando al limite 6—0, utilizando la igualdad (21), se deduce que

fi 0) — fi
(29) () =tim ELID L augl) - (goug) +

es decir (24).

(ii) Las propiedades (25) a (27) se obtienen derivando las expresiones (15) y (24).

TEOREMA 6. — Se tienen las siguientes propiedades :

(i) El elemento u, puede ser escrito cono

q

(30) uqzquB:B+Ug+qq

donde Ug es la unica solucion de la ecuacion variacional eliptica siguiente
(31) a(Ug,v):(g,v), Vvew, , UgEWO,

y n es la Unica solucion de la inecuacion variacional eliptica siguiente

(32) a(n,v—mn)> —I(v—-n)d“y’ , VveK,. n€K,,
F2

que satisface /I’y <0 con

(33) - Iu dy >a(n,n) > a|ny >0.
F2

/ ’

(ii) El elemento uq ho depende de q y viene dado por ug =79
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(iii) Se tiene

(34) flq) = (B|T,| +Cq) — Dq . fq)= D,

donde

(35) (ngjUgd7 , D:——Jnd'y’>0.
r, r,

Se define la funcion real R = R(B, g) de la siguiente manera :

B|T,|+Cyg

(36) R(B,g) = —p5

TEOREMA 7. -SiB>0yge L2(£2), entonces se tiene que

37 q > R(B,g) = u,,p es de signo no-constante en ,

qg8

es decir que existe un problema estacionario de Stefan-Signorini a dos fases.

Demostracion. — El resultado (37) se obtiene considerando la siguiente equivalencia :

(38) q>R(B,g) & f'(q) = J ug dy <0.
F2

IV. RELACION CON EL PROBLEMA SIN PARED SEMI-PERMEABLE

Se considerara el mismo problema desarrollado anteriormente excepto que se
impone la temperatura b sobre la frontera T , (es decir que sobre la porcion de frontera
Fls se tiene la temperatura b en lugar de imponer las condiciones de Signorini) que fue
estudiado en [GaTa). Sea z la solucion del siguiente problema diferencial
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(39)

I
o)
|
|¥

erl

cuya formulacion variacional esta dada por la ecuacion variacional eliptica siguiente :

(40) a(z,v) = L(v) , VveW,, ue€k,
donde
(41) I\:{v€V/v|F1:B}g Kg .

LEMA 8. — (i) La solucion z de (40) viene dada por
(42) 2=B+Ug—qug

donde uj > 0 es la solucion ecuacion variacional

(43) a(ug,v) = I vdy , Vv € W, , uy3 € W, .
FQ
(i) Si
CS
(49) a>a(B) + &,

entonces el problema (39) (o su correspondiente ecuacion variacional (40)) es a dos

fases en Q2 (i.e. z es una funcion de signo no-constant en 2), donde

B|T
(45) qy(B) = lC 2| ,

y las constantes C = C(Q2,I'},['y)) >0 y Cg vienen dadas por las siguientes expresiones
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(46) C = a(ug,uy) = J uz dvy ,

F2
(47) Cg = a(ug, ug) = J ug dy = J g ug dx .
T, Q
Demostracion. — Se utiliza adecuadamente la ecuacion variacional (40), siguiendo las

ideas desarrolladas en [Ta3]. Ver [GaTa].

TEOREMA 9. — (i) Las funciones u y z estan relacionadas de la siguiente manera:
(48) ' N> —uy u>z enQ.

(i) Si B |I‘2|+Cg>0 se tiene que si el problema (6) es a dos fases entonces el

problema (39) es también a dos fases.

Demostracion. — (i) Las desigualdades (48) surgen relacionando las formulaciones
variacionales para ), u;, u y z dadas respectivamente por (32), (43), (8) y (40).
(ii) Se obtiene utilizando (37) y (44) .
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