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COMPORTAMIENTO ASINTOTICO
EXPONENCIAL EN LA ECUACION DE
MEDIOS POROSOS CON ABSORCION
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ABSTRACT

We give an explicit estimate for the asymptlotic behavior of the solutions of
the problem uy — uxx + ug_ =0,x>0,t >0, with condiltions u(O,t)=1 , t > 0
and u(x,0) = Uyx) > 0, x > 0, for a class of functlions U, and parameler 0 <p 1.
We use an approximale solution given by the heat balance integral method with the
innovation property which fixes appropiately the asymptotic limit of the
corresponding approximate free boundary.

We also give an explicit estimate for the asymplotic behavior of the solution

p

of the problem: u‘*(um)xx fu = 0, x>0, t>0, with conditions u(Q,t) =~1,

t 0 and u(x,0)=Uyx(x) >0, x>0 .
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. INTRODUCCION

Fl objetivo de esle (rabajo es dar una eslimacion explicita para el
comportamiento asintotico de la solucion del problema [RiTal,Ta2] :

D L) =u  uxx+Nu" =0, x>0, t>0,

iiil) u(x,0) = Uyx) >0 , x >0,
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para una cierta clase de funciones U, = Ug(x) correspondientes a la condicion inicial
(liii), y parametros p > Oy A > O. Se denota con x | la parte positiva de x, es

decir x ; = Max (0,x).

Si0 < p <1, es conocido [BSS,Di,Stl que la ecuacion (1i) tiene una solucion
estacionaria correspondiente al dato inicial (1ii) con soporte compacto en el intervalo

{0,+o0), la cual esta dada por la expresion

o [Fiwp
—f1 =2 — ipy ~ YD
@ w0 ={t —F I =) = J
Enelcaso 0 < p <l y U € use, la solucion u == u(x,t) de (1) satisface
3) 0< u(x,t) € ueolx) , 0 < x < {, t>o0,

debido al principio de comparacion para la ecuacion (1i) [Bel. Esto significa que

u(t)= u( .;t) ticne soporte compacto en la variable x para todot > 0, y que
4) s(t) =Sup{x >0/ ulxt) >0} , t >0 ,

es8 la frontera libre que se mueve con velocidad finita para t > 0.

Se dara una cstimacion de como l!a frontera libre s(t) tiende a su limite i
cuando t-++0o . Esta estimacion implicara que la convergencia es exponencial en el
tiempo. Para probar este hecho se usara una solucion aproximada dada por el metodo
del balance integral calorico con una innovacion que fija apropiadamente ¢l limite
asintotico de la correspondicnte frontera libre aproximada. I3l metodo del balance
integral calorico ha resutltado ser muy ulil en algunos problemas con cambio de fasc
[Tall, por ejemplo en [Ga, GST, Vo]. Esta solucion aproximada a (1) converpe
exponencialinente a la solucion estacionaria us, = U~o(X) cuando Ug < uao ¥ 0 «<p<l,
A > 0[Ta2].

l.uego, sc considerara una ccuacion mas pecneral, es dccir, la ccuacion de
medios porosos con absorpcion y se dara tambicn una cstimacion explicita para ol

comportamiento asintolico de la solucion del problema [Ril'all

i) L(u) == uy — ™)y bu? -0, x>0, t>0,
(5) i) uw(0,t)=1, t>0,

iti)  u(x,0) = Uy(x) > 0, x>0 .

74



Si 0<p<m, es conocido [Di, BSS] que la eccuacion (5i) tiene una solucion
estacionaria, correspondiente al dato (5ii), que lienc soporte compaclo en ¢l inlervalo

[0, -}-00) y que vicne dada por la siguiente expresion

@) u*(x) — le‘ moP L - L(mp) - Ve
' .

Ill resultado que se probara aqui scra la existencia de super y sub-soluciones
para la ecuacion (5i), quec salisface la condicion (5ii), la cual converpe

exponencialmente a la solucion estacionaria u'(x).

FFinalmente, se obtendran algunos resultados dec comparacion entre las
soluciones aproximadas oblenidas para la ecuacion del calor con absorcion (li) por ol

metodo del balance integral calorico y por el melodo de las super y sub-soluciones.

. El, METODO DEL BALANCE INTEGRAL CALORICO APLICADO A LA ECUACION
DEL CALOR CON ABSORCION (I-1) '

Se considera un problema relacionado a (1) el cual consiste en cnconlrar la
funcion C=C(x,t) y la frontera libre x=s(l) de manera que se satisfagan las

condiciones siguientes :

) O Cxx+NC =0, 0<x<s), t>0,
i) CO,0=1 , t >0,
() iti) s(0)=0 ,
iv) Cs(),t) —0 , t >0,
v) Cx(s(U,) =0 , t >0

T'eniendo en cuenta el melodo del balance integral calorico, se reemplaza la

ecuacion (1i) por su inlegral en la variable x de 0 a  s(1), o decir

s(t) s(t) s(1)
-\ j CP(x,t) dx - l Cylx,t) dx - I Cyx(x,t) dx -
0 0

[¢)

2 s(1)
== [ ('t(x,t) dx + (?x((),l) N t >0 ,
0 .

y lucgo se propone para cl problema aproximado (2) (lii-v) la siguiente expresion
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para ¢ {Gel, Goll :

(1) = (1 - X%
(3) C(x,t) ( s(t)) i
donde x-= s(t) cs una funcion a ser determinada y o > | es un paramelro a ser

clegide de mancra de verificarse la propiedad

m S(l) oz l(p) .

(4) tli n N

'sla es la presente innovacion al meétodo del balance intepral calorico
aplicado a problemas con cambio de Tase [Gol,Go21.

[.a Tuncion C satisface las condiciones (lii,iv,v). Si se pone la expresion (3)
en (2), se obticne para s-=s(t) una ecuacion diferencial ordinaria, es decir el siguiente

problema de Cauchy :

ciy _ 1 a2 )

y(1) = alat+]) | (D sli+pa) vyl , t >0,
(59)

y(0) -0 ,

cuya solucion esta dada por

(6) s(t) = }3' 1 - exp( —2a(a+1)37t) 11/2 , t >0,
con

2 _ _ N
X A = a(l+pa)

Si se elige @ > 1, imponiendo la condicion limite (4), se obtiene que

la cual resulta ser una ecuacion para @ > 1, cuya solucion esta dada por

9) o~ olp) i __p>2 .

que es ¢l mismo exponente de la solucion estacionaria (I-2) y que es independiente

del parametro A. A continuacion se resumira el reciente resultado [(Ta2} :
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TEOREMA 1. Sean p € (0,1) y N > 0 . Si se aplica el metodo del balance integral
calorico al problema (1), es decir al problema definido por (2) y (lii-v), con la
propiedad de innovacion (4), se obtiene la solucion Cpy = Cplx,t) y sp 7 sl que

estan dadas respeclivamente por (3) con (9) y

| 203 -p)t 172
(10) sn(t)?xll - exp( - --i;b-')l , L0
Se pueden definir las siguicentes funciones :
_2_
(11) ) =11 — % 3. " 0, t>0
uix,l) = s+ y X 2 ’ > ’

(12) s — {l 1 - exp( .- ?}4 )1, t>0

Si se considera el problema de conduccion del calor con absorcion (1-1),. se

oblieno :

TEOREMA 2.Sean 0 < p <1 ,A >0 y 0 < Uy < Ueo en RY | Si u-u(x,t) es la -
solucion de (1-1) y s-=s(t) esta definida por (1-4), entonces se tienen las siguientes.

propicdades de comparacion :

(13) u(xt) < ulx,t) < ueolx) , 0 < x <{ , t>0 ,
(14) s.(t)gs(t)g{ L, t >0,

y las siguienles estimaciones

(15) 0 < I _ s(l) < | - 5,(t) < ] oxp( 22‘!') , t >0,
A A A 1
i-p 1—P 1-p 1-=p oxp( MY
28ty
i )

(16) 0< Voo 2 (X) - u ? (o)< umo 2 (X)) uy 7 (x0)< -
1 expl

x €10, i], L >0

Demostracion. Para probar (13) es suficiente verificar que [(u) <0 debido al

principio de comparacion del operador . l3e]. Tomando en cucnta las propicdades
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%) U -BHE<i , Veelos,
Ql(t) . | A
(18) 2( ty ). t-o

se obliene que

.?.E_
i =
(19) L)<t — -%X_ -~ - A <o WS S
SORM R Mg Mo ome s 2014
Debido al hecho que
(2()) ! < ":?;1-—:;': g '1‘_- < 1 ’ 0 < p < l N
204+p) 42
y a la propiedad de dilatacion siguiente
1 vl = v (Ax,\70),

donde vy Y v, denolan las soluciones de (I-1) para A>0 y A--1 respectivamente,
se deduce que [.(u,)<0 para todo A >0 . Intonces, u, es una sub-solucion de (I-1) y
se oblicne por lo tanto (13) y (14). Luepo, las cstimaciones (15) y (16) sipuen de las

expresiones de u, y s, .

COROLARIO 3. Fl Teorema 2 implica que la solucion u del problema (1-1) converge
uniformemente y exponcncialmente a la solucion u~, cuando el tiempo U tiende al

infinito. Adeinas, la razon de converpencia es mas rapido que 2M\/I.

OBSERVACION 1. Se probara lucgo que la funcion s sn(t) es mejor que &, s,(t)

para aproximar a la frontera libre s - s(t).

HI. SUPER Y SUB-SOLUCIONES PARA LA ECUACION DI MEDIOS POROSOS

CON ABSORCION (1-5)

A continuacion se considerara la ccuacion de medios porosos con absarcion

(I —5) [RiTall.
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TEOREMA 4. Si m | p < 2, entonces las funciones

il s 2
1) u(x,t) — Il 51‘--- m P, ) u(x,t) - ll ;’(-‘E)l m-p

son respectivamente una super-solucion y una sub-solucion de (1-5) cuando las
funciones §(1) y s(t) estan definidas por 8(t) = r(t) si Lo> Ly  s(t)=r(b)
si 0 < Lo < L N donde

3) () — | L2+ (L2 =LY expl - Alm -p)t]

estando la constante 3 dada por

1Y)
@ p~ L& 7—’7- coy = Amde) g yser gt s v
Y

Demostracion. Se define la siguiente funcion

2
5) h(x,t) = [1—,76-)]“;“".
y se calcula L(h), obteniendose
2p 2 —(m }p)
(6) L(h) =[1 -j‘{)]ﬁ'f’ﬁ i‘(-t»-){ﬁ%i x [ ﬁ{i)lrﬁ:i% ORFLOE l,?} .

Por otro lado, se tiene que

2—-([n_j__P) (t)
Q) x[l p(t) m=p T o P« e 0,0

I

Entonces, se obtiene para L(h) una cota inferior si p’ es negativa y una cola

superior si p’ es positiva. Si se supone que p’ < (), entonces se tiene

P 1 2 plV) 2
(8) Lih) { . X_|m—p { SRR AL X (VI T 1 () R } -- 0,
< [ + 14 (t) P A
donde p — p(t) es la solucion del siguiente problema de Cauchy
9) -%ﬁ eg») o'ty 1 PV L? o0, p(0) Le > 1.
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1.a solucion de (9) esta dada por (3), y adcmas satisface que r’ < 0. Entonces,
se puede conzluir que la funcion hix,t), definida por (5), es una super solucion del
operador L. Con una metodologia similar, sc obtienc una sub-solucion si se toma la

condicion inicinl para (9) de manera que se tenga que 1, < L .

Si se aplica el principio de comparacion para el opcrador L [Bel enlonces se

obliene el siguiente resultado :

COROLARIO 5 . Si se supone que m | p <2 y que cxiste una constanle A de manera

" que cl dato inicial verifique la condicion
. e 2
(10) 0 < Uyx) < ll -ﬂ“‘ —P
: n

entonces la solucion del problema (I-5) converge exponencialmente a la solucion

cstacionaria u”'(x).

OBSERVACION 2 l.a razon dc convergencia es mas rapida que f3(m -p) debido a que
la diferencia entre la super y la sub-solucion, que acotan la solucion, es del tipo

Const.expl -B(m —p)tl

OBSERVACION 3. Estos resultados pueden se utilizados para el problema del corazon
muerlo [St], para probar que la solucion d¢! problema Uy Uxy I—up =), 0 < x <A,
t>0, (A>2L), con la condicion de borde u(0,t) = u(A,0)==1, t> 0, y con la
condicion inicial u(x,0) =1 en 0 < x <A, converge cxponencialmente a la solucion

estacionaria [RiTa2).
ODSERVAQI_ON 4. [I'stos resultados se gencralizan  para la  ecuacion

up—(#lu)gx | f(u) =0, con apropiadas condicioucs sobre las funciones ¢ y [ en
1Ri'T'a2].

IV. RELACIONES ENTRE LAS DIVEERSAS SOLUCIONES .

De ahora en adclante se considerara, sin perdida de generalidad, el caso A -1,

4
0< p<l y 0 < Uy € uso en R' en el problema (1-1). l.os resultados obtenidos
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anteriormente cstan dados por las desigualdades siguientes

(1) so(t) < s() <1 , t >0, (I = I(p) = J—IO::)) )
2) Ug(x,t) € u(x,t) Cuelx) , 0 < x <1, t >0,

donde las funciones s, y u, vienen dadas por (se toma l.,-- 0 y m-—1):

/
3) o) =111 — expl-co) 1”7, t >0 , ¢ = colp) ~401 p),

2

i P

(4) ug(x,t) = [ 1 — , 0 <x <1l , t >0,

Si se considcran las funciones Cpy y Spy dadas por cl Teorema | :

_.x_'7P A3 p)

/2
(6) sp(t) = 111 — expl -cy t) ll 2 , UL>0

y las funciones u;, y s,, dadas respectivamente por (11-9) y

(M sO=111 - expl-c, VL >0, ¢,=cfp) = 7 (1 — p) \’|f 5 ,

entonces se obtienen propiedades de comparacion cntre ellas [Ta2l.

TEOREMA 6. Bajo las hipotlesis y decfiniciones anteriores, sc tiencn las siguientes
relaciones:

A) Relacion entre uy , 8, y Cp»Sp:

(8) se(t) < sB(t) <!, t>»>0,

9) uglx,t) < Cp(x,l) <€ u(x) , 0 < x

A

B) Relacion entre u,,s, y Cp,sy:
(10) 8(t) < SB(U , >0,
1) u,(x,0) < CB(x,U , 0 <x <1l , t >0
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C) Relacion entre u, , 8, ¥ u,, 8, :
12) g(t) <slt) , t >0
(13) ul(xl'-) < U(,(x,'.) ] 0 {\ X < l ) t > ‘)

Demostracion. A) Se deduce que

Bo2(t) — sBQ(t)

(14) l';([;j STeeme—e TR = cxp( “-C()t) l I - exp( ((:B C())UI < 0 A >0
debido a que la funcion
2
(15) p{x) == (—:9-(-{)- oo (Looxl , 0 <x <1 ,
cB(x) 3-x
verifica las siguientes propiedades :
e® =% , g -0,
2 -
(16)  gx) = O iy 0 e x =3 242 ¢ N
(3 -x)
gx) < g3-242) -12 - 82 ~ 06861 , 0 <x < 1.
Por lo tanto, se tienen (8) y (9).
B) Se define la funcion G = G(p,t) , dada por ( p es un parametro en Sy Vs ) :

sp 1 el ey

17) r(p,'.) 8 s'(tj S

exp( - c,(p) O
Se tiene que ¢, < cpy» debido al hecho siguienle
(18) ¢ Ux)  epx) — - 2 L Qx) <0, 0<x <1,
‘ B it x? 2
donde

(19) Qx) = x> - 3% 1l x 17T <0, O < x < 1.

La funcion G verilica las siguicntes propicdades :
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GpOH = teo , Glp,to) =1, 0 <p <1,

exp (-(cyy | ) L)
(20) (; l(r’,l) R .IZ‘Cr’c‘ TTorTrn e e e e —‘[’}* —“:,::,;l:: Lo osmownT [ l‘(cl,l) -
[t exp(-- ¢, O \Il- exp( cp )
O<p<<l,t>0
donde la Tuncion h =- h(c,l) esta definida por :
@) hen - XD L L,
que salisface las condiciones
hot,) =t , h(foo,) = foo , t 0,
22)
hele,t) = ~—1»——-J!~‘2/'(9'1~)~ >0 , c>0, t>0 |,
2
con
(23) Wic,t) = (c t - 1) explc 1) > 1 , ¢ >0 , 0
Por to tantlo sec obtiene que G(p,t) > 1, 0< p < I, t > 0
(11).

hic,,0) | < 0,

y por cnde (1)) y

(C) Siguiendo un métlodo similar al desarrollado anteriormente, se oblicne que

sol) | 1 - expl - colp) V) _

Sor:S N I e ( -
(24) (0 T explEim U >t ,0<p <1, t>0,
debido a que se tliene
(25) Cn?(X) - cl?(x) = 2 (1 X )? 71 Iigxx > 0 , 0 <~ x < ] ’

es decir (12) y (13).

COROLLARY 7. Para todo 0 < p <

(26)  s(t) < s5(t) <s(Yy <!, t >0,
Q7 s,(t) < st) < SB(U <l , t >0,
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y por ende

28) Is(t) - sg® 1<l 8 <1 - 5 < 1 expl 2it ), t >0,
OBSERVACION 6. La expresion s, fuc obtenida construyendo una sub solucion para
el problema (1-1) (A = 1), y en cambio sy fue obtenida calculando la solucion de un
problema aproximado (i1-2) y (I-lii-v) al problema (I-1) a traves dcl metodo del
balance integral calorico. Ambas expresiones, s, y Sy » dan un comportamicnto
ssintolico exponencial para la solucion del problema de conduccion del calor con
absorcion (I-1), pero hasta el presente no sc puecde decir quien es la mejor
eslimacion. Para valores del tiempo grandes, ambas expresiones son cquivalentes pues
se tiene que
sp(t)

29 i 2o =1, 0 < 1.
@ U @ Tl 0r el

COROLARJO 8. Se tienen tambien las estimaciones
(30) u,(x,l) < uglx,l) < ulx,t) < uolx) , 0 < x <1 , t >0,
(31) ul(x,l) < UO(X,l) < Cn(x;t) < Unofx) , O < %X < 1, t>0,

y por ende :

1—p 1P 1P 1P 1P 1P

lu 2 (1) ~Cp " 01 Cuse 2 (0~ uy 7 (58 € ueo 2 (50 w4, 7 (x0<

(32) <expl 2, 0 cx <5, t>0
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