UNIVERSIDAD NACIONAL DE ROSARIO
FACULTAD DE CIENCIAS EXACTAS, INGENIERIA Y AGRIMENSURA

1.S.S.N. 03260690

CUADERNOS

DEL

INSTITUTO DE MATEMATICA "BEPPO LEVI"

111 SEMINARIO SOBRE PROBLEMAS DE
FRONTERA LIBRE Y SUS APLICACIONES

Rosario, 11 al 15 de octubre - 1988

17

Rosario - Republica Argentina
-1989-




EL CAS0O ESTACIONARIO DEL PROBLEMA DE STEFAN
A DOS FASES Y PROBLEMAS RELACIONADOS

Domingo Alberto TARZIA

ABSTRACT : We study some mixed elliptic differential problems with phase-chanye,
ie. with solutions of nonconstant siogn as functions of the Dirichlet and Neumann

data.

KEY WORDS : Stefan problem, free boundary problems, phase-change problems,

variational inemialities, Mixed elliptic problem.

Se considera un material conductor del calor que ocupa i}, un dominio acotado
de R (n = 1, 2, 3 para las aplicaciones), con una frontera I' = ry Ur; U r;
suficientemente regular con med (FyY) = I M | >0, 1T 1 >0y 131 20 Sin
pérdida de generalidad, se supone que la temperatura de cambio de fase es 0°C.
Sobwre la porcion de frontera I'j se tiene una lemperatura constante b » 0 y sobre
I'; se impone un flujo de calor constante (saliente) q > 0 ; se supone tambien que la
porcion de frontera Iy (cuando existe) es una pared impermeable al calor, es decir
aue el flujo de calor solwe I'y es nulo. 6i se considera en ff un problema
estacionario de conduccion de calor, sin fuentes de calor en su interior, desde un
punto de vista fisico, se tienen las siguientes conclusiones :

i) Si g es pequefo entonces la temperatura en 0 resultara positiva y por
ende no existira un cambio de fase del mater-ial. En este caso, el problema
resultara ser sdlo de conduccion para la fase liquida.

ii) S8i q es grande entonces la temperatura en 1 asumira valores

positivos y negativos, y por ende existira un cambio de fase del material.

En esta charla se encontrara para q una condicion suficiente (y/o necesaria)
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para que exista ¢n i un cambio de fase, es decir se demastrara que existe g > 0
de manera gue V q > qp se tenga en (3 un problema estacionario de Stefan a dos

fases (la solucion tiene signo no-constante).

Analogamente, si se reemplaza la condicion de temperatura dada sobre I', por
una condicion do tipo Neunann con un coeficiente de transferencia de calor a > 0,
entonces se hallaran para q, ¢ condiciones suficientes (4/o necesarias) para que

la solucion tenaa signo no-constante.

Siguiendo [, Tall se estwdia la temperatura 6 = 6(x) , definida para x € . El
conjunto I puede exiresarse en 1a forma
1) 0 =0, Uy, UL
donde
0, =-.{xen/e(x)<o), nz={x€0/6(x)>0)
4]
t={xensen =0},

representan respecltivamente la fase solida, la fase liquida y la frontera libre que

las separa. La temperatura @ pucde representarse en 3 de la siguienta manera :

0,0 <0 X €0, ,
(3) 0(x) = 0 , X €L ,
00 > 0 X €D,

y satisface las siguientes condiciones :

W — kB0 =g en0; (i =1,2 ,

Gi) 0, =0, =0 , k,%‘;& =ke 2 e 2
i) 0, /My =b , o 2,3, -0,
20 an a
— —2 S i
4) kzanllz qQ 51 elr2>0,
(av)
a0, _
Fk‘éﬁ"rz_q =7 ell‘2<00
donde k; >004 =1, 2 es la conductividad térmica de la fasse i (i = 2 : liquida,
i=1 : sdlida), b = b{x) es la temperatura dada solwre I') , q = alx) es el flujo de

calor dado solr'e: ' y g = alx) es un aporte de envrgia dado en 3.

Observacicey, {. El calar latente de fusion no interviene en el caso
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estacionario del problema de Stefan a dos fases debido al hecho de que la
frontera que separa las dos fases solida y ligquida ¢ invariante en el transcurso

del tiempo.

Observacion 2. Si la temperatura b toma valore:, positivos 4y negativas sobre
I'y entonces se tiene realmente un problema estacionario a dos fases. En canbio, si
b asume valores de signo constante (por ejuomplo, posilivo) sobre Ty dicho hecho no

ésta, en general, garantizado; ésto motiva el presente cursillo.

A continunacion se transformara el problema (4) a traves de un cambio de
funcion incoanita, con el objeto de eliminar la frontera libre &, escribir las
ecuaciones en el sentido de las distribuciones en 1 y hallar la correspondiente

formulacion variacional. Sean

T,=06" ,T,=-6" enn2 ,
()
U=k, T +ky Ty =k 8% — Kk, 0~ enn

donde 8% y 8~ representan la parte positiva y negativa de la funcion 6.

LEMA 1. (i) Se tienen las sig_uientes propiedades -

(6) (—kz ATg, #) = | 9 # dx — k, %%2 ¢ 47, Ve € DN,
0, 1
[ a0, . ]
7)) (~ kg ATy, #) = |addx + k| FL¢dT , V¢ €DUAD,
Q, s

donde ( , ) representa la dualidad D) X IXND) , n s el versor normal exterior a
aN y a 4 (en la direccion de 3; a N, ).

ii) La nueva fun:ion incognita u satisface las siguientes relaciones :

— Au =g en D),

8) Ulrl=B:
_ au = ou |
'Bnlrz—a' Bnlra o,
donde
(9 B=k bt -k, b~ enl, .
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Demostracion. Yé € XN , se tiene :

(—k2512,¢)=—kz‘[1zd¢dx=—kzl °2A¢dl=
n 0N,
a¢ 80, " _
=—k,{[ Ae,¢dx+l (Oga—in—t)di}_
1, )
) a0
=lg¢dx—kz -5.—‘2“"1 .
23
es decir (6).

Ejercicio 1. Completar el Lama 1, probando (7) y 8.

Observacion 3. La transformacion inversa a (9) esta dada por

I S
10 O_kzu k, u en i} .

TEOREMA 2 (i) La formulacion variacional del problema (8) esta dada por :
11 v a(u,v—u)=l_u(v——u).Vv€K, u €K,
donde

_ 1 - _ 12
v = Ha Vo—{VGV/vlrl_O) , H=L%m,

12) K

(vevs/vip =8B}, (u,v):]uvdx,
0N
ali,v) == I Vu . Vvdx , LWV =LgVv) =(gVv) — j q v d7
0N Iz
i) SBi lg € V, ub € HI/Z(I‘,) entonces existe una Gnica solucién de la ecuacion
variacional (10).
(iii) La solucion de la ecuacion variacional (11) esta caracterizada por el siguiente

problema de minimo

(13 Tow £ Jgv) , Vv €K, u€K ,
donde
(14 I = § atus) —Lgw , v EV.
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Demostracion (i) Si se multiplica la ecuacion diferencial en (8) por (v — W) cuh

v € K, se integrra en el dominio 1 y se aplica la farmula de Gi-een siguiente

19 I Au v dx = I Vu . Vv dx — [ g’:: vdY, ué€ H2(0) . VE H’(ﬂ)),
N N an
entonces se obiliene (11).

(i) De b € HYAr,) surae la existencia de

Entonces se tiene la equivalencia (11) & (17), dordde

(17 aUv) =F(V) , YW EY, , U€V, ,

U=u— By € Vy,
ue)
FW = L) — aByv) , Vv € Vg .

La existencia y unicidad de U € V, , soluciéon de (17) (analogamenta u € K,
solucion de (11)) surge por aplicacion del Teorema de Lax-—Milagram [ BaCa, KiSt, Ro,
Ta3l.

(iii) La caracterizacion del problema de minimo (13) sirge por ser la forma bilineal

a simétrica.

Observacidon 4. La condicién L. € V) se verifica si se supone, por ejemplo, que
se tiene :

(19) g € LA, q € L4ry

Una variante, del problema definido en (4), consiste en reemplazar la condicion
(4iii) por la siguonte

30,

'—kz-én——lrl=a(kgog-—8) Si°|r1>0'

(4iiibis)
-k 99—4! =al(k, 8, —B) sib6l <0
Yan Iy T 1 ry '
donde a 3> 0 es un parametro, conocido como coeficiente de transferencia de la

pared I'y .
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Ejercicio 2. (i) Si se realiza el cambio de funcion incdonita (3) en el problema

(4bis) (dado por las condiciones (4i, ii, iiibis, iv)) entances se ogbtiene :

20 Mu=g enDM), —™ip =alu-B), lp,=a.821p,=0.

(ii) La farmulacion variacional del problema (20) esta dada por

(21) aguv) = Lan(v) , YV EV, uev,

donde

22) ag(uv) = aluVv) + « I uvdY , LpogV) =LgV) + alI B v dY
ry 't

(iD) Si Lg € Vo u b € HY®Ty entonces existe una Gnica solucion de 1a ecuacién
variacional (21).

(iv) La solucién de 1a ecuacién variacional (21) esta caracterizada por el siguiente
problema de minimo

@3) Gpqe® € GgogV) . WV €V, u €V,
donde
20 JgaB™ = — § aatv) — Ly , v EV.

Ejercicio 3. La forma bilineal a; es coerciva saobre V, es decir

(v 3%, >0 / aum 2N NvIg , Vv EV.

Mis ain, también lo es la forma hilineal ag debido al hecho

(26) aglv) 20 VIS , W EV,
oon
@n ha = Ay Minlia) > 0
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TEOREMA 3. Si se suponen las hipotesis gque garantizan la existencia u
unicidad de las ecuaciones variacionales (11) y (21), cuyas spluciones se denotan

por u Yy ug respectivamente, entonces se tiene

28) ug »u enV fuerte cuando & —+ oo .

Demostracion. Si se eliga v = ug — u € V en (21), se suma a ambos miembros

el término — aluug — W, se obtiene

(29 ag(€q€a) = Lgl€a) — alu€y) , €x =Ug — U EV .

Como a tendera a 4o , se puede suponer que a > 1 ; entonces, por (25), se
deduce

3 )“llfau\z,i-(a—i)-l.Ef’.d‘!gaa(ea,fa)sc,llfa,llv.
ry
donde C, > 0 es una constante independiente de a , Yy por ende

(31) ne,,usc,,m-uleﬁmsc,,

r
donde C; = Cy/2y >0 y C3 = Cf/)\; > 0 son dos nuevas constantes independientes
de a. De las estimaciones (31), se deduce gue cuando a -+ +oo, al menos por una
subsucesion, se tiene

32 Ug +wenVdévil,w EV,

a3 (a—ullcua—s)’mgca
1

Teniendo en cuenta (33) y el hecho de gue la aplicacion
34) vev-ol VdT ER
Ty

es semi-continua inferiormente en V deébil, entonces se deduce

an ogJ(u—m’mg lim Int J(ua—B”tﬂ-O-
& -4 4o
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es decir w | r, = B,conlocual w €K. 8isetomav €V, CV en (Z21), se tiene
(36) alug,v) =Llglv) , Vv €Vy , ug €V,

u por ende con el pasaje al limite @ -+ 4oo , se obtierw:

(37 albw) = Lgv) Vv €V , w €K,

¢s decir w = u € K , por la unicidad de la solucidn de la ecuacion variacional (11)
aque resulta trivialmente equivalente a la (37). Por olra parte y para a > 1, se
tiene

(38) M Huyg —u llf/ £ aglug — uug — w =t guy — W — aluug — W,

obteniendose (28).

A continuacion se vera el comportamiento de la temperatura 6 cuando @ 4400,

LEMA 4. Se tiene

(39) 1i ey — o1k, =0
a4 400 @ d

Demostracion Teniendo en cuenta (28) (y por ende la convergencia sera en H

fuerie) vy el hecho siguiente

Hug —ullf =Ntg —uh) —ug —ud Y =
= ug — u+ll'2_,‘ + g —u— N 'z_l - 2 (uz - u+,u&‘ —u =
) =Nugy —u' 4 lug —uT S b2z, u + 2w, ug )2
2Muy — ' 4 g —uT 0
se deduce
(41 lim nuy —utl li Mg —u— I, =0.
a3 oo ¥ oA Um L U
De la desigualdad
. 1 + + 1 - —
(42) oy — 014, < i Wuzg —u'ly, 4+ o a — Ty,

surge (39)
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De ahora en mas se consideri el caso

(43) g=0 enN,

es decir

(44) lglv) = — I avdY ,
r,

y se analizaran las condiciones necesarias uWw/o suficientes para aque los
correspondientes problemas elipticos mixtos (8) (con formulacion variacional (11))
(ver parte (A) ) [Tad4l 4 (20 (con formulacion variacional (21)) ( ver parte (B) )
{TaTal tengan solucion con un signo no-constante, es decir que representen casos
estacionarios de problemas de Stefan a dos fases. El caso 9 # O se analiza en la
Conferencia de G.G. Garguichevich en el presente Seminario (CUADERNOS N. 17,
p.29-44 y en el trabajo [GaTal .

Parte (A :

Sea u = ug = UsB la tmica solucion de la ecuacion variacional (11), con g = 0

en i}, para datos B =const. > OsobreT’; 4 q =const. > 0 sobre Iy .

LEMA 5. Se tiene la siguiente expresion :
43) alugug) =a Jug d7
2

Demostracidn. Basta elegir v = ua €K en (11) .

Observacion 5. De (49) y del hecho aque ug € V, , se deduce la equivalencia :
(46) uy #0 en Nl & ugy #0 sobreT,

de la cual se obtiene gue, para un dado valor de q , habra en 3 un cambio da fase
( ugq 0 8g toman valores positivos y negativos en M) si y solamente si la funcion ug
toma valores negativos sobre la frontera I'p ; dicho de otra forma, la funcion uq

comenzara a asumir valores negativos sobre rp .

LEMA 6. Si u; = ug; es la solucion de (11) para q; (i = 1, 2), entonces se

tienen las siguientes igualdades :
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A7 ati, — Uy, Uz — uy) =(aq, — ayp) I Wy, — uy) 47 ,
Fa
(48) altly , Uz) — alug, ug) == alu, + uy, Uz — Up=(ay; + az) I(ul — up) dY
Iz

Ademas, se Lienen las siguientes propiedades :

i) Si qz € a; entonces

(49 (@ uy Cu; enNn , &) I u, dY ¢ I uy oY

| WP 2
ii) Ademas, las funciones @ - ug 4 Q -+ I ug 47 son mondtonas estrictamente
decrecientes, es decir : | Y

@u; £uz,u;, Fu; enfl

o a, <a, =3
(b)l‘u’,cﬂ(]luzd'r
ry s
Demostracion. Si se toma v = u; € K en la ecuacion variacional

correspoondiente a u; y v = u; € K en la correspondiente a uz , luego se suman y

se restan ambas iaaldades, entonces se obtienen (47) y (48) respectivamente.

i) La condicion (49b) surge directamente de (47) Para demostrar (49a) se tencira

en cuenta la siguiente equivalencia :

(51) Uy Suz; enft ¢ W=0 en N ,
donde
G2) W= (Cug —ug™ .
Como W € V; , entonces si se utiliza v = u; + H € K en la ecuacién
variacional correspondiente a u, y v = u;, + W € K en la correspondiente a u; 4

luego se suman ambas igualdades, se tiene :

(k)] Ug(ql—qz)".Nd’Y:a(ua—ul,N)=—a(N,N)$0,
ra
esdecir bW =0 en 03 .

i1) Para demastrar (30ab) se utilizan los siguientes resultados :

A) 1 = UZ en n = Ql = Q2 6 -[ (le - l‘l) d7 =0 .
s
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B u, =u, ennn ,
2] I Wy — ud d7 =0 =

r, Bii) a, = q;

l.a condicidn (A) resulta directamente de (47) y la condicion (Bi) se deduce de
47) y del hecho e U, — uy € V5 . Teniendo en cuenta la hipotesis de (B3), el

resultado (Bi) y las ecuaciones variacionales correspondientes a u; Yy uy , se

deduce :

(=? )] (q,~-q2)]‘(v—u,)d'1=(].VVGK
'

Tomando un elemento v € Vg de manera e [ vg 47 # 0 y eligiendo
v = u; 4+ vg € K, de (54) se deduce (Biii). r,

Sea la funcion f - RY 4 R definida de la siguiente manera :

(39) fla) = Jlug) = % aluqug + qJ ug d7
2

LEMA 7. Para todo q >0 uy h , de manera que qth > 0, se tienen las

siguientes estimaciones :

1 7T Il 1/2

(56) W WUgyp —ud Iy £Cy = —5d— 1T, 177,
1

(57 N5 g — ugyy "2 £Ca=CiNT N ,

donde Yo es el operador traza ( lineal y continuo, definido socbre V ),y ag > 0 es
la constante de coercividad sobre V, de la forma bilineal a, ie. :

(58) alua) 2 ag v I, , Wv €Y,

Mas alin, paratodo g >0 y h > 0 se tiene :

(59 0 < qud'l— lumhd'ygcah((73=c2|r2|1/2?0)'
1P Iz
con la cual la funcidon g > 0 -+ | ug d7 es contirua.
I

143



Demostracion. Tenienda en cuenta (98) K4ND conay = a +h, 4 a; =q,1la
desigualdad de Cauchy—Schwarz 4 la continuidad de 7, se obtiene (56) y (57). Por

otra parte, de (§7) surge (99).

TEOREMA 8. 1) La fuxcion f es derivable. Mas ain, £’ es continua y

estrictamente diecreciente, dada por la siguiente expresion :

(60 Q) = l uq d7
P
il) Existe una constante C )» 0 de manera que
61) alugay) = C a*
62) f(n):—%qa+Bll"zln, B=kb>0.

iii) Si q > qg(B) , entonces el problema (B) es a dos fases en 0} (ie. ug es una

funcion de signo no-constant en N), donde

) ag(B) = E_lé:é_'

iv) La constante C = G0, > 0 estd dada por

©e4) C = aluzug) =J ug d7,
2
donde u; es la solucion ecuacion variacional

(63) a(ua,v)=ljvd'1 s YW EVg , ug EVg.
2
Mas aun, C puede ser calculada por
(66) C=‘%I(B—uq)d'1,
I

para cualquier q > 0 .

Demostracion (i) De (48) se obtiene

fg +  — ) _ 1
Gy A= _zluqd’1+%l‘uq+hd’7,
r; r;
y por ende (60) pasando al limite h 4+ 0 en (67) y utilizando (59). Para demostrar el
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resto basta ver aque ( Ejerciclo 4.)
6:8) ug=8B -aquy In} ,
69 'l =0

Obhservacion 6. En el caso quea por cuestiones de simetria se tenga aque la
funcion ug es constante sobre I'y, entonces la condicion suficiente (63) , dada por

el Teorema 8, es Lambién necesaria para gque €l problema (8), con 9 = 0, sea a das

fases.

Parte (B) :

Sea ug = Uug = Uyagg la unica solucion de la ecuacion variacional (21), con
a=0 en I, para datos B = const. > O sobre I'y , q = const. > 0 sobre I'; y

a=const. > 0 solire I’y .

LEMA 9. Si1 u = UyqB ©S la solucion del problema (24) para datos g , B, a » 0,
entonces se tienen las siguientes propiedades :
(i)uangBmﬂ.Va >0,Va>o,
(ii)uan ﬁquﬁBe.nﬂ,Va)D.VQ>0.

o {iii) Uy ,q,B £ Ug,q,B N O ,Vea La,, Va; £aq;.
(lV)"‘zSU“quﬂl enn,VG)U.VQ)U.
donde
(71) M, =Mz(a.q.B)=Minu =Min u , My=MH,(a.qB)=Max u =Max u .
r, aqB a aqB r, aqB a aqB

Demostracion. Ejercicio 5.

Se considerara que el dominio ) y los datos b (3 B) sobre I'y 4y q sobre I,
son suficientemente regular para tener la regularidad UgaB € Hz(mnc°<ﬁ). Mas
ain, en los tres ejemplos (Ver (97)-(101) ) la solucion UsaB satisface este

requerimiento.

TEOREMA 10. (1) Para todo B > 0, se tienen las siguientes expresiones :

72) luaaad’)':Bll'll—glrzl,Va..a>0.
ry
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73 aluyg g = Lqugqg) + Ba il | , Va> 0,

(79 _ a(u“"B. ”nB’ = a(qu.uQB) . Va,q > 0.

(D) Si a > quyB), entonces el problema (24), con g = 0, es a dos fases en ) para
todo a > aglaB), doruie :

(75) ao(ﬂ,lj) =

Demostracion. Se utiliza la formulacion variacional (21) g4 el hecho siquiente

Ejercicia 6) :
76) I tuB dT >0 & a » aglqB),

ry

Sea g : (RN 4 R la funcion definida por

- — 1 _ i _
g(a,n,B) == Gan(uan) = — 3 aa(uan, anB) = — 2 LGGB(UGQB) =

Q aB
=§I”auB d’!—-—-Z—I UaaB dy 0, aaB>0

I, r,

TEOREMA 11. () La funcion g tiene derivadas parciales con respecto a las
variables «, q y B, las cuales vienen dadas por las siuuientes expresiones para

todoa,aq, B > 0 :

ay . 2 . ag .
(78) Daak = I (4 oup —Bugg ) ar . aqeal = I Ugap 97
r, | )P
79) 953—(a aB) = —a u d7
ap“ " aqB
r
(ii) Existe wna funcidn A = A@) > 0 , definida para a > 0 , de manera que se

satisfacen las siguientes relaciones :

2
B swam = - BB ypaira 1 - o,
®en [ua_qu'Yzﬁ {2 — ada , VYa i >0
¢
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(i1i) La funcidn A = Al@) es decreciente en a, y verifica las condiciones

siguientes :
Ala) > —l!‘;‘-—f i ( luego : A0 = 4 ),
Ir, 1 a
(82) 1im Ala) = C , Iim a A'ta) =0,
& 4 oo a -+ $oo

PR |
(x Ala) ) = ;—2 a(”aaB'uauB) ’

donde C > 0 es la constante definida en el Teorema 8.
(iv) Mas adn, la funciaon YaaB puede ser expresada como

83 anB‘—'B"—QUa mnl

donde Uy esta definida por

Mg Ay g |

(84) AUa-;-D lnn,'—'an'r1=“Ua, "a—r;"r2=1, 3N l—-3=0,

cuya formulacion variacional esta dada por
YY) ayWUg, =I vdY , W EV ,Ug € V ,

Ca

y que verifica Uy > 0 en N1 y las siguientes propiedades :

(86) I Ug d7 = ”;2 v, l Ug d7 = Al@) , alUgllg) =C , Va >0
r, r,

Demastracion. E jercicio 7.

TEOREMA 12 (1) Sean las funciones am = qp(a.B) y qy = qyla.B), definidas para

a, B > 0, por las siguientes expresiones

. _ BTzl . Balillyl
(87 agplaB) = ~Am Opqia i) == N .
aue verifican las cundicliones
0B = OB =0 |, aue® <y b , Va>0,B>0,
(88) Lim amie.B) = a8 ,

a + +oo
Q. es una funcion creciente de la variable o .
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(.. b1 conrnto

W 590 = (wa € R / aga® <a < q@aB , a >0 )

es na wvaclo para todo B > 0 .

(i11) Se tienen las. siguientes equivalencias

(S0 1) ]”a;uB dY >0 & a< qH(a,B) , 1) j“auB d¥< 0 e aq » aplaB
r, r;
(2),

(V) 5i (a,@ € 5D , entonces &l problema (20) con 4 = 0 s a dos fases.

Demostracion. E jerciciao 8.

A continuacion se considerara un casg particularr para el cual la funcion
A=A(a), definida para a > 0, podra ser evaluada explicitamente. Se considera que

UaaB verifica la condicidon [TaTal :

(91) 4, atuy g Ugqr) = Const. (= Const@,uB)) , Va,a, B >0,

qQ

0 en forma equivalente por

(92) (a Ala) Y =Ala) + a Ala) =C, Va > 0 .
Se pueden deducir las siguientes propiedades :

TEOREMA 13 (1) Se tiene la siguiente equivalencia :

(93) ugg — Ygqp €S constante en 1 & (a Alw) ) =C .

(i1) Para el caso particular (91), se tienen las siguientes propiedades:

all,| qll,l
9 - =3 22 =B - '°%2"!
(94) quB anB z 1 rl i en {1 ’ umﬂl3 | rl B a1 rl ] ’
o N Su B
( _anB = 9'!%2 —ab -
99 an 'I, 01 ' TBa 'r, =const

(1i1) Mas ain, la funicion Ala) esta dada por la expresion

(96) A =C + 4 —:—fl-"—z

148



Demostracion (1) Se tienen las equivalencias
ugg — Ugap €S constante en 00 @ alugg — Uy g Vag - Yyqp! =0 &

T a(“auB'“u.uU) = a(qu,qu) © a(uan,anB =C ()2 o (a Alw))Y =C

(i1)-(iii) Ejerciciao 9.

A continuacion se daran tres ejemplos [TaZl en los cuales la salucion puede
calcularse explicitamente, como asimismo otras propiedades y funciones auxiliares
(Cabe destacar aque para estos ejemplos las conddiciones suficientes, vistas
anteriormente, resultan ser también necesarias y que adoemas verifican la hipotesis

de caso particular (91) ).

Ejemplo 1. Se consideran los siguientes datos :

n = 2 I ﬂ = (O‘XO) X (Dlgo) I x() ) D 2 HQ ) 0 '
97 Iy, = (0 x [0,ug) , Ty =(xg) X [0u)

My = (0xg) X (M U Oxg X (ug) ,

y se obtienen :

| r2 Il =1 l", | = Yo » C = Xg Yo
u = uuB(x,g) =B --aqx , ug = uauB(x,u) =B — g —qQXx ,
uplx) = x Ugtxwd = 1 +x
MlcqB) =B — g R Maa,qgB =B — g —aXxg .,
(=13)) auld) = % ,  aglaB) = g , Aa) =up (X9 + 1),
amla.B) = —B - @B =Ba ,
Xgo + a

L:{x:E-B‘} . La:(x=g—é} ( cuando existe ).

Ejemplo 2. Se consideran los siguientes datos :

n=2 » D Cry <rg » g =4,

1 : corona circular de radios r; y ry, centrado en OO0 ,

(99) I’y : circunferencia de radio r, y centrado en (000 ,

I'; : circunferencia de radio rp; 4 centro en (00) ,

y se obtiene (r = x’z-&u2 ) ¢
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(10O)

If,l=2%r, , IFNl=2%xr, , C:Z'xr‘:log;.i.

r
U= uggl)=B ~ q rz log "Lx ) Ug= Ugplr=B — & rzl arg log r% s
ur) = ry log "Ln ' Ugr) = ry ( Elr] + log i;"— )
((B) =.-_,_E.F;_ , aglaB) = % ”:-l- C A= 2 g g - +lag ,—.3 )

rz log F 1
A , Br,a
anla,By = i B V2 r Oplab) = ——r‘}'{—'
ra (‘ﬁi + log 1 )

1 (r--rl exp( : )} La ( r=ry exp( B iiir“])} (cuando existe).

Ejempln 3. Se cansideran los mismos datos gue en el Ejemplo 2, pero para el caso

tridimensional, es decir n=3 , obteniérvlose ( r=J Nl TURN ST O

101)

C=axrd _"2_',:__"_5, IF 1 =4xrf ,ITal=4xrs,
ar

u =uggr) =B — a r'g (f% - '1-: Ug= Uy pr)=B— -——a r';'— arz (,‘3“— ,1’-)'
1

ua(r)zrgl—}:), Ua(r‘)=r‘§(-1 +—1——;).

rs a ri ry r
Q f‘2 a l‘2 ar
MiaaB =B — =-32 , MiaaB) =B — =2 — ‘r“I‘L (rp —ry)
a g [+ 3 Y
Br a 1 4 1
ayB)=———-1_ __  a(aB= Ala)==4 = rp ( + — )
u 2 (rz— r") 0 B "1 2 @ r‘i r‘l rz
Bria
( = e — ’
yn a,B) rz ( _1 -;_ — L ) ’ QH(G,B) -
2 2 ry, s 2
2 ad —_—
1 (r:-ﬂ;" At -  La (-= 1 3 1 arz ry Bry } {(cuando existe)
arz—Br; ary arary
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