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EL PROBLEMA DE STEFAN MULTIDIMENSIONAL
A UNA FASE.

Domingo Alberto TARZIA.

1. INTRODUCCION.

En este cursillo se estudiara el problema de Stefan multidimensional a una fase
a través de la teoria de las inecuaciones variacionales parabodlicas (IYP) Esta
formulacion se debid a Duvaut en 1973 [Dul, Du2), previa transformacion de la funcion
incoanita temperatura. Esta brillante transformacion dio origen a rmumerosos estidios
nosteriores, ya sea desde un punto de vista tedrico, rwmérico o de las aplicaciones,

alownos de los cuales seran mencionados al final del presente trabajo.

Merace también sor sefalado el hecho de que dos afws antes, es decir en 1971,
Baiocchi en [Bai, Ba?, BaCal esturdio el llamado problema del dimue poross oroblema de
frontera libre en hidraulica) a través de una inecuacion variacional eliptica (IVE)

realizando una transformacion de funcion incaonita aque bvy 1leva sis nombre.

Estos hechos permitieron que la teoria de lac IV se transformara en una
herramienta Gtil para el estudio de ciertos problemas de frontera libre, eliminando
ciertas dificultades en el estudio del problema en su formulacion or-iginal (por ejemplo,
en la nueva formulacion del problama, la frontera desaparece por completo). Una
introduccion a la teoria de las IV puede verse en el cwrsillo CG3 del presente
Seminario, como asi también en los libros [(Du6, Dudi, EkTe, E10c, Fri2, KiSt, Li, TaZ}

para el caso unidimensional, puede citarse [Mal

Debida a la importancia del trabajo M1, Du?] g teniervio en cuenta el tiempo
asignado, el presente cursillo se centralizard en dicha teoria, indicandose ademas
nuevas propiedades u aplicaciones aue se realizaron a posteriori; mas detalles proderan

verse en [Ta3l

. PLANTEO DEL PROBLEMA.

Siguiendo D, DUZ] se considera un cuerpo en estado solido (hielo a O C) ques
ocupa una region NCR? con frontera I r egular. Se supone que 1 estd compuesta de

tres partes Iy, I'g 4y I'y con medkl'x)>0 y ', =

Se busca la evoliwion del hlomie de hinlo sooonicikhy ques I'; es wuna pared
impermeable al calor, sobre I'; se impere wuna temperatura rula 4 sobre TNy existe un

flujo de calor del tipo de ley de Hewton siendo 9,—const >0 1a temperatura exterior. Se
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desprecia la variacion de volumen debido a la fusion del hielo y se designa con L la
swerficie de cambio de fase, la cual, debido a la monotonia del problema, esta
representada pors la ecuacion t=R(x,, ¥, X3) que es una incognita suplementaria del

problema.

El problema consiste en hallar 1a temperatur-a 0=60(x,t) (x=A(x,, x5, x3)), definida en
QA=0x(0,1) con T>0, por-

&(x,t)>0 si LR(x), x€1,
(1) o(x.t) =

0 si t<{R(x), x€N,

4 la frontera libre t=R(x) de manera que se satisfagan las condiciones siguientes:

"~ iy sec %‘z —k AO = 0, en t>R(x), xEN,
ii) =0 sobre t=R(x),
iii) —k %2 =p1wva sobre t=R(x),
@ < v —« 2 / r, =@ (0-9)),
20 —
v) T&_‘/r2 = Ol 9/r3=0,
vi) O(x,0)y=0, xX€EN,
“—

donde p es la densidad de masa, c el calor especifico, k 1a conductividad térmica, 1 el

calor latente y v, la velocidad normal en R de la super-ficie t=R(x)

OBSERVACION 1. Generalmente, cuando se estudia el problema de Gtefan

unidimensional, 1a frontera litve se representa por la ecuacion x=s(t); en nuestro caso,

debido a la monotonia del problema, es preferible trabajar con t=R(x), siendo R la

funcion inversa de s (R=s™}).

OBSERVACION 2. De ahora en adelante se sumondri que se ha realizado un cambio

de variables de manera gue g=c=k=I1=1, donde a>0 y 0,50 son dos constantes dadas.

OBSERVACION 3. La condicion de Stefan (iii) puede ser también escrita de la
siguiente manera (EJERCICIO 1)

3 —-Ve - VR =1, sobre t=R{x)
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8Si se realiza el siguiente cambio de funcion incdmila (Transformacion de

Duvaut)

(4)

t
wixt) = le(x.v) dr = ¢

(¢

&{x,7) dr si LR(x)

L 0 si HR(x)

entonces se obtienen los siguiemtes resultlados:

EJERCICIO 2. Si LORx), se deduce que:

)

\
-

i) ux(xt) = J Oy (x,7) d7 (i=1, 2,
R(x)

t
if) Uy (0b) = I Oy 5 (XT) d7 — Oy (xRX)) Ry (x)
R(x)

iii) Aulx,t) = 1 4 O(x.t)

iv) U O t)=0(x,t).

EJERCICIO 3. i) La nueva funcion incoonita w=u(x.t) satisface, en 0x(0,1)=Q, al
siguiente problema:

(6)

A

-
u=0, Lt<R(x), x€EN,
U ~ Ay = 4, OR(x), x€N,
u=0, %'::O sobre t=R{x)
= 3] =
u/ =92 . & ™ G,
—% r,= e (-6, 1)
<
K L‘xﬂ)ﬁ] . X< ,

ii) Mas aim, u satisface en Q al siguiente prroblema de complementaridad:

U —Au+120 w0 enQ,

WUy —Bu+1)=0 enQ
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iii) Por otra parte, si v=«{x)20 en }, entonces se verifica

(8) (uy —8uH-1) (v—u)20 en Q
Teniendo en cueﬁta los resultados anteriores, se deduce el

LEMA 1. La fuwion vectorial oe=u(t) (UXtE0,TIvu=Kxt¥V) satisface a la
siguiente IVP.

(Wt)v—xt) + agut)v—ut)l g(v—ut)), YvEX, t90,T],
&) <
L KUEXK, u(0)x=0

v={va'y / vfp =0} . H-LM Esbacios de Hilbert),

k={vev / v20 en 0} Comvexo cerradoy,

|
(10) < atuv) = VuVv dx , aa(u,v).-.:a(u,v)-l—aj uv dr,

L

W)= —}] vdx, (u,v)=I u v dx,

LagtW=(W4ax O, ¢ I v d7Y,
ry

adoptandose como notacion w=uy

DEMOSTRACKIN.  Si se inteora, en 0}, la desigualdad (8) utilizando la formula de

Gremn

(1) ~I Au v ofx - [VU-VV dx - Ig:: v 7

y las condiciones (6) que u verifica sobre I'; (i=1, 2, 3), entonces se deduce la IVP (9)
(EJERCICIO 4).

EJERCICIO 5. Si se reemplaza la condicion (2 iv) para la temperatura sotwe Iy
por la siguiente

(12) o/,.1= o,
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ouedando las otras condiciones inalteradas, entonces si se realiza el cambio de

funcion incdgnita (4) se obtiene para u la VP siguiente:

()v—ut) + a(ut)v—ut)2biv—ut), Yvek,, teo,n,
13)

w(tyeX,, u()=0

(14) Ky={vex / vfy- = 0, t)

OBSERVACION 4. Es importante mencionar ague con la condicion (12), en lugar de la
(2 iv), el comvexo en la IVP, para la funcion u, depende del tiempo.

Cuando No se conoce a priori una cierta monotonia de la frontera libre, su
ecuacion no es de la forma t=R{x), sino que estari dada implicitamente por una ecuacion
del tipn Sixt)-0 En este caso se puede utilizar una metodologia peneral para la

transformacion del problema de la varjable © a 1a variable u

Si se introducen laos conpntos:
n0={x € n [owtr>o),

15) A=Nx(0,T) . QA= U (0Do(t) (L)),
( 2 Ot 2{t)y

L(t)>=30,(L¥ N,

(t)

entonces las condiciones (2 i—iii) pueden escribirse en la forma:

CO, kA0 =0 enQ,

(16) =0 sobre L(t),
30 __ . .
-k = Lv-n sobre L(L),

donde Ci+=p c, L=p1, v es la velocidad de la superficie A(t) en ‘&3, n es wun versor
normal a L{t) Entonces se obtiene el
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TEOREMA 2. i) La temperatura © satisface en el sentido de las distribuciones en

Q. la ecuacion siguienta
axqz
a7 CO -k 80= —L - en IXiQ,)
donde con X, se simboliza la funcidn caracteristica del conamto A
i) Si ® satisface (17) y (2 iv—vi), y se define 1a rueva hﬁcic’m incoonita:

t
18) ]k o(x,7) dr , x€1, t0,711
0

entonces se abtiene, para u, 1as siguientes condiciones:

~

: C . . —_
i) kY t) — Aut) = . Xq,

an < i ufp =0, M —aw-eun,

| un ¥/ -0, woeo,

cwrya formulacion variacional viena dada por 1a IVP siouiente:

P
(g w(®) . v—utrafuey v—-u(t,))-}-aj (KO, tXv—udTE
ry
(20) < 2L, v —uwt) |,V ovEK, tdn,Tg,
WbEK |, wDE=0.
.

DEMOSTRACION. La ecuacion (17) se obtiene expresendo C 6;—k A6 en el sentido
da las distribuciones en Q y utilizando una formula de Green Para obtener la ecuacion
aue satisface u, se inteara en el tiempo la de 6. La VP (2D) se obliene multiplicando (19
i) por vadt), con vEK, integrrando en f}, utilizando la formula de Green (11) y el hecho
siguiente (EJERCICIO 6}

(-L qu(t) . V—U(t))=] —L(v—uit)) dx 2
(21) n,(t)

(-, v—ult) , VYv&X , taorTl

OBSERVACION 5. La IVP (20) se reduce a (9) cuando C=l=k=1.
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OBSERVACION 6. Cuandn 6, depende del tiempo, es decir ©,=0,(t)>0, la IVP para u

es la (9) o (13) reemplazando en la intear-al sobre Iy el factor (Lt)—0,t) por (W(t)—u,(t)),
donde u, viene definido por (EJERCICIO 7)

t
(22) ul(t)zle,(ﬂ dr.
0

OBSERVACION 7. Una metodologia analoga a la desarrollada mas arriba puede

utilizarse para transformar el problema de Stefan a dos fases en una IVP [Du3, Du4,
Tatl

Antes de pasar al estudio de las IVP (9) y (13), se hara un resumen de resultados
conocidos sobre las ecuaciones variacionales parabolicas de tipo mondtono, gue se

explicitaran y se usaran con mas detalles en este caso par-ticular.

. TEORIA DE LAS ECUACIONES E INECUACIONES VARIA-
CIONALES PARABOLICAS DE TiIPO MONOTONO.

Se consideran dos espacios de Hilbert V y H sotxe los reales, de manera que V
es denso en H y la inyeccion V4H es continua. Entonces, si se identifica H con su dual
H’, resulta V=’ V. En este caso cada espacio es denso en el otro y las invecciones

son continuas. Este resultado surge del

EJERCICIO B. i) Si f€H, entonces la apnlicacion

(23) FrvanfFfu=tw,, vy,

es lineal y contiria en V, es decir fevr
ii) E1 operadur

(24) S:H -2V / S(F)=F , V FEH ,

(dordde T esta dada por (23) para cada fE€H) es lineal, continua e invectiva.
iii) Se puede identificar H con un subespacio de V'
iv) Un caso tipico es el que se presenta cuando V= l}‘,(n) Y H:--:L?(O), siendo

(25) Hy() — L0 -» G5y =H 4.
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OBSERVACION B. Con ¢ , > se simboliza la dualidad V'xV como asi también el
producto escalar en H

Se considera un operador A -V 4 V) 4 se introduicen las siguientes definiciones:

i) A es un operador monotona si y sola si

(26) <Av — Adu, v 20, Yu, v V.

ii) A es un operador hemicontinuo si 4 solo si 1a aplicacion

27 AER - <AEIV) , W ER

es corntirua de R en R, cualesguiera sean uuvnw €V.

iii) A es un operador acotado si y soOlo si existen dos constantes c,,
c220 de manera aque

(2 vl < oV, 4 Cp . WVEV,

iV A es un operador coercitivo si y so6lo si existen dos constantes
a>0, \20 de manera que

29

Auns 2 a VB — X IV L YVEV

EJERCICID 9. Sean los espacios H=L%(01) y V.—:}'té(ﬂ)CH’ (t), 4 la forma bilineal y
simétrica a : UxV 4 R ague satisface las hipotesis siguientes

i) a es continua, es decir:

(30) 3 M50 [ latusd S H I My, Y uvey

donde H;, representa la norma en el espacio de Hilbert H(N), dada por

(31 Ml%l Ivv® dx + I v dx,"'/z ., VveH' ().
n 0

il) a es coercitiva, es decir:

3 ag>0 [ av) 2 ag ME , V uvev.

Entonces, el operador AV-4\ definido por

(32)

(33) <Auvd>=aluv) , ¥V uveV

’

satisface las 4 definiciones anteriores. Mias aln, A es fuertemente monotono, es decir

(39) <AV—Au , V-ud 2 ag Iv-ully , Y uVEV.

TECREMA 3. Si T0, ugEH, FELAO, TV u el operador AV verifica las hipdtesis

anteriores, entonces existe una Gnica funcion uGLz(D,TN)(l‘”(O.T;M con lfe_im,T;V’) de
manera cque se satisfaga
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vty + Aut) = fL , LtEOD

()
ul=un

DEMOSTRACION (EJERCICIO 10. {Ar, Dub, Lil, ver Apéndice)

OBSERVACION 9. Como uwa 20TV y wa 20,7V, entonces la  aplicacién
tEO, -1 t)EH es continua, con 1o cual w=ug tiene sentido L.iMal

A continuacion se darid un resultado general referente a las VW de tipo
monotono.

TEOREMA 4. Sea ##KCV un conunto comvexo y cerrado de manera que DEK, y
u€K El operador AV-4V' satisface las 4 definiciones anterjores u la hipdatesis
suplementaria

(36) 3a,50 , M0 [ <Av—Au, v-ud> 2 @y Iv—ul)) — %y Iv—ull. Yuvev.

Si T>0 v £FELX0,TVY? con FD-AugEH, entonces existe una Gnica solucion
weL 20, T;VNL0,THD con wELX O, TANLM,TH de la IVP siguiente:

WOVt (<AL v—L)> 2 <R V-, YvEX, LE0,T),

I”n
wt)eK , u@=u,

DEMOSTRACION. a) Unicidad Se supone que u,; y u; son dos soluciones de la IVP
(37). Si se reemplaza v=u,(t) en la WP correspordiente a la de u; Y v=u(t) en la IVP
correspondierte a la de u;, se sumnan ambas desigualdades, se reemplaza w=u;-u, Y se
utiliza (36), entonces se deduce que

(38) 3 Bpeem) < vy, taom

A partir de la desigualdad anterior y utilizando una de las desigualdades de
Grormall se obtiene n=0 en (0,7}, es decir u,=t,

b Existencia: Sea AV4V' un operador de penalizacion del

corwvexn K, es decir qua 8 es un operador acotado, monotono, hemicontinuo que tiene la
siguierte propiedad ILik

(39 BWV=D & vex

Se define para cada &>0 (parametro destinado a tender a cero) el problema
peralizado (aproximado de (37) siguiente: ‘
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LED + A ug® + § By = F , tanT,

4o
UL(0)=:1‘0

gue es wtilizado en tres pasos E€JERCICIO 11 [Du6l i) para obtener la existencia de

solucion:
i) Existe 'ma Umica solucion ug de (A por 1a teoria de las EVP de tipo mondtono.

i) Se obtienen las siguientes estimaciones a priori:
a) (u.? C conj. acotado de L°°(D,1,H)r1_2 0, TV,
b) (uf) C conj. acotado de L°°M,THNL 0, T\,

iii) Cuando ¢ 40 se tiene u,+u y se deduce que u satisface la IVP (37).

Se vera un ejemplo de operador de penalizacion en el

EJERCICIO 1Z2. Sea V un espacio de Hilbert y #xKCV un conjunto comwvexo y
cerrado. Entonces BV, definido por ﬁ=l~PK, donde | es la identidad y P es el

operadar de proyeccion sobre K, es un operador de penalizacion de K Mas ain, 8 es un
operador continuo, pues verifica:

(41) Bv)}—Aull € 2 lv—ull , V uveV.

EJERCICIO 13 i) Si medly) > 0, entonces la forma bilineal a es coercitiva sobre

ii) Si med(Iy)=0, pero ademis se cumple que medI;)>0, entonces la
forma bilineal a;, definida para a=1 en (10), es cosrcitiva sobre V=H'(), es decir que

existe una constante 2\;>0 tal que
(42) a,lv,uX\, M , ¥ vEV.
Mas a'm, 1a forma bilineal a; es coercitiva sobre V, obteniéndose

agvai2hg BT , YVEV,

(43)
Aa=Xs min{1,a)>0.

V. ESTUDIO DE LA VP (9).
Sa dara a continuacion el

TEOREMA 5. Para cada a)0 fljo, existe una Unica solucion u=ug(xt) de la IV (9)
aque satisface

(44) ugug € L0, TINL"0,TH.
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DEMDSTRACION. a) Unicidad Si se supone que u, 4 uy son dos soluciones de la

MP (D), reemplazando v=uyt) 4 v=u,t) en las WP correspondientes a 1la de u, 4y u,
respectivamente, sumando ambas desigualdades v reemplazarndo w=uy—u,, entonces
resulta:

(49) % ﬁuu‘, 4+ atulLlpnlt) + a ] Wt dT <0 |, tE0,T1
ry

Integr-ando en el intervalo Ot) se obtiene que w=0 en [0,T], es decir u;=u,.

b) Existencia: Se utilizard una metodologia oue es general en este
tipo de IVP, consistente en penalizar el convexo, realizar estimaciones a priori sobre
la solucidén aproximada y pasar al limite sobre el parametro de penalizacion para

hallar la solucion del problema en cuestion
D Se utiliza el siguiente operador de penalizacion

(46) vy = v . ¥V vEH,
J se define u=u¢ (bara cada &>0) como la solucion del oroblema penalizado (cuando no
haya confusion es Otil evitar el uso innecesario da los subindices ad) y €30 para la
funcion ur
WY + agiw + § BB = L, V¥ vev, teaom,
(47)
=0, WV

Se sabe que la funcion u=u, (para cada a>0) existe y es (mica, por 1o demostrado
en 8. €1 operador A esta definido en este caso por:

(48) <Auvy = auV) + £ Buv) + a l uvdy
ry

i) Se obtendran, en dos etapas, estimaciones a priori para u=ug
En primer lugar, se reemplaza v=ult) en (47), teniendo en cuenta
[ 2 3 ag>0 / atvuiag ME . V¥ vEV,
b) @GUtHNXT , Vv td0,T1,
c) [ vindr 2o , v taomn,
“9) < f1

o —I wt) dx € Ymado) futy, .
[y

| ea6t [ W) dT € 2 0, T JmadT, 170 RO
Ty
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donde ’thl ()-+I' es el operador traza, y utilizando la desigualdad

2
3 xu<h x4+ -4 47, vaoo,
2 222

al intear-ar en el intervalo (Jt), se obtiene la siguiente desigualdad

t

(s1) Lwon + 3P l RS ds € €y .V LEMO,T),
1]
donde C; es una adecuada constante independiente de 30 En virtud de lo anterior
resulta
S52) {ue) C conj. acotado de L0, THNLIO, T3 @),

Es importante sefialar gua si medl'3)=0 la condicion a) no es valida, pero siguen

siendolo las acotaciones realizadas debido a la coercitividad de ap sobre .

En segundo lugar, sean td0,T) y h>0 de manera que t+h€0,T1 Si en la VP (47) al
instante t (t4h) se reemplaza v=utih)—ut) € V (v=ultl-u(t+h) € V), se suman ambas
desigualdades, se utiliza la monotonia del operador 8. se divide ambaos miembros por h?
y se pasa al limite h40, entonces se deduce que

(53) Lo + Ia(u’(s).u’(s)) ds + a I ] Wi ds dT <
r,

t
<a®, I I uis) ds dT + £ OK,, ta0T)
0T,

Tomando t=0 en (47), se obtiene

Ga) WMV=Liv) , V¥ vEV,
con lo cual (O £C, dorde Cp; es una constante independiente de e Si se utiliza

en (33 la desigualdad (50), se obtienen las siguientes estimaciones:
(1)) (ul) C conj. acotado de L0, T#L20, TH Q).
De (47, resulta
(56) é (Blugit),v)=—(ug L), VI—agluc W) vLglVv) , VWV vEV, tEO,T),

Yy, por lo tanto

(57) {§ Bue) € coni acotado de L*Q,Tv.

ii) Debido a las estimaciones (52), (93) uy (537) puede deducirse,

por aplicacion de teoremas clisicos del anilisis funcional que existe una sub-sucesion

(por conveniencia, sera igualmente notada por ug) tal aue, cuando ¢~+0, se tiene
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ueg-u en L0, THYOQN débil,

(58) s en 20,7 H' @) débil y en LM, TH) dobil estrella,
Blu )40 en L0,TAV) fuerte.

Ne 58) =0 deduce aue OO0 y WLEK, YV LE0,TY

Sea el conpanto X, definido por:

(59) %={waL 0, Tarn / weK, v tao,n)

Si =p plige vt} 1, @) en (47), con wEX, e uliliza 2l hecho que 86ALN=0 y gue
el operador f as mondtono, se integra en el irtorvalc 011 y se lienen on cuonta las

estimaciones siguientes

—
'
lim , _ lim 1 1 2
L L(ue(t)_ue(t)) = A0S R (TR, 2 5 hADR) =
T
(60) T = j (U LKLY dt,
0
T T
Zl_—l:"-o I aglug(augt) dt > I ag (WAL dt,
o o
—

pazardn al limite inferior on o5 dos miembros, se obtiene

T T
(61) j (W) dt + I ag{utlakt)—uilh) dt »
o 0
T
> [ LGt dt , W weEX.
0

Sean v&K , t&0,1) y WEX definido por:
v si set-htyh,
(62) wig) =
uls) si s@t--htih,
donde o0 es un parametro destinado a tender a cero.
Er;huu..es, si se uliliza w en (61), se divide po Zh 4 se pasa al limite -0

Bhoratthi AR LS LA Eha UG LR AR, DE WCUILE v RALEVU UDLIULACHIRET IV £ LT ULe LA LU Ut

medida nula
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EJERCICIO 14 Completar las demostraciones no realizadas en el Teorema 5 (Du?Zl

A continuacion se estudiara el comportamiento de la solucion ug de 9,
recientemente obtenida, en funnion del parametro real a>0 y se vera que cuando a—-+4oo

la funeidn ug converage a la solucion de la IVP (13).

V. ESTUDIO DE LA IVP (13).

Se demostrarad el siguiente

TEOREMA 6. Sea ug=uyi{xt) la solucion de la IVP (9) para cada a0, dada por el
Teorema 3.

1) Si e Las entonces:
63) 0 < ug, () € ug,(xt) £t Hix) en §,

donde H=H(x)20 as la solucion del siguiente problema:

AH=0 en 1N,
(64)

”/r‘,=91 , g-g/rz=0 . H/l-3=0.

ii) Se tiene que:

(65) 0 < uatxt) < Hix) en @
ili) Cuando a0, la sucesion ug comverge a la (nica solucion u de la IW
(13)

DEMOSTRACION. i)  a) En primer lugar, se verd que ug(xt)$t Hix) en G, v a>0, 1o
cual es eauivalente a aue w=0, donde

(66) velx b)=(ugxt)—t Hx) T

Se sabe que DKwSug en @, w/r:=.-0 y por ende wEV. Si en (9) se pone v=ug—weK, se
abtiene:

67 (uz(t)w(t)) + a (ugt)wit) + a I {ug(t)-t 6,) wit) dY <
I,
SLwt) < O.

Teniendo en cuenta que:
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a,) alug(t)wlt)) = afug(t) — H L, wt) + aH L, wt) =

= a(wi(t) , wit)) + t I g-j wit) d7 >
y
az) I (ug(t)-t ©,) wit) d7 = I wi(t) d7
y y

ag) (uglt) wlt)) = (W(t)s(t)) 4+ (Hut)) 2 (W(t)su(L)),
entonces se deduce que

1 d 2
(69) 5 a—tMt)lf, + a(w(t)sa(t)) 4 a« I wWit)dY €0, t€ioTl,
Iy

que, congntamente con la condicion w(D)=0, se obtiene gue w=0 en Q.

b) En segundo lugar se vera gue u,du, en O, donde u=ug,
para i=1, 2

Sea N-.=(u1~u2)+€ K Si en las IVP (9) correspordientes a u; y up; se reemplazan
v=y-wW € K y v=uatiw € K respectivamente (siempre al instante t), se suman ambas
desigualdades, entonces se obtiene

(70) $ Shatm + atut)adey + I wWit) [a; (U, (t)—0, t) —
Iy

Como el integrando en la integral sobre I, es no-negativo, y w verifica la
condicion w(0):==0, entonces resulta w=0

ii) a) Sean td0,7T) 4y h)0 de manera que t4+Hd0,T1 Se verifica
ademas O<wix,t)=lug(x,t+h)—uy(xt)I— € K

Si en la IVP (9) al instante t se pone v=u,(t)wt) € K y en 1a correspondiente al
instante t+h sk pone v=ult+h)-wlt) € K, sumando ambas desigualdades, resulta:

(7) § St + atatimt)) < —a I wi(t) d7 £ O, teom.
ry

Teniendo en cuenta que WOl=u(xh)=0 en N, enltonces Wt)=0 en N, es decir
uaLt){ug (.t +h), u por lo tanto uz>0.

b) Sea Wx,t)=t H{x)—us(x.t)20 Sean t40,7) y hH0 de manera que
t4+h€l10,.1] Se considera wix)=Wxt+h)--U(x,t)1~ De una manera analoga a lo anterior se

concluye gue w=0 con 1o cual U220, as decir ugd4

iii) La unicidad de solucion de la IVP (13) se demuestra en forma
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similar a lo wtilizado para la VWP (9) Se vera, a continuacion, que la existencia de
solucion de la IW (13) se calculara como el limite de la sucesion ug cuandp a-1+4oo.
Para ello se obtendran estimaciones a priori sobre wu; oue permitiran al pasaje al

limite.

Sea vix, bl t)}-t Hix). Si se reemplaza v=t H(x) en (9), suponiendo a>i (al estar
destinado a tender a infinito), y utilizando la igualdad

(72) agluv) = a(uv) + (a—1) I uv d7,
r,
al integrar en el intervalo [0Ot], utilizando la coercitividad de a, gy la desigualdad (30),
resulta

(73) % B, + 52! ]Msnf ds + (@—1) I I wis) ds < C, teom,

Iy
donde C es una constante adecuada independiente de a. De (73), se obtienen para w (y

por ende para ug) las siguientes estimaciones a priori

{ug) C conj acotado de L0, VN0, TH),
(74)
(a—1) I I (ug(s)—©, s)* d7 ds € C.
or,

Por otra parte, tenienda en cuenta (63) y (69), se tiene que

{ug) es creciente en & y acotada por t H(x),

75)
(ugz) C conj acotado de L@Q).

En virtud de las estimaciones precedentes se puede pacar al limite a-+$oo,
ohteniéndose la existencia y unicidad de la solucion de 1a WP (1£3) en 1a clase

u € L*0, T\, T4,
76)
u € L0, T4

Ademas, ug-wu en L0, TH) fuerte y en LXO,TV) débil, y uj-w’ en L@Q) débil
estrella cuando a-+oo.

EJERCICIO 13 Completar las demostraciones no realizadas en el Teorema 6 (D21
Mas ain, demostrar que 1a solucion u de (13) verifica que O<Uxt)<t Hix) en § y que
OKu'(xt)SHIx) en Q.
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VI. GENERALIZACIONES, APLICACIONES Y COMENTARIOS

FINALES.

A continuacion se indicaran trabajos desarvrollados como consecuencia de los
visto anteriormente Qa lista no pretende ser completa; en cada item se citan en
general, los primeros trabajos realizados; pueden obtenerse mas referencias en la

bihlingrafia de los trabajos dados, en particular en [Tad)y

A) Sabre el problema de Stefan multidimensional a una fase:

$) En (FrKi) se extienden los resultados al caso en que O/F,=91(X't) Y
O(x 01=0(x). |

ii) Estudio de la regularidad de solucidnr En [Cal se prueba ase la
frontera libre t=R(x) esta representada por uwia fucion localmente Lipschitz, cuga
constante de Lipschitz depende de la propia solucion, y gue para el caso bidimensional
la temperatura B=u; es una funcion continua a través de la frontera libre En [Cafr]
se extiende este Ultimo resultado para cualquier dimension En [Ya] se demuestra oue
t=i(x) es uniformemente Lipschitz continua con una constante que depende solamente de

los datos.

OBSERVACION 10 Lo realizado para el problema de Stefan a una fase fue
extendido al de dos fases wtilizando el siguiente cambio de funcion incoonita:

(™ i[k, otxs) — ky, ®(x,5)] ds,
D

donde kg y k; son 1a conductividad térmica de la fase liouida y solida respectivamente,
y 0=0(xt) representa la temperalura Cabe seflalar gue la VP que se obtiene para u es
de tipo I, pues en ella aparece (v—u'(t)) en lugar de (v—ult)), y ademas, es ahora u’(t) la

funcion que pertenece al conjunto convexo en cuestion

B) Sobre el problema de Stefan mullidimensional a dos fases

i) Planteo del problema a través de la teoria de las WP {Da, Du3,
Du4, Frei, Pai, Tall

ii) Planteo con region pastosa (mushy region): [AofFr, Fre2]
iiD) Planteo a traves de una formulacion debil (Fril, Ka, 01

C) Sobre alaamas aplicaciones

i) Problema de 1a colada continua [Bri, Br2, Rol, RoZ, Ru, S5a?Zl

ii) Problema de la difusidn-consumo de oxigeno en tejidos vivos [Du4,

iii) Flujo en una celda de Hele-Shaw [ElJal
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iv) Problema de mecanicmo electroguimico [E1}

v) Problemas de control optimo con cambio de fase [Bar, Pa2, Sal,
SaZl

vi) Analisis mmérico de iv (teria general) [Ci, G}, GlLiTr], aplicacidn
al problema de Stefan [Bo, Fe, IcKi, Je, JeRg, Kilc, NiPa, No, Odi, PiVel

APENDICE
ESPACIO DE FUNCIONES A VALORES VECTORIALES

Sea V un espacio de Banach sobre el conjunto de las nimeros reales con norma

HV' Se define al espacio (1<{n<4ooX

Ag) LD(D,T;V):U‘ {0, TV / § es medible, Ifl<+oo)
donde

T
[ wei=| [mt)ﬁ ), t<octoo
0

(Az) g

F - Es fRy, . p=
'mte?o,n' Wy . p=+too

L

Puede notarse gue Lp(D,TLD(ﬂ))=Lp((O,T)x0).

Se demuestra aque LD(O,T;V) es un espacio de Banach; para 1<p<toe, es ademas,
reflexivo, si V lo es, y su dual puede idertificarse con Lq(D.T;V'), donde a t4p =1

Se define el espacio de las distribuciones sobre (0,T) a valores en V como

(Ag) DO, TAV=(#D0, TV / f es lineal y continua) ,
donde IX0,7) representa el espacio de las distribuciones sobre el intervalo (0O,T).

Se puede definir el siguiente operador-

(A FLPO,TA)DO,TA) /7 FIR=F
donde

t
(Ag) ?(»:I F(L) ) dt , VW $EDEO,T).
0

El operador F es lineal e imygectivo y, por lo tanto se puede identificar
fa.P0,7A) con la distribucién FEDO,TM, es decir que:

(As) L0, r» C Do,V

Para toda distribucion feED(0,TA) se define su derivada n-ésima con respecto a
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la variable t de la siguiente manera:

Ay f""(¢)(=g—'t—',fm}=(-u" r(‘;t_"%) , V $€EDO,.

Se definen los espacios de Sobolev a valores vectoriales por (m=0, 1, . )

(Ag) H™O,TV=(f0, N~V medibles 7 fPa %Q,TV, i=0, 1, ., m),
ue resultan ser espacios de Hilbert con el producto escalar siguiente:

m - -
(Ag) E3) Mo 1 f(r“’(t),g“’(t)}v dt.

=0

En el caso en que sea m=0 se utiliza la notacion L0, T;0)
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